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Préface 

Du haut de mes trente années d'expérience, et je vous l'accorde : on ne cesse jamais d'ap• 

prendre, je vous présente notre nouveau née en matière de résolution d'équationa non linéaires. 

Bien que les moyens de publication restent tout à fait modestes, ce livre saura vous inculquer 

des méthodes certes, basiques mafa déterminantes pour votre carrière. C'est ainsi que voua y 

trouverez les célèbres techniques de did1otomie, de Newton, du point fixe et auti-es, mais aussi 

et surtout une présentation claire des différents algorithmes. On a aussi travllillé à l'élabora­

tion d'exemples concrets pour une meilleure compréhension de concepts inconnus de plusieurs. 

Au cou.ra des chapitres, le lecteUl' pourra en plus apprécier les algorithmes intelligemment fice­

lés et la programmation dans les différents langages est laissée à la perspicacité des lecteurs. 

Nous n'avoru, pas oublié l'import9.Il.ce cruciale des exercices, c'est ainsi que nous proposons en 

guise de mise en bouche une première liste d'exe1·cices solutionnés, ceci ont pour seul but pé• 

dagogique de montrer les applications d'une méthode de résolution d'équations non linéaires, 

et leurs solutions détaillées sont un second cours par leur richesse. Mais on ne peut nier que 

la quête de l'apprentiseage ne peut se restreindre à la lectlll'e monotone et superficielle des 

corrigés, pour cette raiaon particulière nous avons pensé à une seconde liste d'exe.rcices non so­

lutionnés, leur résolution fera appel à la réflexion du lecteur, son autonomie et son courage. A 

travers ce livre, nous avons aussi tenté de lever le voile sur l'ambiguïté qui entoure le domaine 

de l'analyse numérique, en étudiant les incertitudes associées à chaque méthode. C'est sm· ce 

ml!me point qu'on a basé les comparaisons entre différentes techniques, parce qu'il serait vain 

de présenter à un futur actif une panoplie de solutions sans exhiber le~ u.t.011t.s et les faiblesses 

de chacune. 

E.Labriji 

.... ~/-·.,. .. 



Hecinc! d'une équation non linéaire 

1.1 Méthode de Dichotomie 

Le but de cette méthode est d'approcher une solution, 1, de l'équation 

f(x) =O. 

1.1.1 Principe de la méthod~ de dichotomie 

La mllthode de dichotomie (ou méthode de la biaaection) suppu■e que la fonction f 88t continue 

sur l'intervalle [<1,bJ, atrictement monotonne sur cet intervalle et vérifie f(a)f(b) < O. 
Principe 
On pose ao = a et bo e b, on calcule xo = i<ao + &o), le milieu de l'intervalle de départ, et on 

évalue la fonction f 11n ce point. 

Si f(.to) = O, le point .to eat la aolution de l'équation f(:i:) = 0 et le problème eat téaolu. 

Sinon, ai f(ao)f(.to) < 0, alora la solution l eat contenu dans l'intervalle lao;.i:o[, alors qu'elle 

appartient à Jxo; bol si f(Xo){(bo) < O. 

y 
y 

Il 

o+b ' ' f(,l <0 ··:·· ·•• · • · 
' ' ' 

On réitère ensuite ce ptoceaaus aur l'intervalle [a1;b1l, nvec a1 = no et bt "'io dans le premier 

cea, ou a 1 = .i:o et b 1 = &o dana le 1econd, et ainsi de suite ... 

De cette façon, on construit de manière récurrente troi.11 ,suites numériquea (01)ÂéN, (&,),..,.,. et 

(,i:h)UN telle■ que oo = a,bo = b et vérifiant, pour entier naturel Ir., 



Ill +b1, 
- Xk=--2- , 
- 111,tl = llk et hk+1 = :q. ai f(ak)f(xk) < 0, 

- llk+l =Xk atbhl =bt si f(xk)f(bk)<O. 

1.1.2 Convergencè de la méthode de dichotomie 

Proposition 1. 

Soit { Uite fonction continue, strictement mon tonne sur un intervalle [a, b ], vérifiant {'(a)((b) < 

0, et soit I E:]a,b[.l'unique solution de l'équation f(;r;)., O. Alors, la suite (.i:~)kiN construite par 

la méthode d& dichotomie converge vers / et on II l'ostlmation 

(1.1) 

Il ressort de cette proposition que la méthode de dichotomie converge de manière certaine, c'eat 

une méthode arlobalement convergente. L'estimation d101Teur précédente fournit directement 

un critère d'aFl'êt pour la méthode de Dichotomie, puisque, à c donnée, cette éatimation pel'met 

d'approcher/ en un pombre prévisible d'itérations. En effet, pour avoir [xi -li~ f, il suffit que 

b-a ln(tl) 
Fi"r.::.~-1.;k 

Pour améliorer la précision de l'approximation de la solution d'un ordre d11 wandaur, c'est-à• 

dire trouver k > j tel que lx• -Il= ttil:r.1- li, il faut effectuer k - j = !llfAAl = 3,32 itérstions. La 

convergence de cet algorithme est donc lente. Enfin, la méthode de dichotomie ne garantit pas 

une réduction monotone de l'err_eur absolue d'une itération à l'autre. Ce n'est donc pas une 

méthode d'ordre un. On gardera donc à l'aeprit que la méthode de dichotomie est une méthode 

l'obuste permettant d'obtenir une approximation nieonnable de la 1mlution I pouvant servir 

à l'initialiaation d'une méthode dont la convergence est pl11.11 rapide mais 1i6ulement locale, 

comme la méthode de Newton-Raphson 

Te1l d'arrêt 

Pour que l'élément Xn de la suite de dichotomie, à la nième itération, soit une valeur approchée 

de/ à e >.0 près, il suffit que II vérifie 

On a alors 
b-a 

11-xnl" 2n+l c.c 

ce qui pennet de calculer à l'avance le nombre maximal no EN d'itérations aBSurant la précision 

F. 
b;n ,;; 211+ l 

1n61 
"" n;;,.Tnf--1 
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1.1.3 Algorithme et progamme en langage C 

Alsorithme 

Tout d'abord on définit une fonction/ (ici par exemple /(:r.) ".x2 _ 10) : 

def inir {(,:) 

dêbui 
lire(a); 

lire(b); 

llre{c); 

repeter 

c-Rfl; 
ai 

1 retourne (:r •,: -10) 

/(a)/(c) < 0 alon b .,_ e; 
11lnon 

a-c; 
final 

Ju■qu' à lb - al c; c; 

écrire<la valeur approchlle de la solution eat c ); 
fin. 

Méthode de diohotomie itérative 

#include<stdio.h> 

#include<conio.h> 

#include<math.h> 

\ \Pour chercher une valeur approch,e à la racine de 10, on l'llaoud l'équation /(1&) = 1&2 -10 = o 
lloat Rlloat x) 
( return x•x-10; 

1 

\ \l'algorithme it.ératlf de la m,thoda da dichotomie pour 1111a fonction f 
\ \continue aur un intervalle [a,hJ, atrictement monotone et f(a).f(b)<O 
lloat Dichotomîe(lloat a, lloat b, float precieion) 

1 
float c; 

printf{" .. ... L'Evolution de la suite des intervalle& emboitEa. ... \n") i 

printf{" ..... dont la lonrueur tend vara ZERO Cla valeur de preciaioa) ... \n \n"l; 
do 
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int mainO 

prlntll "[%f • %0 \n', a,h); 

c=(a+bl/2; 
' if (f(c)*f(a)>O l 

else 
b:c; 

whileffab11(11-h)>preaision); 

return c: 

floet a,b,precision,Va!Approch: 
printfl'." .. .. Choix de l'intervalle la,bJ talque f(a).f(b)<O, .. \n\n "l: 

printft" ......... f(xl=x"'x-10 ..... \n \n "); 

printfl."Donner la valeur de a : "): 

scanfl"%f ',&al; 

printf<"Donner la valeur de b : ") ; 

acanfl'."'ll>f' ,&bl; 
printfl'."Donner la valeur de la precision pour une solution approchee : "l; 

seanf("%r',& preclaion); 
prlntf("\n \n .. .l'algorithme it.Er11Uf de la méthode de dichotomie pour la 

fonction f ... \n\n\n"); 
Va1Approch,.Dichotomie(a,b,precision); 

printf("\n la valeur approchee de raclne!lO) est donc ,i%f",Va1Approch); 

getchO; 

) 

#lnclude <stdio,h> 

#include <stdlib.h> 

#include <Math.h> 

double f(double x) 

double y; 

ys(x+l); 

return y; 

int mainO ( 

int i,n; 

double a,b,x ; 
double E; 

double c; 

B 

Ré,1111! J]IIT (H pnre■nllfl : E. Llbrijl, Y. Et Fwt■yeni, J. B11u,.1rabou,nol, M. R.aclük 

printfl'.'\n donner l'intervol [ab) : "); 

scanF("%lf 'lEM' ,&a,&b) ; 

prlntf{" donner E : ") ; 

scanf("%lf' ,&E) ; 

do 

c = (a+b)l2; 
If (f(a)•'f'(c)<O) 

b=c; 
aise 

a::: Cj 

while(abs(b-a) _. E); 

printf\'1a valeur approchée de la solution est %If'', c); 

retum O; 

M.Sthode de.dichotomie réounive 

finclude<stdio.h> 

finclude<conio.h> 

#include<math.h> 

//Pour chercher une valeur approchée à la racine de 10, on réeoud l'équation ((:t)= ,::1 -10-= 0 

float ROoat x) 
{ return x•x-10; 

//l'algorithme recursif de la méthode de dichotomie pour une fonction f 
/(continue 1ur un intervalle [a,bJ, strictement monotone et fla),flb)<O 

• 
Doat Dichotomie(float a, float b, fioat predaion) 
[ 

float c; 
if (fabB(a-b)<=precision) 

retum a ; 

elee 

printfl"(%f • %il \n" ,e,b); 

c={a+b)/2; 
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if.(J{a )•f(c)<:.,Q) 

return Dichotomie(e,c,preciaion); 

else 

return Dichotomie(c,b,preciaion) ; 

l 

intmE1in() 

f l\oat a,b,preci11ion,ValApproch: 

printf(''. , .. Chotx da.l'intervalle [a,bl telquij f(a),f(b)<0 ... \n \ n ") : 
printtr" ......... flx)•x*x-10 ..... \ n\ n "); 

printf("Donner 111 valeur de 11 : ") i 

1canf('1%f' ,&a); printfl"Donner la valeur de b : ") ; 

11canf("'lbf',&b); ' 
printf{"Donner la valeur de la preoiaion pour une aolution approchee : "); 

ecanft"'llif'.& preciliiQn) ; 
printf("\n\ n .. Jialgorithme recure!ve de la méthode de dichotomie pour la fonction f ... \n\n \n"I; 

printf\'" ..... ItEvolution de la suite des intervalles emboitEs ... . \n") : 

prlntf(" ..... dont la longueur tend vers ZERO (la valeur de preci11ion) ... \n\n"): 

ValApproch:Dichotomie(a,b,precision); 
printl'("\n une valeur approchee de racine carrée de 10 avec une presaision de .%f est donc= %f 

",preciaion,VlllApprochl ; 

getchO; 

J 

1.1.4 Résultats numérh1ues pour v'ÎÔ 

Noua allons calculer une llpproximation de vïëi. Soit la fonction/' définie par ((:r:) = x
2

- 10, c'est 

une fonction contil!-µe sur Ili qui s'annule en ±v'ïo. De plus vTii est l'unique solution positive 

8 
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de l'équation {lx)= O. Nous pouvons restreindre la fonction f à l'intervalle [3,4] : en effet 

32 = 9,;; 10 donc 3,;; v'10 et 42 = 16;;,, 10 donc 4;;,, vTii. En d'autre, termes {(3),;; 0 et /(4);;,, 0, 

done l'équation (f(x) = 0) admet une solution dans l'intervalle [3,4] d'après le théorème des 

valeurs intermédiaires, et par unicité c'est ,/ïo, donc vïiï e: [8,4). 

Notez que l'on ne choisit p8-8 pour f la fonction x .... x - \/ÎO car on ne connait paa la valeur de 

v'ïo. C'eet ce que l'on cherche à calculer 1 

y 

Voici lei toutes premières étapes : 

1. On poae ao = 3 et bo = 4, on a bien /Cao),;; 0 et /(bo),. O. On calc:ule ~ = 3,6 puia 
/(a,9bu ), 
{(3,6) = 3,611 -10 = 2,26;;,, O. Donc ./In eat dana l'intervalle {3;8,5] et on poae a1 = ao = 3 

et b1 • ag/jbg =8, 6. 

2. On sait donc que f(a1)-: 0 et /(b1);;,, 0, On ca\c:ule /(ali61) = /(3,26) = 0,6626 ;a, 0, on 

pose a2 = S et b2 = 8, 26. 

3. On calcule f(""ib') = /(8, 125) = -0,28 ... 4ô 0, Comme f(b2);;,, 0 alors cette foi■ f s'annule 

aur le aecond inte~~e 1aa3ba,b2] et on poae aa = 012b1 = 8,126 et ba = b2 = 8,211, 

À ce l!ltade, on a prouvé : 3,126 4ô .;Tii,;; 3,26. 
Voici la suite des étapes : 

ao=3 bo=4 
01=8 hi= 3,6 

02 =3 bi= 9,26 

aa=S,126 ba = 8,26 

04 a:8,12~ b, • 8,1875 
a~• S,16626 bg :8,18'16 

Cl& =3,16825 ba=3,171S'l6 
1J7 =- 3, 16625 b1 .. B,164062 .. . 

IJB = 8, 16016, .. be= 3,164062 . .. 

Donc en 8 étapes on obtient l'encadrement : 

3,160 i;; VÏO ..a,166. 

En particulier, on vienl d'obtenir les deux première■ dkimalu: VÏO = 3,18 ... 

9 



flliaUli par lai praùtUti1n : t . ~briJI, V. El }t'auu,yel\l, J. Bciuy11"1boumn.l, M. Rathlk 

1.l.5 Résultats numériques pour n, 1011
•
1
~ 

Nous cherchons maintenant I.Ul& approximation de (1 ,10)1112
. Soit f(:r) = :r12

- l,10, On pose 

oo= 1 et bo = 1,1.Alors f(aol=-0,10,;,0 et f(bo)=2,098 .. . ;,O. 

03 = l 
a 4 = 1,00625 

afi • 1,00625 

as = l, 00781.,, 

bo=l,10 

h1 = 1,05 

b2 = 1,026 

b3 « 1,0125 

h4 = 1, 0121i 
b~ ,., 1, 00937,,, 

b6 ,.. 1,0098'7 , .. 

07 = 1,00781 ... h7 = 1,00869 ... 

BR= 1,00781... bR = 1,00820 ... 

Donc en 8 étapes on obtient l'encadrement : 

1,00781 ..:(1,10)1112
" 1,00821 

La méthode de dichotomie a l'énorme avantage de fournir un encadrement d'une aolution f 

de l'équation /(x)"' O. Il est donc facile d'avoir une majoration de l'erreur. En effet, à chaque 

étape, la taille de l'intervalle contenant r est divisée par 2. Au départ, on sait que f E la,bl 

(de longueur b-a); puis f E [a 1,b1) (de longueur ~l; puis f E [a2,b2l(de longueur~); ... ; 

[an,bol étant de longueur~- . 
Si, par eitemple, on souhaite obtenir une apprllllimation de f à 10-N près, comme on sait que 

11• ,i; f "bn, on obtient lf-anl,.; lbn-anl =~. Donc pour avoir ll'-llnl s; 10-N, il suffit de 

choisir n tel que ~"' 10-N, 
NouB allons utiliser le logarithme décimal : 

~ fi 10-N <== (h -a)lON E 2" 
2n 

_. log(b - a)+ log(lON) ,i; log(2") 

<=- log(b-a)+N<nlog2 

N +log(b - a) 
<== n~ log2 

Sachant log2 = 0,301 .. . , si par exemple h -a,. 1, voici le nombre d'itérations suffisantes pour 

avoir une précision da 10-N (ce qui correspond, à peu prèe, à N chiffres exacts après la virgule). 

10-10 ( ~ 10 décimales) 34 itérations 

10- too ( ~ 100 décimales) 333 itérations 

10- l(}ll(I ( ~ 1000 décimaleal 3322 itérations 

li f11.ut entre 8 et 4 itérations supplémentaires pour obtenir une nouvelle décimale. 
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·. \. ! 

Remarque. En toute rigueur il ne faut pae confondre précieion et nombre de décimales exactes, 

par exemple 0,999 est une approximation de 1,000 Il 10-3 près, mais aucune décimale après la 

virgule n'est exacte. En pratique, c'est la précision· qui eat le plus importante, Dlaia il est plus 

frappant de parler du nombre de décimales exactes. 

Exemple 
On utili&e la méthode de dichotomie pour approcher la racine du polynôme /(,à;, x3 +2x2-3x-l 

contenue dans l'intervalle [1,2J (cette fonction eat en effet continue et on a f(l) =·-i et ((2) = 9), 

avec une préciaion égale à 10-4, Le tableau suivant donne les veleura reepecti;~11 des bornes IIA 

et hA de l'intervalle d'encadrement, de l'approximation Xl de la racine et de f<x,) en fonction 

du numéro k de l'itération. 

k «. bt "• (<x•> 
0 l 2 1,5 2,876 

1 1 1,5 1,211 0,328126 

2 1 1,25 1,126 -0,419922 

8 1,126 1,26 1,1876 -0,067627 

4 1,1876 1,25 1,21876 •0;124726 

5 1,1875 1,21875 1,203125 0,02718 

6 1,1876 1,203125 1,195812 -0,020584 

7 1,196812 1,203126 1,199219 0,003222 

8 1,195312 1,199219 1,197266 -0,008692 

9 1,197266 1,199219 1,198242 -0 ;00274 

10 1,198242 1,199219 1,19873 0,000239 

11 1,198242 1,19873 1,198486 -0,001261 

12 1,198488 1,19878 1,198608 -0,000606 

18 1,198608 1,19878 1,198689 -0,000138 

1.1.6 Exercices ~- -> ~ ·, l • 

1.1.7 Exercices avec solutions 

Eserclce 8,1,l 
On se propose de chercher, par la mithode de la dichoLomie, la racine r6olle de la fonction 

donn,I! par ((:r} :r 4:r3 +lb+ l, 

l . Montrer que l'tlquation f(!i.) = 0 admet une solution unique l E}-1, 0[. 

2. (al Rappeler la formule qui donne l'estimation do l'erreur de la racine d'une équ.ation 

par la méthode de dichotomie. 

lb! Quel est le nombre d'itérations néçoasaires pour approcher la racirie 1 à 10-~ prèlJ 

par la méthode de la dichotomie. 

3. (a) Rappl!ler la méthode de dichotomie pour approcher le solution de l',quation /(x>., 0 
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(b) Utiliser. la ,mâthode de la dichotomie pour calculer la racine de la fonction f(x) :i:: 

4x9 + 12~_-l: 1 dans l'intervalle l.:..l,OJ avec une précision de 10-2. 

Erercfoe 0.2.2 

On considère l'équation 
xe.., -1:: 0 

l. Montrer que la. fonction f(x) = xet -1 admet une seule racine dans l'intervalle [O, 11 

2. En utilisant la méthode de la dichotomie, déterminer une valeur approchée de la solution 

de l'équ11tion xe·' -1 = 0 après 6 itérations. 

Ex.eroloe 9.2.8 
On ae propoae de trouver un encadrement du nombre ./!, 

l . Montrer que la foncUon f(x)·;: x9 -8 admet une racine dana l'intervalle (1,2). 

2, En utilisant la méthode de la dichotomie, calculer un encadrement à 0, 1 près de v's. 

Exel'Clce 9.2.4 

1. Écrire l'algorithme de la méthode de dichotomie pour clllculer la solution de ((,;)=O. 

2. En utilisant le. boucle pour .• , faire .... 

3. Ecrire le pr~griunme en lange C de ces deux algorithme. 

Exercice 9,2.5 

1. Décrire la méthode de la dichotomie, 

2, Mllntrer qua la fonction 

f(:c)::. x3 -4x - 8.96 

11.rlmct une seule racine dahs l'intervalle (2, 31. 

8, Utiliser le. méthode de dichotomie pour calculer le zéro cle la fonction 

f(x) = x3 - 4x - 8 .96 

dans l'lnten,al]e [2,3] avec une précision de 10· 2. 

Exoroloe 9,2.6 
Donner lea 3 premiers élément de la suite, définie par la méthode de dichotomie dans l'inter­

valle Il, 31, pour approcher le zéro de la fonction ((x) = x 2 - 2. Combien d'itérations de dichoto­

mie doit-on effectuer, pour améliorer d'un ordre de grandeur la précision de l'approximation de 

cette racine? 

Exercice 9.2.8 
On considère l'équation x9 + 2x - 1 = 0 

1. Montrer que cette équation admet une saule racine dans [O, 1]. 

2. Donner le pro,:ramme en lange C de la méthode de dichotomie. 
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3. En utilisant le programme de la question précédente, remplir Je tableau suivant : 

/ a,._ bn M"' Inn+ bn)/2 /(an) /(M) /(a,.}f(M) b,. - a
0 

test! 
oun n - 1,2, ... ,10. 

1.1.8 Exel'cices sans solutions 

E1tercloe 9,2,B 

Répondez par oui ou non et justifiez votre rliponae. 

1. Peut-on appliquer la méthode de la biBBection pour Je calcul numérique des zéroa de Ja 
fonction f définie par 

f(:û == 11~ - 0.239ain(x) + 1/61t- l/2v'S 

dans l'intervalle l"' [-n/2, ir] et dont le fll'aphe est le auivant? 

-,r 

Cùurbe de la Concüon {(:,,) • 1/2.ll-0,2ii9 ■in(s) + 1/611 -112-.'l 

,r 

2. Peut-on appliqu.er la méthode de dichotomie, appelée auui méthode de la bi&1eetion, pour 
le calcul numénque des zéros de la fonction / définie par 

f(.11) = «- 2 ■in(x) + 0.215 

dan1 l'intervalle l = [-1tl2,1t] at dont le fiT&phe .. ~ le awvant r 
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-,rl'J. 

-1 

Courbe de Je fonction f(x) =.,, _ 2sln(x) t 0.25 

3. Peut-on appliquer la mêthode de \a bissection pour le ealcul numérique des zéros de la 

fonction f déftnie par 

f(x) = ix-2.6688ein<xl +½11- 2v'3 

dane l'intervalle I = \-11/2, ,r J et dont le graphe est le suivant? 

-,r/2 

Courbe de la fonetion f(:t) = t-• _, 2.5688 sin(:tl + J n - 2 v'3 

14 

Jt,a liu p,u- let prof11111ura : Ê. L8brij l. Y_ El Foula,rtc!nl, J. bouy■ r;ilou.mnl, M. lùcblk. 

En utilisant la méthode de la dichotomie, calculer une approximation des solutions de l'équa­
tion 1:3 + l = 3i:. 

Exercice 9.2.10 

Dana la méthode de la dichotomie, est-il plue efficace de diviser l'intervalle en 4 au lieu d'en 2? 

Exercice 9,ll.11 

On coneidère l'équation : F(x) = ,:4 - 3:t + 1 = 0 

L Montrer que l'équation F(x) = 0 admet une racine unique dan, [0.3, 0.4]. 

2. Calculer une valeur approchée de cette racine par le mtlthode de le dichotomie avec une 

pn!cision II= 0.5 x 10- 2• 

3. Arrondir le résultat au nombre de chiffres eigni5catifa e1tactB. 

Exercice 9.2,12 

Soit la fonction F(l:J = 2x3 - x - 2, on se propose de trouver lea racines rét,Ues de F par La 

méthode de dichotomie. ,;.,_ . . 
. ·• ~ '. ·•. 

1. Montrer que la fonction F possède une !!eule racîne réelle a E {l,21, . .,"-:':"_\ 

2. Quel est Le nombre d'itération9 néceesairee pour approcher a à 10- 2 pri~')I~ la méthode 

de la dichotomie. 

8. Utiliser la méthode de la dichotomie pour calculer le zéro de la fonctioÛ'F avec une pré• 

clsion de 10-2• 

1.1.9 Solutions des exercices 

Solution de l'nercice 9.2.1 

L La fonction f est continue et dérivable sur R, et on a ('(,:) = 12(z2 + 1) 

~ -00 +co 
f'(:c) + 

+oo 

f / 
-oo 

La fonction f est continue et change de signe une seule fol& donc \'équation f (,:)"' 0 admet 

une aoLution unique dans R Or f(-1) = - 16 < 0 et f(0) = l :> 0, alor11 cette)iltique solution 

l appartient à l'intervalle J-1,0(. 
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2. (a) Soit f une fonction continue 1ur un intervalle [u, li], vérifiant f(a)f(li\ < 0, st aoit 

/ E la,bl,l'unique aolution de l'équation f(ic) "' O. ;\lors, l11 suite (xk };,N oonstruite par 

la méth~de de dichotomie converge vers I et on a l'estimation 

(1.2) 

(b) Le nombre d'itérationa n nécessaires pour approcher J E]-1,0[ à 10-i près par la 

méthode de la dichotomie, est donné par la relation : 

b 1 (o-c-11) 
(
b - a)-~- n ï'1fr "'~"'6,64. 

n>logg c - Jn2 - ln2 ln2 

Il suffit de prendre n = 7. 

s. (a) Considérons une fonction/ continue sur un intervalle [11,bl, On suppose que/ ad• 

met une et uns eeuleracine l dans ]a,b[ et que f(a)f(b) <O. On note 

u+b 
~=-2-

le milieu de \'lnterv111le, Si f(c) = 0, c'est 111 racine de l'équation f(,c)" 0 et le pro• 

blème est résolu. 
Si /(cl.il 0, noua regardons le signe de f(alf(cl. 

Si f(a)f{c) < 0, alors I E]a:,c[, 

Si /(cÎ/(b) < 0, alors I e:Jc,b[. 
Qr, recommence le proceslllla en prenant l'intervalle [a,cl au lieu de La,bl dans le 

premier cas, et l'intervalle [c,b] au lieu de [a,b] dana le second c1111. De cette manière, 

on construit par récunence trois suites (a 0 ), (b.l et (en) telles que ao = a, bO = b et 

telles que pour tout O '- n, 

i. c,, == a ,. :h1,, 

ii. Si f(c 0 )((b 0 ) < 0 alora an+l =- Cn et bntl = bn . 

iii. Si f(c 0 )((a0 )<0 alm·s On+! ""On et hn+l = Cn 

(hl En partant de /o = [a, bl = f-1, 01, la méthode de la dichotomie produit une suite de 

soue-intervalles r, = [Ok,hl. k ;i, o. avec lk c h-1, k;,, 1, et tels que f(a,)f(b,l < o. 
Dans notre cas on 11 : 

k ON Xk = ~ hk sign({(akl) aign(f(xk)) sign(f(b•)) 

9 -1.00 .Q,60 0,00 . . + 

1 .Q.60 .0.25 0,00 . . + 

2 -0.25 -0.13 0.00 . + 

3 -0.13 -0,06 0,00 + i" 

4 -0.13 -0.09 -0,06 . . + 

6 -0.09 -0;08 .o,os + + 

6 -0 .09 -0.09 -0 .08 . + 

.• .. l -0.09 -0.08 -0.08 . + + 
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Solution de l'exercice 9.2,2 

1. La fonction est continue et dérivable sur l'intervalle (0, 1], es fonction dérivée f'(r.) = (1 + 
,c)e' est strictement positive sur le même intervalle.donc elle strictement croiB&ante ll1ll' 

cette intervalle, f(O) ~ -1, f (l) = e-1 > 0, D'après le théorème des valeura intermédiaire, 

l'!Squatioin f(r.) = 0 admet une aeule solution dane l'intervalle [O, l], 

2. En partant de lo = (a,b] = (0, li, la méthode de la dichotomie prodwt une suite de soua­

intervalles /1 "'[a,,&, 1, k ;i, 0, avec /1r cl•-i. k ;;i, l, et tels que {(01)/(bA)<O. Dana notre 

casons: 

k a1r x.=~ b1r aign(/(01r)) aign(f(r.•)) sign(/(b.i)) 

0 0.00 0.50 1.00 . . + 
1 0.60 0.76 1.00 . + + 
2 0.60 0.68 0.75 . + + 
3 0.60 0.66 0.63 . . + 
4 0.68 0.59 0.63 . + + 

6 0.56 0,58 0.59 . + + 

Solution de l'ueroioe e.a.a 

1. On conaidère la fonction fi,;)= x - v's. Il eet évident que f est conUue, strictement croie• 

aante aur R), /(l)"' 1- VS< 0 et ((2) = 2-v's > 0, donc il exlate I E)l,2[ tel quo /(Il= O. 

2. Par ailleurs, le nombre d'itérations n rulcenairea pour approcher I e:]1,2[ Il 10-1 prll■ par 

le méthode de la dichotomie, e1t donné par la relation : 

n li log
2 
(!!::2.) = ln ( 9-) = ln (fi\-} = ~ "' 8.82. 

c ln2 ln2 ln2 

Il auffit de prendre n = 4. 

En partant de Io "'[a,b] = [1,2], la méthode de la dichotomie produit une ■ulte de 1ou1• 
intervalle■ r,. = [a1r,bll, 1';, 0, avec /1r c: I1r-1, k :ii l, et tela que f<a•)f(b1r) < O. Dana notre 

caa on a 

" a1r x.=~ b., aign(/(a1r)) aien(f (x, )) sign(f(b1 ll 

0 1.0 1.6 2.0 . + 
l 1.5 1.8 2.0 + + 
2 1.6 1.8 1.8 . . + 
3 1.6 1.7 1.8 . . + 
4 1.7 1.7 1.8 . . + 

Finalement, un encadrement à 0, l près de v'l eaL donn4 par : 1. 7 < v'l < 1.8. 

Solution de l'esercice 9.2.4 
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1. La méthode de dichotomie avec la boucle tant que 

Require: a, h, t: , f :(a,h)- IR 

k .... O 

bh -b 

Xk-~ 

tant que lbk-akl > c faire 

ai f(a•lflxkl <: 0 alon 

Dk+J.-a~ 

b~ + l .-x• 
sinon 

ai +1- .q 

bk + 1- bk 

/ln si 

~ 
Xhl - 2 

k-k+l 

fin tant que 

2. Pour que l'élément :rn de la suite de dichotomie, à la n - ième Itération, soit une valeur 

approchée de J à t: > 0 près, il suffit que n vérifie 

b-a 
2n+I ,;; t 

ce qui permet de calculer 11 l'avance le nombre maximal no EN d'itérations aeanrBnt la 

précision e. 

clr.hut 
lire(a) ;!ire(b) ;lfre(e l :tr - 0; 

lnb!. 
nO ... tronc! ln; ) 
Pour i -1 à nO faire 

c -(a+ b)/2; 

Si {fol = O - alors 
i-nO; 
l r -1; 

sinon si (f(a)f{cl <: 0l e.lora 
b-C; 

Sinon 
a-c: 

fin si; 
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3. 

fi si 

fin pour 

écrire(c, "est la solution"); 

Fin. 

Solution de l'exercioo 9.2.~ 

1. En partant de Io "'[a, b], la méthode de la dichotomie produit une suite de-eoua-intervalles 

1,. = la,.,bhl, k. > 0, avec 1,. c lhi, k > 1, tele que f(a1t)f(b1t) < 0 et lim Jb,.-a,d = o. 
n-oo 

Contrètement, on pose ao = a et bo = b, on calcule xo = ½<ao + bol le milieu de l'intervalle 

de départ et on évalue la fonction f en ce point. ' 

Si f{x0) = O, le point xo eet le solution de l'équation{(,:)"' 0 et le problème est résolu. 

Sinon, ai /(aolf(xo) < 0, elors la solution I eat contenu dans l'intervalle )110;:ico(, alor11 

qu'elle appartient à Jxo;bo[ si /(xo)f(bo) < O. · 

On réitère ensuit;e ce proces!IU.S sur l'intervalle fa.1;b1J, avec a1 = ao et b1 = xo dans le 

premier ca11, ou a 1 = xo et b 1 = bo dan■ le second, et ainsi_ de suite ... 
Da cette façon, on construit de manière récurrentetroinuites numériques {a,luN, (bA)lttN 
et b:• lhN telles que ao = a, b o = 1, et vérifiant, pour entier naturel k, 

n-+b1 - x.=---··r 
- Ohl = a~ et b1t+I = X1t ai {(a1tlf(x1t) < 0, 

- D1t+1 = X/t et bh1 = b1t si f(x4)f(b1t) < O. 

2. La fonction 

- est continue sur l'intervalle [2, 3]. 

- est 11tridement montonne aur l'intervalle 12, 31, car {'(x) = 3x2-4 = ( ~.Î:'+2)( v'ax- 2) > 0 

sur cet l'intervalle, 

- {(2).((81 < 0 ({(2) = -8.96 et {(3) = 9.0)5 

D'après le théorème des valeura intermédiaires, la fonotion f Blimet une aeule racine 

dane l'intervalle [2, 3], 

8. Uapproximation de la racine eat donnée par 

k-0 
a1r -2 
b-S 
lllllt que Jb1r -01rl > 0.01 f'aire 

lx1r - gca.,b,.ll 
k-k+l 

■i (af-4a1r - 8.953H4-4x1r - 8.95) < 0 alor■ 

a1r+1 -a1r 

bh1-.t1t 

■inon 
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h,,. l - h1, 

tin ai 
fin tant que · 

k Clk Xk 

0 2.00000!) 2.5000000 

l 2.600000 2.7500000 

2 2.500000 ·· 2.8260000 

s 2.826000 2.6876000 

4 2.887600 2.7187600 

5 2.687500 2.7031250 

6 2.7031211 ' ' 2.7109875 
.·, . 

Solution de l'e11:ereice 9,2,8 

Dichotomie 

h~ signe de f(ak) 

8.00000 -
3.00000 -
2.75000 -
2.75000 -
2.76000 -
2.'11875 -
2.71875 -

On cherche lea zéros a.1 la fonction fb:I = x2 - 2 

signe da f(xk) aiana da f(hk) 

- + 

+ + 
- + 

- + 
+ + 
- + 

+ + 

En partant de 10 = fa, b 1, la méthode de la dichotomie produit une suite de sous-intervalles 

h = [ak,bil avec lk+i c lA et tels que f(a~)f(btl < O. Plus précisément 
.• . a +b 

- on poseao =a, ho .= h, xo = !Uf1\, 
- pourk >0 

- si f(a1 )fb:tl < ifon pose Ok+1 = ai , btt1 = :tk sinon on pose ak+1 = xk , b11+1 = bk 

- et on pose Xù1 = ••2b•·. 

. ---- -- - - -- --- ---- -·-··· - -- - -- - fl x) 

Dichotomie 2 
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On rappelle qu'avec la methode de la dichotomie, les itérations s'achèvent à la même étape 
quand l.r., - al ,s; j[ ml <li, 04 t' est une toléranœ fixée et Il m I désigne la longueur de l'intervalle 
I,,.. Clairement 1 t = ~ , donc pour avoir lxm - al< .r on doit prendre 

Améliorer d'un ordre de grandeur la précision de l'approximation de la racine signifie avoir 

l.xral 
lx4-af=<7o 

donc on doit effectuer k - j "'log2(lO)"' 3,3 iUrations de dichotomie. 

Solution de l'exercice 9,2, '1 

1. f eat une fonction polynômiale donc continue et dérivable ■ur ~ en particulier IIUl' [0, l], 

Donc f eat strictement croiRSllilte sur [0, lJ et /(0).f (1) = -0, 126 < 0, le théorème des 

valeura intermédiaire a111ure alora que l'équation /(:d = 0 admet ww unique aolution l 
dana [0,1]. 

2. Le programme 
finclude<1tdio.h> 

#include<conio.h> 

#include<math.h> 

\ \Pour chercher une valeur approchée de la aolution l'équation x1 + 2x- 1 = 0 
fluet fUloat x) 

{ return x•x•x+2•x-1 î 

\ \l'algorithme itératif de la méthode de dil:hotomie pour une fonction f 
\ \continue aur un intervalle la,b], atriatament tnonotona et t'(a),flbl<O 
float Dlchotomie(float a, iloat b, floât precl1ion) 
( 

float ci 

printff" ..... IJEvolution de la suite dei intervalles emhoitEa .... \n ") ; 
printf{" ..... dont la longueur tend ver■ ZERO (la valeur da preciaion) ... \n\n"); 
do 
( 

printf("('îl,f. %1] \n", e,b); 

c .. (a+b)tl; 

if CA:e)•fia)>O ) 
a=c; 
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int main() 

~Ise 

b=c; 

while( fabs( a-b)>preela!on) ; 

return e: 

float a,b,precision,V1i.!Approch; 

printf{",,.,Chofa d11 l'intervafü1 [a,,b] talque fta),f'(b)<0, .. \n\n "): 

printtt" ......... fb:)=x"x'x+ 2~x-1 ..... \n\n "); 

printft"Donnar la valeur de a : "}; 
11ea.nf("%f',&al; 

printfl"Donner la valeur de b : "); 

sc11nf("%f',&b); 

printft"Donner la valeur de la preclaion pour une solution approchee : "): 

scanf("%f' ,& precision); 

printfl"\n \n ,.,l'algorithme itEratif de la méthode de dichotomie pour la 

fonction r ... \n\n\n"); 

Va!Approch=Dichotomie{a,b,procision); 

printf("\n la valeur approchee de la solution est done = %f",Va1Approch}; 

getehO; 
) 

1.2 Méthode du point fixe 

Mis il part les équationa polynomiales du premier ou second degré et difficilement celles du troi• 

eième et quatrième degré, on est incapable de donner les aolutione des équations algéhriquea. 

Noua ullons utiliser la remarque suivante afin de développer une méthode pour approcher les 

raclnea do l'équation g(x) = O. 

Remarque 
Si I est une solution de l'équation g(x) = 0 c'est-à-dire g(l) = 0, on B f{I) = g(/} + l = 1. Donc la 

solution, /, de l'équation g(x) = 0 est un point fixe de la fonction flx) = g(x) + x. 

Dans ce paragraphe, nous allons appilquer les résultats du point fixe et les suites récurrentes, 
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pour approcher la solution l. 

1.2.1 Suite récurrente définie par une fonctîon 

Soit f une fonction réelle d'une variable réelle. Une suite récurrente est définie par son premier 

terme et une relation permettant de calculer les termes de proche en proche : 

u.o E: 1R et 1111+1 = f(uh) pour n;,, O. 

Une suite récurrente est donc définie par dewi; données: un terme initial u0, et une relation de 

récurrence Un+! = f(u 11 }. Les termes de la suite s'écrivent ainsi : 

Le co~nportement de ces lennes peut très vite deveuir complexe. 
Exemple 

Soit {(x) = 1 + ,/i. On poee Uo"" 3 et définiuons pour n;;. 0 : 1111+1,. f(u,.). C'est-à-dire un+l = 
1 + y'ii';. Alors les premiers termes de cette suite sont : 

s, 1+vs, 1+J1+vs, 1+)1+/i+vs, 1+J1+)1+J1+vs, ... 
Définition 1. Un r*l l E [a;b] eBt dit point fixe d'une fonction g : [a;b]-R al g(l) = I. 

Proposition :a. 
Si f est une fonction continue et la suite récurrente {un+l = f(u,.)J converge ven f, alors f est 
une solution de l'équation : 

f(t) = t. 

y 

Le vall!tur l, eet un point fixe de/. 
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OP-mnn11tration. Lorsque lim Un= t et donc aussi lim Un+J,; f . Comme lim lin= t et que f 
n-oo n-oo .n--ao 

eat continull alorl!" J!_!t.!,f(u,.) = f(J~11!, u,,) ,= f!e): La relation Un+I = flu») devient à la limite 

(lorsque n - +oo) ·: C = (( C) , D 

Nous allons étudier en détail deux cas particuliers fondamentaux : lorsque la fonction est crois­

sante, puis lorsque· la fonction est décroissante. 

Cas d'une fonotlo~ eroiasante 

Commençons par rem arguer que pour une fonction croissante, le corn portement de la suite ( 11 n 1 

d6finia par rllcurrflriue 11~t aaa&& aimplo : 
• SI U\ ill uo aloii11 (Ùn) e11t crol/illante. 

- SI 111 fi uo alor1du,i) est déaroisaante. 
La preuve eat bailêe-•sl'.lr la récurrence: par exemple si 111;;, 110, alors comme f est croissante on 

a lt~-= flu1)-., f(uo} bu 1- Supposons que u. ::> Un-1 on a /(u,.) a f(u• - il en déduit Un+I;;, Un , 

Voici le réaultat principal : 

Proposition S, 
Si f: ra,bl - ra,b·l ùne fonction continue et croissante, alors quelque soit uo E fn,bl, la suite 

récurrente (un l est monotone et cpnverge vers f E [a, b 1 vérifiant (( e) = f. 

Remarque 
Il y a une hypothèse· très importante qui est : f une foncton qui va de l'intervalle [a,b} daru 

lui-même. Dana la pratique, pour appliquer cette proposition, il faut commencer par choisir 

[a, b] et vérifier que /(!o., b]) c [a,b], 

/'lln,hli 

y 

1, --.- ---- - -- -- - -- - - --, 

' ' 

·cz:··--- --- ---- ----! 
' ' 
' ' ' ' ' ' 

. ' '": * -•· - - -- . ........ ~ .. . ,: 
' ,, •,,---- ----~--- --- --

.. -f. 
i •'l Ji X 

Dclr11onutratior,. La preuve est une conséquence des résultats précédents. Par exemple si u 1 ;;. 

uo alon la suite (un) est croissente, elle est majorée par b, donc elle converge vers un réel f. · 

Par la proposition 2, alors /{e):: f . Si tq -. uo, alors (un) est une décroissante et minorée par 

a, et la conclusion est la même. D 

Exemple 1, 
Soit/ : R _, IR définie par f(:,:) = ¾(.r2 - l)(:,: - 21 +:,: et 11 0 € [0,2). Étudions la suite (u nl définie 

par récurrence: Un-t1 = /'(un) (pour tout n ;,O), 

1. Étude de f 
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la) f e8t continue sur R. 

(b) / est dérivable sur R et / 1(x) > O. 

(c) Sur l'iniervalle [0,2), / est strictement croissante. 

{dl Et comme /(0) =½et ((2) = 2 alors /(f0,21) c (0,21. 

2. Graphe de / 

f 

[y=.1:) 

Voici comment trac:er la auite : on trace le graphe de f et la blaaectrice (y = .i:), On part 

d'une valeur uo sur l'axe dei abscisse■, la valeur u1 = /(u0) ae lit 1ur l'axe daa ordonnée&, 

maia on reporte la valeur de u1 BUr l'axe de■ abaci .... par 1:,métrie par rapport ~ la 

biuectr:ice. On recommence : tia = f(u1) ■a lit ■ur l'axe dea ordonn'81 et on le reporte -

sur l'axe du absciseea, etc, Ou obtient ainai une aorte d'eacalier, el ,raphiquement on 

conltate que la suite est croiuante et tend van 1. Si on part d'une autre valeur initiale 

u~, c'est le même principe, mais cette fois on obtient un escalier qui de1cend. 

a. Calcul des pointa fixes. 

Cherehona le■ valeurs:,: qui vérifient (f(:d = .r), autrement dit (f(:,:)-;c= O), comme 

{(s)-z = !(s2 - ll(s - 21 = l(s -1 )b: + 1)(1 - 2) (1.3) 
4 ., . 4 

donc laa pointa fuce1 aont {-1,1,2}. La limite de (u 11) a,t dona l charchn parmi cea 8 
valeure. 

la) Premier ca■ : uo = 1 ou uo = 2. 

Afora u1 = /(uol = uo et par réwrrence la suite lunl e■t constante (et converre don~ 
vera uo), 

(hl DeW1iàme cH : Oc; uo < 1. 

- Comme f([O,l)l c:: [0,1], la fonction f ae restreint sur l'intervalle [O,l] en une 
fonction f; [O, 11 ... (0, 1], 

- De plu& 1ur (0,lJ, f(:t)-x li O. Cela se déduit de l'étude de fou directement de 
l'expreHion (1 ,3). 
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- Pour uo e: \0, 1(. u1 = fluol ;i< 110 d'après le point précédent. Comme f est crois• 

eante, par récurrence, comme on l'a vu, la suite (uft) eat croiaaante. 

- La 1nùte (u 11 ) est croleeante et majorée par 1, donc elle converge. Notons f 111 

limite. 
- D'une part f doit être un point flxe de f: (W = f. Donc f E. (-1, 1,2). 

- D'autre part la suite (U-n) étant croiue.nte avec uo ;a O et major,e par 1, donc 

f e:(0,1]. 

- Conclwion : fti 0.; uo c: 1 alors (u,.) converge vers e = 1. 

(c) Troiaiàme caR : l c: uo < 2. 
La fonctl<m f 111 reatrelnt en f : fl, 2]-. [1,2] , Sur l'intervalle {l,2}, f eat croissante 

male cette fois {(~) , .x. Donc Il I Ill 110, et la suite (11 n) est décroisaante. La eulte (uni 

étant minorée par l, elle converge. Bi on note t sa ltmlte alors d'une part {(f) = t, 
donc t E (-1, 1,21, et d'autre part te: {1,2[. Conclusion: !un) converge vers t = 1. 

Le graphe de f joue un rôle très important, il faut le tncer m6me si on ne le demande pas 

explicitement. n permet de se faire une idée très précise du comportement de la liuite ; Est­

elle croissante? Est-elle positive? Semble-t-elle converger? Vera quelle limite? Ces indications 

sont enentielle, pour savoir ce qu'il faut montrer lors de l'étude de la suite. 

Cu d'une fonction déc:rois■ante 

Proposition 4. 
Soit f : lo,b 1- [a, b] une fonction continué et déllroiasante. Soit uo € [a, bj et la suite réculTtlnte 

(un) définie par Un+!= [!Un), Alors: 
- La sous-euite (u211 ) converge vers une limite f vérifiant f o f(l) = f. 
- La 1ou~-suite (u2n~I) converge vem une limite t' vérifiant f O {<f') = t'. 

n~mon11tratinn. La preuve as déduit du cas de \a fonction croiasante. La fonction f étant dé­

croiasante, la fonction f of est croissante. Et on applique la proposition 3 à la fonction f O f et 

à 111 ■ous-aulte (u2nl définie par récurrence u2 = f o ((110), U4 = f O f(u2),.,, 

De mllme en partant de 111 et 113 9 f 0/(111),... D 

Ib:emple 
1 

f(:.r)= l+-, 
X 

uo > 0, 
1 

Un+1=f(unl=l+­
lln 

l. Étude de{. La fonction f :lO , +oof-10 , +oo[ est une fonction continue et strictement dé­

croissante. 

2. Graphe de f. 
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Le principe pour tracer la suite est le même qu'auparavant : on place uo, ·on trace u1 = 
{Cuo) ■ur l'axe de11 ordonnées et on le reporte par symétrie aur l'axe d111 abecinea, ... On 

obtient ainai une sorte d'escargot, et IJl'Bpbiquement on constate qua la auite converge 

vara le point fixa de f. En plus on note que la suite dea termes de rlll\f p·air eemble une 

1uite croiuante, alors que la auite des termes de rani impair aemble décroiaaante. 

3. Pointa fixea de f of. 

( ) ( 
1 l :t 2z+l 

fof(xl=f f(:t) =f 1+-)=l+-1 =l+-=--
x l+i :t+l x+l · 

Donc 

r f 2% +1 11 {1-vif l t vŒ} c (:t)=x <==t> -- .. x ~ :r -x-1=0 ~ :tt: --,- ·- · 
:r+l 2 . 2 -

Comme la limite doit être positive, le seul point fixe à conaidérar est f,. ~-

(a) Premier cas O < uo ,;; t = J!/1,. 
Alors, u1 = /(uo);, f(f) = f; et par W1e étude de f o ((:t)- :r, on obtient que : ua = 
f af(un) JI uo; u1 ~f of(u1) = u~. 

Comme Ug JI Uo dt f of est croiHante, la sulte (U11n) elt croiuante. De'rnAma ua.; 1J1, 

donc la suite (Ua,.+1) est décroiBBante. De plus eomma uo llô u1, an ~pljquant fun 

nombre pair de foia, on obtient que Ui~.; u211+t• La situation est doric la suivante: 

La suite (ulln) e1t crois■ante et majorH par u1, donc elle converge. Ba limite ne peut 

êt.re que l'unique point fixe de f of : t • l.;d, 
L11 suit.e (U1N+1l eaL décroiaaante eL mlnorile par uo, dont elle con11erte au111l vers 
e=lyl. -
On en conclut que la suite (uni converge vers ( = ~-
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(b) Deuxième c11s uo > f = ~-
On montre de la même façon que (1J2nl est décroinante et converge vers ltfl!., et 

) . ' l±i! que ( u in,. 1 est cro1saante et eon verge aussi ver a · 2 . 

1.2.2 Théorème clu point fixe 

Définition 2, Soîtk e:10; l[. Une fonction g : [a;b] - Rest dite fonction contractante de re.pport 

ksi 
v'x,y E fa;bl. lg(x)~ ,l;'(y)I;;; klx - .vl . 

l. Soit g f: 0 1((a; b l\. SI 
\g'(xll < 1; \/x f: la: /JJ 

elor11 g eat contractante sur [o ; b). 

2. Une fonction contractante eat continue. 

Théorème 1, 
Soit g : [a;b] - [a;bl une fonction i:ontractante de rapport k. Alors g admet un unique point 

fixe h: [o;b]. 
De plus, pour tout choix de xo E [o; bl; la Ruiro définie par Xn+l = g(.,:~) ; '<ln;-. 0 converge vers 1 

quand n - +oo. 

Démonstration. 
Etape 1 : Existence de I et convergence de la suite. 
Remarquons d'abord quo g{[a; h]l c: [u; b] ce qui implique que la auite {x 0 )eat bien définie. Soit 

xn dana [a;bJ at Xnt,1 = g(x 11 ), Vn;, O. Nous allons montrer: 

1. (x.) est de Cauchy {donc convergente, car [a ; b] eat complet ) 

2. xn ~ / quand n - +oo ; où I est un point fixe de g , 

Par hypothèse, on sa,it que 

v'n ;o l; lx0 -xnd = )g(X0- 1)-g{xnll '- klXn -1 -x.l 

Par récurrence sur n : on obtiellt : 

Soient n ~ 0 et p ;, 1 ; on a donc 

lx_.1,-xnl ,;; lx_.p-Xn+p-tl+ ... +l:xnt1-Xnl 

'- i:::~1 IXn+q -.rn+q - 11 

-. I:P k" •9- 11:.:i - xol 
q• I 

"' lx1 -xalk"(l + k + k2 + .. . + kP-1
) 

~ lx1 - xnl/:;-
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Puisque k est réel positif et strictement inférieur à 1 on a. 

Par suite 

lim lxn+p -snl = O. 
n-+oo 

La auite (:i:") est donc de Cauchy dans [a;b) qui est complet et par con11équent (s~) converge 

vera une limite l quand n tend vers plus l'infini. Comme la fonction R 1!8t contractante, elle est 
continue, et donc 1(11:.) tend ven 110 q11and n tend vara plua l'in1lni. En pBJaani à la limite 
dan& l'étralité Xn+1 = g(x. l; on en déduit que l = g(ll; c'esU dire que I est un poinHîu de I• 
Etape 2 : Unicité · 

Soient l1 eth deUll points fixe& de g; donc 11 = g(li) et l~ = g(lz) ; alors l1<l1l-1(1i)I = Ili -1:il r. 
,\Il 1 -121 i comme /c < 1 ; ceci est impoaeible 1euf ail 1 = l 3. 0 

Remarque, 

Si Il e&t une application vérifiant 

{ 
g([o;b])c::[a;b] 

16'(:c)I < 1; Vx E [11; bl 

alor1 la suite définie par Xn+1,;. f(x11}; _Vn ~ 0 converee vera l'unique point fixe I de gaur [a;b] 

pour tout choik de su f. (a;b]. De plus en faisan~ tendre p vera l'infini ion obtient 

111 
lx11 -lJ-.lx1-xol-

1 
k' Vnf.N avec li= maxjg'(s)I 

- #C(D;bl 

Viteue de conveqence d'une auite, 

Déftnltion 8. Soit (x,. >n<N une suite convergente vers a. On appelle ordre de convergenca de la 

auite (:i: 11 ) le réel fini ou infini r > 0 défini par : 

{ / 1. lx.♦1-al } 
r = 1up • E: Ill+ 1m I 

1
• < +co 

n-oo x.-a. 

l. SI r = 2, on dit que la convergence de (~11 ) nt quadratique. 

i . BI r,. 8, on dit qua hi. eo!IYl!rlf8tulê de (x 11 ) t!lt cubiqua, 

a. 81 r"' 1 et que : 
lim ltn+t - al = k < 1 
n-oo Jii:. -al 

(a) Si O < k < l on dit que la gui te lxn) est à convergence linéaire. 

(b) Si li = 0 on dit q11e la auite (xn) est à conv.ergence 1uper-linéaire. 

(cl Si k = 1 on dit que la suite (x,.) eat à conver11ence logarithmique. 
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1.2.:l Application à la résolution de l'équation non linéaire {(xi = 0 

Le principe de la méthode du point fixe pour résoudre une équation non linéaire f(.r) = 0, 

consiste à transformer cette équation, en une équation équivalente g(.r) = x. Par xemple pour 

l'équation x2 - ;,: - 2 = 0 on peut prendre 

g(.r) = ,r2-2 

g(x) = vffi 
g(.r) ,. 1+! 
g(.r) = x- E

2-;:-» pour tout parametre m ;,! O. 

où fi est un11 fonotion aux!Ualre "bien'' cholale, Le point ci, ,olutlon da l'équati11n f (xl = 0 a1t 
elort un point fixe de g, Par suite approcher les raalnea de f(x) = 0 revient à approcher las 
pointa fixe■ de g. Le choix de la fonction 8 est motivé par \ea exlgeneee du théorème de point 

fixe. En effet, elle doit être contractante dans un voisinage I de a, ce qui revient à vérifier que 

Jg'(x)I < 1 sur ce voisinage. Dans ce eae, on construit une suite (xnlntN définie par: 

{ 
x0 dans un voisinage J de a 
'o'n > 0, Xn+1 = Hb:n) 

Il ne reste plus qu'à appliquer localement le théorème de point fixe pour démontrer qne 

a= lim Xn, 
A-+00 

Exemple ll, Soit f(xl = x3- 4x+l. On vérifie que f admet8 racinesréellee 11,I~. et /3 . li appar­

tient à l'intervalle f-2,5 :-2), l~ appartient à l'intervalle (0:0,6) et la appartient à l'intervalle 

[1,5:21. En posant 
.,:3 - 4x + 1 2x3 -1 

g(x)=x- Sx2-4 = 3x2-4 

Un simple calcul donne les veleure euivantea 

xo -2 0 2 
X] -2.126 0.26 1.875 

x2 -2 .114976460 0,264098801 1.860978520 

Xa -2.114907545 0 .264101688 1.860805877 

X◄ -2.114907541 0.254101688 1.860805858 

.Î ft -2.114907541 0.264101688 1.860806858 

On ohtiont une approximation de chacune des racines de l'équation /(x) = 0 

UU Convergence de la méthode du point fixe 

Théorème 2, 

Soit g une fonction del"' la,b] dans [a,bJ de classe C1. On suppose que g admet un point fixe 

a e: [a,bl vérifiant lg1(11l l < 1. Alors il existe un voisinage, V0 , de a dans J tel que la suite (x11 ) 

définie p81' 

{ 
xo e: v" 
'tfn;,,O, Xn+I = g(xnl 'ifn .-O. 

converge vers a. 
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DémonRtr-ation. Comme fg'(a)I < 1; il oxiste une constante , k, non nulle tel qUll-li:Ja)I ._ k < I . 

De plus, g' est continue eur / donc il ex:iete un voisinage Vu = [11 •- h, a+ h J c I (h > O) tel que 

'ifx e: Va,Jg'(x)I c; k < 1. 

Donc g eet k-contractante eur V<1. En particulier 

\lx e: V,,, 1](%) e: Va, 

Le théorème du point füte appliqué localement à g dane le voisinage V
11 

implique que 

{ 
'v'xo E Va , \/ne: N• Xn "'g(Xn-1l 

liro x. = a 
a-eo 

1.2.5 Ordre de convergence de Ja méthode du point fixe 

D 

Sig est une fonction de classe C2 sur I, si ,g'(a) ... 0 et a'il exiete M > 0 tel qµe Jgl21(x)l lii M, 
pour tout x dans un voisinage, Va cl, de a alors d'après la formule de Taylor 

g(x) = g(a) + (x - a)g'(a) ➔ <x2al1 
gt~1(c) avec H}a;x[ 

= a+ ½s'21(c)(x - a)2 

d'où IR(x)- al "- tMJx-al2 avec M == supztl lgm(x)f. La euite(x0 ) est alors eonve~gente à conver-
genca eu moine quadratique, · · 

Noua allorui maintenant présenter un résultat simplifié concernant l'ordre dè convergence de 
le mtUhode du point fille. 

Th4orème8, 
Soit Hune fonction de l'interve.lle 1 ,. (a; b I da11s lui même. On suppoae qu'elle est de c:luse C"' , 

avec m EN, et que g admet un unique point fixe a€ [a; bl vérillant·lg'(a)I < l, 
li existe alors un voisinage Ver de a dana 1 tel que le euite Itérée (xnl définie par : 

{ 
xo E Va 
Xn+1 = g(:i:.,), 'tin ;a 0 

converge vers a. 
De plus, si g'(a) = ... = g<m-l>(a):: 0 et i"'1(a),;. 0 alors l'ordre de convergence de (:i:n) est éiral 
àm, 

fümonatration. Uex!stence de Va , voiainage de a, eet aasure par le théori!ma de converirvnce 
pour un point, La formule da Taylor appliqu'9 à la fonction II au point o à l'ordre m donne : il 
exiate un réel Cn dana l'intervalle }x,., ci:[ tel que 

g<m-ll(a) glml(~ ) 
Xn-t1=g(a)+g'(a)(sn-a)+ ... + ( l l (.rn-a)'"-1+--"-<xn - a)"I 

m-) ml 

Si on suppose de plue que g'(a) = ... :gl111 -ll(a) =0 et i'"1(al ;,! 0, alors 

gl"'l(c ) . 
Xn+t = g(a) + ~(x,, - a)'" . 

Donc 
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l. le rapport 

tend vers 

qui est fini et non nul 

2. pour e > 0 le rapport J'.!n±.~ = 1 '"
1
<e I tend vers +oo. • ~ ,n %n -u 

Par suite l'ordre de convergence de (.r 11 ) eat égal à m. □ 

Te■td'arrllt 

SI 11 auite Cxn) qui converge vers un Niel a vérifiant f(a) = If, On se propose d'approcher cette 

limite en fixant une tolérance t. On estime qu'on atteint la précision & dèe qu'il existe no E. N 

tel que 

l1:no+1-J:11ol < e 

Néanmoins, la situation devient plus concrète loreque Il' est négative au voisinage de a:. En 

effet 

Proposition 5, 

Soit g une fonction de l'intervalle fa, b l dans I ui même, de classe C1• On suppose que g admet 

un unique point fixe a E: [a,bl et vérifient -1 < g'(x) < O. Le la ouite (x.) définie p11r 

vérifie 

'ân € N, lxn-.1- al,.; IXn+1-xnl 

Par conséqu1mt, 11oit 110 tel que l.r110 -al< c, alors x,., approche a: à e prèe. 

Démo11stration. On applique Je théorème des accroiseementa finis à g entre Xn et«. Il existe 

alora c 11 ent.re Xn et'a telle que 

ce qui donne : 

Xn-.l - a= g'(cn )lxn - a) 

Comme g'(c,,) < 0, (Xn-l - a) et (xn - a) sont de signes contraires. 

- Xj ------- Xn - 1T -- Xn+I -- Xj -----

Finalement, 
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1.2.6 Résultats numériquefi pour /ëi , a E: R: 
Boit a e: R~. Soit la suite récurrente 1.xnln,N définie par 

avec 

donnée 

g(xn) 

1 (l 
g(x) = -{% + -) 

2 X 

La suite (Zn) converge vers ./êî et son ordre de convergenee est éial à 2. En effet 

.r,.,., ~,fa .r! + a -v'a.rn 1 ---=-=- = _______ _;;_ - -- quand n - 00 
(x .. - ✓<i)2 2(.x,. - v'a)2x,. 2y'a 

et 
l:n4t-v'ÎÏ 
( r.:-,.1 - +oo quand n - co 
lCn-var 

1,2. 7 Algorithme et programme en langage C 

A11orithme 

début 
lire{.tg); 

lire{Nl; 
lire(t'); 

n-0; 

tr - fau:r.; 
repeter 

n-n+l 
x1 ~g(xo}; 

al 

ainon 

final 
juaqu1à((lr • 11roOou(n • N)); 

Bi 

tr = urai alors écrire(la valeur approchée est x1); 

■lnon 

&ut 
fut. 

écrire(changer xo ou N); 
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#indude <atdio.h> 

#include <stdlib.h> 

#include <math.h> 

#deftne N 1000 \ \nombre maximum d'iteratiana 

#deftne EPS l.0e-15 \ \ Précision voulue 

\ \fonction test 
doubla g(double xl 

( 

return up(-:c) i 

l 

\ \Programme de calcul de calcul du point fixe g(;,:) = :c, pour cette fonction 

int main() 

double xO; 

doubla KIN); 
printff"Entrez \lnB valeur initiale XO ;"): 
ecanfl:"%1f' ,&xO); 

x[0] == .i0; \ \Initialisation de l11 valeur de départ 

int k=O i 
do 

.i[k + l] = g(x[k]); \ \calcul dee tanne11 de la suite x(k+ll 

if(fabs(:c[k + 1]-;,:[kll <=EPS)\ \critère de convergence 

( 

pr!ntfl"\n \n Rasultat de la recherche: \n\n Nombre d'Iteratione K •break; 

k++; 

while(({abs(r.[k + 11- .-.:[kJ) > EPS)&& (k + l < N)l ;\ \continuer les calcul tant que le critère 

n'est pas stteind system("pauee"); 
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1.2.8 Exercices 

1.2.9 Exercices avec solutions 

E:aercice B.S,1 

Le but de cet exercice est de calc:uler la racine réelle de l'équation doMée par · 

f(x) = e-•-x = O. 

1. Montret que l'équation {(r.) = 0 admet une solution unique a e: J0.1,1[. 

2. Vérifier que a est un point fixe de la fonction F(x) = e- • . 

3. Montrer que la fonction F(:,;) = e-• eat strictement contractante aur J0.l.,'l[. 

4. Montrer que F(J0.1, ll) c: J0.l, l{ , 

5. Construire à partir da, queationa précédentea, une auite <xn ln qui convèr1e vers a. 

8. Partant de zo = 0.600, remplir le tableau suivant : 

2 a 4 6 

7, .En déduire une approximation de la racine réelle de l'équation /(x)== ,;a':_.~.,, O. 

Exercice 9.8.2 
Le but de cet exercice est de calculer la racine réelle de l'équation donnée par 

x-1 
((x) = ---e-• = O • 

% 

1. Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une solution unique a e: ]l, 2[. 

2. Vérifier que a est un point fixe de la fonction F(x) = zs-s + 1. 

3. Montrer que la fonction F(xl = ;,:e-• + 1 est strictement co.ntractante Rl!r ]1,2[. 

4. Montrer que F(Jl,2[) c: )1,2[. 

6. Conal.ruire à partir dea questions préoodentas, una auite (#n ln qui ~onver11e ver■ a. 

8. Partant de .io = 1.1100, remplir le tableau 1ulv11nt : 

~n+_o_.._1 _2_a __ , _s_l -• 
Xn . 

7. En déduire une approximation de la racine réelle de l'équaUon ((:,;) = ~:.. e·•, 

Exercice a.a.a 
On considère la fonction 

définie sur l'intervalle (0, lJ. 

1 
f(x)=cos(-

1
) 

x+ 

1. FIi.ire le tableau de variatione de f. 

2. Donner un ms,jorant,.11, d& la fonction lf'I aur [O, li, 
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a. Montrer que la fonction f satisfait aux hypothèsea du théorème du point flx& et en dé• 

duire une suite nicu1Tente converge1mte vara l'unique solution de cofi( 1/(l + 1)) = / .dan■ 

[O, 1]. 

4. Combien dE! ternies de la auite faut-il calculer pour âtre sûr d'obtenir une valeur appro­

chée li. 10-3 près de 1 ? 

6. Ecrire l'algorithme de la méthode du point fixe pour calculer la solution de l'équation 

f(:c) = o. 

Exercice 9.1.9.4 

Soient I un intllr'valle fermé de,IR, g une .fonction définie de J dans lui même, elle est a■sai 
réru]iltre et ella admet un point fixe l € I i.e. g(l) = l . On considère la suite des itllrée suivante 

{ 
xo E I donné, 

Xn+1 = g(.1:n }, 'v'n;, 0, 

Calculer l'erreur ~-• = Xn - l et donner une condition pour que la méthode du point fin ou ap­

prolrimation11 suèê_eeaives soit d'ordre p ~ 1. 

Exercice 9.8JI 
Montrer que l'équation x = -ln(xl admet une solution unique dans l'intervalle JO, +oo[. Montrer 

que la méthode itérative 

{ 
.i:o e:10, oof · donnê, 

Xn+I "'-ln(x0 ), 'v'n;, O. 

diverge. Propo~er une méthode d'approximation de la solution. 

Exercice R,S,6 .·· 

Soit l'équation 

x = e-x, \lx e: !O, +ool 

On conaidère la méthode itérative suivante 

{ 
xo E: [0,ool donné, 

Xn+l = e-••, 'o'n;, O. 

Montrer cette méthode eet convergente si xo eet bien choisi. Donner dans ce cas l'ordre de 

convergence. 

Ea-ercice 9.8.8 
On coneidère l'équation f = 0 

1. Montrer que cette équation admet une racine dans l'intervalle [0,4). 

2. Appliquer la niéthode de dichotomie pour appl'ocher la racine de cette équation à 10-4 

près, 

8, Montrer que la fonction f(:c) = admet une un point fixe dans l'inuirvalle (0,4]. 

4. Appliquer l'11lgorithme de 111 méthode du point fixa pour approcher la solution de l'équa­

tion. 

5. Comparer leà deux méthode. 
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1.2.10 Exercices sans Solutions 

EJCerolce 8.3. 7 
Soit la fonction définie par /(;i;)= ~-e-x. 

1. Montrer que /(1)/(21 < O. 

2. En déduire qu'il existe une racine unique a de l'équation/(x) == 0 aur ]1, 2[. 

3, On pose g(.t) = xe-% + 1 et on considère le procédé itératif suivant: { Xo = 1.
5 

Xn+l = g(.t:0 ) 

(a) Vérifier que a est un point fixe de la fonction g. 

(bJ Calculer à 10-3 101 itl!rés, xi, xa, .t:1, x, et xa. 

4. En déduire une approximation de la solution de l'équation :1r1- e-s "'O. 

Exercice 8.3.8 

Le but de cet exercice eat de calculer la racine .cubique d'un nombre positif 11. Soit / la fonction 

définie sur R; par f(x) =- ju }j (a> O fixé). 

1. Faire l'étude complite de la fonction f, 
2. Comparer f à l'identité. 

3. Soit la suite (x,.l,.c1N définie par XnH = f(xn), À l'aide de11 graphes de f et de l'iden• 
tité ■ur R~, deulner la suite (.t0 lntN 1ur l'axe des abec:ui11111. Obaerver iJ'llphiquement la 
convergence. 

4. Juatiller mathématiquement la converaence observ'8 graphiquement. En part.iculier, 
montrer que cette auita est décroiuanta à partir du rang 1. 

5. Calculer l'ordre de convergence de la 1uite. 

6. Écrire l'aleorithme dlifini par la 1uite (:cnl•lN qui permet de déterminer W à une pr6oi, 
aion de 10-e. 

E1erclce 9.8.9 

1. Soit I.., (0,11, et la fonction f: x,.... :c4. Montrer que la ■uite de■ Itéré, de point fixe 
converae pour iout x € [O,l] et donner la limite de la ■uite an fonction du aholx lniiial xo. 

2. On veut réaoudre l'équation 2.ts.i • 1 : 

(a) Vériller qua cette equalion peut 11411rlre 1ou1 tonne de point ilae : "• ½•·•, 
(b) Ecrire l'algorithme de point fixe, et traoar 1ur un araphique la■ itél'él .r0, x1, .ta et .1:3 

en partant de xo = 1. 

(c) Justifier la convergence de la méthode. 

S. On veut réeoudra réque.tion xa - 2 = O : 

(al Vérülar qua cette équation peut s'écrire aou1 forme de point fute: lt = f. 
(b) Ei:rire l'algorithme da point fixe, e\ tracer sur un_graphiqua le■ itérée .ro, .i:1, .i:1 et .ra 

en partan~ de xo = 1 pu!. .to "' 2. 

(c) E1sayer enauite le point fuce 1ur .t = ~ , 
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Exercice 8,3,10 

Etudier le convergence des méthodes de point fixe ~uîventea (on cherche il approcher ./2), 

Exercice B,3,11 

Pour les équation suivantes, trouver un algorithme de point fixe qui converge vers la plus petite 

racine poaitive de 

1. x3 -x- l"' 0 

2. x-tan.t=0 

3. e-.--cosx=0 

Exerclee 9.8.13 
On considère 111 fonction 

f(x) = e• + 3/x-2 

définie sur l'intervalle ID,11. Montrer qu'il existe une racine a de l'équation f(:c)= 0 dans [0,11 
et qu'elle est unique. On veut calculer le reeine a de l'équation f(x) = 0 par une méthode de 

point fixe convenable, En particulier on se donne deux méthodes de point fixe x = ll>;(x), i = 1, 2, 

où lefl fonctions <1>1 et <ll2 sont d6finiea comme : 

. ~-~f 
<l>1(x)= lnC2-3,'x) et IP2Cx) = --

9
-

Laquelle de ces deux méthodes utilieerie1-vous pour calculer numériquement le racine a de 

l'équation f(:() = 0? Justit\ei votre réponse, 

En utilisant la méthode de dichotomie sur l'intervalle [0,1], estimer le nombre d'itérations 

nécessaires pDUJ' calculer la racine a de ((.t) = 0 avec une tolérance t: = 10- JO, 

Exercice 8.8,1' 
On veut calculer le zéro a de le fonction /(x) = r 3 - 2 en utilisant la méthode de point fixe 

:r; --k + l "'(l)(x-k) suivante: 

w e: Ili étant un paramètre réel. 

Pour quelles valeurs du paramètre w, le zéro de la fonction f est-il un point fixe de la méthode 

proposée? Pour quelles valeurs de ru, la méthode proposée est-elle d'ordre 21 Existe-t-i\ une 

valeur de w telle que l'ordre de la méthode de point fixe eet supérieur à 2? 

1.2.11 Solutions des exercices 

SOLUTION DE L'Exercice 9.8,1 
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1. Puisque la fonction f est continue sur [0.1, l] et que f(O.l)f( 1) < 0 s.lore; d'après le théo• 

rèroe des valeurs intermédiaires, l'équation f(x) = 0 admet eu moins une solution a dans 

l'intervalle )0.1 , l[ , or f '(x ) = -(e-x +l),;: 0, donc la fonction f est strictement décroissante 

11ur IR, en particùlier sur [0.1, 1], et par conaéquenL, la solution a est unique, 

2. Comme a est une solution de l'équation f(x) = 0, alors on.a.f(a) = e-a - a= 0, ce qui est 

équivalent à dini que e-a = a, et par conséquent F(a) = a, i.e., a est un point fixe de le 

fonction l<' . 

3. Pour montrer que le fonction F est strictement contractante sur ]0.1; 1(, il suffit de mon• 

trer que IF'(.xll,;; k < 1 pour tout .x E J0.l, l[. Or la fonction F eèt 1trictem41nt décroieaante 

(car F'(x) = -e-x < 0), alors IF'(x)I ,. e~~ < e-0·1, En poaant k = e-0•1, Il découle de l'inéga­

lité précédente que la fonction F eat strictement contractante aur ]0.1 , 1[, 

4. La fonction Fest continue et atrietement décroiBBan~ ·-sur IR, en particulier 1111r ]0,1,1(, 

donc 

F(IO,l , l[) = JF(l),F(0.1){ = le-1,e-0·1[ c J0 .1,1( ,· 

6. A partir dl!I! questions précéden~e, la auite (xnln définie par 

{ 
.to = 0.6 

.x,.+ 1 = F(xn) 

converge vers a. 

6. Partent de Xo = 0.600, alors nous avons le tableau suivant : 

n 0 1 2 3 4 6 

Xn 0.600 0.6066 0.6462 0.6797 0,6801 0,5712 

7, Une approximation de la racine réelle de le. fonction f(:x) = e~i -x est d~ne x' = 0.6712; 

Solution de l'eitércice 9,8,2 

1. Puisque la fonction f est contlnW! sur (1,2] et que f(l)/(2) < 0 alors, d'aprè11 le thlloritlme 

de11 valeura intern11!diaires, l'équation f (.x)"' 0 admet au moine une aolution. a dan.11 l'ln• 
tervalle Jl,2(, or f'(.x) = ,fr+ e..,. > 0, alors ln fonction f e■t atrictement ctoiaaante ■ur R, 
en particulil!r sur ] 1, 2f,, et par comquent, la solution a est unique, · 

2, Comme a eet une 10l ution de l'êquatîon f(x) • 0, alora on a f(a) • A;l-e~ir • 0, ce qui eat 

êquivalent Il dire que u = 1 + ae-11
, et par conellquent F(a) = a, Le., a eat un point fixe de 

la fom:ti.onF. 

3, Pour montrer que la fonction Fest strictement contractante eur ]1,2[, il suffit de montrer 

que jF'{xJI,;; k < 1 pour tout XE ]1,2[. Or IF'(x)j = IU-x)e-•1 at pour tout·x e: Jl,2L on a: 
0 < (.t- l)e-• < e-1, alore IF'(xll < e-1 pour tout x t: )1,2[:En posant Il = ,.-i, il découle de 
l'inégalité prllœdente que la fonction Fest atrlctemen~ contractante sur }1,2(, 

4. La fonction F est continue et strictement d!Seroi11ante sur ]l, 2(, donc 

F(Jl,2l) "'JF(2),F(lll • ]2e"2 + l ,~-t + li c: 11 ,2[, 
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5. À partir des·questions précédente a, la suite (x11 ln définie par 

• { xo = 1.5 

Xn+l =FCxnl 

tC>nverge vars a. 

6. Partant de .to = 1,600, alors nous avons Je tabl&au ijUivant : 

n O 1 2 3 4 5 
,'(Jl 1.600 1,8347 1,8513 1.8499 1,3500 l.3500 

7, Une approxim11tion da la racine réellfl de 111 fonction f(x) = ~-e•r eat donc~• ., 1.8600, 

Solution de l'ese1'l)loe 9,8,8 

1. La fonction f eat continue d6rivable sur l'intervalle (0, ll et on a 

, 1 1 
f (x)= (ltx)2sin(l+.i/ 

La fonctio11:cf. ,llst donc croisaante sur l'intervalle [O, li 

2. On a 

3. On a 

Donc 

% 0 1 

f'(x) + 
f(x) coe(l) / cos(~) 

'vxe: JO, ll; ('(xi.; ain(l) < 1 

f [O, li [0,1) 

f(:,:) 

f(f0,ll)cf0,l] 

- La fonction f est donc contractante sur l'intervalle {O, 1]. 

Donc f 811.t.ifait aux h;ypothbeea du théorème du point fixe. 

- La Ruite d1Hlni" par 
Xo e:[O,lj 

lln+1 = f(x 0 ), 'vn e: N• 

est convergente 

4. Si on pose k:: ein(l) 

lxn~1-Xnl < klxn-Xn- il 
< k2

1Xn-l -Xn-21 

< knlx, -xol 

Ainsi pour avoir lxo+I -xn 1 < 10-3 , il suffit que k"lx1 - xol < 10"3 . On obtient 

31n 10 + ln lx1 -xol 
n>-------

. lnk 
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Ainsi le nombre de termes de la suite qu'il faut calculer polll' obtenir une valeùr appro• 

cbée à 10-3 près du point fixe de la fonction /(x) = cos(r,h) eet supérieur è. la partie 

entière du réel 31n 10jhl:1 ·•01 

6. Algorithme de la méthode des approximations auccéssivea 

Si1111ir: xo, t:, f :la,b] - IR, F :[a,bl- 1R 

tant que 1{(%Q)I > t faire 

xo=Flxol 

lin tant que 

Solution de l'ueroice 9.8.• 
One 

l!n+1 -· %n+1 -l 
= g(r.,.)-g(ll 

= (x,. -l)g'(I)+ ... + l•r;~rM•I lf"-ll(l)+ (sf;k"' g«P-ll(c,.) 

où c11 eat un réel compris entre x,. et l. 
La mlithode dea approximations aucceaaivea converge à l'ordre p > 1 ei 

i 1l(l) = 0, Vk = 1, ... ,p-1 , pour p > 1, 

et 

glPl(l) pl 0, pourp ;i, 1, 

d'aprèa les hypothèses précédente■ on a : 

lim Xn+i -/ = Hm ..!.gtP1(c 11 )= lim ..!.g<P1(1l;é0. 
. n-a, (Xn - l)P n-c,;i p 1 11-«> p 1 

Cas où p = 2. En posant M = •uP.n! lg11(xll, on peut écrire 

M ~ 
IXn+i - Il c; 2 txn -Il , 

Ce qui peut e'écrire encore 

Par n!currence aur n, on trouve 

MM ~• · 
l.tn+'l -li,. 2 <2 Ixo-ll> • 

On voit qua an ehoial11artt xo tel que j,:o - l 1 , ~, on obtient 

lxn+l -11 C ~ 10·9", 

Ce qui montre qu'à chaque Itération, la nombre dli! décimale■ exacte, double en théorie. 

Solution da l'eurclce 8,8,5 
Poaollll/1%) = - ln(x}. La fonction f est dérivable aur JO, +co[ et 111 dérivée est f'(x) = -1/x. La 
fonction f eat donc déeroieeante 11ur ]0, +oo[. Comme lim~~o f(,d = +oo et f(l) = 0, le point fixe 

de f sur l'intervalle JO, +ool est localisé dana le seament ouvert JO, ll. 
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y 

.v = - ln(.x) 

Sur ce dernier, on a lf 1{x)I > 1, même en prenant un intervalle fermti (a ,b] c]0, l[, la 1u1te 

(:en )0 o construite à partir de la formule précédente diverge. En effet, pour n ;i, 0, il e1dste un 

réel l. entre Xn et I tel que 

Par rooun-ence on obtient 

= f<x.)- f(/)"' f'(l.)<xn - /) 
= lf'({llxn - Ill > lxn -11, 

lxn+1-ll > lx11 -11 > IXn-2-II > ... > lxo - 11 

D'où cette méthode itérative diverge. 

Une .autre m6thode d'approximation de la solution : On cherche à résoudre x = -ln(:r) sur 

JO, +oo[. En prenant l'exponentielle de cette dernière égalité on obtient 

:r = e-%, x E [0, +ool[ . 

{ 

XQ E: ro,oo[ donné, 

Xn+l = e-x. , lin;;, O. 

Cette méthode est convergente si xo etl, bien choisi. 

Solution de l'ellercioe 9,8.6 
Posons g(x)., e-~. Clairement O n'e1t pas solution de l'équation x.., g(x). Pour x E]O, +oo[, g'(:c) = 
-e-i, dune IR'(:i-)1 c:: l ce qui implique que n est contr11ct1mte SUI' 10, +co{. Comme J0,+oo[ est 

uu ouvert, le théorème du point fixe ne s 'applique pas. li faut trouver un fermé [a ,b] c]O, +oo[, 

toi q11u et(n,b]) i:: (a,b ), Prenons a= 1/10 et b = 1. On a g(l/10) = e-1110 ,e 1 et g(l) = e-1 ~ 1/10. 

On a bien n(fl/10, l]) c (1/10,ll parceque Rest cont;inuitê et décroissante sur [1/10, li. Puisque 

lg'(x)J c:: 1 sur le fermé fl/10, ll, on peut appliquer le théorème du point fixe. Il èxi.ste I 1:: [1/10,1] 

tel que 1 = g(l). Comme g'(x) = -e -• t- 0, la méthode e11t convergente à l'ordre 1. 

1.3 La méthode de Newton 

1.3.1 Principe de la méthode de Newton 

La méthode de Newton est une méthode particulière de celle du point fixe . Elle eat basée sur 

l'idée de la construction d'une suite lxn) qui converge vers a , solution de ]'liquation /lx ) = O. 
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Cett.e cot111truction se réalise de la façon suiv11nte. 

On considère l'êquation /(:r.) "" 0, où f est une fonction dérivable sur [a, bJ et {'(:i);,: O. Partons 

d'un point xo E [o,bJ. On coneidi!lre la tangente à la courbe de la fonction/ au point (x0 ,f(x0)) 

dont l'équation est donnée par 

.Y= /'(xo)(x-:co) + f(xn), 

Cette tangente coupe. l'axe des abscisses au point x1 donné plll' 

f(:co) 
Xt =:co---

f'(:co) 

f(r.ol ••• - • • • • - - - - - • - ••• 

" b 

Bi x1 E (a,b] alors on recommence l'opération avec la tanaente au point d'abaciaae (z1,f(xtH, 

On obtient 
/(x1) 

z2=%1--­
/ '(x1) 

Ce proeeesua condwt à la construction d'une suite récurrente : 

:ca E[a,b] et 

Donc, si f E C3([a;b]) telle que f'(a) # 0 et fla)= O, on définit la fontion 

g(:c) "':i _ f üd 
{ 1(X) 

Rest de cluse C2([a;bl). Ainsi la auite définie par la méthode de Newton 

((Xn) 
Xn+I = Xn - -- == g(:inl 

f'<xn) 

devient un eu particulier de la méthode du point nu. Puisque 

'(x) = 
1 

_ /l'A(,:)- f(:x){'(:,.) = flx)f'(x) 
R (Î2(x} rifx) 

on en déduit que si a est une racine de l'équation/(,:)= 0 alors g'(a) = O. 
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1..3.2 Convergence lac.ale rle la méthode de Newton 

On rappelle le r&sultat suivant déjà vu 
Soit g : 1 "' [a; b] _, [a: b] de classe cm ; avec m EN'. On supposa que g admet un unique point 

fixe at::la;b) vérifiant lg'(a)l < l. 

Il existe alors un voisina-ge V., de a dans I tel que la suite itérée (xn l définie par: 

{ 
xo E Va 

Xn+l "'glxnl 'r:ln., 0 

conver!fe verN "· 
D11 plu11 ai g'(a)= .. . = ,/111 -ll(a) = 0 et g(m)(a) te 0, alore l'ordra de conver1Jance da lxa)eat épi 

àm. 

On remarque que : · 

Si Xn+l = g(xn), 'vn ~ 0 et Si i € C2([a;h)); g'(a) = 0 et \in EN; Xn '# a, alors 

lim lxn+1 - al = ~1g'2l(all 
n~ oo lxll - nl2 2 

et la eonvergence est au moins quadratique. 

1,3,3 Méthode <le Newtôn morlifiée 

Dans ce qui précède, nous avons supposé que la fonction f dont nous chercho,'.ia le 2:éro a vérifie 

f(a) = 0 et f'(a}-,,. O. Autrement dit, noUB avons supposé que n est une racine simple de l'équa• 

tion f(x) = O. La question qu'on doit se poser maintenant est : que ae passe-t-il quand a e11t une 

racine de f(x} = 0 de multiplicité m;. 2? Si on garde la même fonction g que précédemment, la 
méthode de Newton perd aon caractère de convergence quadratiqu1i. En effet, on peut écrire 

Donc 

g(xl 

et 

f(x)=(x-a)mh(x) avec h(a);i!O. 

(x-a)"'h(x) 
= x-----~------m(x - aim- l h(x) + (x - a)"'h'{x) 

(x-a}h(x) 

= x- mh(x)+(x-alh'(x) 

l' g(x)-g(a) _ 
1 

1 ., 
0 .!..');, x-a - -;;r ' 

ce qui implique en terme de suite 

lim Xn+1 - a= 1- .!., > 0 
11-co Xn -a m 

Ceci se traduit par une convergence linéaire et pas du tout quadratique. Pour récupérer cette 

dernière, on fait appel à la méthode de Newton modifiée. 
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On suppose ici que rr est une racine de f (x) = 0 de multiplicité m ;a 2, on suppose que f E 

C2(1a,bj) et par conséquant h aussi. On définit alors la fonction Il par: 

f(x) 
g(x) "'x-m f'(x)' 

Dans ce caa 

1
. g(x)-g(a) 

0 lffi ;; 1 
n- oo x-a 

ce qui implique : 

1
. txn+1 - al 

O 
t 

1
. lx11+t - al 1m _... ____ e 1m , <oo, 

n-"" lxn - al n-•00 l.i:n - aj2 

On diimontre que 

1.8.4 Convergence globale de la méthode de Newton 

Noua allons énoncer un résultat de convergence globa.le (-1:0 est choiai n'importe où dans le 

domaine de f ) concernant la méthode de Newton pouT dea fonctions ayant une concavité dé• 

terminée (convexe ou concave). 

Théorème 4. 
Soit f: [a, b J - IR de classe Cg vérifiant : 

1. f(a)f(b) <. O. 

2. f'(x) ;t 0, 'r:/xt:: [a,b] 

S. [ 121(.i:) te 0, Vx € [a, b] 

La sui te (.s:0 l définie par : 

{ 
XoE[a,bJ tel que ((xo)f121(Xol> 0 

.&.l Xn+l =Xn-T'[iJ 

est convergente et elle converge vera a. 

D1!manstrotic111. Les hypothèses 

{ 
f(a)f(b) < 0 

•[
1{:c);,!O, VxE[a,b] 

impliquent qu'il existe un unique a E]a,b[ tel que f(al;:; O. Comme ( 121 eet de signe conetant, 
on distingue deux caa : 

1. Pl'emier cas: fm(x) > 0, 'r:/xe: [a,bl(donc f(xol > O). 

(a) Si f'(x) > 0, Vx e: [a,b] on a; 

flx)>O v.-.,E:la,bl et f(x)<O Vx€[a;a[ 
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Comme f(xo) > 0, alors Xo E]a, b ]. Rappelona que g est la fonction définie par g(x):::: 

x-f/Ni V,i:Ela,b). Comme 

/(.x)(!'ll(xl 
g'(x)= (f'(:c))I > 0 'v'xE)a;b], 

g est croieee.nte sur Ja,b]. D'où, a =g(a)1'g(%o)=x1 puieque a <xa, On en déduit 
que x1 E)a;b]. De plus, 

Donc, a ,i; xi < xo, 
Par récurrence, on obtient : 

fixai 
g(so) = x1 = Xo - f'{;i;o) < xo, 

Dona la suite ex.) est décroisl8Jlte et minorée par a, ce qui montre qu'elle est convêr• 
gente. Comme .1:n+I = g(x.) et comme g eet continue, (s:nl converge vera l'unique 

point fixe a de , . On remarque de plus que 

(b) Si{'(,:)< 0, Vx E (a,b] un raiaonnement 11emblable au précédent implique que Cxnl 

est croissante majorée par a. Donc. (xnJ e11t convergente. Comme Xn+I = g(xnl et que 

g est continue, on obtient que (xn) converge ver■ a l'unique point fute de g. 

2. SE: and cas : f'21(xl < 0, Vx E [a, b] (donc f(xo) < 0). Alora le rmonnement préœdent, avec 

f emplacée par -f ; implique qua la suite b:n) converge var, a. 

0 

Te■td' t 

Une foi11 construite la 1ult11 <xn) convel'gt!ant vers le réel a vmifiant g(a) =a; et une fois fixée 
la t«Jh!rance c; noua cherchons le premier entier no vérifiant : 

SI on note P.11 ,. Xn - a l'erreur à l'itération 11 ; on a : 

avec c11 un nie! entre Xn et a donné par le théorème dee accroiaaement.11 fi.nia. Par ~on■équent, 

Xn+l-Xn = (s:,.+1-a)-(s:.-a) 

= l!n-1-1-en 

= (g'(c.)-1)e 11 • 

Or si n est suffisamment grand, 
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et donc 

!Jerreur qu'on commet lorsque l'on adopte ce critère eat donc plua petite que· là tolérance E 

fixae. 

1.3.5 Résultats nuériques pour \/ 10 

Pour calculer /â-, on poae f(x)"' .r2 -a, avec f'(x) ;; 2x. La suite iseue de la méthode de Newton 
1 

U11t détermin6e par ua > 0 et la relation de récurrence Un+! = un - ~. Suite qui pour cet 

exemple s'appelle euite de Héron et que l'on récrit aouvtmt 

uo > D et u••-1 = -
2

1 
(un+ ~i • 

u,, 

Proposition fi, 

Cette suite (11 11 ) converga vers y'n. 

Pour le calcul de v'i], on pose par exemple rio= 4, et on peut même commencer lèe calcule à la 

mnin: 

uo =4 

u,-= ½( UB + *) "'½(4 + 1PL= l_j'! = 3,25 

u2 = ½{u11-~) = ½(1 + t) = ~ =3,1634 ... 

u3 = ½{u2+*) = ~ =3, 16227788 ... 

u, = 3, 162277660168387 ... 

Pour"• on obtient ,/Tii = 3, 1622776601683 ... avec déjà 13 décimales exactes 1 

Nous allons donner la preuve de la convergence de la suite !un) vers y'éï, 

Démonstration. 

110>0 et llnt1=i(un+ :J. 
1. Montrons que u" ;,. ✓ci pour n;,, 1. 

Tout d'abord 

2 • l(u~+a)
2 

1 4 2 2 l(u~ - o)
2 1 un+i-a=- -- - a=-2(un-2au 1,+a )=-

4
--2-

4 lln 4un Un 

Donc u~+I - a;;, O. Comme il eRt. clair que pour tout n.,, 0, Un ;i, 0, on en déduit q1ie pour 

tout n;. 0, Une·! ;,, /â-. (Notez que 110 est quelconque.) · _ 

2. Montrons que (un )n;,l est une suite décroissante qui converge. 

Comme !'.!i.tl" 1. (1 +:\),et que pour n .-1 on vient de voir que 11;;;. a (donc ..!\r "'1), alors 
Un ~ u 11 u/l 

~,.; l, pour tout n c; l . 

Conséquence : hi suite (un ),,.1 eet décroîsaante et minorée par 0 donc elle.t:'onverge. 
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3. (u 0 ) converge vers ,/ô. , l · 
, € t _ f Lorsque n - +oo dane la re at1on 

Notons t la limite de lunl , A.Ion u. - e Un+l • . . 2 
1 ( a) bt· t t = l (f + 1). Ce qui conduit à la relation e = a et PllT 

Un4l = '2 Un :; ïï,;' ' on o 1en ' 
positivité de la suite, e"' Jii. 

D 

Calcul de l'erreur pour ./io 

.. 1. Sol ... k tel que U1 _ ../o._ k. Alora pour tout n ;;, 1 : 
Propo1itlo11 7, • 

Un -,/â ~ 2va(2~) 
2•- I 

2. Pour o = 10, uo = 4, on a : 

u.-v'lÔ..s(~) 
2lf -- l 

. od d N wton. 11 itérations donnent déjà 1000 déciroales exactes 
La puiuence de Il!- méth e e 8 

• • ..,.., -A calcul de l'erreur : la pré-
. . C ·tte 'dité de convergence ae Jua,we a•ace au 

aprè1 la virgule. e rapt ét d à chaque itération le nombre de décimales 
cision est mu\tlpliée pai: 2 à chaque ape, UllC · . · 

exact.es double 1 

Démonstration, 

10- 10 {~ 10 ·décimales) 

10-100 c~ 100 décimales) 
10-1000 (-1000 décimale11) 

4 itérations 

8 itération& 

11 i\érationa 

1. Dana la preuve de la proposition 6, noua avons vu l'égalité : 

2 ,2 (u. - vaf'<u. + ,/ô>2 
~ _ == (u. -a, donc (Un+l - .Jiil<11 n+1 + ./â) = -tu2 

11n+1 o 4u~ • 

Ainsi comme Un;;, ./â pour n;;, 1 : 

r,; 2 1 >< l {1+.i@:)2 == (u,. - yu) >< ~ l u. 
,.. 1 2 

"' (Un - .fol2 
" ~ " i · 11 + l) 

lln+I - ,/éi 

= ~lun - vâ)
2 

, rifl . r:: .. k noua allon1 en dMuire par récurrence, pour tout II lt 1, la formule 
Bllkvé eu1-va .. , 

1 . 2••1 

. . , u.-v'ü-.2vol2~) 
c•lat vraip~~ Il= 1. Supposons la forD1ule vraie au rang n, alora: 

. .. ( k )2
"-')

2 
( /t )a• · · 1 2 1 2 r.:)Z ( - 2.Jii -

u,.+1 - ./â .. -;:;(Un - val = 2..ro( va 2./â . - 2./a. 
2vo . 

La formule est donc vrai au rang suivant. 
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2. Pnur a:. 10 avec uo = 4 on a 111 = 3,25. Comme 3-. v'Iëi-. 4 alors 11 1-v'fiî" 111 -S-. ¼, On 

fixe donc k =l Toujours par l'encadrement 3.; v'îii"' 4, la formule obtenue précédem­

ment devient 

Exemple : Calmi! de v'îii. 

v'il!..ii .11122176601u11~111a~1 ual!ij0:t6444~211snaa1t 1155613113~5~1 

68i68S7S04B62792594438ft:192382111S441M810837930028111 
8734 7U415!18400ll6l48ll4118560B0458880014-8808lll696'700 
l6.'1903S44Hl61171782fl09400~91&0l63474113SSl1484111408 
es1ea211017oew 11a7&4&10.♦ases&1a10002os1soseoe1141s 
2B37l 7111i4114003286629991 lfl596824tl84203326961604691 
314338128949791890266529!14361267617878136000138818 

627868046368313495247803114371193348719738196131866 

71W03!1312417964022183080468728«6 ! 46002t'i8677679702 
8288«-02902440797789803464398916334922265261206779 
2851876031°'84U69779376692616672<16003698949094694 
218600073683(8844643882731 l092891090423480li42a6l!li3 
40390727401978654372119898'172600130689000096678446 
310902117906944183361301813028946'17033168077318263 
IUl39619379870466476622.063208868668719782.20483124211 
Oli34541118093669798'.1813241i229700079888352375968532 

86792/il 8A2984Rllfl511497871!21712a41i911/1tn.180:l9.171162n 1 
~6369655111491Sfi3~7oaeMassoaaa4oftl11547U64723• 

999796132:J.4340302186706218783667834678951073298287 
61117941121 li77161\21 ~9112fül244afl.1990 lfl484111109R~782111)2(1 

1.3.6 Résultats numériques pour 1,}'f.lTI 

D 

Pour calculer (1, 10)1112 , on pose f (x) =: .i:12 - a avec a = l, 10. On a ('lx) = 12%11 • On obtient 
u1:! -a , • · 

Un+l ~ lin - l~uf.1 · Ce que Ion reformule ainsi: 

uo>O et Un +1= 
1

1
2

(1111.+ 
11
~ 1), 

Voici les rtieultats numériques pour (1, UJ!1112 en partant de uo = 1, 

Uo:: 1 
u 1 : 1, 0083338333333333 ... 

u 2 = 1, 00797 48433368980 .. . 

113,;; l,0079741404316996 .. . 

ll4;::; 1,0079741404289038 ... 

Toutes les décimalea affichées pour U4 sont exactes : (1 , 10)1112 = 1. 0079741404289038 . .. 
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1.3.7 Algorithme 

début 
lirelxo); 

lire(N); 

lire(e); 

n-0; 

tr-fau{f.j 

repeter 
n-n +1 

x,-xo-flm· l'iiiil' 
11i 

lx1 - sol < E alon tr - urai; 

■lnon 

final 
ju1qu'èl(lr = uraOou(n = N)); 

1i 
tr = urai alon 6crirella valeur approchée eet x1J; 

1lnon 
écrire(changer .zv ou N); 

flnei 
fln. 

1. À la main, calculer un encadrement à 0, 1 prie de v's. Idem avec e,'2. 

2. Calculer une approximation dea aolutiona de l'équation x3 + 1 = 3.r. 

li. Eet-îl plua efficace de diviaer l'intervalle en 4 au lieu d'en 2? (À chaque itération, la 

dichotomie clauique néceaaite l'évaluation de f en une nouvelle valeur If pour une 

pliciaion lllllélioréa d'un facteur 2.) 

4. Écrire un algorithme pour calculer plusieurs solutions de({(,:)= 0). 

6. On 1e donne un tableau trié de taille N, rempli de nombree appartenant à ll, .. . , ni , Écrire 

un algorithme qui te■te ai une valeur le apparait dana.la tableau et en quelle position, 

l, À la main, calculer un encadremen~ Il O,l p~• de v'§. ldem avec e,1. 

2. Calculer une approximation des 110lutionB de l'~uation 1:
3 + 1 = 3.r. 

S. Calculer une approximation de la solution de l'équation (cou= 0) sur [O,n]. Idem avec 

(cou= 2ein,:). 

4. Étudier l'équation (exp(-x) = - ln(,:)), Donner une approximation de la (ou des) eolu-

tion(1) et une majoration de l'erreur corre1pondanta. 

1. À la calculette, calculer lei troi■ première• étapes pour une approxùnation de ./3, soue 

Corme da nombrai rationnels. Idem avec W. 
2. Implémenter la méthode de Newton, étant donnée■ une fonction f et aa dl!!rivée ('. 
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3. Calculer une approximation des solutlone de l'équation ,\'3 -;- 1 = 3,-ç, 

4. Soit a> O. Comment calculer ¼ par une méthode de Newton? , 

6. Calculer n de aorte que un - y'Io ,s, 10-r (avec uo = 4 u . 1 ,. 1 (u -;- ..!!.) ..c..101 l tlT 1l n Un Ta - , 

1.:1.8 Exercices 

l.:J .9 Exercice.s avec solutions 

Ell.ercice 8,4..1 

On se propose d'epp:ocher la 1olution da l'équation {(x) = xa - 2 dans l'intervalla [1,8]. Soit 

so = 2, donner les tro11 premiers Itérés de la imite de newton pour approcher cetta solution. 
IDY.erclce 8,4,2 · 

On conaidère l'équation : x =ln(!). 
X 

1. Montrer que cette équation admet une racine réelle unique a . 

2. Vérifier que a e: JO , li . i 
3. En utilieant la méthode Newton, déterminer une approximation de la racine a . à 10-6 

prèe. 

E:1:ereice 9.4.8 

Écrire l'ali:orithme de la mllthode de Newton pour calculer Ja solution de l'équation f(x ) = o. 
E:r.erclce 9,4.4 

On BB p.-opose d'approcher la solution de l'équation {(x) = x2 - 3 = o dans l'intervâ)le {1, ll). Soit 

xo = 2, donner les trois premiers itérés de la auite de newton pour approcher cettà solution. 

Exercice 9,4.11 

1. Dom:'er la, suite définiBBant la méthode de Newton pour )a recherche d'un ll!ro de fonction, 

Justifier I axpression de la suite. 

2. Écrire l'algorithme pour une convergence à 10- 6 prêa. 

3. Déterminer l'ordre de convergence minimale de cette suite. 

Exercice 9.4,8 
On se propose de calculer une approximation de la racine de l'équation 

dans l'intervalle {0,2). 

1. On applique la méthode de Lagrange : écrire l'algorithme et )'utiliser pour remplir Je ta-
eau on s arr tera au olus petit k uui vérifie lf(xk)i < 10-4). hl ( ' â 

k Ok Xk bk signe de f(a,) f(:i:i,) signe de f(bk) l.i:t -v21 
0 0.00000 1.00000 2.00000 - -1.00000 + 0.41421 

1 
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2, On applique là méthode de Newton : écrire l'algorithme et l'utiliaer pour remplir le t.a• 

bluu (on_ s'arrêtera au plue petît k qui vérifie 1/ (x• li < 10-~ J. Le point de départ X{) est 

donné. 

k X. f<xt) lxi - v'21 
0 1 

I 

Exercice 9.4.7 

Le but de cet exe~cice est de calculer la racine cubique d'un nombre positif a . Soit g la fonction 

ddfinie sur R~ par .-· 
2 1 D 

g(x) = -:c+-- a> 0 
3 3:r2 ' 

1. Faire l'étude complète de le fonction R . 

2. Comparer .les graphes de.la .fonction Il avec celle de la fonction identité. 

3. Boit la suite (%11 ) 11,N définie par 

À raide dea gra"phes de le fonction g et celle de la fonction identité aur R~, dessiner la 
suite (x11)n,N sur l'axe dea absciasea. Observer graphiquement la convergence. 

4. Justifier mathématiquement le convergence observée iiraphiquemant. En particulier, 
montrer que cette suite est décroia119,nte à partir du ranir 1. 

6, Calculer l'ordre de convergence de cette sui.te. 

6, Écrire l'algorithme dllfini par la suite (:,;n),,.N qui permet de déterminer Vii avec une 

préci1ion de 10- e. 

7. Expliciter la méthode de Newton pour la recherche de le racine de l'équation / (:,;) = 0 où 

f est la fonction définie par f(x) = i' -a. Que remarque•t•on? · 

Exe.-oice 9.4.8 

On veut ré■oudre l'tlquation 11-u =" avec O < a < 1. 

1. V•rlfler que çe~te ,quatlon admot une unique l!olution, noule l,., dlltll Dl. 

2, Soit IJ : R - R la fonction définie par 11(:i:) = e -,u . On définit la suite récurrente 

{ 

t!O Eut 

Un+l = glun>• 

On veut montrer que u,. converge vers 111 • Pour cela, comparer d'abord le traphe de IJ à 

l'identité et observer graphiquement la convergence, ensuitejuatifier mathllmatiquement 

la conver,ence ob■ervée·graphiquement. 

3. Écrire la méthode de Newton pour réBOudre Uq11Btion e·= =,: avec O <a< 1. Parmi la 

méthode de Newton et la méthode de point fixe (1.1), laquelle faut-il préférer? 
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Exercice 9,4,9 , 

Soit/ une fonction de A dans Il!! définie par /(x};:: exp(:c~)-4x2 , On se propos11 rie tro ter le~ 
rai!ines réellea de l'équation/(x) = 0 . . Ï 

1. Séparer les 4 racines de f(xl "' 0 (i.e. indiquer 4 intervalles disjoints qui conti~nnent 
chacun Ulle et une seule racine). 

2. Montrer qu'il y a une racine a comprise entre O et 1. 

S. Soit la inéthode de point fixe 

{ 
:r1 . .i = 11>(.tk) 

xo E:)0, 1( 

avec <Ji la fonction de R dans R définilll par 4)(x)"' if!. Examiner la aonverrence de 
cetta méthode et pl'éclaer l'ordre de convergence, 

4, Écrire la méthode de Newton pour la recherche dea zéros de la fonction f . 

6. Entre la méthode de Newton et la méthode de point fiJCe, quelle est la plus efficace? 
Ju1tifier le réponse, 

Exercice 9,4.10 

On cherche à évaluer v5 à l'aide d'un aleorithme n'autorisant que les opérations élémentait-es. 
Soit Cxn lnEI\I la suite définie par récurrence 

1. Montrer que si cette suite converge, alora elle converge vers 0 ou v5 
2. Soit la fonction R définie 1111' [1; ,/6J par 11M = ~ . Êtudier la fonction R et la comparer 

à celle de l'identité, 

3. Montrer que la suite (xn l11•N est croissante et majorée par ./5. Que peul-on conclure. 

4. Déterminer l'ordre de convergence de cette suite. 

E•ercice 11.4.11 

Soit g la fonction définie sur R: par 

( ) 2x3 +4x2 +10 
If " = -3~x-.2,...+_8_:r_ . 

l. Faire l'étude _complète de la fonction g . IOn admettra que x3 + 4x2-10 = 0 admet comma 
unique. solution m::: 1,36 et que g(ml = m.) 

2. Comparer la fonction If à eelle de l'ideniité. 

8. Soit la ■uite (x.l11 rN définie par 

Xq ~l =o g(xn) 

Al'aide des graphe de g et de l'identité sur R~, dessiner la suite (.xa lntN sur J'axe des aba. 
ciallE!a. Obaerver graphiquement la convergence, En particulier, montrer que cette HUHe 
est décroiHante à partir du rang 1. 

63 



llé■ lilf p,r lo• profHloun : E. Llbrijl, î . 1!:I l'ouLayonl, J. BouY11rvhowmt1, Id. Rachllt 

4. Expliciter (sans la vérifier) la condition nécessaire pour la convergence observée graphi• 

quement. 

6. Écrire l'algorithme défini par la imite (.x,.},.,N qui pennet de déterminer le point fixe à 

une précision de c. 

6. Expliciter la méthode de Newton pour la recheNbe du zilro de Je. fonction f définie par 

f(:r.) = :i:3 + 4:r.2 -10. Que remerque-t•on? 

7. Donner l'ordre de convergence de la IIUite. 

Esel'tlloe B.4.12 
On ae propose d'approcher if½ en calculer les racineJJ réell88 de l'équation /(:r.)"' 0 où / est le 

fonction de it dans R -définie par f(:r.) = .x4 - l, 
1. Séparer les 2 racinea de racines de ((:,;) = 0 (i.e. indiquer 2 intervalles disjointe qui 

contiennent chacun une et une seule racine). En particulier, montrer qu'il y e une ra• 

cine a comprise entre O et 1. 

2. Soit g la fonction définie 11W' (0 ;1) par 

( )- x(9r• +15) 
g X - 3(6%4 + 1) 

(a) Faire l'étude complète de la Conction Il et la comparer à l'identité. 

(b) Soit la suite (:r.11 lntN définie par 

Al'Bide des graphe de g et de l'identité aur (0 ;1], de99iner le IIUite (xnlnEN sur l'axe 

des abaclsses. Obaerver graphiquement la convergence. 

(c) Juatifier mathématiquement le convergence observée graphiquement. 

(d) Calculer l'ordre de convargençe de la suite. 

(o) Écrire l'al11orithme défini par la euite (xnlMN qui permet de détenniner if½ à une 

11récl1ion de c. 

a. Expliciter la méthode de Newton pour la recherche du nro de la fonction f. 
4. Entre la méthode de Newton et la méLhode de point fixe .1•+1 "'1/(XA), quelle est la plue 

efficace 7 Juatifler I a réponae, 

1.a.10 Exercices sans solutions 

Esercice BA,18 
Soit la fonction réelle d'une variable réelle donnée par f(:r.) = 2%3-x-2, on 18 propose de trouver 

le■ racines réelles de l'équation f (:r.) = 0 par la uu!thode de Newton. 

1. Monl;rer que f poa~de une 1eule racine réelle r.c 1:: [1,2], 

2. En utiliaa.nt la méthode Newton, d1Stenniner une approximation de la racine a Il. 10-e 

prh. 
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E:ireroice 9.4.14 

On coasidère l'équation :c:( l + e') = é. 

.1. Mon.trer que cette équation admet une .racine unique a dans [0,1]. 

2. Écrire le méthode de Newton pour approcher la racine de cette équation im faisant un 

bon choix de l'initialiaation xo, 

Esercice 9,4.15 
En utilisent la formule de Taylor, imaginer un algorithme modifiant la méthode de Newton et 

ae1mrant une convergence quadratique dans le cas d'une racine multiple de/. 

Es.orclce 9,4,16 

Utiliser la méthode de Newton pour nlaoudre l'équation e: - 2 = x , x > O. Justifier la conver­

gence et donner une majoration théorique de l'erreur. Combien d'itérations sont-ellea nâces­
saires pour avoir une précision de 10-0 en prenant .xo = 1. Peut-on choisir xo = 0? 
Es.erclce 9.4.17 
A la me.in, calculer un encadrement à 0, 1 prèa de ,/3. Idem avec W. 
Exercice 9,4.18 

Calculer une appro,dmation des solutions de l'équation xa + 1 = 3:x, 

E:r.erolce 9.4,19 
Calculer une approximation de la solution de l'équation (coex = 0) au1· [0,n1. Idem avec (cosx= 

2einx). 

Eltercice 9.4.20 
Étudier l'équation (exp(- x) = -ln(x)). Donner une approximation de la (ou des) solution(s) et 

une majoration de l'erreur correspondante. 

l . A la calculette, ealculer les trois premières étapes pour une approximation de v'fi, sous 

forme de nombres rationnels. Idem avec W. 
2. Calculer une approicimetion des solutions de l'équation .x3 + 1 = 3x. 

3. Calculer n de sorte que u" - ./Tii.; 10-f (avec uo = 4, Un +l,;, ½ ( "• + f; ), ~ ~ 10). 

Exercice 9.4,21 

On considère l'équation non linéaire 

sur l'intervalle (-1 ,1). 

2 

f(x) = e' - ~ -x -1 = 0 
2 

1. Montrer que la foaction f admet un zéro dans (-1,ll et qu'il est unique. 

2. Ecrire la méthode de Newton pour résoudre l'équation f(x) = O. Quel est l'ordre de conver­

gence de cette méthode? Justifier la réponse. 

3. Proposer une méthode d'ordre 2 pour la résolution de l'équation donaée. 

E:i:erclce 9.4.22 

Soit a une racine double de la fonction f : 

f(a) = ('(al= 0 et r<i 1(al cl- O. 
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En tenllnt compte du fait qu'on peut écrire la fonction f comme 

f(x) = (:r- a)2h(:r) où h(a) ;i 0, 

vérifie~ que la méthode de Newton pour l'approximation de la racine a est seulement d'ordre 

1. 1 
On con,idère la m,éthode de Newton moclifiée suivante : 

· f(xr,_) 
· X1+1 =x1i-2--. 

f'<x•> 

Vérifier que cette méthode est d'ordre de= si l'on veut approcher a. 
Exercice D.,&.28 ' · 
Soit f la fonctio~ définie par f (x) = x2 - 7. Pour calculer la solution de /b:) = 0 dans [0, 10) par 

la méthode de Newton, on définit une suite (xnln de la forme Xn+l = g(x,.) pour tout n EN. 

Donner l'exprenion de la fonction g 

Esercice 9.4.2,& 

Soit f la fonction définie par /b:) = 2e" + 3\li. Pour calculer la aolutîon de f (:r) = 0 darui (0, 10] 

par la méthode de Newton, on définit une 1uite (x,.)n de la forme "• t 1 = g(:r,.) pour tout n E N. 
Donner l'expreesion de la fonction g 

1,3,11 Solütions des exercices 

Solution de l'exrc;,ice 9,,&,1 
On cherche une approximation de la racine de l'équation f (x) = x2 - 2 = 0 dllllll l'intervalle 

ll,3]. Pour donner une approximation de cette racine par la méthode de Ne_wton, on considère 

111 auite suivante : · 

{

ico=2 

:r,a1 = x. - f(xnl = !.x~ + ~ 
{'(1:nl 2 Xl 

à partir de cette suite, noue obtenons le tableau suivant : 

n O 1 2 S 

Xn 2,000 1.6000 1.4167 1.4142 

On obtient ainsi, 1.4142, une approximation de la 10lution de l'équation x2 - 2 = 0, 
Solution de l'exrcioe 9,4.2 

1. On conaidère là fonct.ion f(xl = ln:i:+x. Cette fonction est continua et dérivable 11ur JO, +00{. 

D11 plue on a · 
l+x 

[ !{x)11-->0, \/x>O, 
X 

et par conaêquant, elle eet strictement croiuante sur ]0,+oo[. Or f(O-)f(+oo) < O, donc 

l'équation x = ln<¼> admet une racine réelle unique a E JO, +oo[. 

2. ~sque f (l) > 0 et f (0-) < 0 alors a E JO, 1[. 

i 
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8. Pour donner une approximation de cette solution par la méthode de Newton, on considère 
la suite suivante : 

{ 
xo ::: l 
:r - X - [!,,,) - •ul:-lnx,,) 
n+l- 11 l7'(i;i- +i,. 

à partir de cette suite, noua obtenons le tableau suivant : 

n 0 l 2 3 4 

x,, 1.000000 0.600000 0.664382 0.567139 0.567143 

On obtient ainai, D.667143, une approximation de la solution de l'équation x + lnx = o. 

SoluUon de l'BUallle 9,4,S 

Le11 différentes èt11pt11 pour approcher la eolutioh d'une èquatlon en utilaant la méthode de 
nowton sont 

1. Saisir la tolérence, c, la fonction, f, ainai que sa dérivée, f'. 
2. calculer x1 = xo- f(xo)/f1(xol. 

3. Si f(:r1) < c alors on affiche la valeur de :r1, c'et1t l'approximation da la solution demandée. 

4. Sinon on ranlle X1 dan11 xo Cxo -xi), puis on retourne à l'étape 2. 

Ces différentes étapes peuvent être organisées dans un organigramme. 
Organigramme 

non 

oui 

xo - xo;: f(x.i>lf'<xol 
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Nous allons donné l'algorithme de newton pour approcher la 11olution de l'équation f(x) "'O, il 

est le mîeux adapté pour la programmation qu'un orgarùgramme. 

Algorithme de la méthode de Newton 
Saiair xo , c, f :[a,bl- IR tel que ('(x) /. 0 

tantque If (xo)I > c faire 
f(:.o) 

xo = xo - f'(xo) 
fin tant que 

Solution de l'nrclce 9,4,4 
La auite définie pàt la méthode de NeWton, pour approcher la solution de l'équation f(x) = 0, 

est donnée par 

dene notre cas, on a 

1 

1 
{U) 

J. 

Newton 2 1, 7600 1,782 1,732 
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Solution de l'exrciCfl 9.4.IS 

1. Soit f une fl;,nction réelle d'une variable réelle. On supposons f est de class~ C1 et f 1(a) 'F 
0 (c'est-Il-dire a est une racine simple de l'équation ((x) = 0 ). La méthode de Newton 

permet de construire une suite lxn lnor. pour approcher la Tacine de cette_ éguation. Cette 

conatruction se réalise de la façon suivante. On considère l'équation de la· tangente à la 

courbe de la fonction ( 11u point (x0,f(xo)), donnée par 

(~1l y=(faol<x-xol+((xo). 

Cette tangente coupe l'axe W,x) au point (x1,0l 

avec 

~t n(O,x) = {(:q,OJ 

((xo) 
x1 = xo - f'(xr,) 

'· 

On considère ensuite l'équation de la tangente à la courbe de la fonction ( au point, 

lr1,f(x1H, donnée par 

(~2) .Y = f(x1 )(x-x1) + ((x1l, 

Cette tangente coupe l'axe (O,x) au point (x2,0) 

avec 
((xi) 

x2=x1- ('(xi)' 

On réitère ce procédé, oo obient la suite suivante 

{ 
xo donnée 

~ 
Xk+I = Xk -7~ 

qui permet d'approcher la solution de l'équation ((xl = O. 

2. Algorithme pour une convergence à t: = 10-0 

D~hut 
Bal11ir: xo , ((x) et f''(xl t- 0 

.. L!!Jl1_ x1-~-o-l'liol 
tantque l:t1 - xo 1 > 10- u faire 

xo -x1; 

x1-xo-f:rt.i 
fin tantque 

écrirel'la solution est ;', x 1) ; 

Fin. 
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a. Le terme générale de la suite des approximations de Newton est donné par 

f(:r:t) 
.l:i,+ l = X} - f '(:r:1,Y 

Il peut être mise sous la fonne d'une itération de la méthode du point fixe 

avec 
/(x) /(x)f"(x) 

g(x) = x - f'(x)' g1(:r:)"' f ÎÎ(x) 

,, f'3(.i:J("(:r:) + f(x)f'2(:r:)f<3l(:r:) - 2/(:r:)f'(x)f"'(:r.) 
gW • ~W . 

r'J'!) 
Si a est une racine simple, c'est-à-dire si {'{a)~ O, on trouve s'(a) = 0 et g''(a) = 7'1l'iiî, la 

méthode de Newton est donc d'ordre 2. 
Si la racine a eat de multiplicité ,n > 1 alora /(,:) = {x-a)"'h(:r:J et la suite de Newton aera 

et 

g(x) = x- m(x - a)'"-lh(x) + (:r:- al"'h'(:r:) 

lim g(x)-g(a) ;l-l~o. 
11-00 :.-a m 

par auite g'(1t)::: 1- ¾i donc la méthode n'eet que d'ordre 1. Si la valeur de m eat connue 

à priori, on peut retrouver la convergence quadratique de la méthode de Newton en mo­

difiant la méthode comme euit : 

1 
f(xt) 

Xht = X~ -m f'(:r:k) 

·····1· .. ,._ ..... . 
1. En partant de Io = (a,b], la méthode de Dichotomie appelé au1111i méthode de La.eranp 

produit une suite de BOUA•intorvalles I~ = lcit,bü le;;, O, avec lt c l•-1-1, li;, l, eL tel1 que 

f(o1}f(b•) < 0, Dans notre 11ae 01111 

bébu~ 
a-0 
b-2 
:r:-b 
Tantque !x2 - 21 > 0.0001 faire 

a+b 
:i:--2-

.lt (a2 - 2)(x2 - 2) < 0 alon 

b -x 
1inon 

a-x 
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fin ai 

Fin tant que 
Fin. 

Leli approx:imations, par la méthode de dichotomie, de la racine de l'équation x2 - 2 = 0 

dans l'intervalle [O, 2J, sont données dans le tableau ci-dessous. 

0 0.00000 1.00000 2.00000 - 1-1.000001 >0.0001 + 0.41421 

1 1.00000 1.33338 2.00000 - 1-0.222221 >0.0001 + 0.08088 

2 1.33333 1.40000 2.00000 - 1-0.040001 >0.0001 + 0.01421 

8 1.40000 1.41176 2.00000 - 1-0.006921 >0,0001 + 0.0024~ 

4 1.41176 1.41879 2,00000 - 1-0.001191 >0.0001 + 0.00042 

5 1.41379 1.41414 2.00000 - 1,0.000201 >0,0001 + 0.00007 

6 1.41414 1.41420 2.00000 - 1-0.000041 <0.0001 + 0.00001 

2. La méthode de Newton, pour approcher la aolution d'une équation, aat un ca11 particulier 

de la méthode du point fixe, avec comme fonction d'itération t1,(x) = x - Pfli ce qui donne 

l'algorithme suivent 

Début 
xo-1.00000 

tantque lx~ - 21 > 10'"4 Caire 

xo-f +¾ 
fin tanque 
éorire{1a solution eet',:.n) 

Fin. 

Les approximations, per la méthode de Newton, de la racine de l'équation :r:2 - 2 "' 0 

dans l'intervalle [0,2], 110nt données dan1 le tableau ci-deaaoua. 

k X. f(.i:1) lx1-v21 

0 1,00000 1-1.000001 >0.0001 0.41421 

1 1.50000 10.260001 >0.0001 0.08579 

2 1.41667 10.006951>0.0001 0.00246 

8 1.4.1422 10.000021 <0.0001• 0.00001 1 

Solution de l'exrcice 9.4.'7 ! 
1. Étude de la fonction g défine de 111; dans R définie par 

2 1 a 
i(X) = 3x+ 3~ 

- g(x) > 0 pour tout x ER: ; 

- hm g(:i:) = lim g(x) .a +oo 
.i--o• ·. x-+OQ 

. g(x) 2 . 2 2 
hm - =-, hm g(x)--

3
x::0 donc Y"'-,.i: est un asymptote; 

,1:-+00 X 8 .'t-TOO 
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- g'(x)= ~(x2 -3; 

- g est croissante sur l ?'a, +ool, décrniHante eur l0, Viil; 

- x"' ViÏ est un minimum absolu et g( e,,â)"' e,,â 

X 0 ra +oo 
g'b:) - + 

+oo +oo 

g "-. / 
Vci 

2. Le• Graphes de la fonction g et celui de la fonctio i(x) "' :,;, voir la figure suivante, ils 

119 coupent an un seul point, On vérifie analytiquement _qu'il existe une et une aeule 

intersection enl.re la courbe d'équation y"" g(x) et la droite d'équation Y= :c : 

.. 

2 1 a ~ 
,!l(X) =:,; ~ 3x+ SxÎ ::,; * X = 2 

8. Étude iiraphique de la conveTJence de la méthode de point the : voir la fl!!W'e 

Y1 
! 
i IL<t 

. • 1 

1

1 : ;'1 1 i ' 1 1 

i '.1 \ 1 1 
·- _...,.l't..-J..t!l..-Î!L---.l!. ... ____ .Jig__ .. \ 

I fil · 
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4. On en déduit que pour tout x > 0 on e g(.i) ;i, W Donc, pour tout k > 0, Xk =: g(Xk - 1} ~ W, 
Vllriflone le11 hypothèses du théorème de point fixe qui fournit, une condltiori 1111ffisante de 

convergence de le suite 

(a) pour tout X dans [ Vci, +oc[ on a g(x) > ra donc g([ e,ii, +oc[) C: [ ,1/ci, +oo[ (i.e, l'inter­

valle I çlii, +oo{ est stable); 

(b) g E C 1([ era. +oc[): 

(cl pour tout x dans [ çlii, +oo[ on a 

2 a 
l.rr'!:dl = 130 - ;ca>I < 1 

donc g Ht contractante. 

Alors la méthode converge vers a point fixe de g . De plus, pour tout a t I e,'ii, +ool 

one 

a=g(a)~a= era 
la méthode permet donc de calculer de façon itérative la racine cubique de a. 

5. Étant donné que 
· 2a 

g'(a) = o et g"(a) = 4 t- 0 
tl: 

le méthode de point fixe converge avec l'ordre 2. 

Algorithme 
Début 
Saisir xo > 0; 

x 1 -g(xol; 

tantque l.:t:1 - xol > 10-6 faire 

xo -x1; 

.:t:1 -gb:ol 

fintantque 
écrire(l'approximation de le racine est :',.ttl: 

fin. 

6. Algorithme de point fixe: Une remarques à propos du critère d'arrêt basé aur_ le contrôle 

de l'incrément. Le11 itérations s'achèvent dès que l.:th1 - Xk 1 < r; on se demimde si cela 

garantît-t-il que l'erreur absolue eh1 est elle aussi inférieur à t:? t:erreur absolue à 

l'itération (k + 1) peut @it.re évaluée par un développement de Taylor au premier ordre 

avec Zk compris entre o et x1, . Donc 

Puisqueg'(al=0,on a bien IXk+1-x•I "'l!k 
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7. La suite définie par la méthode de;Newton poW' apprncher la solution de l'équation f(;r;) = 
x3 - a, elle s'écrit 

f(,:h) xt-a 2 a 
Xl:+ l = X; - -- = XJ: - -- " - + -f'(x. l 3,:î 3 axf 

Elle est convergente et son ordre de convergence égale à 2 (loraque la racine est simple}. 

Solution de l'e:ucice 9.4.8 

l, Deux méthodes (équivalentes) aont possibles pour démontrer ce résultat. 

Méthode l; La fonction II ; x ,_ e-iu est monotone dècroiesante, 

par conséquente elle interaem la droite d'équation y = ;r; une et une seule fois. Notons 

~e point l 11 Comme la fonction II : ;r; - e-,u est positive pour tout ,; 1:: R tandis que la 

fonction x .... x est positive si et seulement ai x > 0, an en déduit que la> O. Méthode 2: 
La fonction f : ;r; - e-a;: -,:; est monotone décroissante, 

lim e-a.i_x=+oo et lim e-ax_x=-oo; 
.#--ac .i:-+IXI 

par le thé9i:ème des valeurs intermédiaires on conclut qu'il existe un et un aeul la E: R 

tel que f{l 11 ) :a: O. Comme /(0) > 0, on peut appliquer à nouveau le théorème des valeurs 

intermédiaires à l'intervallefO, 1[ et en déduire que la> O. De plus, eomme f{l) < e-1-1 < 

0, on peut conclW'e que 1anl0;1[. •. 

2. Le graphe de la fonction g est celui en figure. 

la) Gtaphe de f comparé ail graphe de 1(.1:J ., .1:. 

FIGURE 1.1-
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(b) étude gnphlque dti la çonverge11c;e de ln méthode de point 
fllo. 

On en déduit que 

- la suite (un)n converge poUJ' tout uo E IR i 

- g(R) =]0,+oo[, g(JO, +oof) =]0,1[ ainsi u1 E]0,+oof et Un E]0, If pou tout.n > 1 

- la convergence n'est pas monotone : le sous-suite de11 termes d'indice p~ir est monotone 

croissante tandis que la sous-suite des termes d'indice impair est monotone décrois­

sante (ce qui veut dire d'une part qu'on ne pourra pas utiliser les théorèmes du type 

(monotone plus bornée entraine la convergenl:4!) poUJ' prouver la convergence, d'autre 

part an voit aussi que ni l'inteTValle [l0 ; +oo[ ni l'intervalle [0;/
11

] sont stables) i 

- Jg'(x)I n'est pas bornée pour tout x € R (croissance exponentielle à -oa). Plus particu• 

lil!rement, lg'(x)I < 1 ai et seulement aie"'> a si et seulement 111 x < lna/a. Comme 
0 <a< 1, on tonclut que jg'(x)! < 1 pour tout :t > O. 

Solution de l'exrcice 9.4.9 

~·~""· . 
.)· ... · 

,. 

On ,:onsidère la fonction /(x) = e.:rp(x3)-4x2, noua allons füire une brève étude de cette fonction. 

1. On remBTque que f(-x) = /(.:r), lit fonction est donc paire. Nous allons füire )'étudié de 
cette fonction sur [D, +oa[ 

- /(0) = 1 et Hm f(x)'" +oo . 
..r-+.r;:o 

- f'(x)=2xexp(x2)-8x. 

- {'lx)"' 0 pour x = D et x::: .Jln4 et on a f(O) = 1 et /(./ln4) a: 4(1-ln4) < O, / est 

croissante pour x > v'Ïn4 et décroissante pour O < x < Jinî. Par suite l'équation f(x) = 
exp(x2)-4x2 :;: 0 admet 

- une racine dans l'intervalle ] -oo, -Vln4[, 
• une racine dans l'intervalle 1- vîiî1, 0( 
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- une racine dBM l'intervalle JO • .;r;;;i[, 

- une racine dans l'intervalle Jv'ln4, +ool. 

• 

2. Puisque f(O) = 1 > O et /(1) = e - 4 < 0, en appliquant le théorème des valeurs intenné­

diaires, il existe au moins un a E)O, 1[ t.el que f(a) = O. Puiaque f'l;r) = 2xup(x
2
) -Bx = 

2x(exp(~) - 22) < 2.r(e - 4) < O pour tout x E]O, lt, on en déduit que a · est unique (Voir 

figure). 

8. Êtude de la conver1ence de la méthode 

(a) pour tout x dans )0,1[ on a 

donc IJ> :J0,ll-)0,1[; 
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ch> <1> E c100, 10 

(c) Pour tout x dans JO , 1[ on a 

X~ 
IC{l'(x)I = 1 

2 
= xrt>(x)I < lxl < 1 

donc la fonction et> est contractante sut· l'intervalle JO, 1(. Par suite la méthode des 

approximationR successive converge vers a, point fixe de <l>. De plu_s, pou1· tout a e: 
JO, 1(, 

itl(al" a~ 2a = ✓e.xp(a~) <'>fla)= 0 

donc a, point fixe de <ti, est une racine de l'équation f(x) = O. 

Puisque 

cti'(a) = a!ll{cti) = a2 ~ O 

la méthode de point fixe ou (des approximation succeves) converge seulement à 

l'ordre 1. 

(d) La méthode de Newton est une méthode de point fixe avec tl>(x) = .x --Pffi . lei donc 

elle s'écri,t 

(el Puisque a eftt une racine aimple de f , la méthode de Newton converge a l'ot·dre 2 

tandis que la méthode de point fixe converge seulement à l'ordre 1 : la méthode de 

Newton est donc plue efficace. 

Solution de l'exrcice.9.4,10 

1. Supposons qu'il existe l ER tel que lim1, - 00 xn = 1 

- Par définition de convergence on al=~- et par condquent / E !- ./6,0,+./61. 
- On prouve par récurrence que 

- si xn = 0 a.lors Xn = 0 pour tout ne: N donc 1 = 0, 

- si xo > 0 alors Xn > 0 pour tout n EN donc 1 ;;. 0, 

- si .xO < 0 alors Xn < 0 pour tout n E N donc 1 "O. 

Comme xo = 1 > 0, alors Xn > 0 pour tout n EN et I e: (0, ./51 . 

2. Soit la fonction g définie sur [1 , v'61 par g(x) = -!Jlh. Uétudie le fonction g donne. 

- g(x) > 0 pour tout x E f1 , v'S). 
- g(l) = ;, g(./5) = ./5. 

- g'(x) = - 101,"a2;i12. 
- g est crniseante sur (1, v'6] et g1(./5) = 0 

Graphe de g comparé au graphe de i(x) = x 
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On vérifl~ . analytiquement qu'il e:riete une et une eeule intereection entre la courbe 

d'équation y= g(x) et la droite d'équation y= J: dans ll; v'Ïil : 

10.x 2 
g(x) = x <> xB + 

6 
= .x <> x = 6 

a. On a g{:i:) è: [5/3; vil pour tout x E [1; v'fil et on a vu PrécédelIIJilent qùe g est croiaaante 

aur l'intervâlle [1; v'Ïi] et a( v'fi):: v'5. De plu1, j'(.xl ;a, x car 

1O.x 10.x 
g(xl= .i:2+6 > (v'6l~+o =x 

par conséquent la suite (x1 ), Xh t = g(.x1) • est croissante. . 

Comme g(x)" ,;'6 alors la suite Xt+l = g(x1} Ili vÏi est bornée. On a aillAi une auite crois­

sante et majorée, ce qlli implique qu'elle converge, Or on a montré que ■i elle converge 

vers l alors l E: [0, v5), on conclut que J!.DJ,.t,. = 16. 
Remarque 
On ne peut pas utiliaer Je théorème de point fixe pour prouver la convergence de la auite 

eur l'intervalle {1; v'6). En effet 

- g est au moine de claeee C 1([1; v'fiJ}, 

- g([l; Vfi)) = [5/3; ./61 c: [l; v'Îi) 

- mais O,;;; g 1(.x) < 1 si et seulement six E: [ J-10 + 5T6; v'5) (et on a v'- 10 + &/5 > 1). 
En revancha, on peut utiliser le théo:rème de point fute pour prouver )a converpnce de la 

1ult11 111.U' l'intervalle [6/3, v"6l car 

- , Ht AU mo!n1 de cluae C1([11/8 ;\l'BJ) 

- . 1((6/81 v'5l) c: [6/8: ,/'6], 

.; 0,;;; 1'(ic) <1 pour tout :i: E: [6/3; ./6] 

4. Comme g'( yÎi) = O et g''( v'6) i- O, la méthode de point fixe aaaocille à la fonction d'itllration 

II est d'ordre 2, 

Solution de l'e:aoice 9,4,11 

l. Etude de la •fonction g de R~ dllJls R définie par g(x) = k~l!~:•0 

- g(ic) > 0 pour t.out X€ R: ; 
', ~ 

68 

ftii■ lhl p111 k• pt'l\fau eu~• : E. U!.brJjt, Y. &l Fautaysni, J. Bouyaf)haumni. M. Rublk 

- Hm g(x) = lim gfa:) = +oo . 
.r••10+ ~-+oc 

. !](:,;) 2 . 2 4 2 4 . 
hm - - " -3 , hm (g(x) - - .t) = -- donc .'I' = -x - - est un aNymptote; • ~ +a:, X .,_._, 3 9 3 9 
'( 2(3x +4)(.x:I + 4.x2 -10) 

- g xl = x2(3x+ 8)2 

- g est croissante sur [m,+oo{, décroissante sur [O,ml où m "'1,36; 

- x = m est un minimum absolu et g (m) = m. 

,: 0 m +oo 
g'(x) . + 

+oo +00 
g(,:} \. / 

m 
2. Graphe de g comparé eu graphe de i(x) = x 

. On vérifie analytiquement qu'il existe une et une seule intersection entre la courbe 
d'équation y= g(.x) et la droite d'équation y= .t 

2x3 +4x2 +10 
g(.x) = x~ a 2 B =x<.>x3 +4x~lD=O~x=m~/(,:)==O 

X + ,: 

S. Pour l'étude graphique de la eonvergence de la méthode de point fixe voir la figure 

4. On en déduit que pour tout x > 0 on a girl;,, m. Donc, pour tout k > 0, r• :a g(.2:k . 1l il m. 

Pour étudier la con,•ergence de la méthode vérifions si on peut appliquer le théorème da 
point fixe 

la) pour tout .2: dans fm, +oo[ on ~ g(.xl > m donc g([m, +oo[) c;; [m , +oo[ ; 

(b) g t: C1((m, tool); 

(cl pour tout x dans lm, +oo[, on alg'(x)I = 118
"'

2 
.. 

8
; 1"gll~11R>+RII < 1 alors g eet contractante . 
"' t • 

Si lee conditions précédentes sont vérifiées alors la méthode converge vers m point 

fixe de g , De plua, pour tout a€ {m, +oo[: a= g(a) ca1- a= m donc le point fixe de g 
est racine de f , 

(dl Algorithme de point fixe : Calcul de x = R"(x) 

Require : ro > 0 

Require : g : x - g(:cl 
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while lx• ,1 -x•I > c do 

Xk-+1 •- g(.tt) 

end while 

5. La méthode de Newton est une méthode de point fixe avec f(.tl = .1: -f$Ni. lei donc elle 

s'écrit 3 2 

1 
f(:q) .t.+4.i:~-10 .i•+i=x•---=x•-- li =s<x•) 
('lx• J a.r1 + 8.r• 

dutrement dit la mtithode de point fb:e a■aignée est la méthode de Newton. 

6. ltant donné que la méthode de point fixe donnée est la méthode de Newton et que la 

racine m de f est simple, elle eonver1e à l'ordre 2. 
Quelques remarques à propoa du critère d'arrêt hué aur Je contrôle de l'incrément. Les 

itérations s'achèvent dès que IXH 1 - .tt 1 < c ; on ■e demande ai cela 1arantit-t-il que l'er­

reur absolue e•+i est elle auSBi inférieur à c. L'erreur abaolue à l'itération 1k + 1) peut 

être évaluée par un développement de Taylor au premier ordre 

11.veo •• compria entre m et .t• • Donc 

Puiaque g'(x) = 2~s1'l.++\Î'f(x), alora (1
1(m} = 0 donc on a bien f.th1 -x•I "'e•, par suite 

l'ordre de convergence de la suite eet 1. 

Solution de Pexrcioe 9,4,UI 

1. La fonction f 111t paire. Comme f'(x) = 4x3, f est croissante pour x > O et décroi1&ante 
pour " < 0 ; pul1qu11 f(0) < 0 e~ f(-1) • f(ll > 0, on conclut qu'il n'y a que deux racine, 

réall111 dl1tincte1 : a. e:J0;ll et -a E]-1;0[. 

2. UAtud11 la fonction g(.t) = ~~!fi pou.r :r: lt O. 

(a) 11:i) lt O pour tout :r: lt O et sCxl = 0 ai et l!Bulement 11I x = 0; 

(bl 

donc g'(x) lt O pour tout x E]O; l[ et i'b:l = O 11i et 11eulement ai :,, = ~. De plua, 

g<ffil• ffi, 
(c) Enfin, 

10 3.1:4 -1 32x8 fïC, s2.t3 

s''<xi = a 5x4+ 1 (6.t4 + u2 = Va6 '<x)<5x4+ 1>2· 

Donc t''b:) = 0 si et seulement si :,, = 0 ou .t = m, 11 est concave pour x E]O, ffll, 
convexe pour X> m, 

(dl Le omparaiaon du lfl'&phe de s et celui de la ronction i(x) = :c pour x E [0;1] est 

donnée par, 
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(el On vdrifle analytiquement qu'll 1tl!.iRte une et une eeule interaection entre la courbe 

d'équation y= g(x) et la droite d'équation y= x dans l'intervalle )O. li 

z(9x1·+5l 
g{r) = X ~ l (fil'+l) = X 

o 9x4 + 5 = 3(5x4 + 1) 

o x4 = j 
x=O 

(0 Pour l'étude graphique de la convergence de la méthode de point fix~: · 

(g) Étude de la convergence de cette méthode. On remarque que 

donc la suite récu:rente 

Xk+I 9x! +5 , 
-- : 4 > l ~ :Ck < ffi 

Xk 3(5x~ + 1) 

{ 
xo E]O, ifŒ[ 
X•+I =g(xk ) 

est monotone (croiasantel et majorée par Vîa. Elle est donc convergente vers l .;; 
?'13. Comme 1 ::: g(l) si et seulement si l = ru. on conclut qu'elle converge vers 

m De même, la suite récurrente 

{ 
xo E)- ifia,O[ 

Xk+I = g (xk) , 
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est monotone décroiHent.e et minoré par m. Elle eet donc convergsnte vers 1 ,; 

m.: Comme 1 = g(l) si et seulement ai 1 = ?1Ï3 on conclut qu'elle converge vers 

m. 
Par conséquent, quelque soit le point initiale, la méthode de point fixe donnée converge 

vers ffi point fixe d6 g (et racine de f ). 
Soulignons qu'on ne peut pae utililllr le théorème de point fixe pour prouver le 

converpnce de le méthode car g n'est pas contractante aur [O ;1). En effet, dani, 

[0;lJona 
lg'(xll < 1 "" g'(.rl < 1 

<:> 5(a.r• - u 2 < 3(6.r' + 1)2 

e, 16:c8 +30x4 - 1 < 0 

<:> .r4 > 1 + Ji E]O, 1[. 

(h) Si on pose a= ffl alors g(al = a, g'(a) = 0, g"(a) = O etg"'(a) = J820a325r::~~f;+1 = 
~ - On conclut que la IJUite converge à l'ordre 3. 

, (i) Algorithme de point fuce 

Calcul de ,: = g(:,;) 

D~but 
aa.iair xo > 0 

aaialr:s .; x-sb:). 

Xt -g(.ro); 

tantque lx1 -.roi> e faire 
.ro -.r1; 

.r1 -g(.r1; 

6ntantque; 
écirlre{'l'approximation est :', .r1) ; 

Fin. 

3. Entre la in~thode de Newton et la méthode de point fixe s1♦ 1 = g(.r• ), la plua efficace eat 

la méthode' de point fixe Xà+ 1 = g(.r~) car elle est d'ordre 3 tlllldis que celle de Newton 

n'est que d'ordre 2. 

1.4 Méthode de la sécante ou de Lagrange 

1.4.1 Principe de la sécante 

Ilidée de la ai~thode de la aécante est: pour une fon(:tion / continue aur un intervalle [a,b), 

et vtlrifi.ant /(a) c 0, f(b) > O, on trace le segment [AB] où A= (a,f(a)) et B = (b,f(b)I, Si le 

segment reste au-dB111u1 du graphe de f alon la fonction ■'annule sur l'intervalle (01,b] où 

(a1,0) e11t le point d'intersection de la droite (AB) avec l'a.se dei abaciuea. 

b-a 
a' = a - f(b)- ((a/la). 

72 

R4\•lid par Lu profl\'ll1w.n : S . L&brtjl. Y. El Fanhy1Pi. J . 6wy1u·2houru11i , M. Rachlk 

LP droite !AR) s'appelle la 11écante. On recommence ce procédé, en partant maintenant de 

l'intervalle lfl',bl pour obtenir unt> valeur a", 

"- ' b-a' , 0 - a - f(b)- f(rl/(a ). 

y 

B 

:r 

Ou réitère cet 11lgorithme pour obtenir une euit11 euaceptible de converger vera la solut.ion de 

l'équ11tion f (.r)., O. Cette méthode 8/it aueai appêlée méthode de la fausse poiritîon. 

1,4.2 Conve1·gence <le la méthode de la sécante 

Propoaition 8. 

Soit f; [a,b) - IR une fonction continue, strictement croissante et convexe telle que {(a)< 0, 

{Ch)> O. Alors la suite définie p11r 

et 
b-a. 

Un+1 ::a11 - f(h)-f(a./<anl 

est crniseante et. converge ven la solution l de l'équation f(;i;) a: O. 

IJhypothèse f convexe signifie exactement que pour tout .r, x' dans [a,bJ, la 1écante (ou cordo) 

entre (x,f(x)) et (.r',(fa:'JI est au-dessus du graphe de f. 

:V 

... 
.. 1

'(x',/(x'U 

:,; 

(. ,fl.zll 

Démonstration. 

1. Justifions d'abord la construction de la suite récurrente, 

IJéquation de la droite passant par les deux point, (a.[(a}) et (b, f(bl) est 

{(b)- J'(a) 
y=(x-a) b +{(al 

-a 
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Cette droite intersecte l'axe dea abscisses en (a1,0) qui vérifie donc 

0 t /lb)- f(a) /( ) 
=ai-a b-a + a, 

donc 
b-a 

a1 = a- f<b)- {ca/<a). 

2. Croissance de (a.l. 

Montrona par récurrence que /Can>"' O. C'est vrai au rang 0 car par hypothèse on a 

f(oo) = f(o)"' O. Supposoll! vraie l'hypothèMl /(011) ,e; 0 au rang n. Si rJn+t < lln (un caa 

qui e'avo!rera a posteriori jamais réali&é), alors comme f est strictement croissante, on a 

f<an+l) < f(o,,), et en particulier f!an+1> < O. Sinon On+! ;a, a,. . Comme f est convexe : 
la sécante entre (o,.,f(o,,)) et (b,f(b)) est au-de.uua du irraphe de f. En particulier 

le point (a 0 1,0) (quî est llUl' cette aécante par définition 11n+1l est au-deasus du point 

(an+1.f(IJ11+1l), et donc f(a.+1) < 0 auHÎ dans ce cae, ce qui conclut la nlcurrence. 

Comme {(a,.)< 0 et f est erolaaante, alora par la formule 0"'1 = On - 71btif0 .1f(o,.l, on 
obtient que On+t ;;. 0 11 • 

3. Convergence de (on), La suite (a,.) eet crois■anta et majorée par b, donc elle converge. 

Notons t ee limite. Par continuité 

lim f.(anl = /(t). 
11-.+œ 

Comme pour tout n, f(o,,)"' 0, on en d4duit que f(t) < O. En particulier, comme on aup. 

po10 f(b) > 0, on a t < b. Comme 

,,Liif..,((a,.)"' ,.!!!fœf(a,.+1l = f{t), 

L'égalité OnH = IJn - 71/,:;r ... ,f(a,.) devient à lEl limite (lorsque n - +oo): 

b-t 
f=l- f(b)-f(f)f(t), 

celquî Implique f(t) = O. 

cr1olusion la suite (a,.) converge vers la aolution de l'équation f(s) == O. 

□ 

Ainsi présentée, cette méthode est mise en dt!faut ai par exemple le réel :r, eat de l'autre côté de 

la racine. C'est le cas ai on suppose que f eat concave. Une variante de la méthode précédente 

est de con■truire Xn+I non pu aeulement à l'aide de"• et de b, mais k l'aide des deux points 

précédent., .t11 et x11-t. Autrement, la auite ett cette foi.a définie par 

L'initialiHtion néceuite dewt points xo et s1, proche&, si po11ible, de la solution. 

RéaHN par lea pr1l'e111un : t. Labrijl. Y. EJ Fuui.ayent, J. Bouyar3hb•1rnnl. M. Rn.:hlk 

1.4.3 Exemple 

On utilise la méthode de la sécante pour approcher la racine du polynôme f<.i:>'~ ~3 +2x9 -3x-l 

contenue dans l'intervalle [1, 2) (cet.te fonction est en elTet continue at on a f(l),:, _;1 et /(2) = 9), 

avec une précision ég~le à 10- 4 _ Le tableau suivant donne les valeurs respectives des bornes 

a• at b de l'inte1valle d'encadrement, de l'approximation XA de la racine et de f (i1) en fonction 

du numéro k de l'itération. 

l 
·/! : . ' 

' 
' .- / ! 

. / ' 
Il 1'o .r.l ' Ti · / 1 

FIGUIUl 1.2 - Construction des premiers itérés de la méthode de la fauBee position, 

k Ol b x. {(xw) 

0 1 2 1,1 -0,649 

1 1,1 2 1,161744 -0,274401 

2 1,151744 2 1,176841 -0,180742 

3 1,176841 2 1,188628 -0,060876 

4 1,18B628 2 1,194079 -0,028041 

5 1,194079 2 1,196582 ·0,012852 

6 1,196582 2 1,197728 -0,006877 

7 ~ 1,197728 2 1,198251 -0,002686 

8 1,198251 2 1,19849 -0,001226 

9 1,19849 2 1,1986 -0,00066 

10 1,1986 2 1,198649 -0,000255 

Sous des hypothèses de régularité légèrement restrictives surf , on peut établir le résultat de 

convergence suive.nt pD\lr la méthode de la sécante appelée aussi méthode de la _fausse posiUon. 

Théorème li. 
Soit f une fonction est strictement croissante, de classe C2 sur un intervalle (a,h] , vérifiant 
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/(o)f(b) < 0, et soit a E:]o,h[ l'unique ,solution de l'équation /(x) = O. Alors, la suite (:r;klAEN 

construite par la méthode de la sécante converge vers r En notant 

1 +vîi 
p=--

2 

Le nombre d'or, alors 
J' l.i:H1-al . t 

tt l'-P-00 lxn - alP = 8X18 e 

C'est une convergence superlinéaire plue rapide due la convergence de la mllhode dll dichoto­

mie, mais un peu moins rapide que la convergence quadratique de la méthode de Newton. 

1.4.4 Résultats numériques pour VÏO 

Pour a = 3, b = 4, f (x) = x2- 10, voici lea réaultata numériques, et au■ai indiquée une majoration 

de l'erreur &n = v'iîi-an, 

oo=3 Eo '- 0, 1666 ... 

01 = 8, 14286714286 ... E1,;; 0,02040. ,, 

02 = 3, HIOOOOOOOOO ... E2,; 0,00239, .. 

aa =3,16201117318 .. . E~ .;.0,00028, .. · 

a, "' a, 16224848986 •.. E4 .;.3,28 .. ,•10-& 

aa = 3, 16227401437 .. . e6 -. 8,84 ... -10-8 

ae = 3, 16227728374 ... E& Il, 4,49 .. . · 10-i 

/J7 = 8, 16227761029 ... E? C. 5, 26,,. • lQ-i 

ae = 3, 16227786438 ... ta 11, 6,14 .. , • 10-D 

1.4.6 Résultats numériques pour (1, 10)1112 

Voici les réeultata num!lriques avec une majoration de l'erreur En= (l,10)111i-an, avec f(:r.) = 
x12 -1, 10, a= l et b = 1, 1 

ao ,.1 EO Ili 0,0083 ,., 

lll ICI 1,00487888 ,., L't'-0,0086 ... 

111 ~ 1,00681960 .. . es" o,oou .. . 
a3 = 1,00741027 . . . E3 Ili 0, 00060 ... 

a,= 1,00774712 ... E4 '- 0,00024.. . 

Dfi = 1,00788130 .. , Efi,;. 0,00010 ... 

ae = 1, 00798618 ... ee" 4,14 .. . · 10·-B 

a1 = 1,00796862 . .. c7-. 1, 69 ... -10-6 

DB= 1, 00796779 ... EB 11, 6, 92 .. . · 10-B 
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1,-:l.f\ Calcul de Jlerreur 

La méthode de la sécante fournit l'encadrement On ,;; / c,; b, Mais comme b est fixe cela ne donne 

pas d'informations exploitables pour I1-an 1. Voici une façon générale d'estimer l'erreuT, à l'aide 

du théorème des accroissements tinis. 

Pr'Opo•ition 9. 

Soit f: I - IR une fonction dérivable et f tel que /(t) = O. S'il existe une constante m > 0 telle 

que pour tout x E: J, 1/'(xll;. m alors 

lx- li Ili lf(:r.ll 
m 

pour tout xE J. 

mmonstralîon. Par l'inégalité des accroissement& flnia entru et t: If (x)-f(()I ~ mlx-tl mai• 

f U) = 0, d'où la majoration. O 

Es:emple 8 {Erreur pour vîii), Soient fM:: x1 -10 et l'intervalle I = [S,4]. Alors f'(ic)"' 2/C 
donc lf'(.,:)i lit 6 aur I. On pose donc m = 6, f = v'Iil', x = an , On obtient l'estimation de l'erreur : 

lf(a.11 lo~-101 
Cn = lt' - onl ._ ---;;:i- =--

6
-

. r.n 13 n~-101 Par exemple on a trouvé 02 = 3, 18 ... .;; 3, 17 donc v 10- a2 < · = 0,489. 

. . = 14•-101 -r Pouroe on a trouve as =3,1622776543347478 . .. donc vlO-aa" =,= =6,14 .. . ·10 , On a 
en fait 7 décimales exaetes après la virgule. : 

D11na la pratique, voici le nombre d'itérations suffisantes pour avoir une précision de 10-a pour 

cet exemple. Une itération de plus donne une décimale 8Upplémentaire. 

10-10 (-10 décimales) 10 itératio!lB 

10- 100 (- 100 décimales) 107 itérations 

10-1000 (-1000 décimales) 1073 itérations 

Exemple 4 (Erreur pouT (1, 10)11ia). On pose {(,:) = x1i -1, 10, J = lli l, 10} et i:. (1, 10)11n . 

Comme f'(x) = 12% li, ai on pD!le de plus m-= 12, on a lf'(x)I., m pour x E: J. On obtient 

la~2 - 1,101 
Cn:i.lf - anl"s 

12 

PPr ell:emple as = l ,0079671973186432 . .. donc 

tn12 -1 101 
l(l,10l1112 -aalc. 8 

12
' ;;6,92 ... ·10- 8• 
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1.4.7 Algorithme 

Voici un algorithme ; c'est tout simplement la mise en œuvre de la suite récurrente {a.). 
début 

lire(al; 

Hre(b); 

lini(N); 
lire(e}; 

n-0; 

tr - faux; 
repeter 

n-n+l 
x-o-f(a)~; 

■i 

lx -al < c alon tr - vrai; 

. ■inon 

o-x; 

final 
jU1q111è.((tr = vrai)ou(n = N)); 

■l 

tr = urai alon 6crire(la valeur approchée est x); 

11lnon 
éorire(changer o ou N)j 

fln■i 

fin. 

1.4.8 · Méthode de Régula falsi 

Dana la méthode de la fauHe pOlition, lai points Mu(xo.ffa;o)l et Ml(x1.f<x1)) doivent être 

chohia de telle sorte que 

Uiténl x11, ab1d11e du point d'intereection de l'axe des ahlciuea et de la droite paaaent par Mo 

et M1, est donné par la formule 

Uiténl suivant eet calcuM en choialaamt comme points de départ Mo et M~Cxi,{(x~ll ou Mt et 

M2 aalon que 
f (xol{Cx2) < O ou f(x1)f (:i:2) < O. 

A chaque ittlration, on fait un uist pour définir lee point& de départ, ce qui donne l'algorithme 

Début 
Si f{xo)f(x1) < 0 alors 

Répéter 
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'sinon x, - x2; 

fin si 
jusqu 'a ce que \f(.t2)1 < f ou lx, - .toi < t·; 
écrire('le solution est',x2l; 

fin si 

fin. 

1.4,0 Exercices 

1.4.10 Exerciees avec solutions 

E:1ercfoe 9.5.l 

On considère la fonction définie par f{x)-= 4x3 + 12x + l 

1. Montrei· que l'équ.ation f(x) = 0 admet une racine unique a comprise entre· 0 et 1. 

2. Déterminer une approximation de a par la méthode de la sécante après 6 itérations. 

Exercice 9.5.2 

On considère la fonction définie par f(x)"' 4x3 + 12x + 1 

1. Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une racine unique a compriRe entre -1 et O. 

2. Déterminer une approxim11tion de o: par la méthode de la sécante après 6 itérations. 

Exercice 9,5.S 

Écrire l'algorithme de la méthode de la sécante pour calculer la solution de l'équation f(x) = O. 

1.4.11 Exercices sans solutions 

Eltereice 9.5.4 

On coneidl!re la fonction f définie par f(xl = 3x4 - 4. On veut approcher 111 rncinc poAitive de 

l'êquationfb:) = 0 par la méthode de Lagrange, On note (xn) la suite Itérée carrespo11d11nte 

aynnt comme premiers termes xo = 4 et x 1 = 3. 
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-l 0 2 

1. Donner \a relation de r,currence en exprimant x en fonction da Y et z où s = Xn+t, Y =.t: .. 

etie=Xn-1· 

2. C~lculer "2· 
3. Donner l'indice II du terme de la suite {xnl qui approche a à 0.01 prèa. 

4. Donner une approximation de la racine a de f à 0.01 près. 

E:sercloe 9.5.5 
On conaidère la fonction f définie par f (:i:) = 2(2:i:6 -1). On vaut approcher la racine poaitive 

de f par la m,thode de Lagranre, On note {:en) la 1uite itérée corre1pondant11 ayant comme 

premier■ terrn11 xo .. ( et x1 = S. 
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-1 0 2 

:t. Donner 111 relation de récurrence en exprimant x en fonction de y et z où"= Xn+ 1, y= Xn 

et z = Xn-1: 

2. Calculer xg et xa, 

li. Donner l'indice n du terme de la suite (x11 ) qui approche a à 0.01 près. 

4. Donner une approximation de la racine a de f à 0.01 près. 

1.4.12 Solution des exercices 

Solution de l'e11.ereice 9.6.1 

1. L'objectif est de chercher lea zér011 de \a fonction f(x) = er• -4x2• La fonction f est continue 

et dérivable sur IR, et on a ('(xi :: 2xex
2 

- Bx. les 110lutiona de l'équation ( 1(,:) " O aont 
X= --Ifni, X= 0 et X: v1rÏ4, 

X -oo -vln4 0 v1n4 +oo 
('(xi + + 

1 +oo 

f '\, / '\, / 
-oo 4-4ln4 4-4ln4 

Puisque le. fonction f est continue sur R et 4-4ln4 < 0, alora noua avons: 

• une racine dans l'intervalle ]-oo, -Jin4 ! ; 
• une racine dans l'intervalle ]-v1n4,o\; 
• une racine dans l'intervalle ]o, -.!iiïi!; et 

* une racine dans l'intervalle j v'iii4,+aol. 
2. Puisque le. fonction f eat continue eur (0, l] et que /(O)fll) < 0 alors, d'apràa le thèorème 

des valeura intermédiaires, l'équation f(x) = 0 admet au moin! une 10l ution a dans l'in• 

tervalle 10, IL or la ronction f est strictement décroissante sur Jo. vfri4[ (voir le tableau 
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di variation de la fonction (), en particulier 1ur JO, l[, et par conséquent, le aolution rr est 
unique. 

B. Pour donner une approximation de a par la méthode de la sécante après 6 itérations, il 
suffit de considérer la suite suivante : 

l :::~ 
%11+1 =xr.L - f(J::1=if;!_,}f(xn) 

à partir de cette suite, nous obtenons le tableau euiv11nt: 

n 0 1 2 3 4 5 

Xn 0,000 1,0000 0.4383 0,6827 0.6995 0.6978 

Solution de l'exercice 9.5,ll 

1. Puiaque la fonction f est continue sur Dt, en particulier sur (0, 1], et que f(-:-1)((0) < 0, 

alor■, d'après Je théorème de, valeur& intermédiaires, l'équation f(x) = 0 admet au moina 

une solution a dans l'intervalle ]-1,0[, or la fonction f eet atrictement croisse.rite (il suffit 

de vérifier que f'(x) = 4.t2 + 12 :> 0) sur lll, en plll'ticulier sur [O, 1], alors la aolution a est 

unique. 

2. Pour donner une approximation de a par la m_éthode de la sécante aprèe 6 itérations, il 
suffit de conaidérer le suite auivante : 

l :::~1 
x 11 ~1 = Xn · 71f.q,t;:_1if(x11l 

à partir de cette suite, noua obtenorui le tableau suivant : 

n 0 1 2 3 4 6 

x,. -1.000 0.0000 -0,0826 -0.0832 -0.0831 -0.0831 

Solution d11 l'exercice 9.5.S 
Al11orithme de le méthde de la ■écente. 

D.Sbut 
auir xu; x1; e; f :(a,bl-IR; 

x2 +- Xt - f(s~\:Î'üoi/(z1) 

mtque If lza)I > e faire 
.1:0 .... z,; 

St -.t1; 

.l:'l -x1 · r1:i'!=ÎÎxaiflx1) 
fin tantque 
éorire('une approximation de la aolution est', zi); 

Fin. 
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LI> Comparaison des méthodes 

Pour comparer des méthocleR numêriques, il eat important de tenir compte de la présence ou 

non des facteurs suivante : 

- assurance de la convergence 

- vitesse de la convergence 

- stabilité de l'algorithme - précision des réaultnts 

- efficacité des cali:uls (ex : nombre de fonctions à calculer à chaque itération). 

1.ltl Méthode de dichotomie 

Avanta1es: 
- La convergence eet assurée 

- On a un encadrement de la solution 

- Un seul calcul de fonction à chaque itération. 

Inoonvénient.a 

- Vitesse de convergence linéaire, donc lente 

- Sensible eux erreurs d'arrondi; exemple : la fonction f(xl = e• -1- x -x2 s'annule théori-

q_uement en:,;= O. Numériquement, elle change de signe un grand nombre de foi,s autour de 

l . :: Û. 

1.5.2 Méthode de Newton 

AvantageA: 
- Converge rapidement quand elle converge (ce qui compense largement le demier inconvé-

nient); 

- Relativement stabie et peu sensible eux erreurs d'arrondis si f'(I) n'est pas trop petit. 

Inconvénlenbi 
- l'eut diverger ou converger vers un autre zéro que celui cherché 11i la donnée initiale eat mal 

choisie; 

- Nécessite le calcul de ln dérivée d'une fonction, ce qui est numériquement difficile si on ne le 

connaît pas explicitement; 

- Chaque étape nêcessite deux évaluations de fonctions. 

.. 
l.!'i.3 Méthode de ln sécante 

Avantage11: 
- Nécessite une seule évaluation de fonction à chaque étape ; 

- Convergence relativement rapide, bien que moins que celle de Newton. 

In1:onvénient1 
- Comme le méthode de Newton, peut diverger si le~ données initiales ~ont mal choisies; 

- Le calcul de /(xnl-f(xn-1) peut produire des erreurs de chute. 
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1.5.4 Méthode du point fixe 

Avanta1es 1 · 

- Convergence souvent difficile il réaliser en pratique: 

- Certains pointe fixes -dits instables- ne peuvent être atteints; 

- Convergence lente de tY!)6 linéaire, en général. 

Conclusion : cette dernière méthode a surtout un intérêt théorique : 110n analyse mathéma­

tique est relativement aisée et nous a permis d'en déduire celle de la ipéthode de Newton 

qui t1 est en fait un cas particulier. En pratique, elle est souvent utilieée -dana de tels ces 

parti_ liera. Nous verroru, à plusieurs reprises dans la suite qu'elle joue un rôle considérable 

pour jadapter des elirorithmes linéaires à dee situations non linéaire11. Elle est donc fonda­

mentie en tant que concept. D'autre plll't, couplée avec: des techniques d'accélération de la 

convergence (cf. puagraphe suivant), elle peut être intéressante. La méthode de Newton a 

généralement la faveur des utilisateur& : elle est effectivement très rapide et est certaine­
ment à conaeiller loraque le calcul de f' eat ei1é et lorsque des remarques aimplea permettent 

de choiair à coup al'ir la donnée initiale dans le domaine de convergence. Pour cela, elle peut 

être, par exemple, précêdée d'une application de quelques itl!rationa de la méthode de di­

chotomie. Si on veut une méthode d'application plue universalle, la méthode-de.la lécante 

est plutllt à conaeiller pui1qu'elle néceHite seulement la connaissance de f. Elle e11t relati­

vement rapide et ne néces11ite qu'une évaluation de fonction à chaque itération. Ce dernier 

point peut m&me la faire considérer comme plua rapide que la méthod11 de Newton. En effet, 

ai on pose 

le pasaage de ·u,, à Un+1 néceSBite le même travail qu'une itération de la méthode de Newton, 

Mais on a 
IUn+l - Il,. Cix2n+l -W ._ Cju,. -/jP

1 

Vue ainsi, la méthode est d'ordre p2 = 2, 618 ... 1 Ce genre de consid~rationa n'eat pas à négliger 

dane une évaluation globale du tempa de calcul. 

Terminons par un exemple: 

RAaolution de X -0,2ainx - 0,6 = 0 à l'aide dea quatre algorithmes différents 
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k Dichotomie Sécante Newton Point füte 

X-1 = 0, 5 ;xo=l, 0 X- 1 = 0, 5; Xo = 1, 0 xo = 1 xo = 1 
1 0, 75 · 0, 6 0, 6 D,60 

2 0, 626 0,61212248 0,61629718 0, 695885 

8 0, 5625 0,61649349 0,61546820 0,612248 

4 0,59376 0, 61546816 0,61546816 0,614941 

6 0 , 609375 0,61638219 

6 0, 6171876 0,61546412 

7 0,6132812 0,61646687 

8 0,611i2348 0,61546779 

9 0,6162109 0,61546810 
10 0,6157226 0,61546815 

11 0,6154786 

12 0,6163564 

13 0,6164174 

14 0, 6164479. 

16 0, 6164632 

16 0, 61547068 

17 0,61546707 

18 0,61546897 

19 0,616468025 

20 0, 615468502 

1.16 Accélération de la convergence 

D'une manière générale, étant donnée une suite Xn qui converge vers /, accélérer sa conver­

gence consiste à la remplacer par une suite i"n convergeant plus vite vers I, c'est-à-dire véri ­

fiant : 
lim x·.-z =O 

11 - oux11 - 1 
Pal' exemple, si :r:n converge linéairement, on cherchera à construire ;{n conver11eant quadrati­

quoment. 

1.tl.1 Méthode de relaxation 

Elle eat basét1 sur une idée très 11imple. Considérons une méthoda de point fixe x.~ 1 = g(xn) qui 

ne converge pas ou très lentement vers un point fixe :t' . 1/dquation qu'on cherche à résoudre 

x = g(:r:) peut également s'écrire 

ax+.x = g(,:)+ a:r: 

et ce pour tout a réel. L'écriture de l'équation sous la forme précédente suggère d'utiliser une 

nouvelle méthode de point fixe : 
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Maintenant, d'aprl!s le théorème du point fixe, cette méthode va converger (en choîaissant 

d'initialieer assez prèe de la aolution) d1!1 que 

IG'(x*)I"' lg(x'l+ al< 1 
a+l 

et ce d'autant plu1 rapidement quel '~']111 1 est petit. Comme on est parfaitement libre de choi• 

air le paramètre a (qui s'appelle ici paramètre de relaxation), l'idée est de le prendre le pha 

proc:he pouible de -g'{s" ). Bien sûr, la valeur 1!11BCl>e de ,-'(x') n'est en 1énéral paa connue, meia 

par encadrement on peut en avoir des valeur11 approchée11 convenablea, qu'on ·peut d'ailleurs ré­

actualiser éventuellement au coure des itérations. En conclusion cette méthode est très simple 

d'utilisation et peut rendre de précielll{ services. 

1.6.2 Méthode du /:l2 d'Aitken 

Afin d'illuatrer la méthode, commençons par considérer une suite x,. qui oonverge vers l et telle 

que: 

Xn+l -l = lt(x,. -l) où O <k < 1. 

Lee nombre11 k et ! peuvent être exprimés en fonction des valeurs de la suite :tn à l'aide de11 

deux il'!uationa : 

On obtînt par différence 

Xn+l -! = klxn -l), 
Xn+a-1 = Aib:n+1-0. 

.l:n+2 - .l:n+ l = l!(.t:n+ 1 - :c,.), 

et en substituant dane la premi~re équation mise soue la forme 

ona 

1 
Xn+l -%n 

=x,.+~ 

l (%Ml -x,.)2 

=Xn - Xn+2 +.tn -2:t,,..1 

En util11ant 11!11 notations des différences finies, soit 

Xn+l -Xn 

~n+l - 6.1:,.., l.tn•2 -xn+1l- (Xn♦ l -.tnl, 

ceci s'écrit encore 
l (ll.rn)a 
=Xn-~ 

La méthode tire son nom de cette formule. Elle montre id que la limite l cherchée peut être 
exactement connue à l'aide de Xn+a, Xn+1, et .tn ; n quelconque. llid,e d'Aitken set de généraliser 
cette remarque aux suites c:onveri(lant linéairement, c'eet•à-dire telle■ que· 

avec 
lim lin = lt E [O, 1[. 
n-oo 
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Pour une telle suite, le coefficient kn est "preoque" constant el n est grand et. on peut alu~s faire 

le ralcul préci\dent pour Re convaincre que : 

- (ti.x,,)2 
x ,. = -în - A~xn 

doit être très voisin de l . On a en effet : 

Théorème 6, 

Soit une suite :tn vérifiant pour tout entier n, Xn 1- 1 et Xn+ 1 -1 = (k + En )(xn - /) avec lkl < 1 et 

J~~ Cn = 0, Alors la suite définie pal' 

vérifie 
. x-,, - l 
hm--=O 
n- ooxn - 1 

Démonstmtion. Posons en"' Xa -1. On a 

û2x,, = e0 .2-2en+1+en=en[(k+eo+1l(k+enl-2(k+cnl+l] 

enf(k - 1J2 +1)nl où 1Jn = k(fn +J+En)+fn+l f n- 2fn , 

Puisque Tin te11d vers 0 et e0 ;. 0, t.2xn est différent de O pour n grand .et x·• est donc bien défini 

au mPins pour n assez grand. D'autre part 

• 1 Il (k-l+cnli l Xn- =en ·•----,,---
(k - 1)2 +lJn 

Mais l'expression entre cJ'ochets tend vers O quand n tend vers l'infini ce qui prouve Je réau)tat. 

D 

Application : Algorithme de Stetenaen Soit Xn dêllnie par 

Xn•1 = g(x,.) Vn ;a, 0 

où g et :to vérifient les hypothèses du théorème précédent, On sait qu'alors Xn converge au 

moins linéairement vers 1. On peut accélérer cette convergEince en utilisant ln méthode de t. 2 

d'Aitken. Il est alors plus efficace de repartir avec la nouvelle valeur x";, à chaque nouvA!le ittl• 

ration. Ceci donne Ï'algorithme suivant dit de Stefensen. 

xo 1lonné 

1 

l'our n=0,1,2, .. , 

l 'n - g(xnl , Zn - g( y0 ) 

X X ~-­nt 1 .,_ n-~ 

Remarque. Cet algorithme est à nouveau 1111 algorithme de point fixe 

Xn+l ;:: \fl(Xnl avec 1 
( ) lglxl-xl' 

1/' X ;:: X - &l1lx\)- 26l>l•x 

On peut montrer que ai g'(l) 1- 0, alora 1/!'!ll = O. On sait qu'11lors l'algorithme 11aaocr'é à 1/1 
converge de fllçon quadratique. Ainsi, par rapport à l'algorithme associé à g : 

• on eœélè1·e la convergence quand elle a lieu 

· one un procédé qui converge, même si lg'{l)J;,. 1. 
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hemple 6. Nous avons vu que si g(.r) = x2 , la suite définie par 

converge si !.toi< 1 vers le point fixe O. Le point fixe 1 n'eet jamais atteint (eauf dans le cas 

irréaliste ou xo ellt e:mctement égal à 1). Ceci est cohérent avec le fait que g'(l) = 2 > 1. 
Calculona la fonction 1/f dans ce cas 

où r1,2 = -1~'0. , 

,µ(x) = 

y.,(x) 

Puisque 1/f(,::) .... il pour x voisin de 0, si xo est choisi anez. petit, la suite x,. se comportera 

sensiblement.comme 

Yn+l =y~ 

d'où convereenèe d'ordre 3 vere O. 
Si :i.o est choiai voisin de 1, puiaque ip'(l) = 0 et 1/111(1) # 0, la auite uaociée à tp converge de 

f11çon quadratique vera l. Ici, il y a donc un pin conlidérable par rapport à g . 

. '· 
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