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Raeines d'une dquation non lincaire

1.1 Mséthode de Dichotomie

Le but de cette méthode eat d'approcher une solution, I, de I'équation

fla)=0.

L1.1 Principe de la méthode de dichotomie

La méthode de dichotomie (ou méthods de la bissaction) suppuse que la fonction £ est continue
gur Vintervalle |a, b), strictement monotonne sur cet intervalle et vérifle fla)f(5) < 0.
Principe

On pose ag = a et bg = b, on calcule xg = i{ag +bp), le milieu de Vintervalle de départ, et on
évalue 1a fonction f en ge point.

Bi flag) =10, le point xp est la solution da 'dquation f{x) = 0 et le probléme eat résalu. i
Binon, 8i f{ug)f{xo) < 0, alors ia aclution ! eet contenu dane l'intervalle Jag;xol, slars qu'elle
appartient & Jxo;bgl sl fixo)f(ba) < 0. )

—-4a
a
= ni-t-
\
—

1oy >0 ) <) mtemm e s

On réitdra ensuite co processus sur lintervalla [a1;51], avee @) = ag et by = £y dans le premier
cas, ou ;= xp et by = by dans le second, et ainsi de suite...

De cetta fagon, on congtruit de maniére récurrente trois puites numériques {(oalyen, (badren o6
{x))een telles que ag =a,bg = & et vérifiant, pour entier natural k, i



ap+by
- Xy = %

~ Bs1 =0 86 byer = %5 8i [lax)flny) <0,
w Apey =Xp ot by = by sl Flag)flby) <0

1.1.2 Convergence de la méthode de dichotomie

Proposition 1, ‘
Soit [ une fonction continue, strictement montonne sur un intervalle |a,b], vérifiant f(a)/(d) <
0, et aoit ! €la, b[ Yunigue aolution de 'équation f(x) = 0, Alors, la muite (x; hw congbruite par
la méthade de dichotomic converge vers { et on a l'estimation

b-a

1‘#"'”‘3}'.‘.'1' (L.1)

1l reasort de eette proposition que la méthode de dichotomie converge de manikre certaine, c'eat
une méthode globalement convergente, Lestimation d'aireur précédente fournit directement
un critére d'arrdt pour ia méthode de Irichotomie, puisque, & £ donnée, cette éatimation permet
d'approcher ! en un nombre prévisible d'itérations, Bn effot, pour aveir jz, ~Jj < ¢, il suffit que

e lnth-ll

Eﬁrﬁﬁ‘ﬁ 1{2} —_—t—n ] € h

Pour ameéliorer la précision de 'approximation de Ia solution d'un ordre de grandeur, 'eat--
dira trouver k > J tel que g =1t = lx; - 1, il faut effectuer k= j = -I“-%? 8,82 itérations. La
convergencs de cet algorithme est done lente. Enfin, la méthode de dichotomie ne gavantit pas
une réduction monotone de Yerreur sbsolue d'une itération & Vautre. Ce n'sst done pag une
méthade d’'ordre un. On gardera donc & I'esprit que 1a méthode de dichatomie est une méthade
robuste parmettant d'obtanir une approximation raisonnable de la solution ! pouvant servir
& linitialisation d'une méthode dont Ia convergenca est plua rapide mais ssulemant locals,
comme la méthode de Newton-Raphaon

Toat d'arrét

Pour que 'élémant x,, de la suite de dichatamie, 2 la nieme itération, soit une valeur approchée

de } 8 £>0 prés, il suffit que n vérifie "
=4
an-l £
On & alors

b-a
—-Enl| € — el L ¥

ce qui parmet de calculer i 'avance le nombre maximal ag € f d’itérations assurant la préeision
E.

:n—'usﬁ - b- E2n+1
Infa
il R
4
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1.1.3  Algorithme et progamme en langage C
Algorithme

Taut d'abord on définit une fonction f (ici par exempia floi=zd =10

definir flz)
retourne (x+x-10)
début
lire(a);
lira(b);
lire(e);
repeter
e
si
, fla)fic)<0 alors by
sinon
6—c;
finsl
Jusqu'a |b-g| =g
écrire(la valeur approchée de la solution est c);

fin,

Méihode de dichatomis ftdrative

#include<atdio.h>

#includesconio h>

#includa<math.h>

M\ Pour chercher une valeur approchéa & la racine de 10, on résoud I"équation fx) = 53~ 10=0
float ffloat x)

| return x*x-10;

] 3

\\l'algorithme itératif de la méthoda de dishotomis pour une fonetian f
\\eontinue sur un intervaila [a,b), stricternant monotone e fla).ftb)<0
float Dichatomielfloat a, float b, float precision)

{

float ¢;

printf" ... LEvolution de Ia suite das intervalles embaitEs....\n"};

printfl”..... dont la longueur tend vars ZERO (la valeur de precision)...\n\n");
do
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printR"(%f - %f] \n", ab);
c={n+h)/2;
~if (el flak=0 )
g=C;
else
h=e H
!
while(fabs({a-h)>pracision) ;
return c;
i
int main{)
{
float & b,precision, ValApproch;
printfl"....Choix de Pintervalle |a b telque ffa).fib)<l... \n\n"};
printf("......... fix)=x*x-10 ... \n\n");
printf{“Dooner la velenr de a : s £
acan{l"%(" &a);
printfDonner la valeur de b : 7};
scanfl" %" &b);
printf{"Donner 1 valeur de 1a precision pour une sotution approchea ! “};
geanfl"% " & preciaion);
printf"\n \n ..'slgorithme itKratif de la méthede de dichotomia pour la
fonetion £ ... \n\n\n");
ValApproch=Dichotomia(a,b,precision) ; ;
printf{"\n la valeur approchee de racine(10) est dene = % ", ValApproch);
aateh();
}
#include <stdio.h>
#include <atdlib.h>
#include <Math h>
double f{double x)
{
double y;
yulx+1);
raturn y;

int main(} {
intin;

double abz; -
doubls E;
doubla c;

HRéakisd par led profomreura @ B Lakelli, Y. El Foutayenl, J, Beuynrghibuniol, M. Rashik

printl™\n donner l'interval [a b]:");
seanfif 10, o, &b)
printil"donner E : ")}

sean({"®il" &) ;

do
{
¢ = (a+b)i2;
if (a)*fc)<0)
b=
else
a=c;
)
while(abs(b ~a) = E);

printf{"la valeur apprachée de la solution est %if', ¢);
return 0}

Méthode de.dichotomie réoursiva

#include<stdio.h>
#include<econio.h>
#nelude<math.h>

//Pour chercher tne valeur approchés & la racine de 10, on résoud Féquation f(x) =2~ 1020

float flfloat x)

{ return x*x-10;

}

/M'algorithme recursif de 1a méthode de dichotomie pour une fonction f
ffcontinue sur un intervalle {a,b), strictement monotone et f{a).fll}<0
flost Dichotomie(float &, float b, float precision)

(

float ¢;
if {(faba(a-b)<=precision}
return a;
elae
{
printfl"[%f - %f] \n",a,b);
c={a+b¥2;
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if (la)*Me)e=0 )
return Dichotomia(a.c.preciaion};
elsa

* yeturn Dichotomie(c,b,precision) ;

)

int main{}

{ float a,b,precision, ValApproch;

printfl"....Chaix da lintervalle (a,b] telqus fla).fb)<0...5n An ")

printf*..., Ax)ex*x-10 ..\00n 1)

printf"Donner la valeur de s : ");

geanf(*%f" &a) | printfl"Donner la veleur de b ;")

seanf'®r &hy;

printf“Donner la valeur da la precision pour une solution approches : ") ;
seanf("®{", & precigion);

printf("\n\a . Yalgorithme recursive de la méthode de dichotomie pour Ia fonction f...\n\n\n");
printfl" ... GEvolution de la suite des intervalles emboitBes....\n");

printf("..... dont la longueur tend vers ZERC (!a valeur de precision)...\n\n"};

ValApprech=Dichotomie(a b precision); .

printf("\n une valeur approchee de racine carrée de 10 avee une pressision de %f eat done = %f
* precigion, ValApproch) ; :

getch(};

]

1.1.4 Résultats numériques pour 10

Nons allons ealeuler une approximation de /10, Solt 1a fonction [ déflnia par f(x) = £*~10, c'est
une fonetion continue sur ® qui g'annule en 410, De plus /10 est I'unique solution positive

]
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de l'dquation f(x) = {. Nous pouvona restreindre la fonction f & l'intervalle [3,4] : en effet
3% =9 < 10 done 3 = VID et 4% = 16 » 10 donc 4 » vT0. En d'autres termes F(3} < 0 at £(4)2 0,
done I'éguation (f(x) = 0) admet une solution dans l'intervalle [3,4] d'aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, et par unicité c’est v/I0, donc vI0 €18,4].

Notez que l'on ne choisit pas pour f la fonetion 2 — £~ /10 car on ne connait pas Ia valeur de
V10, C'est ce qua l'on cherche & calouler |

¥

§

/EE & ’

Voici les toutes premiéres étapes

1. On pose ag = 3 et hy = 4, on & bien f(ag) € 0 et f{bg) » 0. On calculs LM = 8,5 puis
fleagin,
f(8,6)=8,6°~10=12,26» 0. Danc 10 eat dans Vintarvalle (3;8,6] ot on pose ag =ag =3
ot b;a%ﬁl:}l,ﬁ. !

2. On sali donc que flay) <0 et f(h1) = 0, On calcule f(a’-'&g"'lﬂ f(8,26) = 0,5626 » 0, on
pose ag =3 et by =8,26.

3. On caleule f{“-iﬁh) = £(8,126) = -0,23... < 0. Comme f{bg) » 0 elore cetie fois { e'unnule
sur le second intervalle (2322 bo] ot on pose a3 = 2328 = 3,126 ot by = by = 3, 26.

A ce atads, on 8 prouvé : BI, 125 < /10 < 3,25.
Voici la suite des étapes :

ap=13 by=4
a; =8 hy=2,8
az=3 by =9,26

oy =13,126 by=13,28
a;=0,126 by =8,1876
ay=13,16626 by =38,1876

0y =,15625  bg=3,171818
ay=3,166258  hy=18,164082...
aq =3,18016... bg=3,164082...

Donc en B étapes an obtient 'ancadrament :

3,160 < V10 « 3, 186.

En particulier, on vient d'obtenir lep deux premiéres ddcimales : vI0=3,18..,
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1.1.5 Résultats numériques pour {1,100

Noas therchons maintenant une approximation da (1,102, Soit ftx) = £12-1,10, On poss
oo=1et bp=1.1 Alors flag)=-0,100 et fiby)=2,088... 0.

ag=1 by=1,10
ay=1 hy=1,08
ag=1 bg e 1,028
ag=1 by =1,0126

aq=1,00828  hy=1,0125

oy = 1,00826 by =1,00037,.,
ag=1,00781,.. bse=1,00887.,,
ay=1,00781... hy=1,00858...
ag=1,00781... bg=1,00820...

Daonc en 8 étapes on obtient l'encadrement :

1,00781 21,1002 < 1,00821

L méthode de dichotomie a I'énorme avantage de fournir un encadrement d'une solution £
de Péquation f(x) =0, 11 est donc facile daveir une majoration de Verrsur. En effet, & chaque
étape, la taille de lintervalle contenant £ eat divisée par 2. Au départ, on sait que if [z, bl
(da longueur b —a); puis £ € [a1,b1] (de longusur E?J; puis £ € Jag, b} (de longueur &8,
[2n, by] 6tant de longueur 55‘;" \

Si, par exemple, on souhaite obtenir une approximation de £ & 10N prés, unmm; lm sait que
ay & £ < by, on obtient |£—a,| % 1by —~@al = 9&'.'! Donc pour avoir | -axl € 1077, il suffit de
chaisir n tel que 4% < 107,

Nous allona utiliser le logarithme décimal :

-b—_—E- £107¥ e= (h-ai0Y g 2"

2?1
= log(h ~a) +log(10™) < leg(2")
e= log(b~a)+ N s nlog?
N +logth —a}
log2

Sachant log2 = 0,301, el par exemple h-n <1, voici |g nombre d'itévations suffisantes pour
avoir une précision de 10”¥ (ce qui correspond, & peu prés, & N chiffres exacts aprés la virgule).

1071 {~ 10 décimnles) 34 itérationa
107190 (.. 100 décimales) 333 itérations
16-19M (. 1000 décimales) 3322 itérations

11 faut antre 9 et 4 itérations supplémentaires pour obtenir une nouvelle décimale.

10
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1

Remarqgue. En toute rigueur il ne faut pas confondre précision at nombra de dérimales axactes,
par exemple 0, 298 ast une approximation de 1,000 & 10* pros, mais aucune décimale aprée la
virgule n'est exacte. En pratique, c'est la précision qui est la plus importants, mais il est plus
frappaat de parler du nombre de décimales exactes.

Exemple
On utilise la méthode de dichotomie pour approcher la racine du polynéme f(x) =%+ 227321
contenue dane Uintervelle [1,2] (cette fonction est en affet continue et on a F(1) =-1et f(2)=9),
avec une précision égale a 10°*, Lo tablenu suivant donne les valeurs raupectiirgé des bornes oy

et by de l'intervalle d'encadrement, de 'approximation %, de la racine et de f(x;) en fonction
du numéro k de I'itération.

k |a) by &) flxn)
B’ 2 1,5 2,876
1)1 1,6 1,28 0,328125
2 |1 1,26 1125 | -0,418922
3 | 1,125 1,26 1,1876 -0,087627
4 | 1,1876 1,26 121876 | 0;124726
6 | 1,1876 1,21876 | 1,208125 | 0,02718
6 | 1,1876 1,203126 | 1,186812 | -0,020564
7 |1,196812 | 1,203126 | 1,189219 | 0,003222
8 11,185812 | 1,199219 | 1,197266 | -0,008682
9 | 1,1B7284 | 1,100219 | 1,108242 | -0;00274
10 | 1,188242 | 1,198219 | 1,18873 | 0,000238
111 1,188243 | 1,18873 | 1,188488 | -0,001261
12 | 1,1p84868 1 1,19873 | 1,188808 | -0,000606
18 | 1,198608 | 1,19878 | 1,198680 | -0,000138

1.1.6 Exercices

1.1.7 Ezxercices avec solutions

»

Exercice §.3.1

On sa propuse de chercher, par la méthode de 1z dichotomie, la racine réelle de la fonction
donnée par f(x) =ds? + 122+ 1,

1. Montrer que l'dquation f(x)= 0 admat une solution unique [ £}~ 1,0(.

2. (e} Rappeler la formule qui donne 'estimation da 'erreur ds la racine d'une équation
par la méthode de dichotomie,

{b) Guel est le nombre d'itérations néceseaires pour approcher la racine & 1074 praa
par la méthode de la dichotomis,

3. (a) Rappeler la méthode de dichotomie pour approcher la solution de équastion flx) =0

11
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{b) Utiliser ln méthods da la dichotomie pour caleular la racine de la fonetion fiz) =
dx? + 122 + 1 dane lintervalle | -1,0] avec une précision de 1072,

Exercice .22
On considére 'égquation
xe*~1=0
1. Montrer que 1a fonetion f(x) = xe* — 1 admet una seule racine dans Vintervalle [0, 11

2. En utilisant 1z méthode de la dichotomie, déterminer une valeur approchée de la solution
ds l'équation xe* ~ 1 = 0 apréa b itérations,

Exercice 8.2.4
On aa proposa de trouver un encadramant du nombra v3,

1. Montrer que la fonction £(x) = »* — 8 admat une racine dans Pintervalle {1,2].

2, En utilisant l& méthode de la dichotomie, ealeuler un sncadrement & 0,1 prés de V3,
Exercice 9.24.

1. Kcrire l'algorithme de la méthode de dichotomie pour ealeuler 1a solution de fix) =0,
2. Enutilisant la bouele pour ... faire ...,
3. Ecrire le pr&ﬁrﬁmme en lange C de ces deux algorithme,
Exercice 8.2.5
1. Déerire la méthade de ln dichotomie,
2. Montrar qua la fonetion
flo)=x"-4x-B.95
admet una aeule racine dahs l'intervalla {2,3],

4. Uiliser 1a méthnde de dichotomie pour ealculer le zéra de {a fonction
{(x) ="~ ax - 8.96

dans 'intarvalle {2, 3] avec une précision de 1072,

Exeroloe 8,2.6
Donner |as 3 premiers élément da la suite, définie par la méthade de dichotomie dans Vinter-
valle {1,8], pour approcher le zéro de la fonction [(x) = x* — 2, Combien d'itérations de dichato-
mie doit-on effsctuer, paur améliorer d'un ordre de grandeur la précision de 'appreximation de
cette racine ?
Exercice 5.2.8
On considere Péquation x? +2¢~1=0

1. Montrer qué cette équation edmet une saule racine dans [0, 11,

2. Donner le programme en lange C de la méthode de dichotamie.

12
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3. En utilisant le propgramme de la quastion précédente, remplir le tableau sujvant :

Lo L on [ b [ M =(a, + 5,72 ftag) | 7MY ] Flan)fiat) [ Bn~an | testi |
Pounn=12...,10

1.1.8 Exercices sans solutions

Exercice 8.3.8
Répondez par oui ou non et justifiez votre réponse.

1. Peut-on appliquer la méthode de la bissection pour le calcul numérique des zéros de la
fonction f définie par

Flax)= /22 - 0,288 ainlx) + 1/6x - 1123

dans lintervalle [ = [—x/3, #] ot dont le graphe est le suivant?

1
yn =12 0 /,m// X
,—a/' T T

Courha de la fonction f(x) = 1/2x - 0.288 sin{x) + Véx — 137

2. Peut-on appliquer la méthoda de dichotomie, appelée aussi méthode de Ia bissection,

. pour
le caleul numérique des réros de la fonction [ définie par

flx) = &~ Amin(x) + 0,25

dans Uintervalle [ = [~/2,%] st dant la graphe est le suivant?

13
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o

=2 P8, =
1

-1

Courbe de la fonction fix) = x-2ainlx) +0.25

3, Peut-on appliquer }a méthode de la bissection pour le caleul numérigue dea zéros de la

fonction [ définie par i ;
fix) = £~ 2.6688sinlx) + o1~ v

dans lintervalle 7 = |~m/2, 7] et dont le graphe est Is suivant?

B

| =il 0 2

Courbie de la fanction flx) = $x - 25688 gintx) + §1 =23

Exercice 8.2.9

14
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En utilisant la méthode de la dichotomie, ealeuler une spproximation des solutions de 'égua-
tion 27+ 1 =3x.

Exercice 8.2.10 _
Dans la méthode de la dichotomie, est-il plue efficace de diviser l'intarvalle an 4 au lieu d'en 27

Exercice #.2.11
On considére I'équation : Fix)=x*~32+1=0
1. Montrer que I'équation F{x) = § admet une racine unique dans {0.3,0.4].

2. Caleuler une valeur approchéa de cette racine par la méthode de la dichotomie avec une
précision 2 =0.5x 1072,

3. Arrondir le résultat au nombre de chiffres significatifs axacts.
Exercice 8.2.12

Soit la fonction F(x) = 2x? —x~ 2, on se propose de trouver les racines réelles de F par la
méthode de dichotomia. o

1. Montrer gue la fonction F possdde une eeule racine réells o €[1,2}

2. Quel est la nombre d'itérations nécessaires pour approcher o« & 10-% prhjmr la méthode
de la dichotomie, 3

8. Utiliger la méthode de la dichotomie pour caleuler le zéro de la fonction F avec une pré-
cision de 1073,

1.1.9 Solutions des exercices

Bolution de l'exercics 8.2.1

1. L fonction { est continue et dérivable sur R, et on & ["(x) = 12(z2 + 1)

iy X | =oo +00
f(x} + |
+oo
f 7
-0

La fonction / est continue et change de signe une seula fois done I'dqua tion fix) =0 admet
une solution unigue dansR. Or f{-1) = -16 < 0 et /(D)= 1 > 0, alors cette unique solutivn
I appartient & Pintervalle ]-1,0[. )
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2. (&) Boit £ une fonctian continua sur un intervalle fu b, vériflant fla)f{h) < 0, 8t avit
{ ea, b Yunique solution de Péquation fx) = 0. Alors, 1a suite (xglien conatruite par
la mathode de dichotomie converge vers ! et on a Yestimation

ley -1 < T"f;—.,‘: 1.2

(b} Le nombre d'itérations n nécessaires pour approcher 1 €]~ 1,00 1072 prés par la
méthode de la dichotomie, ast donnd par la relation |

. g=izl)
T oL _In(%) ='“E i) 10
L P Y v i

Ti sufflt de prendren =7,

9. () Considérons une fonction [ continue sur un intervalle Lz, bl. On guppose que [ ad-
met une et une ssule racine | dans lo, b[ et que fla)f(k) <0. On note

= i:u—b
le milien de Vintervalle, 81 f(e) =0, c'est Ia racine de Péquation f(x) = 0 8t la pro-
bl2me est résotu.
8i f(c)# 0, nous regardons le signe de fia)f(ed.
8i fla)fte) < 0, slors ! &la,el.
81 Fle)f(b) <0, alors ! }e, bL,
On recommence le procassus en prenant l'intervalle {n,e] au lien de labf dans le
premier cas, ot l'intervalla feb] au lien de (a,b] dans le second cas. De cette manidre,
on construit par récurvance trois suites (a,), (ba) et (e,) telles que ap =a, bo=b et
talles gua pour tout D& w,
: anthy
1. Cyg = b ot
ii, S fleadfthy) <0 alors agyy = el by =by.
fit. 8i fle,)flo)<0nlovs o, =an et hpi1=¢p
(by En partant de Ig=[a,b}=[~1,0],1a méthode de la dichotomie produii une suite de
gons-intervallas Iy =[ay, be), k= 0, avee Iy c Ip1, k21, 6t tals que [lax)f{by) <0,
Dans notre cAR 0N A ©

k ay m= “—%5'2 by  sign(fap) aign(f(z) sign(f(bi)
p 100 050 0.00 : : +
1 -0.60 -0.28 0.00 - - +
2 .0.25 -0.18 0.00 - - -
3 018 006 000 P N
4 -0.13 -0.09 -0.08 - - +
& -0.0% -0;08 0.08 - o+ +
& 009 -0.,09 -0.08 - - +
7 -D.0G -0.08 -0.08 . + +
18
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Bolution de l'exercice 9.2.2

1, La fonction est continue et dérivabie sur l'intarvalle [0, 1}, sa fonction dérivée f'{x) = {1+
x)e* st strictement positive sur le méme intervalle,donc ella atrictement croissants aur
cette intervalle, f(0) = -1, f(1)=e-1 >0, D'aprés le théordme des valeurs intermédiaire,
I'équatioin f(x) = 0 admet une seule golution dans V'intervalle [0, 1],

2. En partant de Iy =[a,b] =[0,1], la méthode de la dichotomie produit une sujte de sous-
intervalles [y =fay, b1, k 2 0, avec [y < I3, k> 1, et tels que f{ay)f{by) < 0. Dans notre

cAROn a !
el ooy [5i=22 | by [ sign(fiaan | sign(Fix;)) | sign(f(bs)
0|060| 050 |1.00 s : "
11050| 016 |1.00 5 o %
2|050] 08 |0.75 : + +
3|060| 056 |0.63 2 2 :
4|056| 0589 |063 ; ' %
5|0B56| 058 |058 : + +
Bolution de exercice 8.2.3

1. On conniddre I fonction f(x) = 2 - v5. Ii est évident que [ est contiue, strictemant crois-
sante sur R), f(1)=1-vB<0et f(2)=2-vE>0, done il existe ! €]1,2[ tel que £(1)=0.

2. Par ailleurs, s nombre d'itérations n nécssaaires pour approcher ! €11,2[ & 10~ prbe par
la méthode de 1s dichotomis, est donné par la ralation :

b-ay In(t8) W(Ft) 1m0
3 logy |~ )" U R = R Ty M

Il suffit de prendre n = 4,

En partant de Iy = [a,b1=[1,2), la méthode de ]a dichotomie produit une suite ds sous-

intervallea [y =[as,by), k m 0, evec Iy = Iy, k & 1, of tela que flas)f(by) < 0. Dans notre
casona

k| ax | %= 252 | by | aign(f(ap)} | sign(ficy)) | sign(f(by))
ol10] 16 |20 : 5 i
SEC T E T ¥
a|is| 18 18] - 3 =
aliel 17 18| - . e
sl 17 i8] - ; p

Finalement, un encadremant & 0,1 prés de v3 est donné par: 1.7<vB< 18,
Solution de I'exercice 8.2.4
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1. Lia méthode de dichotomie avec la boucle tant que

Require i@, b, ¢, f Ha.bl—IR

k=0

q; ~—a

by —b

¥ s +h

tant que [by, —ayl > ¢ faire

Bi flog) (e} < 0 alora
gy t+1leay
by+lrxp

pinon
ay + 1~
b+l by

finsl

Thal !'-*'“;_—hm

k—k+1

fin tant que
2. Pour que 'élément xn de la auite de dichotomie, & la n —ikme itération, soit une valeur
approchée de 7 & & > 0 prés, il suffit que n vérifie
b-n
Cre
o qui permet de cateuler & I'avance le nombre maximal ng € N d'itérations assurant la

précision £, .
i,m GE &

© na—TJr 1

i}-a ‘2n+1

dédhut
lire(a) ;lirath) jlire(s) jfr—0;
!:2
a0« tranel )

Pouri~1a nﬂ%mre

c—la+hyd

Si [{ry=0= alors
i—nd,;
tr—14

ainon si (f{a)/(¢] < 0) elore
be—C;

Sinon
a+~r;
fin 1i;

18
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3.
Holation de 'exercice 8.2.5
1. En partant de Iy = (o, b), la méthode de la dichotomie produit une site de sous-intervalles

4

fisi

fin pour

derirelc, "est la solution”) ;
Fin.

Iy =lay,bil, k. » D, avee Iy ©1pyy, k = 1, tels que flap)fiby) < 0 et Eﬂg[ﬁ"_“"i =10,
Contrétement, on pose ag =a et by = b, on ealcule xp = éiug +bg) le milieu de l'intervalls
de départ et on évalue la fonction £ en ce paint. '

i flxg) =10, le point £9 est la solution de Péquation f(x) =0 et le probidbme est rénolu.
Sinon, & flag)f(xo) < ¥, nlors la solution | aat contenu dans l'mbervalla Jag;xql, alors
qu'elle appartient & }xo;bol ei flxp)fibg) <. .

On réitdre snsuite ce processus sur lintervalle [ay;d4], avee ay = ag et by = 2 dang le
premmier cas, ou aj =xg &t by = by dans le second, et ainsi de suite...

De cotte fagon, on constriit de manidre récurrents troi suited numériques (ayJyen, {bghm
et (2 Jeeny telles que ag = a,8¢ = b et vérifiant, pour entisr naturel k,

= apsg =0y et by = 2 8l flaadfix) <0,
- sy =2p 6t bpey = by 8i flzg) flby) < 0.

. La fonction

- eet continue sur Vintervalla [2,3], :

- est strictement montanne sur Fintervalle {2,8], car f'(2) = %2 -4 = [\é_'_ﬁ,'g-pz)(\/ﬁx_m )
sur cet Pintervalle,

~ F@LFBY< O (f(2)=-B.05 ot £(3) =806

D'apras le théordme den valeurs intermédiaires, la fonetlon f admet una seule racine

dans Vintervalle [2,3).

e

Liapproximation de la racine est donnée par
k-0
ag — 2 ®
b~3
tant gue |by ~ a3 !> 0,01 faire
lxx — gloy, by Xt
k—k+1
#i (2] - day - 8.953)(<} - 4x) ~ 8.95) < 0 alors
Bt~ Gp
b1 = X

rinon
BAse1— %k

18



anling par lay professeurt ; E. Laonyi. Y. El Fudayeni, J. B 8. Rachik

hpey by
fin al
fin tant que
Dichotamie
k ag e by signe de flay) | signe da f(x;) | signe de [(hy)
0 | 2000000 | 25000000 | 8.00600 - - +
1 | 2500000 | 2.7600000 | 8,00000 - + +
2 | 2500000 | 2.5260000 | 2.76000 - -~ +
8 | 2.626000 | 2.8876000 | &,75000 - - +
4 | 2887600 | 2.7187600 | 2.76000 - + +
5 | 2687600 | 2.7031250 | 2.71RTH - - -
6 { 2.703125 | 2.7108375 | 2.71875 - + +
Solution de I'exeriice 0.2.8

On cherche loa zéros de Ia fonetion flai=xt-2 .
En partant de fp ={a,b], la méthede de la dichotomie produit une suite de sous-intervailes
I ={ap, byl avee Loy < Iy ot tele gue fiay)f(by) < 0. Plus précigément
~ on poss ag =&, hp =h, xg = 2550,
- pour k>0 '

- 8i flaa)ftxg) < 0 on pose gy ) = ay , byy1 =%, sinon on pose agyy =23 ; byyy = by

- ot on pose Xy = 5%3‘

. i

X1 X Xy s
Dichotomie | 2 | 3=1,5|3=1,25| % =1,376

Féulisd par los professaun : B. Labrijl, ¥ Bl Foutuyenl, J. Bo i M. Rachik

On rappelle qu'avec 1a méthode de la dichotomie, les iterations s'achévent & la m®M® étape
quand |y - al € {Iny] <&, ot ¢ st une tolérance fixée et |/ ,,| désigne la longueur de l'intervalle
Im. Clairement I = bi? » done pour avoir [x, - al < £ on deit prendre

b-n
m;!agg—t_-

Améliorer d'un ordre de grandeur la précision de I'approximation de la racine signifle avoir

Xj~0
L'J-.i'_“ili-}_"'!

10
done on doit effectuer k - j = logs(10) = 3,3 {tdrations de dichotomie.

Bolution de 'exercice 8.2.7

1. f est une fonction polynémiale donc eontinue et dérivable sur R en particulier sur [0,1],
VeR, fiix)=3x+223>0

Donc £ est strictement eroissants sur [0,1] et £(0).£{1) = -0,126 < 0, le théarbme des
valsure intermédiaire assure alors que Péquation f{z) = 0 admet une unique solution ¢
dans {0,1]. %
2. Le programme
#include<atdio. h>
#include<conio.h>
#includecmath.h>
\\Pour chercher une valeur apprachée de la solution I'équation 2% +2x~1=0
fiuat f{float x)
{ raturn x*x*x+2%x-1;
}

\\Falgorithme itératif de la méthode de dichotomie pour une fonstion f

\\continua sur un intervalle [a,b], stristament monotona et fa).Kh)<0

float Dichotomialfloat a, float b, float presision)

{

flomt ¢
printf" ....UBvalution de la suite des intervalles emboitEa....\n"};
printfl"..... dont la longueur tend vera ZERD (1a valeur da precigion)...\n\n");

do
(
printf{"[%f - %{] \n", g,b);
cx{a+b)Z;
if {fc)*Ka)>0)
B=C}

2
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plaa
b=e;

1

while{ (aba(n-b)=precision) ;

return ¢
¥
int main()
f ‘
float a,b,pracision, ValApproch ;
printfl*,...Cheix de I'intervalte [a,b] telque fla). f(bleD... \nin "y

printf("....... fixk=x*x¥x + 8% -1 .m0 "),

printf("Donner la valeur de a: “};

ecan(l"%l &a) |

printf"Donner Ia valeur de b ; "}

seanf{" %" &b} ;

printfl" Donner 1a valeur de la precision pour une solution approchee 1 "},
seanfl“%f",& precision);

printfl"\n \n, . lalgorithme itEratif de la méthode de dichotomie peur la

fonction f..\n\n%n");

ValApproch=Dichotomie{s h,precision) ;

printfl"\n la valeur approchee de la solution est done = %f ", ValApproch}; -
getchl);

)

3. Les diffemntlm approximations de la aah_;_;gnnde] _quatmux +25~1=0
i YR Jingd g 1A By~ =
__.ﬁ. . 4 b e

n.tn gl L ] R
| a2 T
1, T, AR | EELIFRETT | G RAELMIA s sy
‘&WWW_@?— i

TARRE | <A ALITATT | aiIidis § JA4RIEDh AR rriRRarT

I | AAGRTTAN | BRIBaETar § 14RO | NOITEE | cemimsey )
T T S e N N T
WL | MATRATRIS | ARG | @Al | CLIWAER | EiEnioee | eehenr
TR | WAAAIBING | SBCOTIR | AR | TAIE | GARIFASTA | redlibert
“TAREARIAR | G4RNICIE, | MSHAIEA | RARMAE | RS | Rismiae

)¢ 10.4691360.0. 464 014, amplituds =0,8000766 <0, 001.

;:,s =§ 4
1*i %

1.2 Méthode du point fixe

Mis & part les équations polynomiales du premier on second degré et difficilement celles du troi-
gitme et quatrizme degré, on ast ineapeble de donner 1es solutions des équationa algéhrigues,
Noua ullans utiliser la remarque suivante afin de développer une méthode pour approcher les
vacines da V'équation glx) =0,

Remargue

5i { ast une eolution de 'équation glx) = 0 c'est-a-dire g{l) =0, ona ()= g(l}+! =1 Doncla
solation, I, de P'équation g(x)= 0 est un point fixe de Iz fonetion fix) = glxh+x.

Dans ce paragraphs, nous allons appilquer les résnltats du peint fixe et les suites récurrentes,

22
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pour approcher la aulution /.

1.2.1 Suite récurrente définie par une fonction

Soit £ une fonction réella d'une variable séelle. Une suite récurrente est définie par son pramier
terme et una relation permettant de caleulor les termes de proche en proche

upER  ab  Hpet = flue) pourn e 0,

Une suite récurrenta ast donc définie par deux données : un terme initial 2o, ot une relation de
récurrence fiy,) = f{k,), Les tarmas de la suite o'écrivent ainsi :

g, 1= flug), wa=flugds F{Fle), ua=Flugd= P g,

Le comportement de ces termes peut trés vite devenir complexe,
!il:ample

Boit f{zk=1+ /% Onpose ug=3 et définissons pour n 201 uyyy = fliy). Cest-d-dire a1 =
1+ /iy. Alors les premiers termes de cette suite sont :

9, 1+v3, 1+\1+3, 1+V1+-./1+J' 1+\J1+ 1+ 1+J’

Diéfinition 1. Un réel I € [o;b] est dit point fixe d'une fonction g ; {a;b] — el gll)=1,

Proposition 4.

Bi £ est una fonction continue et In suite récurreante (iy+1 = flu,)) converge vera ¢, alors ¢ sat
ung solution de 'égquation :

fie)=¢

P
=

La valsur ¢, est un point fixe de /,

23
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Démanatration, Loreque ;i__nr}n Uy =1 ot done pussi .}Lngﬂum = ¢, Comme }i_p;,u,, =¢ et que [
eat continue alors nli_l_gf{u"}: f(,EL“J.,”“}': F{€): La velation ugqy = flu,) devient & la limite
(lorsgque n — +ox} i = f{), a

Noug allong étudier en detail deux eas particuliers fondamentaux : lorsque la fonetion est erois-
gante, puis lorsque la fonction est décroisaants,

Cas d'une fonetion eroissante

Commangong par remarquer que peur une fonction eroissants, le comportament da s auite (iy)
définia par réeurrence st anfes simple |

= Bl uy 3y alos (4, eat erofaante,

= Bi uy € up alora (i) est déaroisaante.

La preuve est begéé.aur 1a réeurrence : par axemple 8i uq = g, alors comme f eat croissante on
apg s flug) s flug) = uy. Supporons que uy, & tig-; on 8 fluy)a fligy) en déduit tp o 2 4,

Voici e résultat pringipal :

Proposition 3.
8i f :la,b] — Ia,h] une fonction continue et croisaante, alors quelque soit ug £ fa, b, la snite
récurrente (1) é8t monotone et epnverge vers £ € [z, bl vérifiant [{£) = ¢,

Remarque

11 y & una hypothése tras impartante qui est : [ une fonctan gui va de l'intervalle [a,b] dans
lui-méme. Dana la pratiqus, pour appliquer catte proposition, il faut commencer par choisir
[a, b] et vérifier que f(la, bl < [a,b].

fita, Al

Démonstration. La preuve est une conséquence des réauliats précédents. Par exemple si u; =

uy alars la suite (1) est croissante, elle est majorée par b, done elle converge vers un réel 2.

Par la propoaition 2, alors f{#= £, 8i u; € ug, alora (u,) est une décroigsante et minorée par
a, ot 1a conclusion est la méme, O

Exemple 1,
Soit f : R — ® définie par [(2) = i(x” ~Dix -2 +x et ug e [0,2), Btudions la suite (u,) définie
par récurrance : #p31 = [(uy) (ponr tout n & fil,

1. Btude de [
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{a) { eat continue sur R.

(b) / eat dérivahle sur R et [(x) > 0.

(¢} Bur l'intarvalle [0,2], f est strictement croissante.

(d) Et comme f{0) = § et f(2)=2 alors £([0,2]) =[0,2].
2. Graphede [

|

(y=x)

+
i
[
o
[
L
[ |
T
Lo
b
[
(I
[}
[
i
I L

¥ 1

Hy y uy 1

e
Wiy 1 A

Voiei comment tracer la suits : on trace le graphe de f et la bissectrics ( ¥ =x), On part
d'une valeur tg sur l'axe des abacisses, la valeur u, = f10) v2 lit sur Y'axe des ordonnses,
mais on reporte la valeur de uy sur Paxe des ahsciases par symétrie par rapport A la
bissectrice. On recommence : u3 = f(u) we lit sur 'axe des ordonndes et on le reports -
sur I'sxe des abscissen, ate, On obtient ainsl une aorte d'eacalier, &t graphiquement on
constate que la suite est croisssnts et tand vers . Si on part d'une sutve valeur initinle
ity, C'est la méme principe, mais cetts fois on obtient un escalier qui descend.
3. Calcul des points fixes. _
Cherchona las valours # qui vérifient (f(x) = x), autrement dit (f(x)~x = 0}, comme
1

@)= 2= 706~ 1 =21 = 305~ Dl e (18)
done les points fixes sont {~1,1,2). La limite de (u,) ast donc & chercher parmi ces 8
valeura.

{a) Premiercas:ug=1ouug=2,

Alors uy = f{up) = up et par réourrence la suite (u,) st constante (st converge dono
vars up).

{b) Deuxidme cas: 0€ug<1,

- Comma £([0,1)) < {0,1), la fonction / se restreint sur l'intervaile [0,1] en une
fonction £:[0,1] - [0, 1].

= De plus aur 10,1}, f(x}~x » 0. Cela ga déduit de I'étude da / ou directement de
'expreasion (1.3),
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- Pour g € 10,10, uy = flug) > up d'aprés le point précédent, Comme f est crois-
sante, par récurrenca, comme on I'a vu, la suite (1)) eat croisaante.

- La suite (i,) est croissante et majorée par 1, done elle converge. Notons £ sa
limite,

~ D'une part ¢ doit 8tre un point fixe de { : f{f)= ¢ Done £ € {-1,1,2).

- D'autre port la suite (i,) étant croissante avee ug = 0 et majerde par 1, donc
fel0,1]

~ Conclusion : al 0 & ug <1 slors (1) converge vera £ = 1.

{c} Troisidmecan: l<ug <2
La fonetion / se restraint en f :[1,2]—[1,2]. Bur l'intervalle (1,2], f est eroisaante
mais gette fois f{z) & x. Done vy & ng, et a suite (v ,) eat déeroigaante, La suite (n,)
stant minorée par 1, alle converge. Bi on note £ sa limite alors dune part [(£) = £,
done £ €{-1,1,2), et d'autre part ¢ € [1,2(. Conclusion : (1)} converge vers £ = p

Le graphe da f joue un rble trés important, [} faut le tracer méme si on ne le demande pas
explicitement. 1l permet da ae faire une idée trés préeige du comportement de la suite ; Est-
olla croissante ! Eat-elle positive 7 Semble-t-elle converger? Vera quelle limita? Ces indicalions
sont essentialles pour saveir ca qu'il faut montrer lors de T'dtude da la suite.

Cas d'una fonction décroissants

Propoaition 4.

Soit f :1a,b] = [a, b) une fonction continue et décroissante. Soit ug € la, bl et 1a suite récurrents
() définie par nyey = f(up), Alore

- L sous-suite (ng,) converge vers une limite £ vérifiant fefley=£.

~ La sous-suite (ugu,1) converge vers une limite &' vérifiant f o f (N=£.

Démanatration, La preuve se déduit du cas de la fonetion crolsante. La fonetion f étant dé-
croiasants, 1a fonction f o f est eroissante, Bt on applique Ia proposition 3 & Ia fonction fof et
A la sous-suite (ugy) définie par récurrence ug = foflug), ug = foflual,..

De méme en partant de uy et ug 5 foflu). .. O

Exemple

1 1
fle)=1+~, g >0, upsr=flug)=1+—
x Up

1. Etude de f. La fonction [ :10, +eo/—10, +ef est une fonction continue et strictement dé-
croipsanta.
9. Graphe de f.
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1z

H
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Le principe pour tracer la suite est le méme qu'auparavant ; on place ug, on trace uq =
flug) sur I'axe des ordonnées et on le reporte par symétrie aur I'axe des abecisses,... On
obtient ainsi une sorte d'escargot, et graphiquement on constate que la suite converge
vers ls point fixe de /. En plua on nota que la suite des tarmes de rang pair semble une
suite croissante, alors gue la suite des termes de rang impair semble décroissanta,

3. Points fixea de fof.

foft=flfe)=fl+ D) =14—p =1+ Z7 =20

+1 +1 x4+l
Done
foflx)=x a:m+1g.=q=0x‘-s—1=ﬂ l=rxt{__.1".,_‘/g 1""\/3}
x+1 2 ' 2

Comme la limite doit 8tre positive, le seul point fixe A considérer ast £ = l;t‘\&
{a) ?r&miercaso<uu‘!=l—‘§&. s
Alors, ug = f{ug) » f(€) = £; et par une étude de f o f(x) - x, on cbtient que : ug =
foflup)mug;uyefoflu)=us. i ;
Comme ug = ug & fof est croismante, la suite (13,) est croissante, De'méma 113 & uy,
done la suite (lgy.1) est décroissante. De plus comme ug < uy, en ;nmiliqunnt fun
nombre pair de fois, on obtient que tgy % Ugney. Ls situation est donc la suivants :

Up S Up & Gl & G Ugne] & 00 & U5 S 1

La suite (wy,) est croissante et majorés par u, done elle converge. 8a limite na peut
étre que l'unique point fixe de fof : £ = 3—“;’5!

La u:;:; (11g04+1) €8t déeroissante el minorée par ug, done elle converge ausal vers
= A0, '

On en conelut que la suite (u,) converge vars iw Ee’i
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(b) Dauxibme cas up» £ = liziﬁ
On montre de la méma fagon que (125,) est déeroissante et converge vers J—g@* , et
que fugye1) o8t croigsants et onverge auasi vers liiﬂ.

1.2.2 Théoréme du point fixe
Définition 2. Soit & €10:1[, Une fonction g : [a;b] — R est dite fonction contractante de rapport
ksl

wx,y € bl lgt) - gly) s kix -yl

Remarque,

1, Bolt g€ C'(Ja; b)), 8
|#' )« 1y ¥ efu bl
alord g eat sontractante sur [a:h].

2. Una fonetion contractante est continue.
Théordme 1,
Soit g ; [a;b] — [o;b] une fonction contractante de rapport k. Alors g admet un unigue point
fixe | €{a;b].
De plus, pour tout choix de xq € [a;b]; 1a suite définie par x,.3 = flx,); ¥n = 0 converge vera 1

quand n — +oo,

Démonstration.

Etape 1 ; Existence de [ et convergance de la suite.

Remarquone d’abord que g{lo:b]) < [a;b] eo qui impliqua que la suits {x,} eat bien définie. Soit
% dans [@;b] et 2,41 = £lza), ¥n & 0. Nous sllons montrer

1. (4) eat de Cauchy (dane convergente, car a; k] est camplet)
2. x, ! quand f -~ +o0; ol | eat un point fixe de g,
Par hypothise, on gail que

va 3 L g ~ o] = 00es-1) = glxa)l < Bl -1 = aal
Par rdcurrence sur n; on ohtient :
I ~ a1l < B g =20l YR 20
Spientn20et p21;onadoenc

lx,urp'xnl L ixn1-p_xnr;r—1|"'-<-+i—"nrl_-"n‘
Eﬁzllxn-ru "'fnfq—li

< IO k" e~ xal

& lep-xalk"(L+h+ R+ L+ EPTR
< lx;—xni%

F
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Puisque k eat réel positif et atrictement inférieur 8 Ton a
.
nl—l-?w ‘]-_:I i
Par suite
n&?w |f-u+p ~zpl =0,

La suite {x,} est done de Cauchy dans la;b} gui est complet et par conaéquent (x,) converge
vara une limite ! quand r tend vers plus 'infini. Commae la fonction g est contractants, elle est
continus, at done g{x,} tend vers g(!) quand » tend vers plus l'infini, En passsnt & la limite
dans l'égalits £,,1 =E(%]: on &n déduit que ! = g{I}; r'est & dire que ! eat un point fixe de g.
Etape 2 : Unicitd

Boient 1, st I3 deux points fixes de g;done I3 = glly) et g = gllg); alors |gll ) -gUpl = ll1-lgl <
kily ~igl; comme k < 1; ceci est impossible saufsi Iy = /3. 0

Remarque.
Si g est une applieation vérifiant

glla; b cla;b]
lg'(e)l < 1; Yz ela;b]

alors la suite définie par x,.1 = glx,); ¥n » 0 converge vers l'unique point fixe [ de g sur [a;b]
pour tout choix de xq € [2; 5], Da plus en faisant tendre p vers 'infini ; on obtient

k
g T Pawai
Jza~ll < lx1 xuibh' ¥neN avec kurgliu“miﬂ:”

Vitease de convergence d'une suite,

Définition 3. Soit {x, )¢y une suite convergente vers a. On appelle ordre de convergence de la
suite (x, )} la rdel fini ou infini r > 0 défini par .

ey~
r=sup {8‘“4. ! JLI&W{ +Cﬂ}
1, Bir=2, on dit que la convergencs da (x,) est quadratiqua.
2. Bl r= 3, on dit qud la convergenoa de (x,) est cubigue.

8 Bir=1elque:
[2n41 - al 2
n=o |5a —a

(a) 8i 0 <k <1 on dit que la suite (x,) est & convergence linéaire.

k<l

{b) 8i k=0 on dit que la auite (x,) est i convergance super-lindaire.
{c) Sik =1 on dit que la suite («,) est & convergence logarithmique.
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1.2.3 Applieation a la résolution de I'équation non linéaire f(xi=10

Le principe de Ia méthode du point fixe pour résoudre une équation non lindaire f(x) = 0,
consiste @ transformer cette équation, en une équation équivalente glx) = x. Par xemple pour
I'équation x* ~x~2 = 0 on peut prendre

gy = x*-2

gle) = itz

glx) = 1+-§

2l¥) = x=£22% pour pout paramétre m #0,
afy ¢ 8t una fonetion auxilinire "hien” cholsis, Lo point g, solution da Pdquation [{x) = 0 aat
alers un point fixe de g. Par suite approcher les ragines de f(x) = 0 revient & approcher lea
pointe fixes de g. Le choix de la fonetion g est motivé par les exigences du théorbme de point
fixe. En effet, alle doit Btre contractante dans un veisinage I de 4, te qui revient & vérifier que
j£'{x)] < 1 sur ce volsinage. Dans ce ¢aa, on construit une suite (x,)yen définie par :

%p dans un volsinage f de a
a0, xpey = glxy)

11 ne reste plus qu'a appliquer locelament le théoréme de point fixe pour démontrer que
Exemple 2, Soit f{x) = x1-4x+1, On vérifia que [ admet 3 racines véelles 1,9, ot {5, 1; appar-

tient & Vintervalle [-2,5:-2], I3 appartient & l'intervalle [0:0,5] et I3 appartient & l'intervalle

11,5;2]. En posant

- P-dx+l 2481
R =3= g8 4 Esi-4

Un gimpie caleul donne les valsurs suivantes

Xn -2 0 2

x3 -2.126 0.25 1.876

xy | «2.114976450 | 0,264098301 } 1.880678520
xq | -2.114807545 | 0.264101688 | 1.860B05877
x4 | -2.114P07541 | 0.264101688 | 1.860805853
xg | -2.114B07641 | 0.264101688 | 1,860806858
On obtient une approximation de chacune der racines de I'éguation f(x) =0

1.2.4 Convergence de la méthode du point fixe

Théorame 2,
Soit g une fonetion de ] = |a,B] dans la, b] de clasae (', On suppose que g admet un point fixe
o € [a, b1 vérifiant 1g'(n)| < 1. Alors il exigte un voisinage, V,, de & dans I tel que la suite (x,}
définie par
{ x0€ Vy
Yz, tne =gl Yoz,
converge versa .
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Démonatration. Comme jg'{a)i < 1; il existe une constante, &, non nulle tel que.lg'ialisk < 1.
De plus, g' est continue aur 7 done il exiete un voisinage Vo =la ~A,a+ Al <1 (A > 0) tel que

VreVy,lg'xlsk <],

Done g eat k-contractante gur V,. En particulier
VxeV,, glxeV,
Le théorbme du point fixe appliqué localement & g dans le voiginage V, implique que

YagE Ve, YREN x, = glx, 1)
lim &, =
A=—BQ

a

128 Ordre de convergence de la méthode du peint fixe

8i ¢ est une fonetion de classe C2 sur I, i g'(a) = 0 et #'il existe M > O tel que |5®x)i = M,
pour tout x dens un veisinegs, ¥, < I, de & alora d'apras la formule de Taylor

&) = gla)+(x~a)g'(e)+Epl L P(c) avee ¢ elaxd
= a+tygHe)x - a)?

doi lg(2)- al & §MIz~al avec M = sup,e; [g 2, La suite () est alora convergente & conver-
gence au moins quadratiqus, ’ '

Nous allons maintenant présenter un résultat simplifié concarnant 'ordre de convergence de
Ia méthode du point fixe.

Théordma 3,

Boit # une fonetion de lintervalle I = [a;b] dana lui méme. On suppose qu'elle eet de classs cm,
avec m €N, st que g admet un unique point fixe a ¢ [a; b] vérifiant |g'(a} < 1.

11 exiate alors un voisinage V, de ¢ dans 1 tel que la suits itérée (2,) définie par

{ eV,
Tpey = glxp), Y2l
converge vers a.

De plus, si g'(a) = ... = g™ e} = 0 ot g™ (a) # 0 nlora l'ordre de convergence do (x,) eat 6gal
am,

Démonstraticr. Lexistence da V,, voisinage de g, ast assurde par o théoréme de convergence

pour un point. La formule da Taylor appliquée & la fonction g au point a & Pordre m donne ! i}
axiate un réel ¢, dans l'intervalle 12y, al tel que

im-1 (m),
(a) i
#na1 = gled+g'(adan - a) 4. +“3(~---———m_].)1 (gn~a)" "+ ‘-——m——n:f")u,. - )"

Bi on suppose de plus que g'{a}=...= g™~ V(a) = 0 ot g™ (a) # G, alors

im} L
8——-——-—-"{%) (€, - a)™.

Xpat = gla)+ ere

Done
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1. le rapport
teny1 = al_ 1g™e,)
ixq ~ @|® T oml
tend vers
lghui.:a”

mi
qui eat fini &t non nul
2, pour £ >0, le rappart rﬁ"_-‘h% = f l::tfui tand vers +oo,
Par suita 'ordre de convergenca de {v,) ast égnl & m. O

Teat d'arrét

Bi 1a suite (x,) qul converge vars un réei 4 vérifiant gla) = a. On se propose d'approcher catte
limite en fixant une tolérance £, On estime qu'on atteint la précision £ déa qu'il existe ngEN
tel que '

[pgs1 = Tnd <€

Néanmoins, la situation devient plus conerite loraque g' eat négative au voisinage de @, En
affat

Proposition B,
Soit ¢ une fonction de l'intervalle [a,b] dana lui méme, de classe O, On suppote que g admet
un unique point fixe & € [a,b] ot vérifiant 1 < g'(x} < 0. La la suite (2,) définie par

xﬂEV,‘
Zpy1 =2lx,) ¥n=0

vérifie

YREN, |%n4e1 - 2] € %01~ 25l

Par conséquent, goit n; tel que |y, ~ @| <&, alora x,, approche o & € prés.

Démonsiration. On appligue le théorikme des ncerolssernents finis & g entre x, et o, [l existe
alora ¢y, enire x,, &t 'w tetla que

gy -gla) = gle, M, — a)

¢a qui donne !
Enel =@ =g (egay — @)

Comme g'le,) <0, (x,-1 - ) 8t (x, - a) sont de signes contraives.

[ISISE f (RO RRRNRS — Xuel Xi

Finalement,

1Egey —al € lxy 1 —xpl
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1.2.6 Résultats numériques pour ,a ,acR"

Boit a € R}. Soit la suite récurrente (x,),en définie par

{ xp dannée
X+t = glxg)

avec

glxl= }-fx + 3)
2 x

La suite {x,) converge vera /@ et son ordre de convergence eat égal & 2. En effet

Lyel /0 - a:a +0~/Ox,

1
(In—\/alz_ﬂ(:.—\/&)’xn ﬂ?ﬁ quand n — oo

at
3n+l"\"a

on— vy ~ +o00 quand n - co

12,7 Algorithme et programme en langage C
Algorithme

début

live(xp);
lirs(N);
lire{e);
n—
tr — four:
repater

n—n+l

1~ glxg);

sl

lx1=xp| <& mlove tr= vrai;
ginen
=X

finsl
Jusqu'a((ir m vraidouln = N));
(11

tr=vrai alors éorire(la valeur approchés est x,);
sinon ’
éorire{changer £, ou V)
finaf
fin.
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Programme

#include <stdic.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#define N 1000 \\nombra maximum d'iterationa
#define EPS 1.0e-15 \'\Précigion voulye
\Afonetion test

doubia g(double x}

{

return exp(-x);

}

\\Programme de calcul de caleul du point fixe g{x} = x, pour cette fonction
int main{}

{

double x0;

double x{N1;

printf("Entrez une valeur initiele X0:");

geanfl" %I &xD) ;

2[0] = x0; \\Initialigation de |a veleur de départ

int k=0;

do

{

Z[k + 11 = glx[kD; \\ealeul des tarmes de la suite x(k+1)
if(fabs(x(k +1]-2[k)) <= EPS) \\erittre de convergence
{

printf"\n \n Resultat de la recherche : \n\n Nombre dTterationa K = break;

]
k#+;

}

while({[absa(xlk + 1] - x[k]) > EP8)&& (& + 1 < N) ;\\continuer las caleul tant que le eritére

n'est pas atteind system("paunse");

]
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1.2.8 Exercices

1.2.0 Exercices avec solutions

Exercice 8.3.1 ..
Le but de cet exercics est de calculer 1a racine réelle de '6quation donnée par -

flxy=e~x=0.
1. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a €10.1,1[.
2. Vénifier que o est un point fixe de la fonction Fx) = e~
3. Montrer gue la fonction F{z) =e™* est strictement contractante sur J0.1,1[.
4. Monirer que F(]0.1,1{) = ]0.1, 1{.

6. Construire & partir des questions précédentes, une suite (x,), qui converge vers a.
8. Partant de xp = 0,500, remplir le tableau suivant

n 0 1 2 3 4 b
%n

7. En dédulre une approximation de la racine réelle de 'équation fix) = af; -x=0,
Exercice 5.8.2
Le but de cet exercice est de calculer la racine réelle de I'équation donnée par

f[x)=§;—1-e"=ﬂ.

1. Montrer que P'dguation /(z) = 0 admet une golution unique a € J1,2[.
2. Vérifier que a est un point fixe de la fonction F(x) = xe"*+1,
3. Montrer que la fonction F(x)=xe"* + 1 est strictement contractante sur 11, 2,
4, Montrer que F(11,2D 11,20
6. Construire & partir dea questions précédentes, une muite (x,), qui converge vers a.
8. Partant de xp = 1,600, remplir le tableau suivant :

nt 0 1 2 8 4 b

Xn

7. En déduire une approximation de la racine rdelle de 'éguation f(x) = 3-;—1 -e™%,
Exervire 8.3.3
On considére la fonetion

1
fleg}= mtm)
définie sur l'intervalle |0, 1).
1, Faire le tableau de variations de f.

2. Donner un mejorant, k, de ia fonction |£'| sur [0, 1],
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9. Montrer que a fonction { satisfait aux hypothéeea du théeréme du point fixe et en dé-
duire une suite récurrente canvergeante vers l'unique solution de cos(1/4] + 1)) = | dana
16,1}

4. Combien da termes de 1a auite faut-il calculer pour étre sitr d'ohtenir une veleur appro-
thée 8 10 prég da }?

6. Ecrire I'elgorithme de 1n méthode du point fixe pour caleuler la solution de I'dquation
fley=0,

Exercice 8.1.8.4
Satent I un intervelle farmé de B, g una fonciion définie da I dans lui méme, elle est assax
régulidre at elle admat un point fixe ! € f Le, gli) = 1. On sonsidére la snita deg itérda suivante

| 2yl donng,
En+1 = gley), Yna 0,

Caleuler l'arreur e, = x, —{ et donner une condition pour que la méthode du point fixe ou ap-
proximations successivas goit d’ordra p# 1,

Exercice 8.8.5
Mantrer que '4quatien £ = ~In{x) admet una solution unigue dans l'intervalle 18, +ocf. Montrar
que la méthode itérative
x4 €10, 00f - donné,
{ 2pe1 = =Inlxz), ¥n 20,
divarge. Propasar une méthode d’'Approximation de la solution.
Exercice 8.3.6
Soit I'équation
g=e™" Veell,+ool
On conaidbre 1a méthode itérative suivante
£n€]0,00] donné,
Enp1=e ™, Yz,
Montrer cette méthede ast convergente i