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It. Notions de la theorie des groupesl 

1.1. Definitions et theoremes de la theorie des groupes 

Proprietes definies des groupes : 

Un groupe est un ensemble d'elements obeissanUi certaines regles : 
• Le produit de 2 elements qu.elconques du .groupe et le carre de chaque element doit etre un 
element du groupe. 
VA et B E G, (AB) = C E G 
A2 

E G 
Generalement la multiplication n'est pas commutative : AB * BA 
Lorsque la multiplication est commutative, le groupe est dit ahelien. · 
• Il existe un element qui commute avec Jous les autres elements du groupe et les laisse 
inchanges. C'est !'element identite, designe par E. 
vx E G, 3E E G : EX =XE= X 
• La multiplication est associative: 
VA, B et C E G ; A(BC) = (AB)C 
• Chaque elemen! doit posseder un reciproque, qui est egalement elemenf-du groupe. 
vs E G, E G : RS =SR= E . . 
S est le reciproque de R et Rest le reciproque de S : s-1 = R etR"1 = S 
E est son propre reciproque: ff1 E · 

Regle : le reciproque du produit de 2 elements ou plus est egal au produit des reciproques 
dans le sens inverse : 
(ABc. . .xyy1 = y-1:x-1 ... c-1ff1A-1 

1.2. Proprietes des groupes 

groupes de sym.etrie qui nous concernent sont generalement finis, sauf deux d'entre eux : 
ceux des molecules lineaires qui sont in.finis. 
Le nombre des elements d'un groupe est appele ordre, nous le design.ons par h. 

1.2.1. Les tables de multiplication des groupes 

Si nous avons un ensemble complet et non redondant de h elements d\m groupe fini que nous 
connaissons les h2 produits possibles, alors le groupe est completement et univoquement 
defini. Nous pouvons le representer par sa table de multiplication de h lignes et h colonnes. 

Par convention, l'ordre de la multiplication est : ( element de la ligne) x ( element de la 
colonne) 

I X I 
y 

XY 

1.2.2. Theoreme de rearrangement 
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Chaque ligne .et chaque colonne de la table de multiplication du groupe contient chaque 
element, du groupe une seule fois. Chaque ligne et chaque colonne est une liste rearrangee des 
elements du groupe. 

1.2.3. Application ; determination des groupes 

• Groupe d'ordre 1 : 11 contient un seul element: l'identite E. 

• Groupe d'ordre 2: II est unique 
G2 E A 
E E A 
A A E 

Groupe d1 ordre 3 : 
_ l ere , etape: 

E A B 
E E A B 
A A 
B B 

-ime etape : Nous avons 2 possibilites : AA= B OU AA= E 
Hypothese choisie : AA= E et'BB = E 

I 
E 
A 
B 

E 
A 

E 
E 
A 
B 

A ~ 
A B 
E 

E 

B B E 
On retrouve 2 fois le meme element dans la 2eme ligne et dans la 21::tne colonne 
⇒ l'hypothese AA = E et BB = E est fausse 
⇒ obligatoirement AA = B 

G3 E A B 
E E A B 
A A B E 
B B E A 

e Les groupes cycliques : 
z G3 est le plus simple et non trivial membre d'un important ensemble de groupes : les groupes 

cycliques. 
A.,./\.= A2 = B 
AB= A3 =AAA=E 

Le groupe entier peut etre genere a partir de l'element A et ses puissances successives. 

Un groupe cyclique d'ordre h est defini par un element X et toutes ses h puissances jusqu'a Xh 
E. 

Les groupes cycliques sont abeliens. 
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• Groupe d'ordre 4: 
Combien y a+il de groupes d'ordre 4 ? 
Considerons qu1il y ait un groupe cyclique d1ordre 4 

X=A 
X2 =B 

3 · C X 
X4 =E .. 

G4(l) 
E 
A 
B 
C 

E 
E 
A 
B 
·c 

A B C 
A B C 
B C E 
C E A 
l:i/ A B .,_, 

Cherchons un autre groupe G4(2) tel que : AA E et BB = E 
Alors CC. E 

G4(2) E A B C 
E E A B C 
A A E 

! B B E J 

C ·c E 

'G4(2) E A B C 
E E A B C 
A A E C B 
B ·B C E A 
C ·C B A E 

Il n1y a .Pas d'autres possibilites, il y a seulement deux groupes d'ordre 4 : G4(1) et G4(2), 
definis par leurs tables de multiplication. 

1.3 Sous-groupes 

G6(1) E A B C D F 
E E A B C D F 
A. A E D F B C 
B B F E D C A 
C C D F E A B 
D D C A B F E 
F F B C A E D 

L'examen de la table de.mi1ltiplicatio11 de G6(1) montre que ce groupe d'ordre 6 contient des 
sous-groupes d'ordres inferieurs : 
• {E} est un groupe d'ordre 1 ( ceci est valable pour n'importe quel groupe) 
• {E, A} ; {E, B} ; {E, C} sont les group es d'ordre 2 
• {E, D, F} ; c1est le groupe cyclique G3 avec D2 = F et D3 = DF =FD= E 
G6(1) et ses.sous-groupes sontrespectivement d'ordres 6 et 1, 2, 3 qui sont ses diviseurs. 
II existe des groupes ne possedant pas d'autres sous-groupes que le groupe trivial {E}. 
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Theoreme : L'ordre g de tout sous-groupe d'un groupe d.'ordre h, doit etre un diviseur de h. 
C'est-a-dire que h/g = k, avec k entier. 

1.4. Classes 

Soient A et X E G 
X-1AX=B E G 

B est la transformation de similitude de A par X. 
A et B sont conjugues. 

Proprietes des elements conjugues : 
• Chaque element est conjugu~ par lui-meme 

A E G, :3 XE GtelqueA=X-1AX. 
• Si A est conjugue de B, alors B est conjugue de 

.A=X-1BX 
B =Y-1AY 

• Si A est conjugue de B et C ; alors B et C sont conjugues chacun de l'autre. · 

Definition : Un ensemble complet d'elements conjugues les i.ms des autres est appele classe 
du groupe. 

"'Determination des classes q'un gro_itpe : Appliqu'ons la demarche au groupe G6(1),-1es 
relations sont extraites de la table de multiplication du groupe: . 

• Recherche des conjugues de E : 
vx E G,x-1Ex=x·1x=E 

· E n'est conjugue avec aucun autre element, il'constitue une cl~sse lui-meme: {E} d'ordre 1. 

• Recherche des conjugues de A : 
E"1AE A 

. A-1AA A 
B"1AB B"1D (car AB= D) 

= BD (car B"1 = B) 
=C 

.C-1AC=B 
n-1AD c 
P-1AF B 

A, Bet C sont conjugues, ils forment la classe {A, B, C} d1ordre 3 

• Recherche des conjugues de D: 
K 1DE D 
A-1DA F 
n•lnn p 
JJ JJLJ ~ 

C 1DC F 
ff1DD D 
F 1DF D 

{D, F} est tme classe d1ordre 2 
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Remarque : 
groupe G6(1). 

Theoreme: 
groupe. 

classes ont des ordres 1, 2 et 3· qui sont diviseurs de 6 qui est l'ordre du 

ord:res de toutes les classes doivent etre des entiers diviseurs de l'ordre du 

5 



UNIVERSITE HASSAN II MOHAMMEDIA Faculte des Sciences.Ben Msik - D6partement de Chimie 
Filiere SMC-:- S5 Theorie des groupes . Pr. A. ADIL 

~. Symetrie moleculaire et groupes de symetri~ 

2.1. Remarques generales 

.. Certaines molecules sont plus symetriques que d'autres. Cependant, il :faut rendre la ·symetrie 
molecul_aire pratique et developper les criteres mathematiques sur la symetrie. Pour y 
parvenir, il faut considerer: 
• les elements de symetrie 
• !'ensemble complet et non redondant d'operations de symetrie constituant un · groupe 
mathernatique. 

2.2. Elements de symetrie et operations de symetrie 

Operation de symetrie : Une operation de symetrie est im mouvement d'une molecule tel que. 
chaque atome de la molecule coYncide avec un atome equivalent (ou le meme atome) de la 
molecule dans son orientation d'origine. · 

Element de symetrie : Un element .de symetrie est une entit6 geometrique (ligne, plan OU. 

point), grace auquel une ou plusieurs .operations peuvent avoir lieu. · 

... 

'Element de symetrie Operation de symetrle 
',· 

1. Plan Reflexion dans le plan 
2. Centre de symetrie OU centre Inversion de taus les atomes par rapport au 
d'inversion centre 
3. A,xe propre Une ou plusieurs rotations autour de l'axe. 
4. Axe impropre · .. Une ou plusieurs repetitions de la sequence 

rotation suivie par la reflexion dans un plan 
perpendiculaire a l'axe de rotation 

2.3. Plans de symetrie et reflexions 

Un plan de symetrie doit passer a travers une molecule et ne peut etre completement en 
dehors de la molecule. · Si le plan de symetrie contienne les axes Ox et Oy et soit 
perpendiculaire a l'axe Oz 

z Atome i 

y 

Ian de symetrie 

Pour chaque atom.e i, de coordonnees (xi, Yi, zi) 

(xi, fo Zi) Reflexion dans le plan xy ► 

6 



lJNIVERSITE HASSAN II MOHAlvfMEDIA Faculte des Sciences Ben Msik Departement de Chimie 
Filiere SMC - S5 - Theorie des groupes - Pr. A. ADIL 

Si on effectue cette operation sur chaque atome de la molecule et que l'on obtienne une 
configuration equivalente, le plan utilise est un plan de symetrie. 

Les atomes situes dans.le plan sont des cas speciaux, car la reflexion dans le pla.I) ne change 
pas leurs positions. · 

.. 
• Toute molecule plane possede un plan de symetrie qui est son plan moleculaire. 
• Chaque atome ne se situant pas sur le plan possede unju:meau de l'autre cote du plan. 
·• Symbole du plan : cr · 
• Symbole de l'operation reflexion dans le plan : cr 
• Un plan genere une seule operation de symetrie cr. 

n fois (J = (jn 

. cr2 E 

crn = Esi n est pair 
crn = cr si n est impair 

2.4 Le centre d'inversion 

· Si en changeant les coordonnees (x, y, z) des atomes d\me molecule en (-x, -y, -z), 011 obtient 
une configuration equivalente, alors le point sur lequel est situee l'origine.est app~le centre de 

· symetrie ou centre ·d1inversion. ' 

• Symbole du centre d1inversion: i 
• Symbole de l'op6ratio:n inversion : i 
• Le centre genere une &eule operation 

Un seul ato"me peut ette situe sur le centre d'inversion, c'est le seul qui ne change pas de 
coordonnees. 

n inversions i i11 

t E si n est pair 
i11 = i si 11 est impair 

2.5 Axes prop res et rotations prop res 

Considerons un.e ligne tracee perpendiculairement a un triangle eqiiilateral et passant par son 
centre geometrique. 

C1est un axe propre de rotation pour ce triangle qui 
est ramene a une configuration equivalente par : · 
• une rotation de 120° (2n/3) 
• une rotation de 240° (2x2n/3) 

• Syrnbole de l'axe propre de rotation : C11 

n : ordre de l'axe, c'est la valeur maximale de n pour que la rotation par 2n/n donne une 
configuration equivalente. · 
Dans l'exemple precedent, n = 3 et I1axe est un axe de rotation propre C3 

7 



UNIVERSITE HASSAN II MOHMv!MEDIA Faculte des Sciences Ben Msik Departement de Chimie 
Filiere SMC - S5 - Theorie des groupes - Pr. A. ADIL 

Operations generees par C3 : 

• une rotation de (2n/3), symbole C3 

• une rotation de (2x2n/3), symbole C/ 
• une rotation de (3x2n/3), ~ymbole cl= E 

Au dela de ces valeurs; on genere les memes operations : 
C 4-c ·cs-cz 3-3,3-3 · 

Generalisation : 
Axe d'ordre n, symbole C0 

Rotation de 2n/n Cn 
C11m = m fois une rotation de 2n/n, syrnbole 
Cn=E n 
C n+l C 

n n 
C n+2 = ,-. 2 

n vi1 

Un axe propre Cn genere n operations : 
,-. ,-. 2 C 3 r, n-1 C n _ E. 
Yn, '-'11 , n ,~n~ '-11 , n' -

Tout atome se situant sur llll axe propre est inchange par les rotations autour de cet axe. 

Cn m rotation par mx:2n/n · 
C4 genere l'operation cl 
C4

2 = 2x2n/4 = 2n/2 = C2 
C6 genere les operations : 
cl = 2x2rc/6 = 2n/3 = C3 
cl 3x2n/6 = 2n/2 = Cz 
c6

4 = 4x2n16 = 2x2rc13 = cl 

La sequence C6, c/, ci, c/~ c/, cl 
s'ecrit: C6, C3, C2, C/, C/, E 

2.6 Axes impropres et rotations impropres. 

1 rotation impropre = 1 rotation propre autour d'un · axe $ 1 reflexion dans un plan 
perpendiculaire a l'axe de rotation. 
L'axe est appele axe impropre et son syrnbole est Sn, 

Si un axe C11 et un plan cr perpendiculaire a cet axe existent independamment, alors Sn existe. 
Mais Sn peut exister sans que Cn ou cr perpendiculaire existent separement. 

S ,, 1 '· ·ss 2 s 3 
n genere es operat10ns : n, n , n .... 

Snn (cr)"C11
11 etJe nombre d'operation generees dependra de la parite den 

2.6.1. L'ordre n de Sn pair 
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0 , t' • , • S S S 2 S 3 S 4 S 5 S 6 pera ions generees par . 6 : 6, 6 , 6 , .6 , 6 , 6 

s/ cl= C3 
3 . . . 

S6 S2 = 1 

S/=C/ 
S/=E 

D , . ',, ·s SC 'C 2 S 5 E one operations generees par 6 : 6, 3, i-, 3 , 6 , 

C3, C/ et E sont generees par l'axe C3 . 
L'axe S6 ⇒!'existence de l'axe C3 

En general : Sn (n pair) ⇒ l' existence de Cn12 

2.6.2 L'ordre n de Sn impair 

Propriete importante: Un axe Sn d'ordre impair requiert !'existence de Cn et a 1- C11 

Sn genere Sn, S/, S/, Sn4 
•.• 

S11
11 = (Cncr/ = Cite? 

Cn11 E et cr11 
tJ 

⇒ S, 11 =cr ,1 . 

L'element S11 genere !'operation cr 

Un axe S11 d'ordre n imp~r genere 2n operat1ons differentes, parmi lesquelles on trouve celles 
generees par C11 et cr. 

2.7. Notations matricielles· des transformations geometriques 

L'identite: Toutes les coordonnees restent inchangees 

Les reflexions : Les coordonnees situees dans le plan sont inchangees et seule la coordonnee 
perpendiculaire au plan change de signe. 

cr(xy) [~ ~ ~ l. ; cr(xz) = ·[~ _
0
1 ~1 ; cr(yz) = [-ol 

0 0 -1 0 0 1 0 
- . . 

0 OJ 1 0 

0 1 

L'inversion ; Toutes les coordonnees changent s1gne 

. -[-. 1 0 0] l- 0 -1 0 

0 0 -1 
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La rotation propre Cn : Supposons l'axe de rotation colineaire a Oz et que l'angle de rotation 
est e. 

[ 

cos0 

G,= -s~ne 
sine o] 
cose 0 

0 1 

2.8. Matrice inverse 

· Jl.-1 est l'inverse de fl> telle que : 
)i.Jl.-1 = J[."1.J[. = p, 

· Toutes les matrices sont orthogonales, leur inverse est egal a la matrice transposee. 

·. Exemple: 

~~[ ~ 
1 OJ . 
0 ~ est-elle orthogonale ? 

-1 0 

~-[l 0 -1] 0 0 

1 0 

Verification : 

:M. <Jvf = [ ~ ~ ~]-[~ ~ ~1] = r~ ~ ~1 
. -1 0 0 0 1 0 0 0 1 

et 5}f . M = [~- ~ ~ lj . [ ~ ~ ~1 = [~ ~ ~1 
0 1 0 -1 0 0 0 0 1 

M . :Jtf = ;Jvf • :M = p, ⇒ :Jv{_-t = :]ff-

La rotation par 0 dans le sens des aiguilles d'une montre et dans le sens contraire sont des 
operations inverses. Les matrices correspondantes a ces deux operations sont l'nne transposee 
de l'autre. 

2.9. Elements de symetrie equivalents et atomes equivalents 

2.9.1. Elements de symetrie equivalents 
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Si un element de symetrie A est transforme en un element B par une operation generee par un 
troisieme element X et que B peut etre transforme en A par x-\ alors les deux elements A et 
B sont dits equivalents. 

Si A peut etre transfonne en un autre element C, alors il y'ama egalement une operation pour 
transformer B en C et les 3 elements de symetrie A, B et C forment un ens.emble equivalent. 

2.9.2. Atomes equivalents 

Les atomes equivalents dans une molecule so_nt ceux qui peuvent etre interchanges l'un en 
l'autre par des operations de symetrie. Ils doivent etre de lameme espece chimique. 

2.10. Produit d'operations de symetrie 

L'application de l'operationY suivie de l'operatio~ X donne le meme effet que l'operation Z: 
XY=Z 
L'ordre est important: Yen premier et X en second 
Si XY = YX ⇒ les operations X et Y commutent 

[xi, Y1, zi} Y [x2, Y2, z2] 

I z 

Si on applique successivement les operations A, B, C, D il en resulte une_ operation X telle 
que: 
D.C.B.A=X 

2.11 Relation generales entre elements de symetrie-et op~rations 

• Produit: 
1. Le produit de 2 rotations propres doit etre une rotation propre. 
2. Le produit de 2 reflexions dans des plans A et B se coupant avec un angle <:DAB, est une 
rotation par 2ct> AB autour de I' axe defini par la ligne d' intersection 
3. Lorsqu'il existe un axe de rotation Cn et tm plan le contenant, il doit y avoir n plans 
equivalents separes par des angles 2n/2n. C'est une consequence de la regle 2 
4. Le produit de 2 rotations C2 autour des axes qui se coupentavec un angle 0 est une rotation 
par 20 autour d'un axe perpendiculaire au plan des 2 axes C2. . 
5. Un axe de rotation propre d'ordre pair et un plan de reflexion generent un centre 
d'inversion. 

• Commutation : 
paires d'operations suivantes commutent toujours: 

rotations autour d'u.n meme axe 
reflexions dans des plans perpendiculaires entre eux 

3. L'inversion et toute rotation ou reflexion 
4. rotations C2 auteur d'axes perpendiculaires 
5. rotation et la reflexion d.ans un plan perpendiculaire a 1' axe de rotation 

2.12 Les groupes ponctuels de symetrie 
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Un ensemble complet d'operations de symetrie generees par }es elements de symetrie d'une 
molecuie satisfont aux 4 criteres d'un groupe mathematique. 

Exemple : molecule plane AB3 

L'ensemble d'operations de symetrie de cette molecule est: C3, C/, C2, C'2, C11
2, crv, a'v, 

CT"v, Gh, 83 et S/. 

Nous pouvons etablir tousles produits binaires des operations de symetrie de la molecule. Le 
resultat peut etre compile sous forme de table de multiplication. 

· Les 4 conditions sont bien verifiees pour {E, C3, C/, C2, C'2, C"2, <:iv, cr'v, cr'1v, crh., S3, S/} : 
CD vAetB eG, AB e G 
@VXEG XE=EX=X ' . . 

· ® VA, B et C EG, A(BC) = (AB)C 
© VREG, 3SEG: RS =SR=E 
⇒ L'ensemble des operations de symetrie de AB3 constitue bien un groupe mathematique 

Remarque : En general, chaqt!-e operation de syrnetrie possede un inverse 
• reflexion crest sop. propre inverse: cr.cr cr2 E 

. • Pour une rotation pn;ipre CnlJl, l'inverse est Cnn-m 

e Pour.une rotation impropre Snm, le reciproque depend du fait que n et m soient pairs ·ou 
lillp airs . 

- Sin est pair: le reciproque de Snm est Snn-m que m soit pair OU impair 
- Sin est impair et m pair : Sn m = Cn met le reciproque est Cu n•m 

- Sin est impair et m impair: S11m = C11m.cr, le reciproque est S11
2
n-m 

. . 
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j3. Classification des molecules par groupe de symetriel 

3.1. Procedure systematique pour la classification des molecules .. 

lere etape·: 
La molecule appartient-elle a l'un des groupes speciaux C<tlv OU Dooh (molecules·lineaire)? 
Sinon a-t-elle une symetrie elevee (tetraedre, octaedre, cuboctaedre, cube OU isocae<;fre) ? 
Les groupe cubiques (T, Th, Ta, 0 et 0 11) necessitent 4 axes C3 ; alors que I et Ih necessitent 10 
axes C3 et 6 axes Cs. · 
Si la molecule n'appartient a aucun groupe special OU de symetrie elevee, nous passons a 
l'etape 2. · 

zeme etape: 
Si la molecule ne possede aucun axe de rotation propre ou impropre , nous cherchons un plan 
ou un centre de symetrie. 
Si aucu..>i element de symetrie n'existe, le groupe de symetrie est le groupe trivial C1 contenant 
seulement l' operation identite E. · 
S 'il existe 1111 plan cr seul, le groupe est C5• 

S 'il existe un cenJ::re d'inversion i seul, le groupe est Ci. 

3eme etape.: 
Si on trouve un axe impropre d'ordre pair (S4, S6 et Ss), mais aucun plan de symetrie ou d'axe 
propre sauf 1 ou plusieurs axes colineaires d'ordre diviseur, le groupe est Sn (n pair) .• · 
S4 a pour axe coliueaire C2, S6 necessite un axe C3 et Ss necessite C2 et C4. 
S'il existe une autre operation, nous aurons l'un.des groupes Dn, Dnd ou Dnh• 

Une verification rninutieuse doit etre faite pour confirmer l'existence de l'un de ces groupes. 

4eme etape: 
S'il est certain que la molecule n'appartient a aucun des groupes mentionnes, nous cherchons 
l'axe propre d'ordre le plus eleve C11• Si on a 3 axes C2, nous cherchons si l'un d'eux est 
geometriquement unique en etant par exemple colineaire a un axe moleculaire (voir l'exemple 
de la molecule d'allene). Sinon, on en choisit arbitrairement un. 
L' axe defini sera l' axe de reference qui determinera les plans verticaux au horizontal. 
Ensuite, nous recherchons l'existence den axes C2 J_ Cu. Si oui, nous passons a l'etape 5. 
Sinon nous avons les possibilites suivantes : C11, Cnv, Cnh• 

S'il n'y a pas d'autres elements de symetrie que Cu, le groupe est C11• 

S 'il y an plans verticau.,"{ crv, le groupe est Cnv• 

S' il y a un plan horizontal. O'h, le groupe est Cnh• 

5eme etape: 
Si en plus de C11, il y an.axes C2 J_ C11, la molecule appartient a l'un des groupes : D~, Dnh, 
Dnd• 
Si on a C11 et n C2 ~ C11 seulement : le groupe est Dn. 
Si en plus, on un plan horizontal cr11 : le groupe est Dnh· 

Si on n'a pas de cr11, mais n plans vertica1.1x passant entre les axes C2: le groupe est D 11a. 

Recapitulatif de la procedure de classement des molecules : 

13 
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J>rocedure de classification des molecules par groupe de symetrie 

Dooh, Ccov, Td, oh, Ci, C1, c,, Dnd, Dw, Dn, Cn1i, ½v, Cu, S2n 

Non 

~ 
Oui Non 

•_, __ 
1 
_ _Lc =s · ,

1
c.~•· .. ..... ~Cs] 

3.2. Exemples 

Determiner les groupes de symetrie des molecules suivantes : 
N=O, CO2, CHFClBr, MoF6, CH4, O=N-Cl, H20, NH3, SFsCl~ trans CH2Cl-CH2Cl, 
H2C=C=::C=CH2, C2Ho eclipsee, PtCl4, F2C=CF2, PCls, cyclobutane CJI10, benzene C6H6, 
trans BrClHC-CHClBr. 

3.3. Le grand theoreme d'orthogonalite et ses consequences 

14 
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r(R) r.(R) =0 siict:j 
1 mn J mn 

. . 

f (R) r. (R) , , = 0 si m 1 
:;t:: m et/ou sin' -:;t::. n 

t mu I mn • 

h 
Iri (R)m,,ri(R)mn =-i:-

1 

h : ordre du groupe , 
11 : dimension de la ieme representation( ordre de chacune des matrices la composant) 
R : symbole representant operation quelconque du groupe . 
fi(R)nm : element de la meme ligne et de la neme colonne de la matrice correspondant a une 
operation R dari.s la ieme representation irreciuctible. . 

[fi(R)nm]* : conjugue de fi(R)nrn 

Regles importantes : 
1. somme des cam~s des dimensions des representations irreductibles d'-y.n groupe est egale 
a l'ordre du groupe. 

= 1/ + 1/ + 1/ + .. .. h 
2. La somme des carres · caracteres de n'importe quelle representation est egale a h. 

I[x;(R)]2 =h 
R 

3. Les valeurs dont les composants sont les caracteres de 2 representations irreductibles 
diff erentes sont_ orthogonaux, 

Ix1(R)x/R)=·O si i 
R . . 

4. Dans une representation donnee, les caracteres de toutes les matrices appartenant aux 
operations de la meme classe sent identiques. -
5. Le nombre de representations irreductibles d'lin groupe est egal au nombre .de classes de ce 
groupe. 

3.4. Exemples d'application 

Exemple 1 : Le groupe C2v 

11 consiste en 4 elements, chacun etant dans une classe separee : E, C2, crv, crv' 

• Regle 5 : 4 representations irreductibles 
• Regle 1 : 1/ + 1/ + 1/ + 1/ = 4 
li, lz, b, l4 entiers 
Solution : h lz 13 = 4 = 1 
Toutes les representations sont unidimensionnelles. 

I E C2 crv crv' I 
f I 1 1 1 1 

• Regle 2: I[x
1 
(R)J2 = 4 satisfaite 

R 

x1(R)=±l 
• R&gle 3 . c:haque representation est orthogonale-a r 1 

Ix1(R)x)R) o sij * 1 · 
R 

(1).xj(E) + (l).x,j(C2) + (1).x,j(crv) + (1).x,j(crv') 0 
x,j(E) + xj(C2) + XJ(crv) + x,j(crv') = 0 
Par convention : x,j(E) = 1 Vj 
⇒ 1 + xj(C2) + xj(crv) + x,j(crv') 0 

15 
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II existe 3 solutions : 

XJ(C2) = - 1 ; :x:icrv) = -1 et x,j(crv') = 1 
xj(C2) = 1; xj(crv) = 1 et x,j(crv') = -1 
x,j(C2) = 1; xj(crv}= -1 et x,j(crv') = -1 

Verification : 
(1)(1) + (1)(-1) +(lK-1) + (1)(1) = 0 

Les 4 representations irreductibles sont: 
E C2 CTv 

f'1 1 1 1 
f'2 1 -1 -1 
f3 1 -1 1 
[4 1 1 -1 

O"v' 

1 
1 
-1 
-1 

Toutes ces representations sont orthogonales l'une a l'autre:· Par exemple f'2"et f'4 : 
(1).(1) +(-1).(1) + (-1).(~1) +(l).(-1) = 0 

3.5. Relation entre representation reductible et-representations irreductible 

x(R) = Iajxj(R) 
j 

x(R) : caractere de la m~trice correspondant a l'operation R dans la representation. reductible 
ai : le nornbre de fqis ou la representation irreductiblej apparait ' 

Si on multiplie l'egalite par xi(R) et on son1me sur l'ensemble des operations : 

Ix(R)xi(R)_= II:ajx/R)xi(R) 
R R j 

. = I!ajx;j(R)x1(R) 
. j .. R 

I>jxj(R)xi(R)= ~jLXJ(R)xi(R)== a}\j 
R R 

Seuls les termes avec i = j ne sont pas nuls : 

Ixj(R)xi (R) == hai 
R 

Exemple : Considerons les representations r a et r b dont les caracteres sont donnes ci dessous 

C3v E 2C3 3crv 
f1 1 1 1 
f'2 1 1 -1 

[3 2 -1 0 
r 5 2 -1 
~ a 

lb 7 1 -3 

Coefficients pour f' a : 

a1 = _!:_ {1.(1)(5) + 2.(1)(2) + 3.(1)(-1)} = 1 
6 

16 
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a2 = I_. {1.(1)(5) + 2.(1)(2) + 3.(-1)(-1)} = 2 
6 

a3 = .!_ {l.(2)(5) + 2.(-1)(2) + 3.(0)(-1)} = 1 
6 

Verification : 
C3v E 2C3 3crv 
11 1 1 1 

12 1 1 -1 

12 1 1 -1 

13 2 -1 0 

I'a 5 2 -1 

Coefficients pour r b : 

b1 = .!_ {1.(1)(7) + 2.(1)(1) + 3.(1)(-3)} = 0 
6 . 

b2 = .!_ {1.(1)(7) + 2.(1)(1) + 3.(-1){-3)} = 3 
6 . 

b3 = _!_ {l.(2)(7) + 2.(-1)(1) + 3.(0)(-3)} = 2 
· 6 

Doric: [I\= 3I'2 + 21~ 

Verification : 
:C3;,, E 2C3 3crv 

T2 1 1 -1 
12 1 1 -1 

T2 1 1 -1 
13 2 -1 0 

13 2 -1 0 

lb 7 1 -3 

3.6. Les tables de caracteres 

Nous exa:rninerons la table de caracteres du groupe C3v. 

Partie superieure : 
• coin gauche superieur, symbole de Schonflies du groupe 
• reste de la ligne : la liste des elements du groupe rassembles par classes 

Zone I : Caracteres des representations irreductibles du groupe 

17 
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Zone II : Symboles des representations irreductibks selon R. S. Mulliken, leur signification 
est comrne suit. 
• A et B designent les representations uniclimensionnelles, les representations 
bidimensionnelles sont designees par E et les tridimensionnelles par T ouparfois F. 
• A designe les representations symetriques par rapport a la rotation de 2n/n autour de l'axe 
principal Cn (x(Cu) = 1). B designe les representations antisymetriques (x(Cn) := -1). 
• Les indices 1 et 2 sont couramment attaches a A et B et designent les representations 
symetriques ou antisymetriques par rapport a C2 .l a l'axe principal. Si C2 est manquant, on 
raisonne par rapport a un pl~, vertical de symetrie. . 

. • Les primes ou double primes sont attachees a toutes les lettres lorsque les representations 
sont symetriques ou antisymetriques par rapport a un plan horizontal. 
• Dans les groupes possedant un centre d'inversion i, g indique les representations 
symetriques par rapport a i et findice u indique celles qui sont antisymetriques. 

Zone III : Nous trouvons toujours 6 symboles x, y, z, Rx, Ry et Rz. Les 3 premieres indiquent 
les coordonnees cartesiennes et les 3 dernieres indiquent les rotations autour des axes 
specifies dans les indices. . 

. Les T indiquent les modes_ actifs en infrarouge 

Zone IV : Les composantes du tenseu:r de polarisabilite indiquant les modes actifs en Raman 

18 
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Chapitre 4 : Mo.des normaux de vibration 

4.1. Vibrations normales 

Chaque molecule comportant N atome possede 3N degres de liberte repartis en : 
• 3 translations 
• 3 rotations (2 pour une molecule linea,ire) 
• 3N-6 vibrations (3N-5 pour une molecule lineaire) 

Les 3N-6 vibrations norm.ales de la molecule sont reparties selon le~ symetrie. 

Le nornbre de vibrations appartenant . a chaque espece de symetrie est determine par la 
formule suivante : 

1 k . 
n(r) - Lg,x:(rl:x,; 

g i~l 

g : ordre du groupe 
gi : nombre d' elements dans chaque classe de symetrie 
x;(r l : caractere donne par les .tables 

Xi : caracteres des elements de symetrie ~Ii.lcule 
. . . ~ 

4.2. Traces des matrices des opera~ions de symetrie 

Chaque operation de symetrie est reptesen~ee par une matrice et chacune des matrices possede 
un invariant qui est la trace. La trace _d'une· ma-trice est la somme de ses elements diagonaux. 
Le caractere de !'operation· de symetrie deP.enclra de la trace de fa matrice le representant. 

La rotation propre : 

[ case sine ~] Cl·-= -sine cos8 

. 0 0 

8 = 21~n 
n 

La trace de la rnatrice rotation propre est : 

(
2lm\ 

Tr(Cn~= 2cos -1+1 
n ) 

La rotation impropre : 

[ 

cos8 sine 

Sr/= -sine cos0 

0 0 

:J; B= 2kn 
. n 

-1 

La trace de la matrice rotation impropre est: 
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(2kn) Tr(S11~ = 2cos 7 · -1 

4.3. Determination des caracteres des operations de symetrie 

• Pour les rotations propres C/ le caractere s'ecrit: 

r ( { 2kn ) Xi ~ NR -2\ 2cos7+l 

Cas particulier de rotation propre 

C 
n 2k1t 

E n ⇒ --=2n 
11 

• Pour les rotations impropres S/, le caractere est : 

x[ NR(2cos
2!n-1) 

Cas particuliers de rotations impropres: 
21m 

- CY= S1 ⇒ --=2:n 
n 

21m 
-1 S2 ⇒ --=n 

n 

4.4. Denombrement des modes normaux de vibration · 

Le nombre de modes normaux d'tme espece de symetrie donnee est determine par la fo_rmule : 
1 k 

n(y) =-'z:gix?)xf 
g i=l 

n(r) est entier positif ou nul 

Tdus ces modes ne sont pas necessairement actifs, la zone 4 de la table de caracteres perrnet 
de determiner l' activite des modes nonnaux. 
• La lettre T indique les modes actifs en Infrarouge 
• La presence des composants du tenseur de polarisabilite (a) indique que le mode est actif en 
Raman 

Regle d'exclusion mutuelle : Les groupes comportant un centre de syrnetrie i (ou 
d'inversion) obeissent a la regle dite d'exclusion mutuelle. Les modes actifs en infrarouge ne 
le sont pas en Raman et les modes actifs en Raman ne le sont pas en infrarouge. 

4-?· Exemple d'application: la molecule H2O 

groupe ponctuel de symetrie de la molecule est C2v 
3N-6 3 modes de vibration normaux 

C2v E C2 av xz cr' ,,(yz) 
A 1 1 1 1 1 
A2 1 1 -1 -1 
B1 1 -1 1 -1 
B2 1 -1 -1 1 
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Atomes invariants : 
Operation de Nombre d'atomes 

syrnetrie invariants NR 
E 3 
C2 1 

. 0-v(yz) 3 
O'v(xz) I 

Determination des caracteres des operation.s de symetrie : 

E C2 crv(xz) 
Type d'operation Propre Propre Impropre 

2kn 2n 1t . 2n 
0::::-.-

n, 
cose 1 -1 . 1 
2cos0 ± 1 3 -1 1 
NR-2 ouNR 1 -1 1 
. r 
Xi 3 1 1 

Reduction de la representation vibrationneUe f vib : 
, k 

n(r):::; .!.. Lgix;t"dx,f 
g i=l 

n(Ai) =.!..{(1)(3)+(1Xt)+(1)(1)+(1)(3)}==! 2 
4 . 4 

Il(A,) =.!..{(1)(3)+(1)(1)+(-1)(1)+(-1)(3)}= Q = Q 
4 4 

n(Bil .!..{(IX3)+(-1)(1)+(1)(1)+(-1)(3)}= O =O 
4 4 

n(B2l =.!..{(1X3)+(-1)(1)+(-1X1)+(1)(3)}=2 = 1 
4 4 

crv(YZ) 
Impropre 

2n 

1 
1 
3 
3 

Nombre de modes normaux de vibration : 3 modes normaux repartis en 
rvib = 2A1 e B2 

Activite Infrarouge (T) : A1 et B2 

Activite Raman (a) : A1 et B2 

Les 3 modes normaux sont actifs en Raman et en Infrnrouge 
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