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1. INTRODUCTION

* L’état quantique d’'une particule = fonction d’onde \P(r,t) € espace 7,
sous-espace des fonctions de carré sommable £2.

* |l ést possible de décomposer cette fonction sur 'ensemble des
fonctions d’onde propre associée a chaque valeur propre = principe de
décomposition linéaire.

L’idée : affecter a chaque fonction d’'onde un vecteur = vecteur d’état ,
appartenant a 'ensemble £ des états du systéeme.

Dans la suite = développer un calcul vectoriel dans I'espace E.
* notation de P. Dirac, tres commode.

2. VECTEURS ”KETS” ET VECTEURS “BRAS”

2.1. Eléments de €

2.1.a. Notations

Un élément de €= vecteur-ket ou ket noté: |l//>

Ainsi, on a 'association : ‘P(r,t) €7 - |LP> €&

Il existe plusieurs bases dans I'espace des états &£, par exemples une
base relative a la position r, une base relative a I'impulsion p.

2.1.b. Produit scalaire

Le produit scalaire entre deux kets |§0> et |v) par l'opération notée

(| (0>| 4 >) = quantité scalaire complexe.



2.2. Eléments de &

2.2.a. Notations
Un élement quelconque de I'ensemble £ est appelé vecteur-bra ou bra

que I'on note: <(P|

L’ensemble £* est appelé ensemble dual de E.

2.2.b. Correspondance entre kets et bras

L'existence d’un produit scalaire dans &, noté (|@)|v)), entraine la
définition du bra <(P|

* Le bra est le vecteur définissant la fonctionnelle linéaire qui, appliqué

au ket |l//> conduit a une quantité complexe, c’est a dire au produit
scalaire. On a alors :

(plw)=(2Nlw))

* tout vecteur ket correspond un vecteur bra.

On montre que cette correspondance est antilinéaire. Soit un complexe
A et un ket |W>

*Au ket i| l//> notée également |Ay) correspond le bra (iy| tel que :

Avy=2w) = (ay|=2(y

o A estle complexe conjugué de A.
*Propriétés du produit scalaire dans £ :

(plw)=(wl|o)
(| A+ Aw5) = 2{p|wy) + A.{0|w,)
<ﬂ*1§01 + 4,0, | W) = Ik1<§01| W) + /1*2<(02 | V/>



2.3. Opérateur linéaire

2.3.a. Définition

Un opérateur linéaire A fait correspondre a tout ket A| '//> =|l//'> de £ un
autre ket tel que :

Aly)=|y")
On peut également appliquer I'opérateur a la fonction d’'onde elle-méme,
Soit :

Al//(l‘,t) = z//’(r,t)
2.3.b. Propriétés
e Linéarité
La correspondance est linéaire :

A</11‘ W1> + /12‘ v, >) =4 A‘ ‘//1> +4, A‘ W2>

e Commutation
Le produit de deux opérateurs AB:

(AB)w) = A(Blw))
En général, AB=BA .
Par définition, le commutateur de A et de B s’écrit :
[A, B] = AB-BA
Deux opérateurs commutent si et seulement si [A,B]=0.

A . : h o
* 'opérateur linéaire différentiel Px = T 5 Ne commute pas avec x car en

général,

2.3.c. Projecteur



Soit |l//> un vecteur norme:
(wly)=1
et considérons l'opérateur P, =|W><l/f| :

L’opérateur P, est la projection orthogonale sur le ket |y).
Remarquons que:

Ple) =P, (P,2) =P, (4,l¥)) = 2, P,(v)) = 4,(w)wlv))
Prlo)=4,lv)=P,lo) =  P/=P,

2.3.d. Eléments de matrice

Supposons une base de ket {Il//.)} . On peut alors exprimer 'opérateur A
sous forme d’une matrice dont les éléments se calculent avec :

Z ’(A‘ Vi >)

On dit que (l//i \(A‘l//,-» est I'élément de matrice de A entre |lﬂi> et ‘l//j> :

2.4. Conjugaison hermitique

2.4.a. Opérateur adjoint d’un opérateur A

il est possible d’appliquer un opérateur a un bra :
(p|A" = (¢
On sait qu'a tout ket |¥) correspond un bra (v|. On dira alors qu'il
existe un opérateur At tel que si :
vy =Aly) alors (v'|=(w|A*
L'opérateur A+ est appelé conjugué ou adjoint de A.

2.4.b. Correspondance entre I’opérateur et son adjoint

En remarquant que <§0‘ W> = <W‘ §0>* ,ona:



’

(w
(@

@%MWW:

w') = (p|Alw)

(wIA"|o) = (o|Alw)’

S\
Calculons I'opérateur (A ) .Ona:

(wl[A) o) =(olAw) =((vIrle) ) =(viAlg)

D’ou :
(A7) =A
Egalement, on démontre aisément que :
(AA)" = AT
et

(A+B) =A"+B’

Enfin, calculons (AB)". Considérons le ket |@)=AB|y) et supposons
que |¢)=A|x) avec |7)=B|w). Ona alors :

(o] =(vl(AB) =(xz|A" =y B"A"
soit :

(AB)" =B*A*

2.4.c. Operateurs hermitiques

Un opérateur A est dit hermitigue s’il coincide avec son adjoint A+ c’est
a dire si:

A=A"

Un opérateur hermitique A satisfait aux relations :

(w|Alp) = (p|Alw)




En résumé, pour obtenir le conjugué hermitique (ou I'adjoint) d’'une
expression quelconque comportant des constantes, des kets, des bras
et des opérateurs, il faut :

les constantes par leurs complexes conjugué s
les kets par les bras associé s

- remplacer < les bras par les kets associé s

les opé rateurspar les adjoints

- inverser I'ordre des facteurs.

Prenons 'exemple de I'opérateur suivant AU[AV)| v )o| .
On effectue les transformations :

- premiére étape : A (V|A|u)(w|o)
A(v|Au)

- deuxiéme étape : o) (w

résultat que I'on peut encore écrire :
2 {vIAT )| o) (v

3. REPRESENTATION DANS L’ESPACE DES ETATS

3.1. Définition d’une représentation

En utilisant une base orthonormée, on choisit une représentation
donnée, discrete ou continue, dans I'espace des états.

*Chaque vecteur est défini & partir des composantes.

*Les opérateurs sont, eux, définis par des éléments de matrice.

*Il est commode d'utiliser la représentation {r)} pour I'étude de la

position d'un systeme ou d'utiliser la représentation {jp)} pour connaitre
son impulsion.



3.2. Relations caractéristiques d’une base orthonormée

3.2.a. Relation d’orthonormalisation

Un ensemble discret {|u;)}, de kets est dit orthonormée si :

<ui‘uj>:5ij

ou, continu {w,)} , dans le cas continu,

(u,lu,) = ola—a)

La fonction 5(a—a’) est appelée fonction de Dirac. Elle est partout nulle

sauf en @ = a' ol elle est infinie.

3.2.b. Relation de fermeture

Un ensemble discret {\U.>} ou continu {|Wa>} constitue une base si tout

ket |) se développe d'une facon unigue suivant les {/u)} ou {jw,)}.

Ainsion a:
)= Zci|ui
ou ) = Idac(a)‘wa>
*Les coefficients cj du développement.
On a:
(uj[w) ={u, ‘(Zci\ui )) = (Zci<uj lu >j = Zciéij =,
soit Cj = <ui “//>

* Dans le cas continu

(W, [w) =(w,, ‘(J.dac ‘W ) Idac Wa>:jda0(a)5(a—a’)

soit C(a') - <Wa’ ‘ W>




On en déduit que

ZCIU Z Jw)lu) Zlu

:(iz|ui><ui |j|w>

Lopérateur Fu) = Z|“i XU est done :
= Z|ui><ui =1
De méme, dans le cas continu, |
jdac Jw,) jda o wlwy,) jda\w | w)
=(J darlw, )w, [ )

L'opérateur P{wa} - J‘da‘wa ><Wa ‘ est égal a I'opérateur identité 1. Les
relations

P }:Z|ui><ui|:l o p{wa}:jda\waxwa\:l

constituent les relations de fermeture.
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3.3. Représentation des kets et des bras

3.3.a. Représentation des kets

Supposons une base discréte {‘U,>} . le ket |W> est représenté par

des nombres Cj = <uj ‘W> :

on le représenter, par matrice a une colonne :



Cy = (W|y)
C, = (U |w)
v)=|
i =(u|v)
Pour le cas continu,
M: C(a)=<Wa"//> T @
Y

3.3.b. Représentation des bras

Soient le bra <§0‘ et la base discrete {‘Ui >} .Ona:

(7l = {olt= (P = 2{olu){w]= 2.6 {u]

ou bi = <¢"Ui>. Les quantités bi = <Ui ‘(0> sont les composantes d’'une
forme « ligne » :

(o] = (b5 =(plu) b =(p]w) .. b =(plu) ..]
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et le cas continu,

3.4. Représentation des opérateurs

3.4.a. Représentation d’un opérateur A par une matrice « carré »

Supposons un opérateur linéaire A. Dans une base discrete {|U.>} ou

continue {‘Wa>} , on peut lui associer:

A =(u |A‘”j>

ou

Al a) = (W, [Aw,)

(cas discret)

(cas continu)

lls forment les élement de matrice de I'opérateur dans la base {|U.>} ou

{|Wa>} . On obtient alors une matrice carrée de la forme :

pour le cas discret.

A11 -4 A12
A21 Azz -4
A Axz

11
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Pour le cas continu :

R N

\4

3.4.b. Représentation matricielle d’un ket

Soit un ket |¥') =Alv) | sur la base {|U.>} s’écrit ;

Cil (Au Az - Ay (G
C; Au Ap o Ay |G

| 1A A LA e

et I'on dira que

C/ = A€, + ALCo+...+AC+...

soit

Ci'=ZAqu
J

12



3.4.c. Représentation matricielle de I’adjoint A* de A.
Rappelons que dans le cas discret :

u; )

(A%), = A

J

JI

(A+)ij = ]A"

<uj ‘A\ u) =A;

soit

Les matrices représentant A et At dans une représentation donnée sont
hermitiques conjugués l'une de l'autre, au sens des matrices : on passe
de 'une a lautre par une conjugaison complexe suivie d’une symeétrie
par rapport a la diagonale principale.

Si A est hermitique, alors A=A". On a alors :
(A+)ij =Ry A?i

Un opérateur hermitique est donc représenté par une matrice hermitique

En particulier, pour | = J ,ona:

(AT) =A; =A;

Les élements diagonaux d’une matrice hermitique sont donc
toujours des nombres réels.

13



4. EQUATION AUX VALEURS PROPRES. OBSERVABLES

4.1. Valeurs propres et vecteurs propres d’un opérateur

4.1.a. Définitions

On dit que le ket |l//> est vecteur propre (ou ket propre) de 'opérateur
linéaire A si :

Ay)=Ay)

ou A est un nombre complexe.

On dit que la relation précédente forme I’équation aux valeurs propres
de I'opérateur linéaire A.

L’ensemble des valeurs de A , dites valeurs propres de A s’appelle le
spectre de A.

La valeur propre A est dite non-dégenérée ou simple lorsqu’il lui
correspond un vecteur propre unique.

Au contraire, 1 est dégénéree. Le degré de dégénérescence est égal au
nombre de vecteurs propres communs a A. On dit également que le
spectre est dégénéré.

4.1.b. Recherche des valeurs et vecteurs propres d’un opérateur
Pour cela on utilise I'équation aux valeurs propres.
Soit {Iui)} (i=223..N). Ona:

(U [Alw) = Au]y)

Appliguons ensuite la relation de fermeture Z\ijuj \ =1
J

Z(Ui ‘A‘ijuj ‘ ‘//> = A |y)

J

Or G :<ui|'//> et <ui |A‘uj>:Aij .Dou:

14



Z'Aﬁj j = AC
j
Ou encore

Z[Aﬁj _ﬁ“ij]cj =0

j

On obtient un systeme de N équations (i=123...N) a N inconnues Cj

(i=123...,N), linéaire et homogene.
* solutions que si et seulement si le déterminant est nul:

det|#-17]=0

appelée équation caractéristique. Elle permet de déterminer toutes les
valeurs propres de A, c’est-a-dire son spectre.

4.1.c. Recherche des vecteurs propres

Le vecteur propre |v,) associé a la valeur propre Ag vérifie I'équation
aux valeurs propres :

A‘ Wo>:/10‘l//o> ou encore (A'/101)|‘//o>=0|’>”o>

ou O est l'opérateur nul. Matriciellement, nous avons :

All_ﬂ’ A12 . A:IN C, 0
A, A,-1 . A, |c,| |0

A.Nl AII\IZ . ANN._ﬂ’ C.N O

et qui conduit & un systéme de n équations a n inconnues (CyC-...Cy).

15



4.2. Observables

4.2.a. Définition

On appelle observable tout opérateur dont les vecteurs propres forment
une base = ils vérifient la relation de fermeture :

>3 s

n=1 i=1

=1

gn est le degré de dégénérescence de la valeur propre 4, .

Par exemple, les opérateurs position R et impulsion P sont des
observables.

4.2.b. Propriéte des observables

e Propriété 1
Si deux observables commutent, on peut toujours trouver un
systéme de vecteurs propres communs.

e Propriété 2

Une suite A, B, C... dobservables qui commutent 2 a 2 forment un
ensemble complet d’observables qui commutent (E.C.O.C.) si chaque
vecteur_propre de leur_systeme de base commun_est défini_de
facon unigue par la donnée des valeurs propres a,, b, c,...
correspondant a A, B, C... On le note généralement,

16



5. REPRESENTATION RETP

5.1. Définitions

5.1.a. Représentation r

Soit |y) un ket quelconque de &;. On définit le ket ‘r> tel que le produit
scalaire avec le ket |y) donne :

(rly)=wlr)

ou r est le vecteur position du systeme. La valeur y(r) de la fonction

d’onde au point r apparait donc comme la composante du ket C sur le
vecteur de base |r) de la représentation {|r)!.

Par définition, dans I'espace des fonctions d’ondes associées, le produit
scalaire se traduit par :

(plw) = [ ro®(r)w(r)

On en déduit que la fonction d’'onde associée au ket |r) est la distribution
de Dirac &(r-r') car:

(rly) =w(r) = [dra(r —r)y(r)
et en particulier,

@

r) =Id3r S(r—r)s(r-r")=4(r'-r")

L’ensemble des « fonctions » {5,(r-r')} constitue une base continue sur

laquelle on peut décomposer toute fonction de carré sommable. On peut
donc définir une relation de fermeture :

Id3r|r><r|=1

17



5.1.b. Représentation p
Etant donnée la fonction y(r), on peut définir sa transformée de Fourier
v(p) de la sorte :

1 e tpr _
p(r)=——[ " wp)d’p
2mh 7

ou p est I'impulsion du systéme. D’aprés les propriétés des transformées
de Fourier,

_ 1 e e
v(p) = [ plr)er

J2"

On definit le ket |p) tel que le produit scalaire avec le ket |,) donne :

(Ply)=¥(p)
La valeur y(p) de la fonction d'onde au point p est egale a la
composante du ket |y) sur le vecteur de base |p) de la représentation

{p)} -

De pluson a:
1 o 1 Lo
rlp)=d's(r =r { e’ 5r"—r’d3r”]= e o' —r)dr
soit
1 o
<r|p>:\/ﬁ3ehp :Vp(r)

En utilisant la relation de fermeture Id?’rlr)(rlzl de la base {r)}, on peut
calculer le produit scalaire (p'|p”) :

(p'lp") = [ r{p|r){e

N A e I AR

qui est la transformée de Fourier de la distribution de Dirac. D’ou :
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(p'lp")=o(p'—p")

Au méme titre que I'ensemble {s,(r-r)}, 'ensemble des fonctions d’onde
{v,(r-r)} constitue une base. On a donc la relation de fermeture suivante

Jplp)pl=1

5.1.c. Passage de lareprésentation {r)} alareprésentation {p)l

Remargquons que

Un ket |y) donné est représente par (r|y)=y(r) dans la représentation {|r)|
et par (p|lv)=w(p). On sait également que y(r) et w(p) sont reliees par
transformée de Fourier. On le vérifie aisément par les relations de
transformation. En effet,

(rlw) = [dr(r'|p)(p|w)=

Ie’*‘

et inversement,

ol = ool =L fe v

19



5.2. Opérateurs Ret P

5.2.a. Définition de I'opérateur R
Soit un ket |y) donné et (r|y)=y(r) la fonction d’onde correspondante. Par
définition de I'opérateur X, le ket :

v =X]y)

est représenté, sur la base {|r)}, par la fonction (r|y")=y(r) telle que :

v'(X,Y,2) =Xy (X.y,2)
ou encore

(rX|w) = x| )

En représentation I'opérateur X coincide avec I'opérateur multiplication
par X.

Considérons l'action de l'opérateur X sur le ket |r') et décomposons le
vecteur obtenu sur le ket |r). On a:

(e ) = e l(XIr)) = (¢ [)ir)

Or
(r'|X|r) = <r’|(X|r>) =x(r'[r)=x'5(r' =r)=xs(r —r")=x(r'|r) = <r'|(x|r>)

soit

Y|r)=y]r) et Zlr)=2r)
et, de la méme facon,

(My)=vilv) et (i) =)

20



Les kets |r) sont donc les kets propres communs a X, Y, Z. On dira que

chaque vecteur propre est repéré par un vecteur r, dont les coordonnées
X, Y et z représentent trois indices continus correspondant aux valeurs
propres de X, Y et Z.

La manipulation des opérateurs X, Y et Z est particulierement simple en
représentation {r)}. Par exemple, pour calculer I'éléement de’ matrice

(p|X|w), il suffit d’'intercaler la relation de fermeture entre (y»| et X. On a
alors :

(oIX|w) = [r(olr)r[Xlw)  SOIt  (p[X|w)= [ o"(r)xy(r)

Les opérateurs X, Y et Z sont considérés comme les composantes d'un
opérateur vecteur R.

21



5.2.b. Définition de I'opérateur P

On déefinit de méme l'opérateur vectoriel P par ses composantes Py, Py,
P~ dont I'action, en représentation {Ip)}, est donnée par :

rlPfw)

riR,w)

)

rP.ly

P{r|w)
p(rv)
p.(r|v)

ou px, py et pz sont les indices qui apparaissent dans le ket |p). Nous

verrons plus tard leur signification.
Cherchons comment I'opérateur P agit en représentation {jp)}. Il suffit

pour cela d'utiliser la relation de fermeture et la matrice de changement
de base

(r[Plw) = [t p)p P v) =(27) ** fd'p e p.uip)

soit

<r |Px| (//> _ (27[h)—3/2.|‘?%[e_h(p%#@yy*ﬁzz)w(p)} d3p

En permutant dérivée et intégrale, on obtient :

R~ - i) ] € vkt 22 ot

Oou encore .

(RIv) =12 (rlw)

Par extension sur les autres coordonnées, on obtient :

(rPlv) =29 (r|v)
En représentation {|r)}, 'opérateur P coincide avec I'opérateur différentiel

iﬁv appliqué aux fonctions d'onde.
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5.2.c. Relation de commutation

On peut également se placer en représentation pour calculer les
commutateurs entre X, Y, Z, Py, Py et Pz. Par exemple, calculons [xp,].

en écrivant :
(DXPIY) =P ~PX)lw)
= (XPdv)-{rPXv)
= X{rRv)- 1= (r[X|w)
= DLy (x(r|v)
soit

(r[XPly) =inr|w)
En écrivant in=ix1, on peut I'intercaler dans I'expression précédente :
(r[XPJw) =(rlinly)

et par identification,

[X,P, ] =in

On peut étendre le résultat a 'ensemble des commutateurs, soit :

[P.P]=0 ¢ (ii=123)

Ces relations sont connues sous le nom de relations de commutations
canoniques.

5.2.d. R et P hermitiques
Pour montrer par exemple que X est un opérateur hermitique, il suffit

d’utiliser la formule :

(o[Xv) =[[dr o xulr)] = (wiXlo)

23



Cette égalité est caractéristigue des opérateurs hermitiqgues. Des
démonstrations analogues prouvent que Y et Z sont aussi hermitiques.
Pour Py, Py et Pz, on peut utiliser la représentation {jp)} et les calculs

sont alors les mémes.
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Chapitre Il. Les Postulats de la

Mecanique Quantique
En mécanique quantique, nous devons énoncer des postulats qui
permettent de répondre aux questions suivantes :
1. Comment décrire a un instant donne, un systeme physique ?

2. Pour un systeme physique donné, comment prévoir les résultats
de mésure d’'une grandeur physique ?

3. Connaissant I'état du systéme a linstant donné t =0, comment
prévoir I'évolution du systéme au cours du temps ?

1. ENONCE DES POSTULATS

1.1.Description de I’état d’un systeme
Pour caractériser I'état quantique d’'un systéme nous avons associé un

ket de I'espace des états &r. ‘//(r) = <r ‘ W> .

On caractérise I'état quantique d’'un systéme par le ket |W>

ler postulat : A un instant tg fixé, I'état d’'un systéme physique est défini

par la donnée d'un ket ‘W(to» appartenant a I'espace des états E.

1.2.Description des grandeurs physiques

Nous avons utilisé un opérateur H relié a I'énergie totale d'une
particule dans un potentiel scalaire.
* opérateurs R et P relatifs a la position et I'impulsion du systeme.
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2eme postulat : La mésure d’'une grandeur physique mesurable # est
décrite par un opérateur A agissant dans £. Cet opérateur est une
observable.

1.3.Mesure de grandeurs physiques

A.Résultats possibles

Le lien entre I'opérateur H et I'énergie totale de la particule montre que
seules les énergies égales aux valeurs propres de l'opérateur H sont
possibles.

3eme Postulat : La mesure d’'une grandeur physique # ne peut donner

comme résultat qu'une des valeurs propres de |'observable A
correspondante.

La mesure de # donnera toujours une valeur réelle, puisque I'opérateur

A est par définition hermitique.
Si le spectre de A est discret, les résultats que I'on peut obtenir en
mesurant # sont quantifiées.

B.Principe de décomposition spectrale

e Cas d’un spectre discret non dégénére

Supposons d’abord que le spectre de A soit entierement discret. Si
toutes les valeurs propres ap de A sont non-dégenérees,

A|un> - an|un>

A étant un observable, I'ensemble des |Un>, gue nous prendrons

normeés, constitue une base dans &, et le vecteur d’état |W> peut

V)= Tedlu)

s’écrire :
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On postule alors que la probabilité p(an) de trouver la mesure de A
est:

P(an) =[ca|” =f(un|w)f

4eme postulat (spectre non dégénéré) : Lorsqu’'on mesure la grandeur
physique A sur un systéme dans I'état “//> normé, la probabilité

p(an) d’obtenir comme resultat la valeur propre non-dégénerées an de
I'observable A correspondante est :

P(an) =[ca|” =f(un|w)?

ou |Un> est le vecteur propre normé de A assaocié a la valeur propre an.

e Cas d’un spectre discretidégénéré
Supposons ensuite que certaines valeurs propres an soient dégénérées,

i
: . s [Un ) .
il leur correspond plusieurs vecteurs propres orthonormés | " n/

i i . P
A‘un>=an un> ; 1=12,...9,
|W> peut encore étre développé sur la base orthonormée {UL>} de la
maniéere :
9 _
. | |
w)=22.cilun)
n i=1

Dans ce cas, la probabilité 2(a,) devient :

plan) = Xl = Xl

C,
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4eme postulat (spectre dégénéré) : Lorsqu'on mesure la grandeur

physique A sur un systéme dans |'état |‘//> normé, la probabilité P(an)
d’obtenir comme résultat la valeur propre non-dégénéerée ap de
I'observable A correspondante est :

7(a,) =2CL ‘- Ig_ZlK v

ou |Un> est le vecteur propre normé de A associé a la valeur propre ap.

e Cas d’un spectre continu
Supposons maintenant un spectre continu et non-dégénéré : Lorsqu’on

mesure la grandeur physique A d’'un systeme dans |'état ‘l//> norme, la

probabilité dp(a) d’obtenir un résultat compris entre ¢ et a+da vaut :

() p(ada—‘ ‘w da

ou ‘Va> est le vecteur propre correspondant a la valeur propre a de

'observable A associée a 4.

3. REDUCTION DU PAQUET D’ONDE

* mesurer a un instant donné, la grandeur physique A.
Si le ket |y) qui représente le systeme immeédiatement avant la

mesure, le quatrieme postulat lorsqu’on effectue réellement la mesure,
on obtient un seul de ces résultats. Imnmédiatement aprées la mesure, il
n’est plus question de « probabilité d’avoir obtenu » telle ou telle valeur
car on sait laquelle a été obtenue, c’est a dire ap. On sait alors de facon
certaine qu’immeédiatement apres la mesure le systeme est dans I'état
propre |u,) correspondant a la valeur ap.
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Si I'on effectue une deuxiéme mesure de # aussitot apres la premiere,

on trouvera forcément le méme résultat an puisque l'état du systeme
n'‘est plus |y) mais |u,).

On dit que la mesure a perturbé le systeme. Le schéma suivant
représente I'évolution du systéme au cours de la mesure.

Mesure donnant
le résultat an

|

Un> AN [Y(0)

W(0)> > lul)

—~ Vv

0 t, t,

Figure 5.1.
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Lorsque la valeur propre ap est dégéenérée, on peut généraliser le
postulat. Supposons que |y) se développe de la maniére suivante :

Gn _
=222 calun)
n i=1
Lors de la mesure, la modification du vecteur d’état lors de la mesure
s’écrit :
i
u,)

an
\w) =
Ci

n

i

i=1

Uin> est le vecteur |l//> défini plus haut, c’est-a-dire la projection de

9
2.C
i=1

|W> sur le sous-espace propre associé a an.

O
Signalons le terme de normalisation { Cn
|

-1

2} tel que (w|w)=

Comme :

u;,> et (v|Pw)=

On en déduit I’état de la particule, immedlatement apres la mesure,
est :

g
P.lv)=> c,
=1

=1

v)

5eme Postulat : Si la mesure de la grandeur physique 4 sur le systeme
dans l'état |y) donne le résultat ap, I'état du systéme immeédiatement
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Palv)
apres la mesure est la projection normeée, <(//n‘P ) de |y) sur le sous-
n

espace propre associé a an.

1. EVOLUTION DES SYSTEMES DANS LE TEMPS

L’équation de Schrodinger décrit I'évolution quantique d’un systéme
constitué par une particule soumise a un potentiel.

6eéme postulat : L'évolution dans le temps du vecteur d’état |y(t)) est

régie par I’équation de Schrodinger :

- w(t) = HO )

ou H(t) est 'observable associée a I'énergie totale du systéme.

H est appelé I'opérateur hamiltonien du systeme.

1.1. Regles de quantification

1.1.a. Enonceé

A la position r(xy,z) de la particule est associée I'observable Rr(x,y,z).

A l'impulsion p(p,.p,.p,) de la particule est associée I'observable p(p,p,.P,)
Rappelons que les composantes de R et P vérifient les relations de
commutation canoniques :

[R.R;|=[P.P]]=0
(i,j=1273)
R,.P,|=ins,

L’observable A qui décrit une grandeur physique # définie classiquement

s’obtient en remplacant, dans I'expression convenablement symétrisée
par A, r et p par les observables R et P respectivement.
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e || existe des grandeurs quantiques qui n’ont pas d’équivalent
classique, par exemple le spin des particules.

1.1.b. Exemples importants

e Hamiltonien d’une particule dans un potentiel scalaire

Supposons une particule sans spin de charge g et de masse m, placée
dans un potentiel électrique dérivant d'un potentiel scalaire ufr).
L’énergie potentielle de la particule est donc v(r)=qu(r). L’'hamiltonien est

égal a I'énergie totale du systéme, somme de I'énergie potentielle et de
I'énergie cinétique’. On a alors :

2

#(r.p) :§—m+v(r)

avec p:mg—;:mv ou v est la vitesse de la particule. Il N’y a aucune

difficulté pour construire I'opérateur quantique H correspondant a #. On
obtient simplement :
PZ
H:%+V(R)
V(R) est I'opérateur obtenu en remplacant r par R dans v(r). Dans ce cas
particulier,

2m

2ot =| 2 IR) o)

e Hamiltonien d’une particule dans un potentiel vecteur

Supposons ensuite que la particule soit plongée dans un champ
électromagnétique quelconque, on montre que la fonction de Hamilton
classique devient :

2
#(r.p) = [pz - qA(r,t)] +qu(r,t)
ou A(rt) et v(r,t) sont les potentiels scalaires et vecteurs qui décrivent le
champ électromagnétique ou p est I'impulsion généralisée qui s’exprime
par :
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p= m% +0A(r,t) = mv +gA(r,t)

Le fait que la force de Lorentz ne dérive pas d’'un potentiel entraine
linégalité entre 'impulsion p et la quantité de mouvement mv®. Comme
A ne dépend que de r et t et non pas de p, on peut remplacer A(rt) par

un opérateur quantique A(Rt) correspondant et on obtient :
1> 2
H(t) = %[P —gARY)] +V(R)
ou V(Rt)=qu(Rt). L’€quation de Schrodinger devient alors :

ih% w(t)) = [%[PZ ~gARL)] + V(R,t)}| (1))

! Ce n'est le cas que lorsque le systéme subit une force qui dérivent d’'un potentiel.
% Voir le formalisme lagrangien et hamiltonien.
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Chapitre lll. L’oscillateur harmonique

guantique

1.1. Introduction : Importance de I’oscillateur harmonique

* Un grand nombre de systéemes sont régis par les équations de 1’oscillateur
harmonique. = le comportement d’un systéme faiblement perturbé qui revient a
sa position d’équilibre.

* Les résultats s’appliquent aux oscillations des atomes d’une molécules autour
de leur position d’équilibre ou encore aux oscillation d’ions et d’atomes dans un
édifice cristallin.

* L’oscillateur harmonique intervient également en Electromagnétisme. On
montre, en effet, qu’une infinité d’ondes stationnaires peuvent exister dans une
cavité. Ce sont les modes propres de la cavité. Tout champ électromagnétique
peut alors étre décomposé sur ces modes.

Pour quantifier le champ, il suffit donc de quantifier ces oscillateurs.
L’oscillateur harmonique joue également un grand réle dans la description
d’ensembles de particules identiques. On peut lui associer un ensemble de n
particules identiques (ou quanta) possédant chacune une énergie reo. Le
passage d’un niveau N @ un niveau n+1 OU & un niveau n-1 s’accompagne de la
création ou de I’annihilation d’un de ces quanta. On définira des opérateurs
créations et annihilation qui prennent tout leur sens dans les problemes
d’interactions entre matiére et anti-matiére (positron-électron, photons-photons,
etc...)

1.2. Oscillateur harmonique classique

L’exemple le plus simple correspond au probléme a une dimension
d’'une particule se déplacant dans un potentiel de la forme :

V(x) = %kx2

La force qui s’exerce sur la particule est définie par :

d .
F = —gradv = —[&V(x)}ex soit
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La particule est soumise a une force de rappel qui I'oblige a osciller
autour d’une position d’équilibre. La loi fondamentale de la dynamique
classique donne alors :

d*x

m— = —kx
dt?

gui admet comme solution les fonctions sinusoidales de pulsation a)=\/%

de la forme :
X(t) = X, cos( et — o)
La particule est animée d’'un mouvement oscillatoire autour de la
position d’origine O d’amplitude x,,, de pulsation @ et de phase ¢. Les
guantités x, et ¢ sont définies par les conditions aux limites.
Classiquement I'énergie cinétique de la particule vaut :
1 _(dx)* p?
ngm(aj = om avec p=m2—)t(

L’énergie totale E de la particule est :
2

2m 2

Avec x =X, cos(at - ¢), ON oObtient le résultat classique remarquable :

E= %mwzx;

L’énergie totale de la particule est donc indépendante du temps et peut
prendre n'importe quelle valeur positive ou nulle.

2. DESCRIPTION QUANTIQUE DE L ’OSCILLATEUR HARMONIQUE

2.1. Opérateur hamiltonien

En mécanique quantique, les grandeurs physique x et p sont
remplacées respectivement par les observables X et P, qui vérifient :

[ X,P]=in

L’hamiltonien du systeme :
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L’étude quantique de l'oscillateur harmonique se réduit a la résolution de
I'équation aux valeurs propres :

H|p) =E|¢p)

ou |(0> est le ket d’état associée a la valeur propre E de I'énergie.

En représentation {|x)}, on obtient

Quelques remarques s’'imposent.
¢ Les valeurs propres de H sont positives.
¢ Les fonctions propres sont de parité définie.
¢ Le spectre des énergies est discret.

2.2. Valeurs propres de I’lhamiltonien

2.2.a. Opérateurs x et p
On peut leur associer aux opérateurs X et P deux opérateurs sans

dimension définis par :
% [mo o
h
B mhnw

|5‘/1P
h

La relation de commutation [x,p]=i» conduit a :

et

L’hamiltonien s’écrit alors :

2 2
H= L lmeoxe - mhwp—+%ma)2(ixzj

2m 2 2m Mo
Soit :
2
H="" Theox? =h—“’(P2 +x2)
2m 2 2

D’ou
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A

H = 7ioH | avec ﬁ:%(ﬁ%%)

On réduit le probléme a la recherche des valeurs propres E, et des

vecteurs propres ‘(P'V> de H.

Les vecteurs propres de H sont vecteur de propres de H et les valeurs
propres respectives sont reliées par la relation :

E = hokE

2.2.b. Opérateurs a et a*

Comme X et p sont des opérateurs qui ne commutent pas, on a
I'inégalité suivante

P2+ X2 # ()A( + ils)()A( - ils)

Il est cependant utile de définir les opérateurs

a= ()A(+iI5)

Sl

et

(5(- iﬁ)

-

de telle sorte que :

)A(:%(aﬂra) et ﬁ:%(a*—a)

Le commutateur [a, a+] vaut :
1 e ae A1 i ffael oA
[a,a ]:—[X+|P,X—|P]=—([P,x]—[x,P])
2 2

c’'est-a-dire

[a,a*]:l

De plus
a'a =2 (X-iPJ(X+iP) = 2 (% +* +{%P)

Soit
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A

a‘a= %()A(2 +P? —1)

En comparant avec plus haut

H :a+a+E
2

On définit également I'opérateur N de la maniére

N=a'a
Cet opérateur est hermitique, puisque d’apres les proprietés des adjoints
hermitiques

N™ = (a+a)+ = a*(a+)+ =a'a=N

On a aussi :

I:I=N+E
2

Les valeurs propres de H sont valeurs propres de N et vice versa.

Enfin pour conclure, calculons les commutateurs de N avec a et a’.
Ona:

[N,a] = [a*a, a] —a‘aa—aa‘a
—a'aa—aa’'a+a‘'aa—a'aa
=a'[a,a] +[a+,a]a -a’[a,a] —[a, a+]a =-a
De la méme facon, on obtiendrait
[N,a*] = [a*a, a*] —a‘'aa—aa‘'a
—a'aa—aa’'a+a’'aa—a‘'aa
= a*[a, a*] +[a+,a+]a =a’

Soit, en définitif :

[N,a]=-a

et

[N,a+] =a’

L’'idée de I'étude repose maintenant sur l'utilisation des opérateurs N, a
et a*. Nous avons d'une certaine maniére remplacé I'équation aux
valeurs propres de H par celle de N :
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Njg.)=4e.)

Apres la résolution de cette équation, il nous suffira de remarquer que

i .
les vecteurs propres ‘¢v> de N sont aussi vecteur propres de H avec la

E, = (V+1)ha)
2

H‘gpiv>:(v+%jha)‘(piv>

2.3. Détermination du spectre

valeur propre associee :

et donc que

2.3.a. Lemmes

e Llemmel

les valeurs propres v de N sont positives ou nulles.
Soit un vecteur propre |¢,) de N et écrivons que le carré de la norme du

vecteur dy.) est positive ou nulle :
et )| = (o aale) 0
Or
(p,[a"al@l) = (2\N[)) = V[0l |0} ) = v
D’ou
v=>0
e Lemme 2

Soit un vecteur propre non nul
(1) Si v=o0, le ket a¢,_,)=0 ;

(i) Si v>o0, le ket ay)) est vecteur propre de N avec la valeur

¢,) de N, de valeur propre v.

propre v-1.

D’aprés ce que I'on a écrit plus haut, pour v=o:
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Ha\ (Piv:o>H2 =0(p| @5 ) =

Or seul un vecteur nul a une norme nulle. On en deduit que a‘(0'0> =|0)
ou |o)désigne le ket nul.

Supposons ensuite que V>0 et calculons I'action du commutateur [N.a]

sur |gl). Ona:
o.)=-a¢),)

o.)=aN|p.)=ag.) = (r=Uajgl)
On déduit que d¢,) est vecteur propre de N avec la valeur propre v-1.

Na)

D’ou

e Lemme 3
Soit un vecteur propre non nul |,).de N, de valeur propre v.

*|¢.) est toujours non-nul ;

*|¢.) est vecteur propre de'N avec la valeur propre v-+1.

“|¢.) donne :

a'lol)= (ol
7.+ (o,
o.)

Or v>0, cette norme est toujours positive. Donc a'|y,) est toujours non

B

a

(@, 2
(o

(v+1)

o)

<0‘v>

o)

¢’v

nul.
Appliquons ensuite le commutateur [N,a’| & |¢,). On obtient :

p)=a’

?.)

)

D’ou

Na"

(V—I— 1)a+

o,)

g/)'v> = a+N‘goiv> +a’
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On déduit que a*

¢,) est vecteur propre de N avec la valeur propre v+1.

2.3.b. Spectre N constitué des entiers non-négatifs

Considérons une valeur propre n et le vecteur propre

¢,). On peut

toutjours trouver un encadrement de v par deux entiers conseécultifs :

n<v<n+1

Le ket |¢,) est vecteur propre de N avec la valeur v, le ket a

vecteur propre de N avec la valeur v-1, le ket a?

14

p,) est

p,) est vecteur propre
de N avec la valeur v-2, ainsi de suite jusqu’'au ket a

¢,) qui vecteur
propre de N avec la valeur propre v—n. Comme v>n, le ket a

p,) existe
et sa valeur propre associée est positive ou nulle et inférieure a 1.

Puisque ce ket existe, on peut appliquer une fois de plus l'opérateur a.
Son action sur a'|¢,) donne un vecteur non-nul puisque o<v-n<1 (lemme

2) dont la valeur propre associée est strictement négative, en
contradiction avec le lemme 1. On en déduit qu’il faut que I'action de a
sur le ket a"¢,) conduise ala valeur propre O et donc :

v=n>0

Les valeurs propres de N sont des entiers non-négatifs.

2.3.c. Interprétation des opérateurs a et a*
Supposons un état propre

¢,) de N, donc un vecteur propre de H avec
la valeur propre E,=(n+¥2)r». En lui appliquant 'opérateur a, on obtient
un vecteur propre de H dont la valeur propre de I'énergie associée vaut :

Ens =(n-1+1Y2)ho =(n+Y2)ho - ho

De la méme fagon, I'application de a* sur le premier vecteur conduit & un

vecteur propre de H de valeur propre associée :
Enp =(n+1+Y2)hew = (n+12)hw + ho

41



Pour ces raisons, on dit que a est un opérateur d’annihilation et a un
opérateur de création : leur action sur un vecteur de propre de H fait en
effet disparaitre ou, au contraire, apparaitre un quantum d’énergie o .

2.3.d. Dégénérescence des valeurs propres

A priori, nous avons introduit I'indice i pour tenir compte d'éventuelles
dégénérescences des niveaux, cest a dire qu'a une valeur propre
donnée E, correspond plusieurs vecteurs propres |q) P

Nous allons voir qu’il n’en est rien et qu’a une seule valeur de I'énergie
correspond un seul état propre.

P

e Non-dégénérescence du niveau fondamental
Soient les vecteurs propres |¢;) de N associes a la valeur propre n=o. Ils
verifient tous I'égalité :

a|(oi)>:O

Or, avec

a=—(X+iP) , X- Mo xet p-| L p
J2 h Mmhw

I'égalité précédente devient :
1 mao . 1 i
_\Q{VTX“\IMP}WO%O

et en représentation {x)},

Mo d) |
[7X+d_xj%(x)=0

avec gj(x)=(x|g). La résolution de cette équation conduit a la solution
unique:
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ou C est une constante d'intégration. Il existe donc un seul ket |4;) (a un
facteur pres) correspondant a la valeur propre Eoz%“’ de I'énergie. Par

conséquent, le niveau fondamental n’est pas dégénére.

e Non-dégénérescence de tous les niveaux

La démonstration s’effectue par récurrence. Supposons que le niveau
E, =(n+¥2)ne SOIt non-dégéneré et qu’il corresponde au ket |¢,). On a :

Hj@,) =Eq|on) ou  Nig,)=nig,) (1)

Considérons alors le ket

o) tel que :

N

¢7in+1> = (n +1) ‘/’in+1>

On sait que le vecteur aly. ) est aussi vecteur propre de N avec la valeur

n:

oha) - (i)

Na|§0in+l>:na
En comparant (i) et (ii), il existe donc un nombre ¢' tel que :

al

(/7in+1> :Ci|§0n>
Appliquons ensuite a* aux deux termes :

a‘a

Ph1) =N|@ha) = (+1)| oha) =C'a’|0,)

et donc :
i c .
¢n+l>:ma |(pn>
Les |l.) ne different entre eux que par la constante ¢ car |p,) est

unique. lls sont equivalents a un seul ket

¢..) correspondant a la valeur
E... Par récurrence, comme |p,) est unique, |e.)), [@,),.es|@,) ... SONt
uniques. En conclusion, tous les niveaux sont non-dégenéres.
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2.4. Etats propres de I’hamiltonien

Nous admettrons que N et H sont des observables, c’est a dire que le
systeme de leurs vecteurs propres constitue une base dans I'espace a
une dimension Ex qui permettra de décomposer tout état quelconque

d’'une particule.

2.4.a. Représentation {|p,)}

Nous allons chercher a exprimer les relations entre les différents
vecteurs propres |p,) de N (ou de H). On pourra alors construire la base

fon)}
Supposons que le vecteur |,) correspondant n=o soit normé. D’apres le
lemme 1, le vecteur |p,) est proportionnel avec :

|¢71> = Cla+|¢)0>

La base {¢,)} est constituée de vecteurs normés. Cette condition permet
de déterminer ¢' car (¢, |e,)=1. De plus nous prendrons arbitrairement sa
phase par rapport a |¢,) et nous supposerons c' reel et positif. On a alors

[aa’| o)
|(a*a+1)| ?o)
0[N +1)| o)
|25)

car [aa’]l=1 et N=a‘'a. Comme (p,|p,)=1,
) =1 soit ¢, =1
On adonc:

lp.) =2’ 0o)

De la méme facon, on peut construire |¢,)=c,a’le,). EN imposant a |e,)
d’étre normé, on obtient :
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<‘/’2|¢’2>:|Cz| (p:laa’|oy)
=le[ {il(a"a+ o)
= e[ {il(N + 1] 0y)
= 2|C2| CATAES!

car Njp,)=|¢,). D'ou, avec (p,|¢,) =

ef =2

soit

1

C,=—
* 2

avec c2 réel. Le procédé se généralise facilement. Si on connait le ket
normé |¢,.), alors le vecteur norme |p,) s'écrit :

| (0n> = Cna+| ¢n—1>

Comme :

<¢n |(pn> = |Cn|2<(pn—1|aa+|¢)n~l>

=nle," =1

Avec les choix des coefficients réels,

C

n

1

Jn

Par application successive de a*, on obtient :

|00) = =alona) =

( a’) | o) =

T T
_ 1 1 _(
JnJn-1"2
soit
|¢n>=%(a*)n|<po>

2.4.b. Relations d’orthonormalisation et de fermeture

e Relation d’orthonormalisation

H étant hermitique, les kets correspondant a des valeurs de n différentes

sont orthogonaux. Comme chacun d’eux est norme,

relation d’orthonormalisation :
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<¢)n' |¢)n> = 5n’n

e Relation de fermeture
D’autre part, H est une observable. L'ensemble des |»,) constitue donc

une base dans l'espace a une dimension des états. Cette propriété
s’exprime par la relation de fermeture :

2loaeal=1
2.4.c. Action des divers opérateurs

Nous avons remarquer que les opérateurs X et P sont des combinaisons
linéaires des opérateurs a et at. Il est donc trés utile de préciser I'action
des opérateurs création et annihilation sur les vecteurs propres |¢,) de

H.Ona:

alp,)=Vn+1p,)| €t |dg,)=vn|p,.)

La deuxieme équation se démontre aisément. En effet,

=

o= - 00,.) |- el

5

= %[(a*a+1)|gon,l>] = %N|§0n—l>
= \/ﬁ|¢n—l>

On peut alors expliciter I'action des opérateurs X et P sur les vecteurs
lp,). ON obtient :

(5 Heto
- \/%[\/F Poia) + \/ﬁ|¢’n—1>]

Plou) = Jmio —=(a"~alls,)
e T, - o)

et
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On en déduit les éléments de matrice des ces opérateurs dans la
représentation |¢,) :

¢n> =+vn+1 5n+1p

a+

(05

<(”p |a|¢n> =n a1

(0, X @0) = ,/ﬁ[\/nﬂémp +\/ﬁgnflp]

(oo Plon) =i [ 12,0~ 15,5

Par exemple, on peut représenter les opérateurs a et a*.

0 J1 0 ©
0 0 J2 0
0 0 0 3

@=(: = =+ . 4
0 0 0 0 0 +n

et
0 0 0
V1 0 0
0 V2 0
0 J3

@)=l o

0 0 0 0 vn+1 0

2.4.d. Fonctions d’onde associées aux états stationnaires

Les différents états propres de I'hamiltonien sont représentés par le ket
l¢). En représentation {|x)}, on obtient les fonctions d'onde

correspondantes. De la connaissance de I'état fondamental et de I'action
des opérateurs, on peut déterminer 'ensemble des fonctions d’onde.
Nous avons deéja calculer la fonction d’'onde de I'état fondamental
correspondant a n=o, Soit :
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1mo
=2

(po(x) =Ce 2"

C est déterminée par la condition de normalisation, [”|p,(x)dx=1. OnN

obtient :

ya Y4 1moe ,
maw mao > X
c-[me et x =(—j ez

( ﬂhj %( )

Pour obtenir les autres fonctions d’onde stationnaires, il suffit d’appliquer
I'opérateur a*. En effet,

-(x[(2) |oo)

1 [ fmo, o al
AR ma_dx ol

soit encore :

Une telle fonction est appelée polyndbme d'Hermite. Elles sont
constituees par le produit d’'un polynébme de degré n, de parité (-3" par

une exponentielle e 2. Un calcul simple donne les premiéres fonctions

gon(x) .

et

Les figures suivantes représentent les variations de ¢,(x), ¢,(x) €t g,(x).
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Figure 5.8.

De méme, on peut représenter les densités de probabilité p,(x), p(x) et
p.(x) associées a ces trois niveaux. Par définition,

2

Pu(X) = [oa()

(/)O(X)Z{le/z

mao

Figure 5.2.

La fonction d’onde prend des valeurs notables pour des valeurs de x
d’autant plus éloignées de 0 que n est grand. C’est la traduction du fait
que plus I'énergie du systéme augmente, plus I'amplitude x, des
oscillations est importante. La particule posséde une probabilité non
négligeable d’atteindre ces régions.
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Chapitre IV. Théorie quantique generale
du moment cinétique

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’appliquer les postulats
guantiques a un probleme important en Physique : le moment cinétique.

Avec le succes du modele atomique de Bohr et de sa quantification
empiriqgue du moment cinétique, les physiciens expérimentateurs
etudierent systématiqguement les atomes par spectroscopie, c'est a
dire par l'analyse du rayonnement que les atomes émettent
lorsqu’on les excite.

lls furent surpris d’observer que plusieurs valeurs du moment
cinétique - plus exactement de son carré > et de sa projection sur
I’axe Oz - conduisaient a laméme énergie.

Ce résultat contraire a la théorie de Bohr qui prévoyait une seule
valeur du moment cinétique L pour une énergie donnée, devait faire
apparaitre l'important concept de la quantification du moment
cinétiqgue en Mécanigue Ondulatoire.

1. THEORIE GENERALE DU MOMENT CINETIQUE ORBITAL
1.1.Position'du probléme quantique

A. Relations de commutation

Supposons une particule sans spin plongée dans un potentiel
central par exemple, un électron gravitant autour d’'un noyau. On désire
déterminer I'équivalent quantique de son moment cinétique 4. c’est-a-

dire I'observable L. Utilisons les régles de quantification :
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L —L,
4, L, et L7 517

L, —>L,
Par définition, on a:

L=RAP

En utlisant les regles canoniques de commutation, on peut

facilement calculer les commutateurs ['—n'—j] (i,] =X¥,2). On trouve

alors :
=LX,Ly__ = iaL,
1 |Lys L= 1AL,
L,.L | =inLy

2 2 2 2
Introduisons Popérateur L~ =L +Ly +L, que nous admettrons étre
une observable. On peut vérifier que :

2
L*L]=0
c’est a dire que L2 commute avec chaque composante de L.

On montre qu’une observable est une constante du mouvement si
elle commute avec I’hamiltonien H. Chaque composante de L et L2
vérifient cette condition. Donc, pour former un E.C.O.C., on choisira,
outre I’hamiltonien H, I'opérateur L2 et une des composantes de L,
L,. par exemple.

Le probleme se réduit donc a trouver les vecteurs propres
communs a ces opérateurs.
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B. Opérateurs L+ et L_

Au lieu d'utiliser les composantes Ly et Ly du moment cinétique L, on
préfére utiliser les combinaisons linéaires suivantes :

L, =L, +iL,
L =L, -iL,
Bien qu’ils ne soient pas hermitiques, L+ et L. sont adjoints I'un de

l'autre. A partir des relations de commutation précédentes, on vérifie les
relations suivantes :

L,L, |=5AL,
L,L|=-nL
1[L,,L] = 2L,
\-LZ,L+- =[L2,L_] :[LZ,LZ] =0

Calculons les produits L,.L_ et LL,. Pour L.L_,ona:

LL =(L+ib )L —ity ) = 5 + L +i[L,L |

soit
De la méme manieére,

que 'on écrit encore :
LL =L"-L2+AL, et LL =L*-L2-nL,
En additionnant,

B:%@¢j¢¢g+@
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I. Valeurs propres et vecteur propres de Jo et J»

L2 est la somme de trois opérateurs hermitiques (L,L_.LL, et Li).
Quelque que soit le ket |y), I'élément de matrice (y|.?y) est positif ou nul.
En effet,

(WI?v) = (wllw) + (w5 v) + (wIc]w) = ((wib)(Ldw) + (vl L ]w) # (v Ll v)

Comme Ly, Ly et Lz sont hermitiques,

(wI]w) = (Ldw)) (Ldw) +(L1w) (Slw) +(L]w)) (Ll v))

et donc
(L) o

() I (1)

(w[?w) =)

Supposons que |y) Soit vecteur propre de L2 avec la valeur propre o-.
Alors :

(L) = alwly)
Comme (y|y)>0, forcément «>0. On en déduit que les valeurs propres

de L2 sont toujours positives. Supposons ensuite que ces valeurs
propres de 12 s’expriment sous la forme :

a=1(1+)7*  avec 120

La donnée de | détermine complétement la valeur propre a.
Quant aux valeurs propres de Lz, nous les poserons de la forme :

m#

Nous repérerons les vecteurs propres communs aux opérateurs H,
L2 et L, par la convention suivante :
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k,I,m)

ou k, | et m représentent les valeurs propres respectives de H, L2 et
L.

Notre probléeme consiste alors a résoudre les éguations aux valeurs
propres suivantes :

L2k, I,m) =11+ DA% |k, L,m)| et |L,|k,I,m)=mn|k,I,m)

1.Lemmel

Si |(| Jrl)h2 et M sont les valeurs propres de L2 et L, associées au
méme vecteur propre |k,I,m), alors | et m satisfont aux inégalites :

—| <m<I|

Pour cela, considérons les vecteurs L,|k,L,m) et L |kILm), et écrivons
que le carré de leur norme est positif ou nul :

LJk L m) = (kL mlLL, [kLm) 20 et [L]kLm) =(kLmlLL |klm) >0
Or

(k1 mlL L, [kl m)= (k,I,m|(L* 2 = 7L, )| k, 1, m)
= (I +)n* - m?h? — mn?
= [I(I +1) —m(m +1)]h2
De méme,
(kL m[L,L [l ] m)=(k,Lm|(L* =2 + AL, )|k, I, m)
= (1 +n* — m?n® + mh®
=[1(1+3) - m(m-1)]#?

En reportant dans les inégalités précédentes, on trouve :

(1+)-m(m-1>0 gt 1+ -m(m+1) >0
soit
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—(I+1)Smsl+1 et —l<m<I+1

Ces deux inégalités ne sont vérifiées que si la condition

—<m<l
est réalisée.

2.Lemme 2

Soient I(1+1)n* et mi les valeurs propres de L2 et L, associées au
méme vecteur propre |kI,m).
Si:

(i) m=-1 alors L |kI-1)=0

(i) m>-1 alors L |k,I,m) est vecteur propre non-nul de L2 et L,

avec les valeurs propres |(1+1)n* et (m—1)

En effet, supposons m=—-|.On a:

Lkl m)] = (kL mlieL kL m) =11 +2)+1(~1 -D)]r? =0
Seul le vecteur nul possede une norme nulle. On en déduit que
L_|k,|,—|>:0_
Supposons ensuite que Mm>-l. L|klm) est un vecteur non nul.
Appliquons-luirle commutateur [LZ,LZ] . Puisque L2 et L . commutent, on

a.

L,L ]k 1m)=0
ou encaore
L2L_|k, I, m) = L L?|k,1,m) = I(1 + DA>L_|k,1,m)

Ce qui montre que L |k, m) est vecteur propre de L2 avec la valeur propre

I(1+2)7% .
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D’autre part, appliquons I'égalité opératorielle [LZ,L,] =-hL_a |kl,m). On
a:

[L.L ]k, 1,m) =(LL —LL,)kIm)=—naL_|k,I,m)
soit
LL |k I,m)=LL,|k,I,m)-naL|k,1I,m)
=maL_|k,1,m)-nL_|k,1,m)

=(m-1)aL_|k,I,m)

Cette egalité montre que L|kI,m) est donc vecteur propre de Lz avec
la valeur propre (m-2x.

3. Lemme 3

Soient 1(1+14* et mx les valeurs propres de L2 et L, associées au méme
vecteur propre |k,I,m).
Si:

(i) m=1 alors L |kI,m)=0

(i) m<i alors L|kl,m) est vecteur propre non-nul de L2 et L,

avec les valeurs propres
I(1+9n* et (m+1n .

Pour la démonstration, on se reportera au cas précéedent.

ii. Détermination du spectre de L2 et de L,

Nous n’effectuerons pas la démonstration. Nous énoncerons simplement
le résultat qui découle des trois lemmes précédents.

Soit L un moment cinétique quelconque obéissant aux relations de
commutation énoncées plus haut. Si I(1+17* et m» désignent les valeurs

propres de L2 et L, alors :
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- les seules valeurs possibles pour | sont des nombres entiers
ou demi-entiers positifs,

ou nuls, c’est-a-dire : 0, y2, 1, 3/2, 2,...

- pour une valeur fixée de |, les seules valeurs possibles pour m
sont les (21+1)

nombres : -j, -j+1,...j-1, J; m est donc entiersi | est entier,
demi-entier si | est
demi-entier.

Soit le vecteur %le,l,m) oU «a est supposée réelle. Appliquons-lui
'opérateur L. On a alors d’aprés le lemme 1 :
L[ 20 m)) = (mean i,
Or
L,|k,I,m-1) =(m-1nk,1,m-1)
D'ou :

K Lm=2) =L k.1, m)
(04
Cherchons a normer ce vecteur. On a :

11
(k,l,m=-1]k,I,m-1) = E;(k,l,m|L+L_|k,l,m> =1

Or:
1

dou = Mg mm 1]

(k1 mlL, L[k, lm) =[1(1+1) - m(m-1)]#*

et donc :

1
Il +1) —m(m-1)

kI, m-1) = L_|k,I,m)

De la méme maniere, on peut écrire I'action de L+ comme :
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1

afl(1+2) —(m+1)

Les vecteurs constituent |k,,m) une base orthonormeée. L’action de L. sur

kI, m+1)= L.|k,1,m)

le vecteur |kILm) permet de proche en proche de définir une base dite

standard ou lI'on pourra développer tout état du systéme. Le lemme 2
limite le nombre de vecteurs.
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Chapitre V :
LE MOMENT CINETIQUE DE SPIN.

Introduction:

Théorie classiqgue : moment cinétique orbital :

M = 7/r avec y = —%, rapport gyromagnétique.

On définit le magnéton de Bohr: Hg = yh =-927.10%3T172,

Le fait de mettre un atome dans un champs électrique entraine des énergies
supplémentaires, il faut donc rajouter un terme au Hamiltonien :

H=H,-yL-B

avec Hgle Hamiltonien en I'absence de champs magnétique.

1. Etats propres communs a Ho, L2 et |—Z :
H |nlm) = (E, —yBam)|nim)

Hypothése de Ueklenbeck et Goudsmith :

Pour les atomes, il y a une source autre que le moment cinétique orbital,
un moment magnétique interne exprimé au moyen d’un moment cinétique, le
spin.

Generalement

M v 7/L o 7/88 , avec Ys rapport gyromagnétique de spin.

— —

On batit 'opérateur de spin, S, tel que : S est un moment cinétique,

*S est une observable pour I’espace des états de spin.
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[s,.S,]=ins,
S,.S, |=inS,
k[SZ,SX] =inS,

-

Sx, Sy, Sz et S agissent dans un nouvel espace, I’espace des

, - E S2.S .
etats de spin : ¢ dans lequel '~z | constituent un ECOC . Une

base de ces états est {| Sms>} ;
S?|sm,)=7A%s(s+1)|sm,)
S, |sm,)=nh.mg|sm,)

L’espace des états de la particule considérée est le produit tensoriel de

'espace des états ordinaire I et de 'espace des états de spin

E

S :

= Er ®£S :J‘//>: E aij‘l)”ﬁ>®"7”sj>
i,]
Toute observable de E; commute avec toute observable de ES .

Cas du spin 1.
72
72
Dans la base des états de spin {‘%%H%_%» on a les

représentation matricielles :

1
S=—=>m, =
2
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S O O O

_ 1 0
(5°)=57
4 0 1
2. Matrices de Pauli :

On appelle matrice de Pauli toute matrice O telle que :

B R ER A R

* proprietés des matrices de Pauli (exercice a faire):

2 2 2
1 o, =0,/=0,=Id

ici :

X

0,0,+0,0, = 0 opérateurs anticommutatif, noté aussi :

[Gy,GZ l =0
2.
[GZ,O'XL =0
o0, =10,
0,0, =10,
3. _
o,0, =lo,
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Tr(O'X) :Tr(ay) :Tr(az)
det(o, )= det(a ) det(o, )=

(5-A)(5-B)=i5(ArB)+(A-B).Id
3. Représentation dans la base des états de dimension 2:

DO a la notion de produit tensoriel, on doit représenter a la fois la

—

position (opérateur R, 3 composantes) et I'état de spin (opérateurs

—

S?et S,), dans la base {‘F,(?}}", {| rj"9>}, {|I,m,n,g>},

)}
Zg:ﬂﬁr,gxr,gmsr: ’

On introduit la notation des spineurs en appliquant cette relation a un

état W) -
)= [[[1eate races [[[ie-yie-twee

LRI

On peut écrire le bra associé a “//> ;

* Relation de fermeture dans la base {

(v =[V/]*(r)=(z//i(?) wf(f)), appelé spineur adjoint.
On définit alors naturellement :

(wlw) = (w: () z//f(r))[w+(r)]d3r 1

v
vr

par définition des fonctions d’ondes.
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