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CHAPITRE N°1 : |
INTEGRALE DE RIEMANN

RAPPEL DE COURS N

Dans ce rappel de cours, a et b désignent deux réels, avec
a<b.

DEFINFTION :

Soit f continue sur |a, b |, et o =(a,,..a,) une subdivision de

a b
[a,b].
Une somme de Riemann attachée a fet o, c'est une somme
dutype:
Sf;;_, ==Z(ai —a, )f(x), ot x=(x,.x,) est une famille
. k=l )

de points de-[a,b] telle que Vk e Hl, rx|],mcjt = [ni_l,;o:,: ]

Visualisatinn :
T T f(xj)x(a]_an)

|We N
N \/m\

a J.'I : X X b
1 g 4
& 9 A Gy :

AN

que, pour toute subdivision o de pas inférieur & @ et toute

somme de Riemann Sattachée i fet o,

Solt f continue sur [a,b]. Soit &> 0. Alors il existe @ > 0 tel

S—j:j'|'<$
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(Le pas dune subdivision o =(ay,.a,) est la valeur de

‘.lgggﬁfa,- ~a,))

Cas particulier : les sommes S, s, M,
Soit f continue sur [a, b]. On note :
a5 i
I.S'Ju = Z——Ef(a—bkb a)
k=l _n - n
C'est-3-dire : On prend pour @ la subdivision réguligre de
[a_, b] €n n segments, et, en notant o = (a, »-,), 0N prend les
Ty =ag

A n b"'ﬂr > - P ~ = _
E'*azﬂ"Tf(aﬂk 7.1)-7‘3):2;’”“]{“*&&”_1]]

(Méme subdivision, mais x, =a, )

L b-a 1.b-a
M = E - e
= @k 2) )

n.

Les suites (S,), (s,), (M,) convergent vers _r ¥ I

Valeur moyenne d'une fonction continue SUr un segment

Soit f: [a,b] — IR, une fonction continue sur [a, b].
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DEFINITION :

La valeur moyenne de f sur [a,b] est le réel:

= [ f (@)dx.

Explication :

: a b
La valeur moyenne h de fsur [a:, b] est le réel h tel que l'aire

hachurée soit laire - correspondante pour la fonction
constante égale a b,
Ou:

Solt (ay,--4,) la subdivision réguhere de [a,B].
Moyenne arithmétique des f(q,),i € HI, rzq] :
Sfl@)+f@a)+.+f@)_ 1  b-a if(“k)

n b-a n o

tend vers _r F(e)dt

Soit f une fonction continue sur [g, b], alors 3¢ € [a,b] tel
que f(c) =37 [} f (x)dx.

Si on prend une subdivision réguliére de I'intervalle [a, b],
' c'est-3-dire pour tout 0 < i < n—1 les intervalles [x;;4, x;]

B- b~
ont la méme longueur h= -:E, alorson a x5 = x; + —‘E et

done x; =a+ t~—— ; et d'apres la définition de lmteg‘mle,

on a la fermule 1mport:ante qui sert a calculer des limites de
certaines suites :
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X f{xx}:((a, —a,)

(s
N \%//&\\ Z

R

K g b-a
N, O L) S e

I, b~a
=lim =Y f (a +k )
n—++m &=0 n

1 xn=1 s
. f(a+kl_,na)

-+t Tl k=0

1xn-1 . —
= Hm = f(a +kb—n-f‘-)

N+ N L dj=y

a=0eth=1.

Pour. call:uler une somme de Rlemann on prend toujours




es suites déﬁmes par:
[1) Up = Ek..an

(2) up= Ek=,1 s

(8) un= E’L;gﬁ- avecp € IN.

Vi
(4) up=Xkerrjz

ENONCE DES EXERCICES

@)

Calcnl de Izm E;; =175t
Pour faire apparaitre une spmme de Rlemann, 1l suffit

de factoriser par =

c'est-3-dire u, = Zk 1 Ekzz On a donc une
somme de Riemann pnur la fonctmn continue sur
[0,1] définie par f(x) = x, ainsi,u, = “‘Zk.1f( . Or,

la fonction f est continue sur [0,1], alors

lim u,

n—++00

é~—f‘f(x)dx= fxaz =[] =1

Calcul de Iim Ek_t =t

Pour falre apparaltre une somme de Riemann, il sufﬁt

de factoriser par ;,

@
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(3)

4)

2
c'est-d-dire 1w, = kai =2 '“zl(g). On a donc

une somme de Rlemann pour la fonction continue sur
[0,1] définie par f(x) = x?, ainsi, ity = 57, f (ﬁ)
Or, la foneton f est continue sur [0,1], alors :

lim un-—f f(:c)d::c—_fxzatixw = 3]:-:%

)

KP
Calcul deé&ﬂzhi o

Pour faire apparaitre une somme de Riemann, il suffit
de factoriser par i

cest-3-dire u, = ELJ;-?;-;I- Tr=1 (u) On a donc
une somme de Riemann pour la fonction continue sur
[0.1] définie par f(x) = =P, ainsi, uw, =150, 7 (£).
Or, la fonction f est continue sur [0,1], alors :

lim = 2 U f ()dx = 2P dx = [;—x?’“] =

n-4eo

vE

r . . LI

Calcul de lim $7., 7%

Pour faire apparaitre une somme de Riemann, il suffit
de factoriser par, =

_1

c'est-a-dire u, =

ZE;; e X8 J_ On a donc une

somme de Riemann pour la fonction continue sur

 [0.1] définie pat £(x) = V%, ainsi, u, =232, £ (£).
- Or, la fonction f est continue sur [0,1], alors

Jim vy = 2 f0F ()dx = [} VEdx =-[;x;]; _

win
-
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H

Cculer la limite des suites définies par:
) u,
(2) un
(3) u,
(4} up

14243440

= =
P +22432+u4n?

T i
12 42P 43P+ 40P

g g AVeC D € IN.
VIHZHFH AR

™

o)

(2

Calcul de lim ~——:

n—++o n
Le terme géneéral de la suite u, se présente comme
une somme dont le nombre de termes augmente
indéfiniment avec n. La suite u,, s'écrit donc sous la

—sn k* : 1 G
forme ty, = Xk=y - 5 on factorise par -, Cest-a-dire
Uy ..—..—1~EL1§, on a donc une somme de Riemann

n 4 . 3
pour la fonction continue sur [0,1] définie par
e 1 k ;

f(x) = x, ainsi, u, = ;Eﬁﬂ bi (;) Qr, la fonction f est
continue sur [0,1], alors:

. w1 ¢ _ .2 1 -

Lﬁ’&"ﬂ = rolof @ix= frax =[] =
2402 2 2

Calcul de lim 222222,

: fi-++10 n3 ) i
La suite u, S'écrit sousla forme i, = ¥i_; .
On m_eti— en _fac:tf_:l_lr dans wu,, on obtient :

1 A% it
U = Xig=n (-) . Sous cette forme wu, appara

1 i
comme la somme de Riemann correspondant a la

subdivision réguliére d'ordre n de ia
fonction continve sur [0,1] définie par f(x)=x?,

(3)

4
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- 3 K\
ainsi, u, =-¥2., f (;) Or, la fonction f est continue
sur [0,1], alors :

: 1A . 1
At = o L) = [y atx = [13]' =2
Calcul de lim 224374 4nP
n—++o nkti > . )
Pour faire apparaftre une somme de Riemann, il suffit
. kP

d'écrire la suite u,, sous la forme Uy = ¥ k=g 577 PUIS
T

. s - 1 kNP
factoriser par w Cest-d-dire u, =37 (;;) . On a
dun(f une somme de Riemann pour la fonction
continue sur [0,1] définie par f(x) = 7, par la suite, -

o L ‘k s
U, = ;Ekﬁl f (-;) Or, 1a fonction f est continue sur
[0,1], alors : ' '

1

T~4-00 1=-0

+1

i = 15 do £ G)dx = [fapdx = [Lgont] < L
& o k4

Calcul de lim W—L———H—H"'E“Lﬁ“*ﬁ :
| Tt n :
Pour faire apparaitre une somme de Riemann, il suffit

d’écrire la suite u,, sous Ia forme u,, = E;c:-::l% puis

factoriser par i— c'est-a-dire u, =iE§m1 JE On a
n
donc une somme de Riemann pour la fonction
contiriue sur [0,1] définie par f(x) ==, ainsl,
k
u, =;Eﬁ=1 f (;I-) Or, Ia fonction f est continue sur
[0,1], aloss :

e
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CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

S5 e flf()dx fi 1 -171* 1
) > : . LI = X == e Y — {_] =
Calculer la limite des suites définies par : i 1-0Jp o (1 +x)? 14z, 2
1 . T M 2 < nrn
(D) == [sml(;) + glln (;) +..1.+ sin (—;)] (3) Caleulde
(2) u,=n + +... : . 1 1
frn-l)2 (r;+2)1- (n+n)? 5 \ u{ﬁpm 'k:n=+Bn.+‘1/nz+16u v‘n?-+z4n ke +J_5
{ B} U= VrZ+8n * e (danm +?§?' Pﬂur'falre apparaitre une somme de Riemann, il suffit
d'écrire ]a suite u,., sous la forme >
: : § e T . . tn = w‘ni-n-an 3n2+1&u s +;‘9u2 '
. ad o e ‘.;.-_’ LTy R Bk e T R P R R R e R =t Ena Zﬂu
(1) Calcul de ) 1-17n’+5 : 1ok
| “{mnmn[sm ( ) + sin ( )+ «tsin ( )] : : 011?!_ donc une somme de Rler::lann pour la fonction
Pour faire apparaitre une somme de Rlemann, il suffit continue sur [0,1] définie par f(x) = = === par la
d’écrire la suite u, sous la forme: \ '
—[m()+1:n( st ()] = Lamysin (2 suite, u, = 2¥%, £ (%). Or,lafoncnonfestmnnnue
uy = [sin (Z)+sin (-}t tsin () = ST sin “). - sur [0,1], a]m_s
On a donc une somme de Riemann pour lz fonction -

continue sur [0,1] définie par f(x) = sin (nx), par la - ‘ IiLn a, =_,_ f £ (x)dx J’ 1 _m-] _;]
suite, u, = ;—iE};zI f (E) Or, la fonction f est continue K BI
sur [0,1}, alors :

1 1 1
Hmu,.“f}"'o'"- f(x)dx=f st’n{rrx)dx=[~-1~ms(7rx}] =-2-. """""""" e T o
s ~0J, 1 | T o T Calcu}er]a llrmte dEs suites deﬁmes par:
() up=3}.,——avec 2,>0.
1 1 1 z +ﬁk !
(2) Caleul .ﬂe ,,Iimm” ((nﬂ)z X2 (n+2)? + (n+u}7) (2) vy =30 —— —
Pour faire apparaftre une somme de Riemann, il suffit g %
d’écrire la suite u, sousla forme :- ' (3) up = Ek—I PR
1 1 1 2 k®
& ({nﬁl}’ ms2)® +... (u-]-n}‘) L) Gk . (4) Uy = Eknl h’+k3
"'En_]""_:)?- : | [5] U, = Ekv—l (‘rH-k)z'
On 2 donc une somme de Riemann pour la fonction
. 1 A = z
continue su;r_ [0,1] d:ﬁnie par f(x) = G Par la
.t, i “_,, "“,0‘1 fﬂ t‘j_ £
i suite un_ .nzk—lf(n) r, Iz fonction f est continue _ (1) Calcul de hm EJ: g
sur [0,1],alors : an+Bk
Pour faire apparaltre une somme de Riemann, il suffit
I"ﬁ ' de factoriser par—

P
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(@)

(3)

2 - T ,,.1._.__‘
Cest-a-dire up = Yk=1 ant Bk

.de factoriser par 3 =z

Or, la fonction f est continue sur [0,1], alors 2

e ZL =1 a+.,GE

On a donc une somme de Riemann pour la foncdon
continue sur [0,1] définie par f(x) = P ainsi,

U, = %2?‘:1, f (1;-) Or, la fonction f est continue sur '
[0,1], alors:

limu, =

-+ b8

I e _[tr+ﬁxdx
= [;,;ln(a + ﬂx}L*—— Ein (1 + E)

Calcul de Iim Z“=1 YTy
Pour faire appara?t:re une somme de Rlemann, il suffit

R

'
f:ﬂﬁ:z —-2-55. On a donc

une somme de Riemann pour ia fonction continue sur
S
[0,1] définie par f(x) = = xf' ainsi, #p = = Xk=1 f (ﬂ)

cest-a-dire iy = D=1 n:?_kz =

ﬂE?}_lman j f (x)dx J- 1+x2
= [arctan- ()1} = E

Calculde lim 3 e
Pour faire apparaitre une somme de Rieman, il sufﬁt

de factt:rzser par —, c'est-3-dire

k
k 1

=N Zk=1n:+kz = k=1 H'Gl)z_. . On a donc une
somme de Riemann pc:ur la fonction contmue sur

k
[0,1] définie par f(x) = ainsi, u“-w k= 1f( )
Or, Ia fonction f est continue sur {0,1], alnrs
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G2

(5)

1 oy

T—D 0Jq 1+x2

T~#+o2

T, 15, LI - Lm 1+ xi)] = %zn 2.

: K2
Calcul de lim ¥poqi——-
n—1+mzk‘ln3+k3 -

Pour faire apparaitre une somme de Riemann, il suffit
2
de factoriser par “—, c’est-a-dire
2 e
(:),. On a donc une
somme de Riemann pour la fonction continue sur

z _ ke G 1 (K
[0,1] définie par f(x) =2, ainsi, u, =37, f ().
Or, la fonction f est continue sur [0,1], alors:

u-n Ek: 1 n3 +k3 E”k‘l—

i 0J1+x gl Flnﬁ”s)] ="‘“(2)

. n

Calcul de ,,Eﬁo b= yaveey
Pour faire apparam-e une somme de Riemann, il suffit
de factoriser par—— c'est-a-dire .
Uy = Ny (Mk)z Ek-1—1)‘ On a donc une
somme de Riemann pour ia fonction continue sur

o s 1 i
[0,1] définie par f(x) = T Alost

1 K -
Up = ~Tk=a f (;) Or, la fonction f est continue sur
{0,1], alors :

1

lim [ﬁ . ] =1_
1+In 2

" -+

1 fl 1 i
1-0J, (1422

g
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Calculer la limite des suites définies par :
(1) % =IkL 1;,,;%——;

(@) it = EMW

(3) up = “Ek-l-ﬁ

[“1‘] un Ek-—lv';l'ij;__kz

CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

(1) Calcul de Irm Ek_lm
Pour faire appara'ftre une somme de Riemann, i sufﬁt

de factoriser par ;, c'est-A-dire

n 1 1oy 1
= o == - i , cC u
Un = Y1 T “Ekwifﬂ’;’ On a donc une

2%

somme de Riemann pour la fonction comtinue sur

[0,1] définie par f(x) = Ty Ainsi,
Uy = ~E =1f(“) Or, }a fonchon f est continue sur
[0,1], alnrs

=g of\rﬁigd“ VI3, =v3-1.

i
() Calculde lim it

Pour faire apparaitre une somme de Riemann, l suffit
de factoriser par ;, c'est-a-dire

-] 1 . ) ak :

Un "Ek-::lﬁ‘;?ﬁ-*;z’fsz:-; On a donc une
o

somme de Riemann pour la fonction continue sur

[0.7] définie par f(x)«- ainsi, u, =

I'

@

(3)

)

—kajf( ) Or, la fonction f est continue sur [O 1],
alors:

i i = 7 [ e = [aresin 2] =
L Uy = s - Sy X = arcsznzﬂ—-wﬁ—.
Calenl de hm *2 __wk ’

Pour i‘alre dpparaitre une somme de Riemann, on va
. k

g ko= RY
ecrire pemg = ’Tm(;‘;_)zl c'est-a-dire

: k
g kg 1 n
Uy, “nzkim *“E£=1jﬁ4®ﬁ_-' On a donc une
somme de Riemann pour la fonction continue sur
£ Y = ; B
[0,1] dleﬁnle parkf x) 7= ainsi, —
g = ;}:ﬁﬂf(;). Or, Ia fonction f est continue sur
0.1}, alors :

' 1 M oz 1
1 o ——— ————e e R —yZ == —
nl—ﬁlmu“ 1-0 [,«.f‘;..xzdx [ wh x]u “

' , 1
Calculde Iim Y} 47—
n-+m Zk"iql'uz+k2
Pour faire apparaitre une somme de Riemann, il suffit
. 1 5 % 1ep 1
de factoriser par -3 Cest-a-dire up, = ;Ekﬂﬁ

_ 1+(5)
On a donc une somme de Riemann pour la fonction
; e i ot
continue sur [0,1] définie par f(x) ===, ainsi,

U, = i}jﬁﬂf(%). O, la fonction f est continue sur -
[0.1], alors :

O |
dx = [areshx)} = ~In(VZ — 1).

lim y, = ——— | ——mo
I'I'I-t-}—mn 1—00 1+ 3L

L)



ANALYSE 2 : EXERCICES ET PROBLEMES CORRIGES

s

Soiti un entier naturel non nul et soit la suite (w,) définie
par:

i
vne N w, =231 (). )
(1) Déterminer lalimite de cette suite pouri=1, i=2,
puisi=23.
(2) Pouriquelconque> 0, déterminer la limite de la
suite (uy,).

] Premierc cas <]

U, = 2:".1 — P E =[x~ ln(1+ D} = 1~ n2

1+— u-ww 0 14x

o roony
Noter que 1 oy

Conclusion, ﬁ?m ;Ek_i s~ g,

e

5
Deuxiéme cas: i=Z /
k \? :
1 n 1l x 2
uﬂzﬁﬂgﬁ'l(l_l__z) n—t+uijn‘ (1 +x dx
n
1 . 1
=[x - 35 -2m01+ x)]cl

=%—2mz :

Noter que (—i—) = (1 #Y;;)z =1 _ﬁg—f—_(l_;:?

r
Conclusion, | lim —~§_‘,k21( ’:k) =3-2m2.

n-++omn

Troisiéme cas : i=3

CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

1\ (2)

Eo\? : |
" = el x ) "
Hn,"nEE=1(]+:t£ n_.+m.rp (1+x) dx\ .

1
3 (1+x)?

Conelusion, | lim >¥7 Fi (Hk = % — 3mn2.

n
_ 1 3 t
"{ +2{1+J\r}z T+x~ Sin(l—:-x)]
ﬁ%—ahiz

14x

Noter que (;i:-;)sz(1_1i =1-32+

V.
(.1. +x)3

~-+00 T

Soit i >0, ona

oy .
len ~[_7 < Bt x N
;Eﬂﬂ(l % g) 2l () &

n

1
- -—[C?I—Cfln(li-x)-l-zj_ch( 1)1~—~L-m]

(14 x)1
=1+% j_ch(_nj ~in(1 +x)

j e
Noter que (m ( H1+x) 21"“ G A _Et
rappelons la formule du bindme de Newton:
m+ b =T U a"pr .

Conclusion,

lim _~
netedn

iy (L) =1 +Ejea Cl(-1) - (1 + )
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Soit xEIR’, Calcuier la limite de la suite suivante

Un(x) = X1 53 nz+x2k2

Yom ..
;Ekﬂm est une somme

On a u.n(x) Z}:—l nl.l.:-!j;l =
de Riemann pour la fonction f(£) = —.

La somme donc converge vers

1 1
m up(x) = —L J f)dt = E-arctan(xt)] = _____arct:jcn(x) ?

Remargue : pour calculer I'intégrale ci-dessus, on uuhse le
changement de variable : u = xt.

On se propose de calculer la limite de la suite suivante :
U, =Y+ 1)n+2)..(n+n)
(@) Onposew, = %E}Ll in (1 + 9
Montrer que IET v, =2 (2)-1

(b) Endéduire lalimite de u,,.

S f (1) avec

On a v, = iE}::lln. (1 +;) =
fx) = (1+x). Orla fonction f est continue
sur [0,1], alors :

lim v,
M=+ i

-—--[ In(l4x)de=[(1 50 (147 -z}
=2in(2)-1.

{b) On pose w, = In (u,)

y

=)

(3) U, = ‘*Hkﬂ(nz + kz)ﬂ

CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

(Notons que la suite u, >0),

.alorsona:
Wi =-Z In(n+k)——Z [!n(n}+in(1+n)1
Qf’ :u[zk ,ln(n]—!rZ;L_‘In(lw‘- Ne=me)+ v,
Or Iam In(n) =400 et lim Uy =2In(2)-1,

T~++co

alers i:m Wy = +co,
T+

Et par conséquent, [im Up = +o0,
N4

Caicu]er la limite des su]tes données par;
() =T (1457 v

n{(zn)l
(2) u, = fn, e

(4w =11, (= *"z) )

]
k n -

1 i
(1) caleulde tim T, (1 +2)
On pose v, = In (u,) (Notons que u,, > 0).
Alorsona:

=1yz In (1+ =).
Par l:onssquent
lim v, = fﬂ (1 + ) dx = [(14 2) In (1 -+ %) — 2],
Ce qui donne : Eirzz v, =2ln2-~1.
Finalement, .

i i
n-.glmu” - E
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Remarque : Pour calculer l’mtégrale ci-dessus, on
utilise une _intégration par parties: u=1 et
# == In (1 +x) ou bien on remarque qu 'une primitive de
la fonction In (1 + x) est (1 + x)In 1+x)-x

(2)  Calculde lim . 53’3: :

On pose v, = ln (uﬂ] (Notons que u, > 0).

Alorsona:
4 1 K
Uy = ;ET;::]_ In (1 +;)
Par conséquent,
lim v, = j In(1+x)dx
n—++c0

. =[1+x)n(1+x)- xIb
Ce qui donne, nl_l;}i‘imvn =2In(2)—1

Finalement, \3:,
4
lim u, =-—

n-1400

1
(3) Calculde n]l_i‘rjr.mnlz-n‘}:‘___ (0 k)

Ona: . 2
(14 (&) = Mitcams x

[TEusta? + 2 = T [

ITf.-s (1 + (E)Z)i.

Etcomme [ [g=1 ™

ITiea 41807 = "_Z MM (1 + (E)z)%,

z
nn = n?, alors

: !
et par conséquent , iy, = JTk-4 (1 + (E) ) .
On pose v, = In (1,) (Notons que i, > 0),
alorsena: v, = —{',k ,In (1 + (n) )

Par conséquent,

E‘;

CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

(4)

Ca}culer la llmlte des suites dﬂnnées ar
(1) un= =Ji%, ,.,2+kz

(2) un= TR G2 + k).

(3) un = s K

(4) wp =322

P
lim v, = L In (14 x2)dx = [xln (L + x%) — 2x + 2arctanx]}.

n—#tm

Ce qui donne : Icm L Uy = =In2-2 + . Finalement,

lim Zei
n—++mun ez

1
i n?+k?\n
Calcul de nl_r;m s ( S )“
+ o A nw
On peut remarquer que Pona:

=T () = 5.+ )

On en déduit donc (d'apres la question précédente)
que;

Zez
lim u, =

n—rtoo

(&Y

Calcul de u,, = Ehl 2...;(1
n

On pose : m = 2n (lorsque n tend vers 4090, on a aussi
m tend vers ~+o0) ce qui donne: Uy, = Ek_lwk— =

2 2
n24k
nm:

avec:
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42](1 ——t x

Ym =4 Y= 1m=+k2 (__)

e ("‘J

qui est une somme de Riemann pour la fonction

N—++00

% 1 A
l‘hm U, = Iim Lty = : DJ;f(x)dx== [Eln (1+x3)]u=t~iln (2).

; 1

%2 calculde u, = 13,00 + K :
On commence par simplifier I'expression de la suite
u,, en factorisant par nz ce qui donne:

w1+ ()

Puis puisque u, = 0 alors on posa ]

=In (1) == F4%, In (1+[ ] )
On pose enfin m = 2n (lorsque n tend vers +o, on a
aussi m tend vers +oo) ce qui donne :

~(k 2
=1n () = = Eea In (1 +4(3) )= W,
qui est une somme de Riemann pour la fonction

Fx) =In (1 +x2).

La somme converge vers:

.1
lim vy, = !im L Wiy = 0] Fx)dx
Tor 00 0
= 2[x1n(1 -+ xz) -2+ Zgrctan[x}]%
=2In(2) ~ 4 +m. .
Et par conséquent,
| lim u, = 4™ 2.
TL—=r+C0

(3) Calcul de U, = Ei’;nﬂ% :

Ona:

1 b 1 1

e

_ TN b N I R
o= E“"“"‘*lk T ez Cmes T wen == =134k
qui est une somme de Riemann pour la fonction

f(x) = —. La somme converge vers

CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

1t '
lull Uy 2 -—HEJ‘ FG) dx = [In(1 +x)} =In (;;’
n=+oo — o
Remarque: On peut poser le changement de
ik, ﬂ, qui
est une somme de Riemann pour la fonction

variable : p = k —n, ce qui donne u, =

flx) = ;1:; La somme converge vers

1 1
lim o = 7= [ £ dx = inCt + )08 =1n 20

n—+4o
—vyn-1_1_
(4) Calculde u, = 2,{_” s
On pose le changement de variable : p = k = 1, ce qui

=1
p-ﬂ 2n+p’

donne u, = qui est une somme de

Riemann pour la fonction f(x) :E:il-? La somme

converge vers

. 1 2
tim wn = = | @ dx =@+ =l @]~

34w

Calculer la limite des smtes données par:

k+1
(1) =Sk g

K41 +1
(Z) wy=2k=1—75"
P+1
(3) un=2k,.:1ﬁ avecp € IN,

]
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v
Pour faire appara:tre une somme de Riemann, on va
factoriser par —, c'est-a-dire

Up = Np= 1k+1 L"’ ]

Notons qu 11 ne s ag1t pas d'une somme de Riemann
(le terme = ~esttout seul),

(2)

[
Calcul de u,, E“ui

1 k. :
Posons v, = ;EL:; qui est une somme de Riemann

1
i i 1 1 2 1
ui converge vers: lim v, = xdx = L;x ] ==
q B nedoo '[5 6 2

Posons ensuite w, =u, —1v, et monirons que

limw,=07
L4400
Ona:
k .2 1_1
o =t = 7 = 2 [ 4 ]"E“-z:f;ﬁ?a;:;m”-

On déduit donc que :

MIH

| limu, = !lmun——

n-+00

Calcul de u,, = thl’zﬂ »

Pour faire apparaitre une somme de Riemann, on va
factoriser par , C'est-a-dire

ty = zm"‘” w2

, Notons qu'il ne s agit pas d’'une somme de Riemann

1
(le terme — est tout seul).

2
1 K : -

Posons v,,=;;zﬁnz(;;_) qui est une somme de

Riemann qui converge vers :

@

CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

(3)

Posons ensuite Wp =1, —1w, et montrons que

lim Wy =07
n-+oo

Ona:

Wn =y — 1y

On déduit donc que ;

; 1
lim U, = hmun=§.

n-++400 n++w

kP+1
Calcul de u, = j 1 =150
Pour faire’ apparaitre une somme de Riemann, on va

’ n¥
facmnser_par;«—— c'est-é-dire

y =yn ki1
n k=1 ppi1 = kiti

Notons qu ‘il ne s agit pas d'une somme de Riemann
(le terme — est tout seul).

Posons v, =;Ek=1 (;;) qui est une somme de
Riemann qui converge vers :

lim v, -—f xP dx = [mxp+1] s

60 p+i g piT
Posons ensuite w, = u, —V, et montrons que
lim w, =07

fi—+foo
Ona:

Wi = UUp =1,

—"Znﬂ [(ll) +n” _&E,l““’-‘l() = Ekui Tl?’n-*-t-m )
On déduit donc que :

i oA =
n—?-;{lmun nl—ioilzma“ p+1 >
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Ca]culer la limite des suites dunn ée:. par:
.1 1+k
(1) wy=Ea o
' k2
(2) wn=Sksis
14k

(3) ta=Yhugm

(1) Calculde u, = Ek-1n2+k2 :

Pour faire apparaftre une somme de Riemann, on va
ik

i
1+(%)
Notons qu'il ne s'agit pas d’'une somme de Riemann

1
(e terme —est tout seul).
* k
1 = . _
Posons v, = ;z;ﬂ_&? qui est une somme de
(3 -
Riemann quj converge vers:
g = 2
niﬂtov" i 8 1+x= de= [ in(1+x )]
Posons ensuite w, =u, — v, et montrons que

P n ¥ . s 1
factoriser par —, clest-d-dire u,=-%}k.,

lim w, =07
-
Ona:
typ, B lgn o i 1
Wy, =y Ty =0 = == k="
) T (%J‘ S
Ori<ks<n alrs < ~— , c'est-3-dire
N 1+(n) n*+1
que:

2
STV

(2)

i g
2n & Wn n2y

CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

1 n?
iy? = n41 b
1+(£)

T s r .
<Sw, €—
3n S Wn £, ce qui implique que anﬂ. On

déduit donc que :

lim ii -——I
n—¢+mu" —*n*’;—nmv - 2
}t? ¥
Calcul de 1, = ¥7_; fr5s °

Pour faire apparaitre une somme de Riemann, on va

Ky 2
_+_

Notons qu'il ne s'agit pas d’'une somme de Rlemann
1
(le terme - esttout seul).
8 i x :
Posons v, = =3k 1 —%~ qui est une somme de
1+3)
Riemann gui converge vers:
P . 3 an
nl_ﬂnwvn fﬂ sy = Lln (1+x )]
Posons ensuite w, =u, —~w, et montrons gue

Jim =07

Ona:
b |

Wy = Uy — vu""'_Ek‘ !_[?5 2"‘“% ﬁzj‘t'i;:(lg}?

, c'est-a-dire que

¥
factoriser par E?’ c'est-a-dire u, = —Ek_

£

Dr1Ck<nalor5 <

=l

® +
n 1 mn
_<:

2 knl;‘;@fﬁ;{a

2

1 2 i ;
, ce qui implique que w,, —— 0.
: =4

On déduit done que ;
In2
nl—in?-;nmun B nl-lwmnov - T

et par conséquent,

t  par conséquﬁnt, '
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(3)

S
Calcul de v, = Z;,_ e

Pour faire apparaitre une somme de Riemann, on vsa
1
"‘.rf(%)
4
()
Notons qu il ne s'agit pas d'une somme de Riemann

(le terme — est tout seul).
3

k
Posons anlzr;lﬁ_'a qui est une somme de
()
Riernann qui converge Vers
inz

| ==
lim v, = L}H*dx—[ln(l{%x)] =
Posons ensuite Wy =1, —Vn et montrons que

n3 1
i = cest-a-di ==Y
factoriser par -3 cest a-dire Uy =1

limw,=01
Ti—+co
Ona:
_'i+(‘3 = —EL' ):nz T A
Wy = Uy = Py 2"4 ol Ea: {,J _::1 (?J
1

Or 1<ksmn, a]urs -2"’4 H(n).,.fé;-;;;
c'est-3-dire gue

r it 1 5 < jf_

2 = Ek H_(k) n++1
Et par consequent, — S WS G qul impligue

que w, —— 0. On déduitdonc que :
n—++oo

. ) ln?_‘ :
: nETnou“ - nEToavn T4

=)

CHAPYTRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

Calculer la limite des suites données par:

0 =35l
(2) un =ZTkma (k+n)(k+itm)

(1) Calculde u, = y2n1 -1

k=n 2k+1
On pose ie changement de vanable p =k —n, ce qui

donne u, = zp_o

2n+2p+1 = E’P-—ﬂ 2+ZE 2

Notons gue cette somme n'est pas une somme de
Riemann.

n—-1_1 1lvgp—g
Posons donc la suite: v, = i 02+2£ %

H|H

]

qui est une somme de Riemann qui converge vers :
lim v, = Z[In(1+ 0l = e

Posons ensuite w, = v, —u,,

et montrons que nl_’i?mw" = 0.

Ona:

= - = m—l i1 ) — §m-1 1
Wie ™ Fa ™ M 0 (2u+2p n+Ip+i z;=ﬂ (zn+2p)n+epti)
Or0sp=sn—1<n,

1 ' 1
alors 4n(4n+1) T @nezp){2ni2p41) = n(2n+1)’

c'est-a-direque: *

o1 < §n-1 ¥ 1

4(an+1) = “P=0 (zn+2p)(2n+2p+1) — Z(2n+1)’
et par conséquent, w,, —— 0.

n-=++om
On déduit donc que :
i 5 n2
niinmll-n B n-—lgpmvn _2_
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e Une denxiéme méthode consiste 3 remarguer

que

1
< 1 < 1
Zn+2(p+1) 2n+2p+1 T Zn42p

. s lom n-
- { ek
puis écrire - szﬁ s Uy = Z n+‘p

1 a-i A
S R ent
Les deux sommes Y51 s et Ep_u o= converg
vers la méme limite n(2), on en déduit donc:

4

i in2
i =
n—rTw% z
 Une troisiéme méthode consiste 3 remarquer

1
que la décroissance de la fonction t- 5 Sur
IR, donne, pourtoutk =1:
J.:e+1 a1 k _dt_
k241 2t+1 T JEk-l2t+1
En sommant, on obtient alors:

§ t 2n-1 dt
[ n dt <u, < R
Tt 2t+1 n—1 2t+1
- an+l A= :I.
ntt T 2:1-1

doli la canclusmn avec le  théoréme
d'encadrement :

in2
lim u,=——.

3o 2

(2) Calculde u, = Eaalﬁ%‘ﬁf: '
Notons qu'il ne sagit pas d'une somme de Rlemann.
Posons donc v, = anl‘/ﬁﬁ;” b ttd E_xm
qui estune somme de Riemann qui converge vers:
lim v, = f =iy = [in (1 + 2)]5 = In2.

n-++ed
Pusons ensuite Wy = vn iy

et montrons que [im wy, =01
. n—+tm

o _m 1 - 1
Ona:wy=v, —Un = Lke1 ( T rm ey J(un;(kmn))'
Et comme

CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

ol 1
JoRERE ) J(k‘f-n}{ki-nﬂ.):

1.

Alors

w, = s +0
JOEAn (14 1) (o (RENY R R+ Dby (RFRY(RAT)) nston

On déduit done que :

limu, = li =
noaten o n_,;mwv In2.

On se propose de calculer la limite de la suite

_ (2) Endéduire la limite de la suite suivante :

e (1 . . e |
k=1 n?

(1) Montrer que pour tout x>0,ona:
r—-mﬁln(l-i-x) <z

T

(1) On posa f(x) In (1 + x} donc f (x) === et |
X

T o
f ( J gt (1+x)z
D'aprés Mc Laurin a Pordre 2, il existe 0 <c <x
tel que :

[ 2 -1
In(l4+x)=x— T A

Mais, cumme 0<c<«<x alors:

=22 4 1 e
n(l+x)—x< g <0

D'oule résultar_

=)
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(2)

Une deuxiéme méthode consiste 3 faire une
étude de fonction.

Une troisidme méthode consiste a considérer la
formule de Taylor a 'ordre 2 avec reste intégral
pour la fonction In (1 + x) entre @ et x,en effet,

!n(1+x)—~x_——+fx(x & In(1+ x)dt.
Mais, comme x>0, alors vt e[0,x], on a
mn(1+t)=20, et donc Z-2- ) 2 In(1+t) = 0,ainsi

&2 {'_1+r)dt>{) et x-S <in(1+x)

L’autre inégalité provient de la con\'exlte
Posons v, = In (un) Alorsona

n Jk(ﬂ—k E“.. k('n 3] <v, <TD Jx(n-k)

k=1 znl n*

Dlune part, Xy P = 23w £ (%)
ob fx) = Jx(1 -~ x) est une somme de Riemann

: qu1 CcOnvVerge vers :

J' x(l—x)dx= [II-\/I(I—I}*-— x(1-x)+.

—m‘c.sin[z:c I)L =

Dautre part, : }'j“ ktﬂ“k} Zx- ( 1—£) est

une somme de Rlemann {donc elle cumrerge] que
Yon ne va pas la calculer carla suite

k(n—K)
= Vg1~ .vaconverger vers 0.

i3
Et par conséquent, v, vaCONVErger vers
Finalement, =

™
lim u, = hm e¥n = ¢8,
n—+0d . +00-

CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

On se propose de calculer la limite de la suite

w3, nfon(3)

Mnntre.r que pour tcmtx € [0, 1':] ona:

X — ? = Sinx < X,
Calculer la limite de la suite

- -L n 3. (k
| U= L=y Ksin (;)
En déduire la limite de la suite suivante :

R, (D)

: 51 par
f(x) = sinx. D’aprés Mc Laurin a l'ordre 3, il
existe 0 < ¢ < x tel que
3 3
sinx = x — x?cos ().
Mais, comme 0 <c<x < %, alors:

x* . P ]
=% <sinx —x < == C0SX <0
Dot le résultat.

Une deuxiéme méthode consiste 3 faire une
étude de fonction.

Une troisieme méthode consiste 3 considérer la
formule de Taylor 2 Yordre 3 avec reste intégral
pour la fonction sinx entre 0 et x, en effef,
. 3
sinx = x —= +jx(x B2 sintdt.
Mais, comme x € {0, 2},

-alors vVt € [0 x],ona sint =0 ,

-{
et donc & } sint =0 , ainsi |, e t) = sintdt > 0
3

X
ef x— T <sinx.

i e i
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(2)

(3)

I autre inégalité provient de fa convexité,
Ona: [Shaksin(5)] < 120 k] < i ¥l < 0%

Don 0<lvl= I*Zk_l k3sin( )I L )

n2 n—++4oa

Donc lim v, =@

-+t

.k

On a alors, puisque sin—=>0 lorsque
kE(L,..,n}

K3 k_. (K
Thea (5 -5 s () v < 2300 Lsn ()
E . (k

La somme de droite w, = ;Zkﬂ;sm (;) est une
somme de Riemann qui converge Vers:
_[01 xsinxdx = [sinx — xcosx]§ = sinl — cosl.
Pour la somme de gauche,ona:

3 (ﬂ, o )sm( ) =Wp = ¥n —~+sm1 —cosl.

Conclusion,

lim u, = Ilm L Wy, = sinl - cosl.
[t

On se propose de calculer la lm'nte de Ia suite
I
e €
(1}  Montrer que pour tout x € IR ona:
_ |sinx — x} S.x°%
(2)  Onconsidére I suite .
#Zim())m@)
Montrer que lval < Ek_l n* <2 1 ,
g/
(3)  On considére lasuite w, = -—}]k 1n i kx)
Calculer la limite de wy.
(4) Endéduirelalimite de la suite 1.

@

CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

(1) On considére la fonction f{x)—u sinx. D'aprés Mc .-
Laurin a l'ordre 2, il existe 0 < ¢ <x tel que

; 2%
sinx = x —=sin. (c)-
Mais, comme |sin{c)| < 1, alors:
|sinx — x| = [#sm (r:)l iz_ < x?%
D'od le résultat.
(2)  Enutilisant la question (1) ona:

=[50 o () - S)on (D) <37 <2

Kk i
{3} La somme ;Zkﬂ;—sm (—n—) est une somme de

Riemann pour la fonction continue sur [0,1]
définie par f(x) = nmxsin(mx), ainsi,

e ‘1‘3 2k~1f (“)

Or Ia foncuonf est continue sur [0,1], alors:.

n-+400

. 1
lim wy, = = J; nxsin(mx) dx = f xsin(mx) dx|
o

Ou encore :

1 1 1
limw, = [— [ —— -
I W, = Sinax T{xcasm: .

(4] Puisquel'ona:u, = v, + w,, alors,

limu, = limw, =
n=+00 n—++e0 H

Déterminer
% 1
“E?;_nw a, | x*™sin ( ) dx
oll ’ .
ay = Yk Sin ( )
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Ona:

“Ekulsln(zi)‘—‘f sm(—— dx= [—-—Ecos(%x)];:z

Tk e

Car on reconnait une somme de Riemann pour la
fonction f(x) —sm( ) Ainsi, a,
Reste 4  déterminer un equwalent de
o i am g, [RX
i - sm(m) dx.
2
Une intégration par parties donne (on integre x°* )
2n s 2n+l qA
f = stn( T 2{2n+1}j * r:os( )dx
|f xz““cas( )dr I 2 Lyl gy 20

21kl n=tco
Ainsi: 2n f x’“sm( )d.x——-—li,

fi—+@
1
c'est-3-dire, j' x*"sin (—2—) ~—

=

T-£00

- Conclusion, | lim a, [, xz"sin(“—:) = i.

n—-k
12 4nk42016 "

On désire déterminer la limite de un =¥r
(1)  S'agit-il d'une somme de Riemann ?

. ¢ n—k n—k
(2) Simplifier nZ4nk T niink+2016°

(3) Endéduirelalimite de S, .

car S 3 kwl k2016
; i Z
noomw ( k)
n—k -k 2016(n—
(2) Ona -— =

n24nk  nEnk+2016 (n=+nk)(n=+nk+zotﬁ)‘

(3) Onpose v, =Y, an ; qui est

ﬂz-Hm

une somme de Riemann qui converge vers :

@

CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

lim v, .—:f.l hxdx:ji(wl +i)dx
roetee T fp 14x 0 x+1
=[~x+2in(1+ )} =22~ 1.
Posons ensnite w, =, —u, et montrons que

Iimw, =07
n-fea

—i n—k
Ona:w, =v, —u, = ¥ye_ (-1‘-—-—"—--”-—)
7 n " Un = Yimy n?tnk  nZtnk+2016)°

D’'aprés la deuxiéme questionon a :

n-k n—k . 2016(n~k) ,
n?ink  nPEnk+2016 (n?nk)(nZink+2016)
Orl<kz<n
alars 0<: 2016{n—k) - 20i6(n—-1})

T @240k (n? +nk+2016) T (n24n)(nd+n+2016) ,)L
c'est-a-dire que :
0< 2016(n—k} 2016n{n-1)
Ek=1 = . S £ e ’
(= 4nk)(n2+nk4+2016) = (nZ4+n)(nZ+n42016)
et par conséquent, w, —— (.
e N+t

Conclusion,

ﬂ{ﬂ:muﬁ == n{ETéa U, =2inZ — 1.

Déterminer la limite de la suite
—{1+3) (515223 4
Uy, =m 2 § P er S g
Indication : monirer que In(u,) z;’; E’=1%1ﬂ§ :

Supposons que (d'apres Findlcation) In(uy) = 232, % mE

qui est une somme de Riemann qui converge vers:

1 1
Jy xinx dx = [ 2Inx — zxz]o === et par conséquent,

1
fimu, =e™%,

T
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Noter que la fonetion f(x) = xinx est prolongeable par

continuité en 0.
Reste maintenant a démonter la question de l'indication :

D'une part,

i/ 1 1 ¥
In(i,) = ~§(1 + ;J tnn +;1~51n(| thk )

& —%(1 +3 lnn-}-f;ﬂﬁziklﬂk.

Etd'autre part,
Zh: 1'n —~Zk~ Unk Inn)
—vzkulﬁm o ek
nzzk 1n ok _M_n m
= —32"“ lnk 1 (1 + 1) Inn
Conclusion, ng:;nmun ——Z"_l In— ;

E\.t‘l Lue 21 . e

La capac;té pu]monaire exprirnée en htres de l'étre humaun
suivant son Age x exprimé en années est donnée par la

fonction fdéfinie par : -
o0 =222 pour x € [10,90],

Déterminer la valeur moyenne de la capacité pulmonaire de

203 70 ans, & 0,1 litre prés.

~ Lavaleur moyenné est donnée parla formule :

7 11 70 by — 2 1171 s
e — e
=g |, (=g [ T tax =T pna-2]

Dot cpy = 4.5 ]iti"E!S

L)
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Calculer les limites suivantes :
1 n 2 ket
ey ;;Zkgl k*sin—

X (2) (%I]}L.l (a+ k));; (a >0 donné)
(3) Zn=1 ;?i% )(

1. Pourn=1,0na:
1 . kT 1 ko . kT 1 K
Uy = FZE=1 szjnw;W:;zrk!:l (;)ISIHT;: ;Ezzl f(;}r

ol f(x) = x?sin(nx). u, est donc une somme de Riemann 3
pas constant associée a Ja fonction continue f sur [0,1].

Quand n tend vers +oo, le pas itend vers 0 et on sait que u,

tend vers

Iol x*sin(mx) dx = [uixzcos(nx)]: +% I; xcos(m) dx

1 2 1 . 1 1 1
b l’,L*T-:Jrsm(:r:r)]u . J; sin(mx) dx)

2. On peut avoir envie d’écrire :
In(uy) = = Ty (n(a+ k) —nk)) = 25k, In(1 4-5).
La suite de nombres a, 5:-,..,, E est une subdivision (a pas non

. 21
constant) de [0, a] mais malheureusement son pas a —g =
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ne tend pas vers 0 quand n tend vers +o. On n'est pas dans
le méme type de problémes.

Rappel. Soit v une suite strictement positive telle que la suite
(3;”—‘) tend vers un réel positif £, alors la suite (3/v,) tend
» ’

encore vers £,
1 - i O
Posons v, = — ey (@ + k) puis iy = f¥p-

a+'l"1+1
Ona: 2utd=—
Tni1

c -1, et donc liMp sl = 1.

3. Encore une fois, ce n’est pas une somme de Riemann. On
tente un encadrement assez large:pour 1< k <mn,

n+k ntk _n+k
nitn T ni+k - n?’

En sommant ces inégalités, il vient

Yhea (ER) < Ekﬂ nzﬂc Ek = (nt k),

nz +n

et donc ((premier terme -+ dernier terme)xnombre de
termes/2),

1 ((n+D+2mn _

” l_((n + 1)+ Zn)n,

ni+n - 2 TR pe 2
md1 Indl Intl In+l
et finalement, 2% s Sl S~ Or, 7 By, et tendent tous

3
deux yers -2-. Donc, u, tend vers 5

CHAPITRE N°1 : INTEGRALE DE RIEMANN

Soit f une fonctmn de classe C? sur [0,1]. Déterminer le réel a
tel que :

n-1

ff(t}dt——z £ =%+ of)

Suppesons f de classe C2 sur [0,1]. Soit ¥ une pnmlu f
sur [0,1]. Soit n un entier naturel non nul,

s n-1 ni [ e
uﬂmL o dr*i—;fGF; [%n f(t)d;-_%f(;k)
-5 () -r)-2r 1)

f est de classe C? sur le segment [0,1]. Par suite, F® = "
est définie et bornée sur ce segment. En notant M, la borne
supérieure de |f"] sur [0,1], I'inégalité de Taylor-Lagrange &
Pordre 3 appliquée A F sur Je segment [0,1] fournit

|F(=5) 5}_-;-"‘) L I(Uﬂ)st,l

et donc,

B ) )2 (- (] 5 )
-r(@-2r @)z @
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111 (Un)_s_j.ﬁ.i — _’f'i

Ainsi,
() - (-2 () Bl -0 ()
ou encore

m [ () -r (&) 27 )~ 2 Q)=o)
uuenﬁn u, = L z:lﬂF”( )-I—o( )

Maintenant, Ya=o ——F"( ) =22y S G&)

2n2 2n n

Or, la fonction f* est continue sur le segment [0,1]. Par suite,

+ (k
la somme de Riemann = Ekn{) f (;) tend vers

f; f’(f) dt = f(1) — f(0) etdonc:

o W -1 2
LI 0 _ Ly o)+ o) =T == 0G)

inn £

1Ton-1 ¢ (K) o FO-1O 2},
Finalement, fo f(t)dt ==Xk f (;) . ¢ (n)

CHAPITRE N°2:

CALCUL DES PRIMITIVES

" RAPPEL DE COURS .

primitive de f sur [ toute fonction F dérivable sur I et telle
que F'= f.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On appelle

PROPRIETE : EXISTENCE DE PRIMITIVES

admet des primitives sur L

Soit f une fonction continue sur un intervalle L Alors f

PROPRIETE : ENSEMBLE DES PRIMITIVES D'UNE FONCTION

Soit fune fonction continue sur un intervalle I et @ un réel
quelconque appartenant a 1. Alors 'ensemble des primitives

de fsur / est'ensemble {x > J:f(t)dr-i- k, kelR } ;

BREMAROQUE : |

Soit f une fonction admettant des -primitives sur un
intervalle L.

Soient F et G deux primitives de la fonction fsur Pintervalle
1

Alors F et G different d’une constante: F{x)=G[x)+c

E
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PROPRIETE : IR

Soit f une fonction continue sur un intervalle [ et a un réel
guelconque de I Alors F:ixp» J:f(r)dr est lunigue
primitive de fqui sannule pour x =a.

PROPRIETE : )

Soit f une fonction continue sur un intervalle [ et a et b deux
réels quelconques de I Soit F une primitive quelconque de f

sur L Alors j" f(¥)dx = F(B) - F(a).

Notation : On écrit aussi _[: F(x)dx= [F (x)li :

PROPRIETE : LINEARITEDEL'E
Soient fetg deux fonctions continues sur un intervalle [a,b]
et @ et f deuxréels,alorsona:

[7(af () + Ba(x))dx = a [ f(x)dx + B [, g(x)dx.

PROPRIETE : POSITIVITE DE L'INTEGRALE [l :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b].

Si f(x) 2 0,alors [ f(x)dx = 0.

PROPRIETE : CROISSANCE DE L'INTEGRALE
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle
[a,b].

. b b
Si f(x) = g(x),alors [, f(x)dx = [ g(x)dx.

PROPRIETE : RELATION DE CHASLES
Solt f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et soit ¢

un élément de fa,b], alors:
PP FG)dx = [£fedx+ [ f()x.

PROPRIETE : VALEUR ABSQ
Seit’f une fonction continue sur un intervalle [a,b]. Alors : —l

=/

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

—

| |fz redas] = [Pircorar, '

PROPRIETE : INVERSION DES BORNES
Soit f une fon ctionbcontinue surun intervalle [a,b]. Alors :
Jo Fx)dx = - [* f(x)dr. j

PROPRIETE : INEGALITE DE SCHWARZ

Sm’entf et g deux fo 3 b -
nctions contin i
[a,b]. Alors : . ues sur un intervalle

e r@etad = |2 pear [P g2oan B

PROPRIETE : INTEGRATION PAR PARTIE
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle J ]

t::alles que ' et v' soient continues sur J. Alors pour tous
réels a et happartenanta J, on a -

Jju(x) XV'(x)dx = [n(x) xx)f _—fu‘ (*)xv(x) .

Remarqu.e: Cette formule est utile lorsqu’on doit intégrer
une fonction de la forme u(x)xv'(x) et qu'on ne sait pas

trioqver‘ une primitive de cette fonction alors qu'on sajt
determme_r une primitive de u'(x)x »x).

PROPRIETE : CHANGEMENT DE VARIAB
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] et soit @

une bijection  val : )
classe C1. Alors ; miraa a;b] telleque ¢ et ¢~ sont de

S 0 = 1 f(p®))g* e

APPLICATION : CALCUL D"AIRH

B i

et
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négative) sur un intervalle [a,b] et D la surface délimitée par
la courbe de f, 'axe (0x) et les droites d'équation x=a et x=h.

Alors: Aire(D) = [} f (x)dx
Aire(D) = - [ fx)dx).

(respectivement,

Soit f une fonction continue et positive (respectivement,

APPLICATION : CALCUL DE VOLUMES|

Soit I un solide limité par deux plans orthogonaux a (0z)
d'équations z=a et z=b,

Pour tout z € [a, b], on note f{z) I'aire de la section de X avec
le plan orthogonal 3 (Oz) de cote z,

Si la fonction f:z v f(z) est continue sur l'intervalle [ab],
alors le volume de X est donné par la formule:

Volume(Z) = [ f(2)dz.

APPLICATION : CALCUL DE VOLUMES ENGENDRE

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle
[ab). Alors le volume du solide £ engendré en faisant
teurner la courbe de fautour de I'axe (0x) est donné par la

formule : Volume(Z) == _f fz{x)d:r

PRIMITIVES DES FONCTIONS USUELLES :

2=+

e+l

a €IR{-1}, [x%dx =

jldx=in|x]

a IR, [e® dx = 2™
@

Ilnxdx::'xlnx-x

J cosx dx = sinx

[ sinx dx = —cosx

f tonxdx = ~In Jcosx|

J cotanx dx = In |sinx|

[ ——dx = tanx

cos?x

{ ——dx = —cotanx

sin? x

A= dx#!nltangl

Sinx

S aziz=tn]eem G +7)]

fchxdx = shx

_fshxrix=f:hx

CHAPITRE N°Z : CALCUL DES PRIMITIVES

[ thdx=In chx

s [ eothx dx = In |shx]

j;é—;dx: thx

1
:;;“li! = —cothx

o s = n|eh]

J—ri'x = Zarctan{e™)

chx

a®0,-f

1 x
dy == =
2 =% Sarctan -

a¥0, J-xzi dx——-—- lx-r:

X+

o>0,

f*-H-I-—dx = gresin® =
Jal-x? a

x
— arccos =
o

a®D,

‘J.m{:&dx= Inlxd-'-\}i’z-'l-al
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[P

ENONCE DES EXERCICES

Déteﬁniner une primitive de chacune des fonctions
suivantes en précisant 'intervalle d'intégration :
(1) f(x)=4x*-5x+ fz
(2) f(x)=tan’x.
(3) f(x)=3sin(4x+1).
(4) f(x)=x(5c*+ 25
432
() fO) =G

6) o) ===

xinx'

i

st s e e
(1) La fonction F définie par F(x)= %x?‘ ~Ex2 — est
une primitive de fsur les intervalles | — oo; 0f et sur
10; -+oof. .
(2) On peut écrire la fonction f sous la ‘fﬂrme
f(x)=1+tan’x~1. La fonction F définie par
F(x) = tanx —x est donc une primitive de f tout
T .
intervalle dela forme ] 2+ km; 7 b kn[on k € R,
(3)° La fonction F définie par F(x) = — %cos(4—x+ 1) est
une primitive de fsur R. -
(4) . Posons le changement de variable & = 5x*+2.0na
" uestdérivablesur Retona:u' = 10x.
A

i
La fonction f est alors de la forme f(x) = -i—a—u'u :
Donc la fonction F définie par
=L oxiyt =2 (527 4 est imitive
F(x)—mx*u w(Sx +2)* est une pr
de fsur R.

55 |

(5) Posons le changement de variable 2 == x* 4+ 1. Ona u
est dérivable sur R et ne s’annule pas sur R\[-1} et
o e =5t

5 ¥
La fonction f est alors de la forme f(x) = E%
Donc la fonction F définie par
ri ot M
i TR T Y
est une primitive de fsur lesintervalles | —oo;~1[ et

sar] —1; 4ol
(6) Posonsle changement de variable u = Inx. Ona u est
dérivable sur J0;+4oo[ strictement positive sur
11; +oof et strictement négative sur ]0; 1] etu’ = %

4
La fonction f est alors de la forme f(x) = “:'j'i

Donc la fonction F définie par F(z) =Inu = Inlnx
est une primitive de f sur l'intervalle ]1; 4+cof et la
fonction G définie par G(x) = In(—u) = In{—Inx) est
une primitive de fsur J0; 1.

Quelle est la primitive de Ja fonction suivante 7
J— sin (x) e

cost X

11 ]

II est inutle ici de transformer les expressions
trigonométriques ou de les linéariser- _

En effet, il suffit de remarquer que cette primitive est de la
forme : _f:—;dx. En consultant la table des primitives on en
déduit instantanément que :

sin (x) 1
“costx s 3 cos? x
Remarque ; En posant le changement de variable u = cosx
ona:du = —sinx dx et on obtient :

L=
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négative) sur un intervalle [a,b] et D la surface délimitée par
1a courbe de [, 'axe (Ox] et les droites d'équation x=g et x=h.

lors: Aire(D) = j: F(x)dx
Afre(D) = - [ f(x)dx).

(respectivement,

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

Soit f une fonction continue et paositive (respectivement,

fthdx=In chx

o [ cothx dx = In |shx|

Ia_'.—‘;“;dx = thx

I= S7dx = —cothx

APPLICATION : CALCUL DE VOLUMESHES

ef;i;dxnfnlthgl

i ;:—de = 2arctan{e™)

Soit £ un solide limité par deux plans orthogonaux a (0z)
d'équations z=a et 2=b,

Pour tout z € [a, b], on note f{z) 'aire de la section de X avec
‘le plan arthogonal 3 (0z) de cote z.

Si la fonction f:z » f(z) est continue sur Pintervalle [a,b],
alors le volume de X est donné par la formule:

Volume(Z) = [ f(2)dz.

a®0,+f

1 x
de == i
2+ : uﬂ.‘rrtana

1

a#0, [ sdr =i

2o

'.i'—-n]
x+a

a>0,

f-wz—~dx = gresins =
Ja?-z? o

x
= areoos =~
o

a#*{,

fm_"dx—- In |x+-\;'1'2 -1-a|

APPLICATION : CALCUL DE VOLUMES ENGENDRE

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle
[a,b]. Alors le volume du solide £ engendré en faisant
tourner la courbe de fautour de J'axe (Ox) est donné par la

formule : Volume(X) == _f i z{x)dx

PRIMITIVES DES FONCTIONS USUELLES :

2T+

. a € IR{-1}, j'x"dx*

fid.x:ln x|

a+1

@ € IR, [e®* dx = =

JInxdx =xlnx —~ x

[ cosxdx = sinzx

| sinx dx = —cosx

J tanxzdx = —In |cosx|

[ cotanx dx = In |sinx|

1
s-dx = tanx
To5t X

14

Ism—z" dx = —cotanx

j';:—;dx = [n ltani—l

J chx dx = shx

Jzztx tnfean (347

[ shxdx = chx
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ENONCE DES EXERCICES

o

Déterminer une primitive de chacune des fonctions
suivantes en précisant l'intervalle d’intégration :

(1) f(x)=4x*~5x -i-;}z-.

(."2__} flx) = tan®x.

(3) f(x)=3sin(4x+1).

(4) f(x)==x(52%+2)

ot
() ) =m0
1

(6) f(x)=r=

xinx

(1) La fonction F définie par F(x) = 3x° R
une primitive de f sur les intervalles ] — oo; 0 et sur
10; +oo]. ,

(2) On peut écrire la fonction f sous la Iforme

f(x)=1+tan’x—1. La fonction F définie par

F(x) =tanx—x est donc une primitive de f tout

intervalle dela forme ] = + km; 3 k[ od k ER.

(3) La fonction F définie par F (x) = -%cns(f}x +1) est

une primitive de fsur R.
(4) . Posons le changement de variable u = 5x%+2.0na
u est dérivable sur Retona:u' = 10x.

1
La fonction f est alors de la forme £ (x) = Eu‘ua.
Donc la fonction F définie par
=L xdut = 2 (522 +2)* rimitive
L e Ry | b (5x? 4 2)* est une p
de fsur R.

E'Q

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

(5) Posons le changement de variable u = x> +1.Ona u
est dérivable sur R et ne s'annule pas sur R\ (-1} et
ona:u = 3x%

r
La fonction f est alors de la forme f(x) = 33—3;
Donc la fonction F définie par
4 -1 4 1
R R " v
est une primitive de fsur les intervalles ] — co; ~1[ et
sur ] — 1; +col.

(6) Posons le changementde variableu = Inx. On auest

dérivable sur ]0;+oo[ strictement positive sur

]1; -+oo[ et strictement négative sur]0; 1] etu' = -i-

'
La fonction f estalors de la forme f(x) = E—z—

Donc la fonction F définie par F(x) =Inu=Inlnx
est une primitive de f sur l'intervalle ]1;+co[ et la
fonction G définie par G(x) = In(—u) = In(—Inx) est
une primitive de fsur }0; 11. §

Quelle est la primitive de la fonction suivante 7

sin (x)

J—=dx.
costx

I est inutile ici de transformer les expressions
trigonométriques ou de les linéariser.

En effet, il suffit de remarquer que cette primitive est de la
forme : _[-Ef dx. En consultantb]a table des primitives on en

déduit instantanément que

+ k.

sin (x) 11
e

costx Jcosdix

Remarque : En posant le changement de variable u = cos x
ona:du = —sinx dx et on obtient ;

[ig




ANALYSE 2 : EXERCICES ET PROBLEMES CORRIGES :
CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

+ k.

sin (x) —du 11 BT
Jcos"x L ut dx#?ﬁgﬂkku_sv]:uﬁx

(1) Calculdel, = [“Fdx;

En effet, il suffit de remarquer gue cette prlmmve est
de la forme : [fuu'dx et on en déduit
instantanément que : '

Quelle est la primitive de la fonction suivante 7
J- cos (x}
sin?(x)+1

1 i
L= j i’-(:—xldx =S () + k.

Il est encore inutile ici de transformer les expressions

(2) Calculdel; = [ sin (x)cos (x)dx: |

trigonomeétriques ou de Hnéariser. On remarquer que cette primitive est de la fm'me

oy r
En effet cette primitive est de la forme ; fu::ldx. En [ uw' dx et on en déduit que :
consultant la table des primitives on en déduit ' 1.
instantanément que : far= fsm (a)ea{adre =z vtk
j%f_ldx = R - Remarque : on peut écrire: I, = —%cosz(x) + k.
Calcul de I; = [ sin? dx:
Remarque : En posant le changement de variable u = sinx L, tale g =)ol (x)con{z)dx

- Cette primitive est de la forme : [uu'dx, on en

ona:du = cosx dx et on obtient : akdtbene:

cos { x) du :
Jsmzx-l—idx J-uz+1—a7m“u+k—urctansmx + k.

1
Ig= J. sin? (x)cos (x)dx = ~3~sin3x+ k.

(4) Calculdel, = [ cos? (x)sin (x)dx:

En utrhsant une mtegratton par parties, calcu]er ies Cette primitive est de la forme : [ u”f‘dx- on en
primitives des fonctions suivantes ; déduit que :
! b - 1 :
(1) L3 f‘%ﬂd’-’- ! 1= j cos? (x)sin (x)dx = —-Ecns’ x+k.
(2) I, = [sin (x)cos (x)dx. ; =
(3) Iy = [ sin?(x) cos { x)dx. I -

(4) I, = fcos? (x)sin (x)dx.
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En utilisant un changement de variable, calculer les
primitives des fonctions suivantes :
In(x
M h=]"2dr. .
(2) L= [sinxcosxdx.
(3) I = [sin®xcosxdx.
(4) 1, = [sinxcos®xdx.

(1) Calculdel; = [ " @y
En posant le changement de variable u =Inx on a:
du = 5':5 et on obtient:

_fIn(x), 1y -
f;--j - dx—fudu—zu +k—2!n(x)+k.

(2) Caleuldel; = [sinxcosxdx:
En posant le changement de variable u = sinx on a:
du = cosx dx. On écrit :

1 1 !
) =fsinxcusxdx=fuduz§uz+k =Esinzx+k.

Remarque: on peut poser le changement de
variable u = cos x.

(3) Calculdel; = [sin’xcosxdx:
. Socit le changement de variable u = sinx. Alnrs ona:
" du = cosx dx et on obtient:

1 1
Iy = jsinzxcosxdx =fu2du =-§u3+k =-§sin3x + k.

(4:)':;; Caleulde I'y = [ sinxcos? xdx:
En posant le changement de variableu = cosxona:
du = —sinx dx et on obtient :

(=]

CHAPITRE N°Z : CALCUL DES PRIMITIVES

F—jamxmszxdx-——f 2n:!u-~~~—u +k = —-cos3x+i{
3

Calculer les primitives des fonctions suivantes sans passer
par un changement de variable :

(1) & = [tan (x)dx.
(2) L= fl:;z dx.

(B} h=[—T iy

3x247x-13

IR

Calcul «:IM1 = ftan (x)dx:
On Femarquer que cette primitive est de la forme :
j dx et on endéduit que ;

J;z ftan(x)dx = f ci:;((xi dx=1In |cos.(x)] + k.

(2) Calculdel, h_j—_.,_dx.

Cette primitive est de la forme : f ‘dx et on en
déduit que :

foom foall 1
z"f1+x2dx:§z“(1”2)+k-

Re@arque: Pexpression 1+x2 est toujours
strictement positive,’

(3] Calcul de.la = f-j_z?';‘tz-_[_gdx .
Pt P

Il est inutile ici de partir dans une décompoasition en
éléments simples, une factorisation ou un
changement de variable. En effet cette primitive est
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simplement de la forme : fl:?dx et on en déduit
doncque:

6x+7
= o dx = 247w -1+ k.
I3 J’312+7x~13 n(3x%+7x )+

Remarque : Vexpression 3x% + 7x ~ 13 est toujours
strictement positive.

En utilisant un changement de variable, calculer les
primitives des fonctions suivantes :
(1) L = Jtan(x)dx
X
@2 L=]J m—;dx

6x+7
B h= I3:2+7x~13

") Calcul defl = jtan (D)dx:
En posant le changement de variable v = cosxona:
du = —sinx dx et on obtient:

E=ftaa(x)dx=fi2£:;dxzj:§zf=ln ]ms(x)!-t-.i:l

(2) Calculdel; = [—— e
Soit le changement de vanahle w=1-+2x>0.Alors
ona:du = 2xdx et on obtjent :

o $ 1rde 1 ' 1 2
N, 7. et ) Pt et ok

: 6x47
{3) Calecud de f:-[ = I3x1+7x—-«13

En posant le changement de variable u = 3x*+
7x — 13 > 0 ona:du = 6x + 7dx et on obtient:

[+

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

J- 617 J‘du P
crg el Smati el Sl s

En utilisant une intégration par parties, calculer:
(1) L = [xinxdx.

2) I =[xe*dx

(@) I3 = [xsinxdx.

(4) I,=[xcos xdx. .

) WicuPdel, = [ xinzda:

I U=-x°

On choisit u’ et v tel que: {u =X 27 0n
v=lnx At A&
: 74

en déduit :

Iy ‘-=fxlﬂxdx-—lenx————jxdx*%lenx-—%x + k.

(2) Calculdel; = [ xe*dx:

) = pX
On choisit u’ et v tel que: {: =6 @{ﬁwe._ on
=X

en déduit :
I, :jxe"dx=xe*’—je"dx =xe¥ —e*+ k.
(3) Calculdel; = [ xsinxdx:

i

On choisit u' et v tel que: {u = sinx P
U = —GOSX . V=

{v' —~q -onendéduit:

Ié i stinx dx = —xcosx + j cosx dx = —xcosx + sinx + k.
(4) Calculdel, = [ xcosxdx:
On choisit u’ et v tel que: {u i
V=X
on en déduit;

L'G,'_~?S€<:> {urﬁ SINx
v =1

’
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I = J xcosx dx = xsinx — J- sinx dx = xsinx + cosx + k.

En utilisant une intégration par parties, calculer:
(1), L =[In(x)dx.

(2) - I, = [arctan xdx.

(3Y Iz = [arcsinxdax.

() I,= [arccosxdx.

On choisit ¥’ et v tel que :
, '*1 U=x ;
‘2 [u T @[v:zl,onendédmt:
x

v = Inx

I;:jlnxdx:xlnx—fldx=xlnx-x+k.

(2) Calculdel, = [arctan (x)dx:
“ < Onchoisitu' et vtel que:

1 onen déduit;

v’_»—-__v__,,_._.J

{u =Xx
14x?

u' =1
{v = arctan (x) &

I =jarctanxdx=x¢rctanx— Fn. 5]

1
= xarctanx —zln {1+ x)+ k.

(3) Calculdel; = [arcsin (x)dx:
u'=1

o ' s ' . : &b
On choisit u' et v tel que: {v:arcsm o R

U=x
[ 1 _ on endéduit:

' —
v ~‘“';3.--:2.&
Ia:fardsmxdx=xarcsinx—jwdx

=xarcsinx ++J1—x2+k.

&3

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

(4) Calculdely = [ arccos (x)dx:.

On choisit u’ et v tel que: {u = <
v = arccos ( x)
U =X
{v' = L, onendéduit:
Vi-x2
L= farccosxdx = X arccosx +f dx
V1-—x?

=xarccosx —+J1—-x2 + k.

En utilisant une intégration par parties, calculer :
; (1) &L =[x*sin xdx. '

] (2) bk =/[x*cos xdx.

! (3) &= [x*e*dx

4 L= [x*lnxdx,

(5) Iy = [cosxe*dxet Iy = [ sinxe* dx.

On choisitu' et v tel que :
i ’ {u' = ginx o [# = —cosx

v = x?* =2y !

on en déduit :
L= f x2sinx dx = ~x2cosx + 2 f xcosx dx.

Pour calculer la deuxiéme intégrale, on réutilise une
autre une intégration par parties, cette fois en
choisissant o' et v tel que :

{u' = COSX {u = sinx

4:? ! ¥
v=x v =1
- on en déduit:

fxcosxdx = xsinx w-j sinxdx = xsinx + cosx + k.

Et par conséquent,

Iy = ~x?cosx + 2xsinx + Zcosx + k.—l

e
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(2) Calculdel, = [x%cosxdx:
On choisit ©' et v tel que :
[u‘ = cosx {u = §inx
B = o' 2¥
on en déduit :

’

E= J x%cosx dx = x%sinx — 2 f xsinx dx.

Pour caleculer la deuxi®me intégrale, on réutilise une
autre une intégration par parties, cette fois en
choisissant u’ et vtel que :

u' = sinx U = —Cosx

{ A

Ww=x ke
on en déduit:

fxsim: dx = —xcosx + j cosx dx

= —xcosx + sinx + k.
Et par conséquent,

[, = x?sinx + 2xcosx ~ 2sinx + k.|

{3) Calculdel; = [x*e*dx:
On choisit u' et v tel gue :

u = e* u=—e*
{v =x? = [v’ =X
on en déduit :
Iz =fxze’dx:xzex*2fxe"dx.

Pour calculer la deuxiéme intégrale, on réutilise une
autre une intégration par parties, cette fois en

L = pX
choisissant u' et v tel que: {u = e {", ¢, on
! ¥=x =1
en déduit :
fxe" dx = xe* — J e*dx = xe*—e*+k.
Et par conséquent, '

lla = xZe* — 2xe* + 2e* 4 k.l
(4) Calculdely = [x*Inxdx:
On choisitu’ et v tel que:

CHAPITRE N°Z : CALCUL DES PRIMITIVES

1

v = Inx v o=

le-u

~ on endéduit:

1 1 1 1
o | 2 =l — B N Iny — = ?
Iy J’x fnxdx 3% Inx 3Jx dx 3% Inx g% +k.

(5) Calculdel;= [cosxe*dx etl = [ sinxe*dx
. Pour calculer I;, on choisit ' et v tel que:.
f — X — aX
[u =e" W {u’* e o
v = 0S¥ v = —sinx
Is = [ cosxe™ dx = cosxe” + [ sinxe” dx =
cosxe™ + Ig. (1)
Pour calculer Jg, on choisit u’ et v tel que :
(. x — x
{u =e* [u:- e
v = sinx v' = cosx
on en déduit que :
15 = [ sinxe® dx = sinxe* — [ cosxe* dx =
: sinxe® — I, (2)
A partir de (1) et (2), on en déduit que:

on en déduit que:

sinx + cosx
o — ¥
= 2
sinx — cosx
Iﬁ o e T z 3 ex

En vtilisant une 1ntegratlan par pames calculer :
(1) §L=[Inxdx.

(2) I,=[In*xdx.

3) L= [In®xdx.

(4) I =[In*xdx.

(1) Calculdel, = [ Inxdx:
On choisit «’ et v te] que:
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on en déduit :

= [Imdx:xlru—fldxlenx~x+k.

(@) Calenldel, = [ n?xdx:
On choisit v’ et v tel que :

U= X
cofu' =1 { -
= T
{v:!nzx o
on en déduit :
Izzj‘lnzxdx=x[n2x-211,
| et par conséquent,
Iy =J’In2xdx:xln2x—2xinx+2x+ k.

(3) Calculdel; = [Inxdx:
" 'Onchoisitu’ et v tel que:
u'=1 u=x e
= -
{v = 11131:@{17’ 3
on en déduit :
b= J I3 xdx=xin®x—3L,

et par conséquent,

I =

J‘tngxdx—xlnx 3x In? x + Gxlnx —6x + k.

(4) Calculdel,=f In*xdx:
- On choisit u et v tel que:

w=1 o . x41n3x
-— 4’ =
v=In"x l"' E

on en déduit :
= J In*xdx = x In*x —4l3,

“r. et par conséquent,

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

ll'* - .( in® xdx = x In*x — 4x In® x + 12x In® x — 24xinx + 24x + k.

En ntilisant un changement rle variable, calculer:

(1) I HJ'Xv1+x2dx.
@ el

(3 L= f’ cos? x sinx dx.

(1) Calculdely = [ xVI+ % dx:
Posons le changement de variable u=1+4x% &
du == 2xdx,d'ol :

I,—jx-.,}l-i-x!dx J- ufdu—§u2+k-—(1+x2)2+k

(2) Calculdel, = [-2

iz
Posons le changement de variable x = sint & t =
arcsinx, avec x€]—11] ou tE€] —%.% et
dx = costdt,d’on :
dx costdt costdt
12=J = - & =t+ k = arcsinx + k.
V1-—x?Z V/1—sin?t Jcost|

Remarque : V1 — sin? t=|cost| = cost ~ pour
o T
tel~-2.71
(3) Calculde Iy = [Fcos® xsinxdx:
Soit le changement de variable
u= casx = du = —ginxdx, avec u, = cus{] =1et
:uz = cas; == Alars ona:
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Calculer les primitives des fonctions rationnelles suivantes :
(4 L=

x
'r x(x+1) dx

5) L= [g—dx
© h=lg%

x? -5%+6
1

) b= maam®

(1] Calcul de 14 :f

x(l+ j] dx:

Pour calculer cetie mLégTa]e on décompose la

\ g -
fraction rationnelle F:x prosee"-

en éléments

simples, le dénominateur n’étant pas irréductible. On
sait que cette fraction rationnelle se décompose avec
des dénominateurs de degré I et des constantes aux

. a, b
numérateurs, c'est-a-dire, F{x) = ~+ -7 ave,

h A\
aSaF@l= =571

1
b=+ DF @y = = —1
Ce quidonne: F(x) = i-%-;_f;

Le premier terme s'intégre comme In|x| et le second

comme —In (|x + 1]).
On trouve finalement :

1 X
rjz[m_dmmixl—m(fxnnm=m(x+1

CHAPITRE N°2 : G'A'I.CUL DES PR[M!TIVES

(2)

3)

(4)

Calculde I, = J'-xwg_—i dx:

On écrit la fraction rationnelle F: x v <]

GEy
Eléments simp}es

F(x)“—+m averc, . )
= -1 ey o e T
a=(x— DFE)|y= i1 %
~1 1
=[x+ 1)F g TS ee——— —
=(x ) (lex- 1 ;J.—-l 2
Ce gui donne : F(x) = S N— 3

2(::—1) 2(x+1)
Le premier terme s’intégre comme %Inlx-—» 1] et le

second comme %ln (Ix + 1]). On trouve finalement :

x 1
b= [ Fgdx =i ~ 1D +k.

Caleulde I, = [ 7o>—dx: i
Pour calculer cette intégrale on decompnse la

fraction rationnelle
2x43 2x+3
F:x =

xEoSxds  (x-2)(x—3)

en éléments simples :

2%x2+3
8= @ DF ANy ==s—a= =

2x343
b—&—3F&HF3=—§"E~=9

Ce qui donne: F(x) = — g

Le premier terme s mtégre camme ~7n|x — 2] et le
second comme 9n (Jx — 3]}. On trouve finalement :

= ~7In(lx — 2}) + 9ln (jx - 3]) + k.

2x +3
f{x‘hﬁ(x 3)
i
Calcul de [y = [ s

322

On écrit la fraction ratdonnelle F: x nag

éléments simples :
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1

(o= ﬂfﬂ "2 4
1

a = xF(x}zwo =

= (X~ 1)FEHrer = 1 = 1
1 1
€=~ )Flma = 75 =3
1 1

1
Ce gui donne : F(x) = ey 2(x-2)

Par intégration nous obtenons ;
S ide=Zinlx| +k
_I';i—ldx =inlx~1|+k;
Sfdx =Zlnjx - 2|+ Kk
On trouve finalement :
= f—l—-—¢x = %ln(}x!) ~tnfx~ 1+ Slnfz — 21 + &

x(x — D(x ~2)

CaIcu?erles pnmmves des fonctmns rationnelles suivantes :
{1] I:I. .; x2 (1-1-::) ~—dx .

1
(2} . 12 = J- #(x+1)? dx.

dx.

1
(3] IE &= 'rxé(x-2)2

bﬂhltmn Llel

fxz( +1) T dx

(1) Calculdel; =

On écrit la fraction rationnelle F:x

en
xi(x+1)

-+

éléments simples :
a b 4
F(x) - ; +~;2- +m dVvEecC,

1
o, sz(x)!xr.;-u = m =1
1
=+ DFO)|ey =—5=1

(-1)?

CHAPITRE N°Z : CALCUL DES PRIMITIVES

(2)

1 1
= et

Pour calculer g, on a d'une part F(l) = rrromieds

d'autre part on a F(1) -~+

31 Ce qui donne
a=—1,

Et par conséquent, F(x) = = + -|- m

Par intégration nous ebtenons -
1
~f;dx = =lnfx] + &,

fx+1ax=zn1x1-1|+k3
On trouve finalement :

1 1
Iy ——f;mdx—-*h([xl) =—4hnjx+1{+L

Remarque : Une autre méthode pour calculer a et b
consiste 4 cons:derer 12 fonction

G(x) = KR} e,
Alors on a:
{ b=G0)=1
; -1

Calculde 1, = f—-—i——-dx

x(x+1)2
On écrit Ia fraction rationnelle F:x v — en
x(x+1)?
éléments sunples .

F(x) = -—+ S s (x+1)7- avec,
1
=1

a= xF(x)lxzo mmi-
1

€= (x+ 1 F(x)yey = el

Pour calculer b, on a d'une part F() = =2 _ -1 ¢

1412 ¢
b ~1
d'autre part on a F(1) = ;+ o1 TG
7 |
o

il
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Ce qui donne b = —1.
Et par conséquent, F(x) = - + m (—xi?

Par intégration nous obtenons :
[Ldx=lnlxl+h
[Ldx=—Inlx+1]+k;

21
A gy =tk

(xi—l]" dx = T+l
On trouve finalement:

1 : 7
. - - ~—+k
I, = J x(l +x)zdx lﬂ(bl[} ln|x + 1{ + e i3

Remarque : Une autre méthode pour calculer b et ¢

consiste 2 considérer la fonction
1

G(x) = (x +1)*F(x) ==

Alorsona:

{c = G(=1) = -—1

p=G6(-1)= = 1)1

1
(3) Calculdel;= _r:m; dx:

1
On écrit la fraction ratiopnelle F:x » ——— en

xB(x-2)?
¢léments simples :
a_ b
F(x) =;+;5 x—z+ (ar— 2)2 e 8
s T
b =x*F(x)x=0 -2 4
1 1
d=(x=22F(X)lz=z = i
Pour calculera ete:
& F(]-} ErmE =1
(: )
On a d'une pal't:{ : /e, ¢ 1/4
Fa) =T+t vasy
ce qui donne, a—¢ + =1 (1)
F(-1)= "“rﬁ*“s=1
. —1)(-1-2* 3
d'autre part, F) = (_:_ Ve, o« 1/4
¢ T -2 -2 (a2t

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

.ce qui donne,—a — ~;~ S - % p (2)
Les relations (1) et {2) donnent, a x% et c = m%_

Et par conséquent, F(x) = E—ii ¥ %;- g “?1_123 Ef%’

Par intégration nous obtenons:
1
—_ = *
fxdx Inlx| + &;

"

1
fx_zd.r=!n!x-—2}+k3
f 1 g 1 M
{. (x = 2)? T

On trouve finalement ;
1

1 1 1 1
{n=jmdx=;1n(ﬁxi)—&-;ﬂzlnlx 2|- m

Remargque 1 : Une autre méthode pour calculer a et
b consiste a mnsidérer la fonction

G(x) % 22F(x) =

Alors on a:
1 1
-2

T3

-2 1

=G’ B e e TR
a=G'(0) L

(x— 2)2
b=G(0) =

Remargue 2 : Une autre méthode pmir calculer ¢ et

d consiste A considérer la fonction
i
H(x) =(x - 2)’F(x) = = Alors on a:
1 1
d=H@) ==y

5 4
> el @=5=—

&
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' e | . CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

F(x):§+_ff+ﬁtﬁ_

- x242x4+2 "
E Calcul de a et b : On considére la fonctian

" \ 2 i ) G(X) s XZF(.‘.() = _;___

"Calculer les pnmlltwes des fonctions rationnelles suivantes: | brsonas +2x42

2 [ e !
W b=y -, ; b=6(0)=fF— =%
1 - 0% +2x042 2
(2) L= _r*—"———-—xz(xz+2x+2} dx. _ a = G'(0) = “1(2x042) -1

(07 42x0t2)2 | 2
Remarque :On peut calculer b comme suit:
b= x2F(x)] g = - = 1

0%4axo+z ~ 77
Calcul de 1r: hmx_.,,m xFx)=0=a+c, ce qui
donne, ¢ = %

: .-'C&lClIldEfi Imdx:

. On écri i i ; en |
On écnt_ la fraction rationnelle F:x = T calf add SR i L b, sau
¢+ éléments simples : " 2I%42x142) 1 T 22 T 2yax1i2
F(x) o 2 + bx+c . ce QU.I donne, d =1
| N H; _ =1 ' Et par t:nnsér.lue.'m:2 Fx) =22 4 12, Y2z+1/2
Calculdea: a = xF(x)|3m0 = T ] PR s

Calcul de b: limy, i xF(x) =0=a+b, ce qui

donne, b = —1. Par intégration nous obtenons :

' 1
M - 3 bt f ~dx = Injx| + k
Calcul dec: F(1) = 1(1Z+13 = 12“ ce qul donne, : J; f:l 2
i g =il I ' x—zdx=?-+k2
Et par conséquent, F(x) = -+ 5—. _ il 1
_ fx2+2x+2dx251“(":+2"+2)+"3
Par intégration nous obtenons : On trouve finalement :
1 — 1 1 i1 1
[ s =miai 1 o= R TE ) M N T S
x 1 b i
" On trouve finalement : |

Y T N
Ilujmdx"mxu > inla? 1] + k.

1
(2] Calcul de I‘.l & fmdx N
On écrit la fraction rationnelle F: x +

r2(x?+2x+2) .
éléments simples :

75
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Quelles sont les primitives des fonctions suivantes ?

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

L = [——dx.

x3+11
I, = | ——dx
2 "' *24x+1

Iy = jx1+2x+3 ax.

1
;= J§x3+8x+8 dx.

Ig = dx,

Ix2—4x+a

[6)

(2)

La réponse est immédiate en consultant la table des
primitives :

1
L= fmde arctanx + k.

D’une maniére générale, on commence a écrire le

dénominateur sous sa forme canonique, puis on

procéde 4 un changement de variable afin de

reconnaitre la dérivée de la fonction arctan.

(@ On écrit le dénominateur sous sa forme
canonique :

24 x+1=(x+a)+h .lci, ontrouvea = %et
3
b= =
{b) On effectue un premier changement de variable :
U=x + 2 On obtient :

A 1
IZ v I x24x41 dx = '[ j"
(¢} On effectue un second changement de variable :

2 X
L= ﬁu. (n obtient :

h=f= dme-;m "

x2Fx+1 u -1%

u7-+1

dt
Imr

ain

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

L'intégrale de I'élément simple. de seconde
espéce devient :

- .
12=j12+x+1dx_J’ 3 J‘jt=+1
Z 2 1
= ﬁan:tan (ﬁ (x + E)) + k.

(3) D'une maniére générale, on commence a écrire le:
dénominateur sous sa forme canomique, puis on
procéde 3 un changement de variable afin de
reconnaitre la dérivée de la fonction arctan.

() On écrit le dénominateur sous sa forme
canomnigue :
x*+ 2x+ 3 = (x+a)? + b. Ici, on trouve
a=1l1leth=2
(b) On effectue un premier changement de variable :
# = x+ 1. On obtient: '
1
I = Ix1+2x+3 i -ru=+z f:qu _
(c) On effectue un second changement de variable :

1 .
b= U On obtient :

o 1 - du VZ
Iy = jx2+2x+3 dx = 'ru2+z -rr1+1
L'intégrale de I'éiément sxmple de seconde
espéce devient : i

1
g5 jx2+2x+4d ju‘+2 2,[:2+1

V2
= -E-arctan (ﬁ (x+ 1)) + k.

-

(4) D'une maniére générale, on commence A écrire le
dénominateur sous sa forme canonique, puis on
procéde a un changement de variable afin de
reconnaiire la dérivée de la fonction arcian.

(a) On écrit le dénominateur sous sa forme
canonique :
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4x* +Bx + 8 =4(x + a}z + b Ici,ontrouve z = leth = 4.
(b) On effectue le changement de variable : u=x +
1. Cn obtlent :

k= -r-i-xi-i-ﬂ_x+8 u2+1
- L'intégrale de ielement szmpie de seconde
espéce devient :

1
g e — tan(x+ 1) + k.
s J412+Hx+3 4[u‘+1 gt )

(5) D'une maniére générale, on commence a écrire le
" . dénominateur sous sa forme canonique, puis on
procéde 3 un changement de variable afin de
reconnaitre la dérivée de la fonction arctan.
{2) On écrit le dénominateur sous sa forme
canonique :
2 —4x+8=(x+a)?+b.lc,ontrouvea = —2Zeth =4
(a) On effectue un premier changement de variable :
; u = x — 2. On obtient: 5 "
b u 1 i
b= ot = lan =
(b) On effectue un second changement de variable :
£ =7u.0n obtient:

1 _1 _ 1 at
‘IS - J':xhi-x—w quﬂ J--u2+1 2-[ 241
L'intégrale de I'élément simple de seconde
espéce devient :
; J‘ 1 d J du b1 du
5 = D el 7 7 —n
x2—4x+8 ut+4 4 %u2+1
17 dt 1 1
2 = ~2— :t?_-i-_i' = Earctan (E {x — 2)).-'- k.

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

Quelles sont lesxpnmmves des fonctions suivantes ?
1) l=f-dx

[2] 12 e ’r xzzfid-l

@ = F:;:rs

@ L=lgise

6) ls=[n e

(1) La réponse est immédiate en consultant la table des
primitives :

2)

x 1
e § e S 2
. sz+1dx InGe? +1) + k.

D'une maniére générale, on utilise la méthode qui
consiste & réécrire le numérateur afin d'y faire
apparaitre la dérivée du dénominateur :

(@) Le dénominateur est: x* + x + 1.

(b} La dérivée du dénominateur est : 2x + 1.

(c) Nous remplacons donc au numérateur
2x parzzir +1 -1, 0onobtient:
h={ahndx={ :;::;: dx=] :::::—1 = x1+x+1

La premiére intégrale est de la forme u'/u, et ]a

seconde intégrale est de la forme arctangente (voir

l'exercice précédent)* On en déduit alors une
primitive de /; :

Iz:fz—zf"—'drﬂn[x'w“xﬂ)“im“m i(xrl*) +k
- ol B G i J3 V3 2 "

i

=)
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(3)

4

(5)

D'une maniére générale, on utilise la méthode qui '

consiste 3 réécrire le numérateur afin d'y faire
apparaitre la dérivee du denommateur
(a) Le dénominateur est : x? + 2x + 3.
(b) La dérivée du dénominateur est: 2x + 2.
(c) Nous remplagons donc au numérateur
2x+5par2x+2+3,
on obtient :
=g = S de = [ R dr 4 3 [
La premiére intégrale est de la forme u'/u, et la
seconde intégrale est de la forme arctangente (voir
I'exercice précédent). On en déduit alors une
primitive de I3 :
2x+5
Lhe j x2+2x+3

: A2 1
= n(x? +2x + 3} + 3-—2—arc1:an (ﬁ(x + 1)) +k.

D'une maniére générale, on utilise la méthode qui
consiste & réécrire le numérateur afin d'y faire
apparaitre la dérivée du dénominateur :

(a) Le dénominateur est: 4x* + 8x + 8.

(b) La dérivée du dénominateur est: 8x + 8.

{c) Nous remplagons donc au numérateur x — 7 par

%(Bx + 8) — 8, on obtient:

L= [~ =i dlef——g-xﬁmdxwi?f—-ﬁwi——dx

4x24+8x+8 8 4x?+Bx+8 4x24Bx+8
La premiére intégrale ‘est de Ia forme u'/u, et Ia

seconde intégrale est de la forme arctangente (voir
Vexercice précédent). On en déduit alors une
primitive de I, :

Iy =

x—7

mdx = In(4x% + 8x + 8) — 2arctan(x + 1) + ﬂ

D'une maniére générale, on utilise la méthode qui
consiste & réécrire le numérateur afin d'y faire
apparaitre la dérivée du dénominateur

|s1];
. I

|

CHAPITRE N°2 : CAI CUL DES PRIMITIVES

Calculer les prlminves des foncunns suivantes :

fgmf 3x+1 d'x:%J- 2x—4

(a) Le dénominateur est: x? — 4x + 8.
(b) La dérivée du dénominateur est: 2x — 4.
(c) Nous remplacons donc au numérateur 3x + 1 par

g g{ZI —4) + 7, on ohtient :

dx +7 [ —=—dx.

x2~4x+8 2 4xi8 x?—4x+8
La premiére intégrale est de la forme u'/fu, et la
seconde intégrale est de la forme arctangente (voir
I'exercice précédent). On en déduit alors une’
primitive de /s :
3x+1

I = | —e———
5 J’xz-—h:-i-ﬂdx

3 7 1
-—-Eln(x *—4x+3)+—2—arctan —2-(3:—2) +k

(1) I =]V1-x2dx.

(2) I

= (V2 — x%dx.

(3) I =[V3~axZdx.

(4) Iy

zfdbwaxzdx, aveca, b>0.

M

" La méthode d'integratmn repose sur la mise du
trindme sous forme canonique et l'emploi d'un
changement de variable utlllsant les fonctions
circulaires.

Calcul de I; = [ V1 — xZdx:

La fonction x = v1 —x? est définie et continue sur
l'intervalle [-1,1], elle admet donc sur cet intervalle
des primitives.

On pose x = sint,ona:
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(2)

(3)

4y

[

1
I,:J - xtdx = J-COS tdte: -——smtcost+2+k

\/1—5 arcstnr
et ¥

Calculde I, = J'v‘?. xzdx

[ )
La fonction x-ﬂ’Z —x2=+2[1- () est

définie et continue sur Imtervalle [ \r, er_] elle

admet donc sur cet intervalle des primitives.
On puse — = gint,ona:

Ig—wrj’ dx 2 cosztdt—sinrcast+t+k

-—-z-ﬂ+arcsm(ﬁ)+k

Calcul de I3 = [ V3 — dx?dx:
. Z
La fonction x-+V3—4xZ=+3 1——6%) est

" V3 V3
définie et continue sur l'intervalle [- 7,—5], elie
admet dnnc sur cet intervalle des primitives.

On pose——x = gint,ona:

3
Iy= \f_j Jl— dx r:os tdt*zsmtcust+4t+k

=Z3-ax +k.
5 3—4x +4arcsm(ﬁ)

Calcul de Iy = [ Vb — ax®dx:
~ La fonction x—+vb—ax®= VB J1~ (%x) est

; Vb VB
définie et continue sur l'intervaile [“ﬁ*%‘ elie
admet donc sur cet intervalle des primitives.

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

On pa%e—_x = sinf,ona:

3 3
= ‘;—J f ——x d'x ‘-~—-Icosztdt=zsintcast+4t+h
va

2 b —ax? +——-m'csm t——-x) ik

2a /b

Calculer les primitives des fonctions suivantes :
(1) L= v1+%de

(2) L= [¥2+x*dx.

3) L=[vV3+4xidx.

{ (4) Iy=[+Vb+ ax? dx,aveca, b > 0.

La méthode d'intégration repose sur la mise du
trinéme sous forme canonique et l'emploi d'un
changement de variable utilisant les fonctions
hyperboliques.

(1) Calculdel, = [V1+x2dx:

La fonction x = v¥1 + x2 est définie et continue sur
R, elle admet donc des primitives sur R.
On pose x = sh(t),ona:

t
h= f 1+27 dx‘“fChz(t)dt—wsh(t ch(t) +5+k

r argsh{z)
= — b i T
3 \f 1+x?+ 3 +k

(2) Calculdel, = [v2+ x%dx:
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: z
La fonction x=-vVZExi=+7[1+ (%) est

définie et continue sur R, elle admet donc sur R des
primitives.

x
On pose 7 = sh(t), ona:

Iz—‘rj 1+ dx zjch’{t)dr=sh(t)ch(ﬂ+t+k

= Em+ w_gsh.(ﬁ) +k

(3) Calculdel; = [+3 + 4x%dx:
2
La fonction x-+v3+4x2=+3 1+(%) est -

définie et continue sur R, elle admet donc sur R des
prjmitives
On pose—-x = sh(t),ona:

| =i ’H 2 =3 [ ey de = Sshrch®) + e v

=—d3+4x += rzrsh( )-i-k
"\

(4) Calculdel,= [vVb+axZdx:

. 2
La_fonction x = +vb +ax? =+, 1-}-(*?:1:) est

définie et continue sur ]R, elle admet donc sur R des
prlmltwes

On pusemx = sh(t),ona:

;;-»\r,[ju—dxz“JchZ(r)dr—ﬂhUth{t} Fgih
=ZJb¥ax? =

1 PR iy
3 +2",._argsh(‘(5.r)+k

] .
? |

(1)
(2)
(3

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

| Calculer les primitives des fonctions suivantes :

I = [ tanxdx.
sinx
Iz £ f1+5m1xdx

1
Io = | el
2 fsinx-i-stn:x

(2)

@)

Calculde I; = [ tanxdx:
L'expression f(x)dx = tanxdx est invariante quand
on remplace x par -x, alors (d'aprés les régles de
Bioche) on prend le changement de variable
#=cosx<> du=—sinxdx.

cosx

sinx dx —du
F1=Itcml:rdx=f —J—-—--'-lnlcosxl+k

Ca]cuidelz = [E gy

1+sin? x

: i :
L’expression f{x)dx = 1: 2:; dx est invariante

guand on remplace x par —zx, alors (d’aprés les
regles de Bioche) on prend le changement de
variable u = cosx <> du = —sin xdx.

sinx ~du V2 fu-+Z
b= | T = | 5 -Tln(u+ﬁ)+k
V2 lcosx—+2Z
=—In + k.
4 eosx ++/2
| T o
Calculde I3 = [ ——— d;c t
L'expression f(x)dx = mdx est invariante

quand on remplace x par —x, alors (d'apres les
régles de Bioche) on prend le changement de
variable u =cosx <> du =—-sinxdx.



I = = sinxdx S =du

L= fﬂnx-ﬂmh J-S(l‘lzé:(1+2 cosx) ‘r{:l u)(1+2u) +k i ! __J-_h__l_ jr.‘osx dx J-
En utilisant la décomposition en éléments simples, 27 ) cos3x cos“x ¢l —u?ﬁ
on{rouve: ; I |sinx + 1| "

. ST = 1 _2 kS Isiny — 1| 4(sinx - A(sinx+1) "

It = s il = 1 45 Infu + 1 = S Inf1 + 2u] + k. _ ( R )

Finalement, |
i — cosx
1 1 : (3} Calcul de 13 -«-j“‘—zdx:
I= Jmmh & --In[r:asx— 4= Inlcusx-!- i -*—hzli + 2cosx| + k. i+coscx e

L'expression f(x)dx = dx est invariante

1+cos’x
quand on remplace x par z -x, alors (d’aprés les .
régles de Bioche) on prend le changement de
variable u =sin x <> du = cosxdx.

Calculer les primitives des fonctions suivantes :

= : [ cosx -+ V2
() I = [tanxdx. L[ e [V (T_iﬁ)u
() hL=[——dx :
X _Iz_fcaggszx p mﬂmsmxdwf‘l
3 &L= S tcasts v 4 isinx —+/2

[1} Calcul deI:l = { tan xd:l:

L'expression f(x)dx = tanxdx est invariante quand _ Calculer les pﬁr}nitives des fonctions suivantes :
on remplace x par x — x,alors (d'aprés les régles de M L=J S xdx.
Bioche) - on prend le changement de variable 2 L=/ 1
u=gnx<> du =cosxdr. _ i+sinxcosx
sinxcas x dx B L=] 1+cosx
11=J’tandx'=f~—--~—-———cas._,x l -
udu 1 :
=|i—=¢ —--2-111(1 —u?)+k
e (1) Calculdel, = j'-««ns-;md,x
(z) - Calculde!;nf—f,—dx: , _. eostx
costx L'expression f(x)dx = = ‘x ——dx est invariante quand

onremplace x par « + x, alors (d’aprés les régies de -
Bioche) on prend le changement de variable

" u=tanx <> du = (1 +tan® x)dx.
Ona: ' '
L= fcw, dx = (1 + tan®x)?dx = [(1 +u2)du.

= - =

onremplace x par x - x, alors {d'apres les régles de
Bioche} on prend le changement dé variable
u=sinx & du = cos xdx. '
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Avec un calcul simple, on trouve :
f(1+u1,]du:u+§u3 + k.
Finalement,

1 1
h hj——;—dx=tanx+~tanax+k.
costx 3

(2) Calculdel, = _{—-—*—L——-dx:

(3)

1+.i‘i1t1'¢'n$1:|:
L'expression f(x)dx = pr dx est invariante quand

on remplace x par 7 + x, alors {d'aprés les régles de
Bioche) on prend le changement de variable

dx
u=tanx 4> du=(1+tan’ x)dx = .
cos x
Ona:
- 1 - 1 du
=] itsinxcosx Icus’xcus"xﬂanx- = fn’+u+1'

Avec un calcul simple on trouve:
au_ Vi o (3
jm = 2 3 arctcm(3 (Ztanx + 1)) +k

Finalement,

V3 V3
1 Z?MCtan -3—(2 tanx+1) j+ k

Calcul de I3 = [ ——— dx:

14c v.sz

L'expression f(x)dx =

1+:os= ~dx est invariante

quand on remplace x par x +x, alors (d’aprés les
régles de Bioche) on prend le changement de

variable u = tan x ¢ du = (1+ tan’ x)dx = d:; y
N cos’ x

“-Ona: -
o~ e . du

13 - J. 1+cosx3 fcnszxcos"z:w:r. dx = ju2+z'

Avecun calcul simple on trouve:

du _ 42 V2
f;—z;r-i—*_arctan( )+k

e — | T——— i e ¢

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

Finalement,

2 A
Iy = —Marctan —tanx |+ k,

2

Calculer les primitives des fonctions suivantes :

(1) L=f————dx "

Z+sinx+cosx

) hb=[""dx

itsinx

3) - fg=f sin? x

sinx+cosx

)

Calculde 7, = |

2+4sinr+eosx
Les régles de Bioche nous conduisent 2 poser

U= tanz.dans cecasona:

. 2u
sinx
1+ u?
1—u
Casxy =
1+ u?
= 2du
T14u?
A dx _ 2du 1 _ 1 du
2ebsincrcosx | 1hu? B0 T 2uRezutd’
- 2+ 1+|'J.
il vient

dx
o wlfo B
i=) 2+sinx-+cosx zf wi471+3

= \;jarcta?t“}—f“(u 4+ 1) + k, alors,

-

Or
Iu2+2u+3

1 V2 V2
A fzﬂmﬂas: dx = —arctan—(tanx + 1) + k.

sinx
1+sinx

(2) Calculdel, ={
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(3) Calculdelz=
Les régles de Bioche nous conduisent 4 poser

Les réegles de Bioche nous conduisent a poser

x
u = fan3, dans ce casona:

2u
sl = 1+ i.l2
1-u?
cosX =37
2du
ity o T14u?
2
Aoms o — _o2du G d 4udu
. - T T
1+sinx 1+u® g4 @+ @2y
o dx udid
il vient L={ PRI 4f (A+u)*(1+u?)
udu 1
or I(1+u)2{1+u’) Seh -~ arctanx +k,
sin 2
al@l's; IZ == J. 1+3[ﬂ1dx - tan:—Pl -tk

I sin*x
sinx+cosx

U= tan%, dans cecasona:

2u
1+ u?
1—u?

1+u?
2du

1+u?

sinx =
CoSY =
dx=

sin®x H_“z) -gu’du

Avec
sinx+cosx 2w 1wt 1+'u.*

1tus 14U

; in? xdx ~pu?d
il vient. I = [ v

7 sinx+cosx = -r (u2+1)3 ul-2u-1)
La décomposition en éléments simples donne:
—gu? - u?+2u-1 1

(u24+2)2 (w2 ~2u~1)

(u=+1)={u2-zu—1) whiz2+l | ul-2u-1'
2i2u-1 U+l
Or j.‘_....._.. —_—
; Iu*+2u= +1 el ks,
1 '-'vr“"u)
e
k qu—zu—I Zwr P (nhf- 1 + Rz

CHAPITRE N°Z : CALCUL DES PRIMITIVES

alors,

L sin®xdx
2 sinx+cosx tan?(; +1 2B

tan(§]+1_ _ 4 I Ein G‘J,ﬁ_i N k
tani§)+ﬁ——1 I

g
132

2

2 xl4x— 3

J-Z xdx
T 0 2416

5, J-S x* 4623 ~5xP43x—7

G2y dx.

6. J°

7 fl 2x 4433 +5x% +17x+30
x*+8

z :3-7J:+ﬁ

dx,

8. J-s 4x=

9, fﬂ x3+?.m-1

1 x%-3x+2 3x+2 »

10. J-z 2x845x6-12:5430x% 4 3622424
xH(x242)3

dx.

11. fa ~2x% 4647

A 45xE44 dx poura ER.

Calculer les intégrales de fractions rationnelles suivantes.
1 ax '

L e

L

2
1
7z

@
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Y a-t-il une limite quand @ —» +o ?

12, f2-

x*+1

1 dx
1. ;—w«estun Qément simple. _[u e

n-=
L arcta =
" i1
2. Décomposition ; — = - — %,
1-x x+1 x-1

1
Intégrale : jf% ;% = In3.

3. Pas besoin de décomposer la fraction rationnelle,
car 2x+1 est la dérivée de x%+x—3, donc

£ 2 gr = 1ns,

4, On peut évidemment décumposer la fraction
rationnelle en éléments simples : '

vz 42
x LS g

= 8 - 8

X416 x2-2xVite  xP2xyis’
mais il est bien plus simple de faire le changement
de variables x% = u. .

2 xdx 14 du bi3
A.lorsf 0 x*+16 290 uwPi16 22"
x

#+6x? —5x%+3x—7

5 la démmpusition de "—“W est.
163 507 55
x+18+—+ e T ; les primitives sont
2 118 m%(’i}}"}H 163Injx — 4| + C.
3 xty6x’ 5224327 5565
Enfin, f W dx = —— — 326In2.

N . | 1
¥-7x+6 " 20(x+3) 4(x—-1) 5(x—2)
(x=2)"(x+3)

CGAF +C,

6. Décomposition :

: R TA 1
Primitives : 20lr:

CHAPITRE N°Z : CALCUL DES PRIMITIVES

27\
d'o uj2x3 7x+6_u?(;1n( )
7. Décomposition :

2x* 4323 452417+ 30 2 3x—
=2x+ 33—+
x3+8 x+2  x2_2x44

Les primitives sont:

22+ 3x+In(x +2)% + ;]n(xz 2x +4) +--arctanﬂ+ C.

Intégrale:

1 2ri+axt4sai+41T430 - 7n3-8in? 2- 2.
f-—1 %7 4 dx =6+ P +ﬁarctan_‘r—§..:
; \ 2x? 2 1 1 Bt

sition : ——— = i e i
8. Decompo itio xt-1  x241  x+1  x—-1

Primitives : In |£'_1:‘ 4 Zarctanx + C,
x+1l -
" i opeid 1
d’ott jz i dx = ln2 + 2arctanz.

9. lLa décompcsition est
11 1
4zxl e _2___1___&_ b
- x¥-3x42 (x-1)*  x~1 x+2
x3+42x+1 22
a2 .22
x3-3x42 lnz

i 2x9+5x5— 12x5+30x“+35x2 +24
10. La décomposition de : T

L NIV .. __ 12x-16
O Ttz @t (m2a2)Y

On trouve alors " +

2x+3

- L 1
les primitives sont — 5 + 70

+
'\Farctanr+ C.

Enfin,

-
Iz 2845281225430+ 36 424 i
1 x¥{z242)

37 n
=+ Zﬁgcmjw"z' i

10. Décomposition de la fraction rationnelle :
~2x246x+7 2:\:+3 2x+5
xtiszitd | xE41 x4

Primitives : In ‘ I + 3arctanx — —arctan + C.

94
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Alors i i e e
' 7. f Ya? —xZ dx.
8. [ e™Je*X+1dx.

a —2xti6x47 o ﬂzﬂ] i L
fs i dr=1In I«rz” + Sarctana 2au'ctarj. 3 + 2In2.

. a ~2x2+Ex+7 =
Enfin llm4~a+m.|-n By oy dx = - + 2In2, 9, f e®coshx dx ; [ e®sinbx dx. .
i i a faire .
12. Pour factoriser le dénorminateur, penser a fai | 10. [ m -
xt+1=x*+2x*+1-2x* ; on trouve alors _
1 20 =it 11. [ x2V1 —x2 dx.

RS, NAESE Ao S
Sl xieai4l xEexyEer”
12. | dxcosx + 2sinx + 3.

13. [ VxdxVa® =3 avec 0 <x < a.
14. [ coshxcoshx + sinhx dx.

Les primitives s’écrivent

1 T xV34+1 1 _
r-ﬁln%m +37 (arctan(xﬁ +1) +arctan(xVZ 1}) +C

ce qui donne

2 dx 1, 32042, 1 _ __LN_E_’)
f e +m(r\c arctan=-).

D xt+1 r‘ﬁ 17

1. Changement de variable u = sin®x (ou d’abord u = si)
P

2. Deux méthodes : changement de variable u = sint (on
u = sinht}, ou linéarisation.

1. [ e"*sin2x dx.

115(15sint — 10sin’t + 3sin’t) + €
2. [ cos®rdt; cosh®t dt; [ cos®t dt; [ sinh*c dt. _
‘'ou 180sin5t + 548sin3t + 58sint + € ;

= 3, J’ x'.i’ex.dx_. = f
_ Sinht + 13sinh’t + € ou 112sinh3t + 34sinht + € ;
4, [ Inx dx; [ xInx dx; [ arcsin dx. '
132(sindt + 8sin2¢t + 126) + € ;  132(sinh4t —
"5, [ coshtsint dt. ' : 8sinh2t + 126) + C.

6. [ daxsinx. _ : : " 3. Intégrations par parties : (x3 ~ 3x% + 6x — 6)e* + C.

ol : ' i‘}ﬁl
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4. Intégration par parties : xlnx —x + C ; x?2lnx — x4 + C
s xaresinx + V1 —x2 4 C.

5. Intégrations par parties : 12(sinhtsint — coshtcost) + C.

6. Changement de variable ¢ = tanx2 ; In|tanx2|+ C sur
chaque intervalle

7. Changement de variable x = asinu ; a?2arcsinxa +

x2vVa? — x* + C.
8. Changement de variable u = e* ; 23/e* + 1(e* - 2) + C.

9. Intégrations par parties : la®+ b%e®*(acosbx +
bsinbx) + C; 1a® + b%e™(—bcosbx + asinbx) + C.

10. Changement de variable

t =+x1 — x; 24x1 — x — 2arctanyx1 - x + C.
11. Changement de variable
t = arcsinx ; 12(arcsinx =Vl - x%} + C.

12. Changements de variable u=tanx2, t= 1+u ;
arctan(tanx2 + 1) + € sur chague intervaile Mais, au fait,
ne cherchait-on pas une primitive surIR?

13. Changement de variable x3 = u? ; 23arcsinV ¥3a3 + C.

14. Multiplier et diviser par coshx — sinhx, ou passer en 8%
%2 + sinh2x4 — cosh2x4 + C oux2 — e **4 + C.
4

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

e L

Soitl, = f7 sin™tdt.
1. Etablir une relation de récurrence entre I, et Iy,
2. En déduire IZ]J et IZIH“I"

3. Montrer que (I,)nex st décroissante et strictement
positive.

4. En déduire que I, ~I,.4.
5. Calculer ni,l,41.

6. Donner alors un équivalent simple de I,.

(1)  ParIPP, I, =

n+2 J“'

2 I =§et!1=1et

g P EGp-Dronl, Gl =

= 2PX(EP—2JX---:‘<2 0_2ip(p!-)12' flpd-}

. 2px(2p—-2) x--%2 B le(pnz
p+Dx@p—-1D)x--x171" @p+1)l

(3) - Enregardantl'intégrand.
(4)  D'apresla question précédente, 0 < Lyplnyln doric

=

+2 L

=

+1_ Iz by
In

ol i

par conséquent 2t — 1,

In no=
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{(5) Ona:

: Zp—-1
(2p = Dhpalip =53, 20hphps =

Ip
2p+12

soit nlplyyq = » ce qui peut aussi se démontrer

par récurrence. -

(6) Comme—— ( 5 Indnsa~ ~I% on en déduit que I, ~J§n,

Calculer 'aire de la surface délimitée par la courbe de
f(x) = sinx, l'axe (0x) et les droites d'éguation x =0 et

La fonction f(x)=sinx est
continue et positive sur un
intervalle [0, mr].

L'aire de la surface délimitée
par la courbe de la fonction f,
I'axe (0x) et les droites
d'équation x =0 et x =g est
donnée par:

|Aire{D} = [ fx)dx = 2.|

| Ewruua ?_B b T

Calculer J'aire de la surface déhmltée par la courbe de

f{x) = sinx, I'axe (0x) et les droites d' equahon x=7 et
x = 21,

99

CHAPITRE N°Z : CALCUL DES PRIMITIVES

La fonction f(x) = sinx est

continue et négative sur un
intervalle [, 27). v
L'aire de la surface
délimitée par la courbe de
la fonction f, I'axe (0x) et
les droites d'équation x =
et x = 2w est donnée par:

B!

Aire(D) = — J2" f()dx = 2|

Calculer Yaire de la surface comprise entre les courbes des
fonctions f(x) = sinx, g(x) = cosx et les droites d'équation
xﬂﬂﬁxzi

l..es foncuons f (x) = sinx et
g(x) = cosx sont continues sur
un intervalle [0,%] et on a de
Plus:

VxE[ . @ -f@y =z 0.

L'aire de la surface délimitée /! \

par les courbes des fonctions f
et g et les droites d'équation
x=0etx= -:- est donnée par :

[ﬂe[ﬂ) = [3g() — Fdx =VE— 1.

100
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Calculer I'aire de la surface comprise entre les courbes des
fonctions f(x) = sinx, g(x) = cosx etles droites d'équation
x=0ﬂxm§

Les fonctions  f(x) =sinx et
g{x) = cosx sont continues sur un .
intervalle [U,-E} eton ade plus:

() vxe [[I,ﬂ, g(x) = fx) = 0.

(2) vxe 55, g0 - f0) <. el

L'aire de la surface délimitée par les courbes des fonctions
f et g et les droites d'éguation x =0 et x =~E est donnée
par: )

i1 i

3 1
Atre(D) = f(g(x) - f(x))dx + IU_(I} —gx))dx =2vZ -2
v F u &
3

e d—1

101

SoitE un cylindre de révolution de rayon R et de hauteur h.

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES

Alors ¥ est limité par les plans d’équations z=0 et z=h et
pour tout z € [0, h], ona f(z) = R
La fonction f étant constante sur l'intervalle [0, h], elle est
continue sur cet intervalleetona:
B

Vohime(X) = jndez = ntR%h.
] ]

Calculer Je volume d’un céne de révolution.

on de ray et de hauteur h.
Alors % est limité par les plans d'équations z=0 et z=h et
pour tout z &[0,k], on a f(2) = nr?, le rayon r vérifiant

. 3 . R_.
d'apres le théoreme de Thales : % — 1;», soitdoncr = P2

; _
Dod: f (g) = n%zz. La fonction f est continue sur
I'intervalle [0, h], donc:

Volume(E) R idz = Lurth
olume( mfnhzz z = gnR%h.
o
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ei-spé de ra et de hauteur h. Alors T
est limitée par les plans d'équations 2=0 et z=R et pour tout
ZE '{{} R], on a f(z) =nr?, le rayon r vérifiant d'aprés le
d'ou f(z) =n(R*— zz)

La fonction fest continue sur l'intervalle [0, R], donc
R
3
Volume(Z) = f n(R? — z%)dz = -—;-.
o

3
On en déduit que le volume de Ia sphére est égal 2 =
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CHAPITRE N°2 : CAI.CUL DES PRIMITIVES

Soit X une pyramide de hauteur h dont la base est un
polygene F. Alors X est limitée par les plans d'équations z=0
et z=h et f{z) est laire d'un polygone qui d’aprés le
théoréme de Thalés est une réduction du polygone P de
cnefﬁcient%. Donc f(z) = aire(P)l-zt;

La fonction fest continue sur l'intervalle [0, k], donc:
A

Volume(X) = f aire(P) mdz =

aire{P) X h
3 :

Calculer le vnlume engendre par rotation de la courbe
représentative de la fonction carré autour de 'axe (Ox) sur
I'intervalle [0,1]. é

La fonchon carré’ est pusmve et contmue sur lmtervalle

[0,1], donc

1
Vohume(Z) = ] yhdy = g
1]

L)



CHAPITRE N°3 :
INTEGRALES GENERALISEES

RAPPEL DE COURS

Oz)ECT : |

L'objectif de ce rappel de cours est d'apprendre & étudier la
convergence (et éventuellement A faire e calcul) d'intégrales

& a +
dont une borne est infinie comme : [ "

g, Ou encore avec
an meins une borne m‘lja fonction n'est pas définie et a une
limite infinie comme : {2 tan x dx.

On suppose dans la définition suivante (et méme dans toute
la suite) que le seul “probléme" est sur la borneb{on

procéderait de méme en cas de probléme sur la borne d’en
bas).

DErmrTion

Soit fune fonction définie et continue par morceaux sur un

intervalle ]a;bf avec a,b e R U {10} .

On appelle mtégrale généralisée de fentreaeth la limite
sujvante: L f(pdt = lim _L f(t)de.

L'intégrale est dite convergentesi cette limite est finie

et divergente dans le cas contraire.

PROPRIETE : RELATION DE CHASLES SUR LES INTEGRALE
GENERALISEES CONVERGENTES] :

Soitfune fenction continue par morceaux sur Ja;b[etc €
Ja; b] . Alors (sous réserve d'existence) :

[ f@de = [£f@dt + [* F@)de.

105 l
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IREMARQUE : §

Il faut “couper” pour connaitre la nature d'une intégrale
généralisée.

Par exemple, on a: f sintdt =0, VxER converge et

pourtant j' sint dt diverge (x — cosx est une prlrnmve
de x — sinx etn'a pas de limite en I'infini).

PROPRIETE 1 |

Soit f une fonction prolongeable par continuité en b,
I'intégrale généralisée (dite fausse intégrale généralisée)
j:' f(t)dt converge.

PROPRIETE : lNTEFRALE DE RIEMANN

Seit @ > 0. Alors on:

_fu < converge i, et seulement si, @ < 1.

-0 dt J : .
fi e converge si, et seulement si, .> 1.

THEOREME DE COMPARAISON

Soient fet g deux fonctions continues par

INorceaux
et positives sur [a;b[ et telles que f < g. Alors : -

Si _]': g(t)dt converge, alors ff f(t)dt converge.

Si _f: f(©)dt diverge, alors j’: g(t)dt diverge. |

l THEOREME D'EQUIVALENCE

Soient fetg deux fonctions morcééux
et positives sur [a;b[.
Si f 3 g, alors les deux intégrales j': f()de et _f: g(t)dt ont

la méme nature (soit elles sont toutes les deux convergentes,

continues par

soit elles sont toutes les deux divergentes).

106



ANALYSE 2 : EXERCICES ET PROBLEMES CORRIGES

L'intégrale f: f(D)dt est dite absolument convergente si, et

seulement si, 'intégrale j: |f (£){dt converge.

[ Toute intégrale absolument convergente est convergente. ]

La .réciprogue est fausse: on parle alors desemi-
convergence.

_
v Pour déterminer la nature d'une intégrale généralisée

J'b f(t)dt, il faut d'abord déterminer les points “a

s 2 ey - =

probléme”, c'est & dire les points oil fn’est pas d:eﬁme
et les éventuelles bornes infinies de l'intégrale
(beaucoup plus visibles ). .

v Ensuite, il faut montrer que la. fonction f est
localement intégrable sur [a;b[ ou Ja;b] ce qui est le
cas des fonctions continues sur ces intervalles, ou

.+ glors ce.qui arrive assez souvent aussi, des fonction

" continues par morceaux sur ces intervalles. :

v Pour montrer que l'intégrale généralisée [, f(D)dt
contverge en b (respectivement en aj, il faut :

o Soit revenir A la définition et montrer, par
calcul de primitive, intégration par parties o

E changement de variable, que x— j': f(t)dt

admet une limite finie lorsque x - b-
b
(respectivement, x-—[_ f(t)dt admet une

" limite finie Jorsque x— a*, ce qui permet en

outre, ce qui n'est pas trés fréquent, de

calculer _[: f(t)dt.

L
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o Soit utiliser les différents criteres énoncés
dans le cours en particulier si la fonction est
positive sur Ja;b[. -

BEREMARQUE :

Attention, les calculs de primitives, les intégrations par
parties et les changements de variables sont “officiellement”
interdits dans les intégrales généralisées. Pour effectuer ces
opérations licites néanmoins, il faut toujours se ramener a
une intégrale définie, c'est 4 dire sur un intervalle ol la
fonction est continue, puis calculer la limite du résultat.

Attention, des intégrales "faussement généralisées” peuvent
se glisser dans les énoncés.

Exemple : 01 Evi»;-]-'ftﬂ':. On peut prolonger la fonction f par

continuité en 0 en posant f(0)=1 donc f: s—i;-‘—t dt converge.

REMARQUE 3

Attention avant de linéariser une intégrale généralisée, il

faut toujours s'assurer de la convergence de toutes les
intégrales mises en jeu.
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ENONCE DES EXERCICES .

Etudier la nature des intégrales généralisées suivantes et les
calculer lorsqu'elles sont convergentes :

. ["etde

@ [
1 dt

(3) Iﬂl -&fii"t_l

[4:] J‘[’ t:

® "%

© " smtdt

| L objemf de l'exercice est d‘utﬂ:ser ia a‘éﬁnmon pour manm‘er
la convergence ou la divergence d’une intégrale généralisée.
1. La fonction f(t) = e"" est continue sur [0, +oof. Le
probléme se pose donc en +o0. Or
tm X a7tAt = tim Ba ¥ = 13 — XY
Jim [ e™fdt = lim [~e~*]§ x]_‘.‘fm(];w e*)=1,
donc I'intégrale converge, de plusona:f;  e™*dt = 1.
2. La fonction f(i) =;}tg est continue sur [0, +-oof. Le
probléme se pose donc en 400, '
Or Iim fx -—:;—5 dt = llm {arctant}ﬁ = lim (an:l:anx-- 0} m-’zf
t

donc P'intégrale converge, de plus on a f e i

=B
2
3. La fonction f(t) =ﬁ;_; est continue sur [0,1[. Le

probléme se pose doncen 1. Or pour tout 0 < x <1
X dt x ‘
ona; ey = [arcsint]§ = arcsinx,

alurs

P
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lim [* 2= lim arcsinx = 2
1m0 V112 xo3- \ &4

—_— 1 de
donc I'intégrale converge, de plus on a f, it ::%

. La fonction f(t):ti est continue sur ]0,1]. Le

rd
probléme se pose doncen 0.
Or pourtout@ < xlona-:
llm_J £ = lim [ 1]1 lim ——1) oo,
x0T X x=0t tly  x-0*
donc 'intégrale diverge. =

. La -fonction f(t}:% est continue sur [1,4o0. Le

probléme se pose done en +oo.
Orpourtout0 < xona:

A, 4y f*,‘zlz;[m
donc I'intégrale diverge.

. La fonction f(t) = sint est continue sur [0,+co, Le

probléme se pose donc en +o,
Or pour tout) < xona:

lim J’: sintdt = lim [—cost]¥ = 1~ lim cosx,
X-+teo x—Foo x=r410
et comme la fonction cos n"a pas de limite 2 Vinfini,
alors l'intégrale diverge.

Montrer que les mtegrales généralisées sulvantes sont
convergentes :

1 sjnt

(2) I:li (sint) dt
) J-'J. aantn:';anl:2

| ———1_‘]:E dtl

X t
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L’abjectrf de l'exercice est d'utiliser le prolongement par
continuité des fonctions & intégrer pour montrer Ia
convergence d’une intégrale gﬁitémhsée.

' y C - ; )

1. La fonction f(t) =- est continue sur 10,1]. Le

probléme se pose doncen 0.

-; Or ]a fonction f est prolongeable par continuité en 0

1 sint
" ar lim, 2= 1, alors I'intégrale L&
; x=0

dt converge.

2. La foncton f(t) =1in i':—t) est continue sur ]0,1]. Le

prcblérrie se pose doncen 0. ,
Or la fonction f est prolongeable par contipuité en 0
1 int
car limln (E-E) =1, alors lintégrale [ In (Et— dt
x a0t t s

converge.

b : rctant?

3. La fonction f(t) ==

probléme se pose doncen 0.

est continue sur 10,1]. Le

Or la fonction f est prolongeable par continuité en 0

2 s 1
car lim armint =1, alors lintégrale _fo
x~0 t

1
i- ‘1"'_:
t

probléme se pose donc en +00.

r:

converge.

‘4. la fonction t = est continue sur [1,-+oo[. Le

s &
——--E-*dt

1
On pose le changement de variableu = 4 alors on a;

. .
o [t 1 1—vi-u
) —g de = [ — —du.

&

La fonction F() = == est continue sur ]0,1]. Le |

probl&me se pose doncen 0.

CHAPITRE N°3 : INTEGRALES GENERALISEES

Or la fonction f est prolongeable par continuité en 0

= 1~ [t
car lim % = ; alors I'intégrale j’:w 4{— dt

x-+0 u

converge.

Utiliser le théoréme de comparaison pour démontrer la
convergence des intégrales impropres suivantes :

0 L s

14et -

‘@ [T et
D

0t

@ 5"

Int

Sobnp e e

e i % ¥ :
L’objectif de l'exercice est d'utiliser le critére

S TR

4 e L g
de comparaison
pour montrer la convergence ou la divergence de l'intégrale
généralisée d'une fonction positive.

1. La fonction f(t) = 1;: est continue sur [0,+oo[, Le
probléme se pose donc en +oo.

or 0f(2) = 2 %pnm’ tout t € 0, 4+, et f:w e~tdt

1+et
converge(= 1), alors par critére de comparaison,

[ 2 converge
0 1+et nverge.

2. La fonetion f(£) = e est continue sur [0,+oo[. Le
probléme se pose dencen -+co.

Or 0F (£) = e~t'e™* pour tout ¢ € 1, +o, et _flm e tdt
converge(= 1), alors par critére de comparaison,

J7° 2 converge et par conséquent [ ——
1 1+et TE p q 141 4 g

converge.
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. ;
3. La fonction f(tf)= % est continue sur ]0,1]. Le
probiéme se pose donc en 0.
[ 4
Or Ulf(t) = E* pour tout t €]0,1], et f1 95 diverge,
alors par critére de cumpara1son J’ dt diverge,

4. La fonction f(t) = E est continue sur [2,+cof. Le
probléme se pose donc en +co.
11 +odt .
Or 07— pour tout ¢ € [2,+f, et [/ — diverge,

. . +oo dt
alors par critére de comparaison, _[2 ke diverge.

Utiliser le théoréme d'équivalence pour démontrer la
convergence des intégrales impropres suivantes :

) J-l ssz'

(2) "'+m 1:-l' T

oo tzint

® ] tm
@ [[PiZa

~co 1-1-':1

L objecuf a‘e I exercice est d uﬂh‘ser J’e critere dequwaience
pour montrer la convergence ou lo dwergence de lintégrale
généralisée d’une fonction positive.

1 La fonction f(t) =22

probléme se pose dom. en 0.

Or 0f(t) = m:.." - jf‘ et Iu J_dt converge (lntégrale

de Riemann), alors par critere d'équivalence,

est continue sur ]0,1]. Le

1 sinyi
) i gy converge.
bt = e

|113|
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La fonction f(t) = ——-e ¥ gst continue sur [G',--_!.-oo[. Le
probléme se pose danc en -+eo.

Or 0<f(t) = v me et j '“tdt converge,
alors par critéere d'équivalence, _[U s e~tdt
converge.

probléme se pose donc en 4o, .

Oor0< f(t) = Ezly—t- lnt et f Intdt diverge, alors

+e0 t2n
" o S EI gt diverge.

La fonction f(t) = 1“2

Le probléme se pose donc en ~co et en +oo0,

est continue sur ] = oo, 400,

+oo 1-f 11-t +1 1-t
Or Y e e
4o It +o 1~
| ggdt = [ i ——dt diverge (car on a
' 1-t +oa ~ _
0< 1+t=;; t_f —dt diverge), alors [___ it

Montrer la convergence ahsolue des deux mtégrales
générahsees suivantes:

W fEe

1 M) S
@ I In (1+J'} dt. A

1 La fonction f(t) = — est contlnue sur [U +m[ Le

probléme se pose donc en +oo,

E
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- Orona: 5951—1-'~3~
£ “leht] cht fon et
+o 1 +o
" et comme fnm;dt: J° e7tdt converge, alors

1]
e cost

I'intégrale f; ?a;t—dt est absolument convergente, et

+  par conséquent, elle converge.
..._‘. . 1
i ‘z sm( ) @
2. La fonction f(t) ~——E—ln(1+ ) est continue sur ]0,1]. Le

probléme se pose doncen 0.

= 1
SRHE) i i 11
. i M o S —dt
Or on a: In(14+/T)] In(1+VE) o VT 8t comme 0 <&

. f1
S0
converge, alors lintégrale fﬂl R}:‘H‘r—{)ﬁdt est

absolument convergente, et par conséquent, elle
converge.

Montrer que les deux intégrales généralisées suivantes sont
semi-convergentes: , '
(1) ;= #*dt (intégrale de Dirichlet)

@ ;" ==at

1, La fonction f(t) = “'—?E est continue sur ]0,+cof, Le

+ probléme se pose donc en 0 et en 40,
i. Probléme en 0 : Puisque la fonction f est
prolengeable par continuité en 0 par 1,
alors elle est intégrable en 0.
ii. Probléme en 4w on considére
'intervalle [1,4occ[. On fait une intégration
par parties gui nous donne : '

CHAPITRE N°3 : INTEGRALES GENERALISEES

x sint - £O5% X cost
1 ‘_‘: dthDSI T_-fl '-c';“df

I faut étudier l'existence ou non d'une
limite finie lorsque x tend vers +oo de cette

quantité. On a: xﬂffm%ﬁ =0 et:il est clair

(par comparaison avec tHE;] que

25 X cOst
lintégrale [ 2 dt est convergente, et par

+oco sing

conséquent, - lintégrale | —-dt est

1
convergente.

(i) et (if) nous montrent que l'intégrale j;m Ly est
) ¥ ¢

convergente.

Iv!ontmns maintenant que la convergence de
I'intégrale n'est pas absolue.

Par la méme méthode que plus haut, on peut montrer
oo cos2t .

- facilement que f] —;—dt est convergente et on a

; +oo df 2
déja vu que ¥ + est divergente. Ainsi, Uintégrale
4o ]
i 5:(1—cos2t)dt est divergente. Or on a
_1_ 1 - W
Zt( = cos2t) = sin“t|sint]. Donc par principe de
o8] 3t est divergente, et

t
par conséquent, I'intégrale J:m ]Iﬂ:q dt est divergente.

comparaison, V'intégrale f:w

. La fonction f(t) = 5:55- est continue sur ]1,+eo[, Le

probléme se pose en +oo,

Probléme en +w : on considére l'intervalle [1,+o0[.

On fait une intégration par parties qui nous donne
x gost ;. _ sinx x sint '
fl v dt = — sinl + -[1 F dt.
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1l faut étudier 'existence ou non d'une limite finie

lorsque x tend vers +o de cette quantité. On a
sl . . .
lim == =0 et il est clair {par mmparatscm avec

x—v-l—:n x

te —] que l'intégrale f -s—nfdt est convergente, et

par conséquent, [intégrale [’ C"“d

3 est

convergente. :
Montrons maintenant que la convergence de

U'intégrale n'est pas absolue. Par la méme méthode

que plus haut, on peut montrer facilement que
in2 -
_[:m s—ui—rdt est convergente et on a déja vu que

j.: — est divergente. Ainsi, I'intégrale f'm}-(l +
cosZt}dt est divergente. Or on a: —z-t—(l+c052t) =
cos’t|cost]. Donc par principe de comparaison,
Vintégrale _f:m Effﬂ dt est divergente.

En discutant éventuellement selon la va}eur du parameétre
réel a, étudier Ja nature de I'intégrale généralisée suivante :

‘men_l_r
J; x3+xd.x

aneut écrlre

+ﬁ°x€t+x lxﬂ: +x +mxﬂ +x
f —g——dxr-ng-——-dx-!-J- 3 dx
0 X'+x o X7 +X 1 X +x

L} e 4 1 &
a. Existence del'intégrale | 23::‘1

]0,1]. Le probléme se pose donc en 0.

117
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% 1,
v Si a=1: alors f(x)= L2 et fo 2dx

x34x u x :
converge et par conséquent Tintégrale

flx =d verge.
o x33; dx converg

1
v S a>1 alors fix) =it~ et I 1ax

xtx g %
comrerge et par conségquent lintégrale

I 2% g converge.
0 x3+x i 1

v Si e <1; alors. f(Jc)—m,,ﬂ”J T et Jg ;L-adx
converge si-si 1 —a <1, et par conséquent

L - *
I'intégrale j'l z——tfdx cunverge si-si0 <a<i.

Récapitulation : I'intégrale j' dx converge si
0<a.
w xT4x

b. Existence de l'intégrale [t

x84
la fﬂnﬁlﬂ“ [ === est continue et posmve. sur
{1, +oof. Le Pl"obleme se e pose donc en +m B
+o0 2
v Sia=1;alors f(x) “‘x3+x+mx= tj -~dx

converge, et par conséquent lintégm]e

f: ® IEE iy converge.
- =¥
v Si a>1 alors f(x)= x=+x _m;; et

_['HD —dx converge si-si 3—a > 1, et par

1 x?"
+
conséquent l'intégrale j“” = xd.x converge
sisil<a<Z
i =52 Zoet [ . —de
Si @ < 1: alors f(x) = x3+x +mx‘-*
-converge, et par conséquent lintegrale
P . +xd1 converge.
Récapitulatmn
Iintégrale . ” * dx converge si @ < 2.

Finalement,

‘ 11t
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— +w x¥4 : . ;
'intégrale -fu ” ig—:fdx converge si et seulement si

0<a< i

En discutant éventuellement selon la valeur des paramétres
réels a et f, étudier la nature del'intégrale généralisée
sujvante :

+uo 1
J; x(xF +1)

Pour tout couple (a, £) de réels, la fonction f(x) = ;,,—(Jrlﬁ—ﬂj

est continue et positive sur ]0, +oof. Le probléme se pose
donc.en 0 et en +oo. .
Ona:

Ples
fn PrTe eV

a. Existence delmtegr‘alef ;‘;gﬁ;j

v Sifg=0:0naf(x)= m tuEEde

converge si-si @ < 1, et par conséquentl intégrale
f mdx converge si-sig < 1etf = 0.

v Si >0 on a f(x)= mux“ tf ”‘dx

converge si-si @ < 1, et par conséquent l’mtegrale

11 »
_['D mdx converg? sisia <letf>0.
x-B x"p

Y SIE<0ionaf() = rn = i e

191 & i
_ fn ;E‘:de converge si-si a4+ f <1, et par

1 1 e 1
EJ. x(xP :ﬁdx*.’; x%(xF + 1)dz

et
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b. Existence de I'intégrale j’:qﬂ
v Sif=0:onaf(x) = —3

conséquent I'intégrale j' oy ﬁﬂ} ~={dX converge si-
sia+fi<letf <.

i
xx 5+1) dx:
+o0 1
x(zF41) | 28 Et'{ 7o 0X
converge si-si ¢ > 1, et p.ar conséquent I’ 1ntégra]e

+o0 x¥In
j1 e zﬂdx converge si- Sie>1 etﬁ’ 0,
Si ﬁ'>0 on a f)=—s—n—t et

e x‘r(xﬂivi) 0 T )
E xﬂﬂ? —5dx converge si-si a +ﬁ >1, et par
conséquent l'intégrale L

sisia+p>1etf >0
e in? onE fie) = x“(xﬁ{—l} x¥(142 ) [0 0~
et [ szdx converge sisi a>1, et par

cunséquent Fintégrale f mdx converge
sisia>1etf <.

m dx’ canverge

Récapitulation :

Iintégrale |

ou

+oo x@
dx converge pour

(a:,ﬁ)_e{ﬁ>oa<1,a+,8>1}

(@ple{f<ta>la+p<i)

x“‘ﬁ x".s ’
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A 1
LS
N = !
w i
\\ i
I\_ i
T X% |
) \\. 1
S
L
1 ] \’ 1 1
T T = T ¥
u ~ .
-2 1 1 2 3
} ‘\\
-] ] .
1 ~
' S
3 1 .
ki i by
~
i -

Solenta et b deuxréelstelsque 0 < a < b,
—at_ —ht
1. Justifier la convergence de j; L G )

¢
2. Soient0 < x < y.

Démontrer que

ye—at__evbt bx -t
[ e [ e [T
t {10 g

-1
3. Démontrer que, pour tout réel x > 0, ona

b rbxpt b

e n— < f —dt < e"”ln"

@ Jus 1 a
p—or_g—bt

4, Endéduire que f;m 6 dt= ]11%-

ol

- mﬂ
1. La fonctmn f {t) - ® _ est continue sur @, +oof.

Le probléme se pose doncen 0 et en 4o,
- Probléme en( ;
Comme la fonction f est pro]nngeable par continuité

en 0 (par la valeur b — aj, aior's_[ S

Probléme en 400 ;
On peut écrire

=ht
dt existe.

121

CHAPITRE N°3 : INTEGRALES GENERALISEES

=" %
e
si on arrive 4 montrer que l'intégrale

—ut

+o =
J, T S—dtexisteva > g,

—at_ bt ]
7 dt existe 7

D'une’part : Une intégration par parties nous donne

alors I'intégrale flm -

f1+m s_a"td < ETa"i :m ig'rdt‘
d'autre par-t, j 3 &2 dt existe
{car Vt >0et | = 95 emste] .
ce qui 1mpllque que f —dt existe,
et par conséquent, [, £ gt " dt existe.

Z. Soient0<x<y.0Ona:

Ye ot _ p—bt ¥ o—at ¥ bt
L - f —dt f —dz

x =

u=0t Usbp
oy g~k bye-u
mJ. ——du— | —du
ax @

_ bx e~ ay o—i ﬂye_u by i : §
= mdu+ - f ——du+ f —du

= bx e-—t by et

= J- it~ f '"E"dt

3. Soitx > 0.Puisqueona:e ™ <egtge ™
alors

bxdt bx ot bx dt b
’hxin- = f J' gt < g —= " w
t t a

I

e-'-ut_e-—bt
4. Endéduire que fo = I~
Comme
b rbxgt
e " ¥in— f —-«wdte‘“"‘h‘l}i
al, t- a
et

T
e~bm _fbyez dte "”"i[l-—
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alors

In (e - &) 7 g (e = ) CHAPITRE N°4 :

En déduire donc que: j’:w e‘ar;g_bt di = 111%- *__ EQUATIGNS DIFFERENTIELLES

‘ - RAPPEL DE COURS

Si une fonction f et ses dérivées successives vérifient une
équation différentielle, f est dite une solution (ou une
intégrale} de I'équation différentielle.

Le graphe de f s'appelle une courbe intégrale de I'équation
différentielle. _

Résoudre une équation différentielle, c'est déterminer
toutes les fonctions qui vérifient cette équation. :
Lorsque toutes les solutions d'une équation différentielle
ont la méme forme, et que l'on peut donner cette forme
générale des solutions, on dit que l'on écrit la solution
générale de I'équation,

DEFINITION : EQUATION DU PREMIER ORDRE

L'équation ay'+by=0 est dite ‘Equation différentielle du
premier ordre a coefficients constants’ car a et b sont des

‘réels donnés, On supposera a# 0. En posant y‘=%, an

dy

peut écrire I'équation sous la forme a Eﬂr »y=0.

PROPRIETE ¢ LINEARITE

| L'équation ay’ + by = 0 posséde la propriété suivante, et a
; . cause de cette propriété on dit qu'elle est linéaire: si y1 et y2

' 5 sont deux fonctions solutions de 'équation, alors, pour tous
-| nombres A et B, la fonction Ays + By: est une solution,

-

= [
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B THEOREME

Les solutions définies sur IR de I'équation clifférentieﬁe

ay'+by=0 sont les fonctions définies par XH>Yy=ke @
avec k réel quelconque.

CHAPITRE N°4 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

BSOLUTION PARTICULIERE :J

Soit I'équation différentielle ay'+by=c(x).

Si c(x) est un polynéme de degré n, on cherche y sous la
forme d’un polynéme de degré n.

Si ¢(x) est une combinaison linéaire en cos kx et (ou) sin kx,
on cherche y sous la forme d'une combinaison linéaire en
cos kx et sin kx.

- Si 4> 0, ar2+br+c=0 admet deux racines reelles 1 et ra:
La solution générale de (E) est fx)=Ae™ +B e?* avec A
et B réels. :

- Si 4<0, ar? + br + ¢ = 0 admet deux racines complexes .

r=atieo avec cx=~~zl— et co=~—"'——é : La solution
2a 2a

générale de (E) est- fix)=e” ( Acos ax+Bsinwx ) avec A

et B réels. P

-Si A=Q, ar?2 + br + ¢ = 0 admet une racine r: La solution
générale de I'équation différentielle est fix)=e"(A+Bx)

B THEOREME |

avec A et B réels.

Pour tout couple de réels (%, vo), I'équation ay'+by=0,
admet une et une seule solution telle que gxo) =yo.

DEFINITION : EQUATION DU SECOND ORDRE

L'éguation ay"+by'+cy=0 est dite ‘Equation différentielle du
second ordre a coefficients constants’ car a, b et ¢ sont des
réels donnés, On suppousera a=0 (sinon, I'équation est du
premier ordre).

PROPRIETE : LINEARIT

1'équation ay" + by' + cy = 0 posséde la propriété suivante :
Si y1 et y2 sont deux fonctions solutions de I'équation
ay“+by'+cy=0, alors, pour tous nombres A et B, la fonction
| Ay1+By: est aussi une solutfon.

SOLUTION PARTICULIERE :

Soit 1'équation différentielle ay"+by'+cy=d(x).
Si d(x} est un polyndme, on cherche Q(x) sous la forme d in
polynéme de degré égal au degré de d(x) ( ou+1 si c=0, ou
+2 si e=b=0).
Si d(x) est du type: e”P(x), P polyndme : on cherche une
solution sous la forme e¥(Q(x), avec Q polyndme tel que :
d°Q=d°P si k n'est pas racine de (1)
d°Q=d°P+1 si k est racine simple de (1)
d°Q=d°P+2 si k est racine double de (1) _
Si d(x) est du type €™ P(x)cos(ax) : On cherche une solution

sous Ja forme e®™ ¥ Q(x).

'THEOREME 3

i THEOREME : [l

Pour tous Xo ; 'yo; Zo réels, 1'équation d]fferentleﬂe-

ay"+by’+cy=0 admet une solution g et une seule, définie sur

Soit I'équation différentielle ay"+by'+cy=0. (E)
On pose 4=b*~4 cc.

I 125
e

IR et telle que g (o) = yo, g (¥0) = Zo.
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ENONCE DES EXERCICES

SoitI'équation différentelle

(B) Y +xy=x

1. Résoudre I'équation homogéne asociée,

% 5 2. Calculer la solution de (E} vérifiant y(0) = 1.

Les p mitives de Ia fonction () = 2x sont les fonctions
AX)=x*/2+k ol keR est une constante réelle
quelconque. Donc les solutions de I'équation homogéne
associée a E sont toutes les fonctions définies sur R du type
: y(x) =ce™ ob cE€IR est une constante arbitraire. On
cherche maintenant une solution particuliére de E sous la
forme yp(x) = r:(x)e:‘"2 (méthede de la variation de la

constante). Ona:

Yo (X) + 2xy,(x) = ¢'(x)e~*". Dong ¥p est solution de E si et
seulement si : ¢'(x) = xe™ pour tout x € R. On choisit la
fonction ¢ parmi les primitives de la fonction xe*", par
c(x) = 1/29"2. Donc la fonction y, telle que
¥p(x) = 1/2¢* 2% = 1/2 est solution de E.

exemple :

Par conséquent les solutions de E sont toutes Ies fonctions
delaforme:y(x) = ce +% ceR
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Pour y solution de Ey, la eondition y(0) = 1 équivaut a :
c=1/2.

suivante

Résoudre sur R J'quation différentielle

agit d'une équation différentielle linéaire
coefficients constants, avec second membra,

ordre 1, 3

On commence par résoudre I'équation homdgéne associée
y' + 2y = 0: les solutions sont les y(x) = 1e~%*, 1 € R.

Il suffit ensuite de trouver une solution particuliére de (E;).
Le second membre étant polynomial de degré 2, on cherche
une solution particuliére de la méme forme:

¥o(%) = ax? + bx + ¢ est solution de (E,)
@ Vx €R, yu.{x) + 2y,(x) =z 2
@ VxER, 2ax?+ (2a+2bh)x+ b+ 2c=x2

Ainsi, en identifiant les coefficients, on- voit que

1 1 1 .
yo(x) = -Ex“ — 3% + 7 convient.

Les solutions de (E,] sont cbtenues en faisant la somme de
cette solution particuliére et des solutions de 'équation

homogeéne: y(x) = %x‘ mgx + %+}le“zx (xeR)

oll 2 est un paramétre réel,

EE:;
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Résoudre sur R I"quation di

= el

fférentielle suivante 3

¥'+y = 2sinx (E3).

Ils agi.t d’une équation direei linéaire d’ordre 1, 3 :
coefficients constants, avec second membre. ’

Les solutions de I'équation homogeéne associge y’ + y=0
sontlesy(x) =Ae™* 1 e R

I suffit ensuite de trouver une solution particuliere de (E3)
er second membre est cette fois  une fonctifzm‘
trigonométrique, on cherche une sclution particulitre sous
la forme d’une combinaison linéaire de cos et sin:

Yo(x) = acosx + bsinx est solution de (E5)

SVXER, yo(x) + yo(x) = 2sinx .

SVXER . (a+b)cosx+ (—a + b)sinx = 2sinx

Ainsi, en identifiant Jes coefficients,

| on voit gue
Yo(X) = —cosx + sinx convient. -

Les solutions de (E) sont obtenues en fajsant la somme de

cette solution particuliére et des sojuti
‘ utions A i
e de I'équation

¥(x) = —cosx + sinx 4 1e~* (xeR)

ou A est un parametre réel,
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Résoudre sur R I’quation différentielle suivante :

y =y = (x +1)e* (E3).

Les solutions de I'éguation homogéne associée y' —y = O

sont les y(x) = Ae*, 1€ R. On remarque que le second
membre est le produit d’'une fonction exponentielle par une
fonction polynomiale de degré d=1: or la fonction
exponentielle du second membre est la méme (e*) que celle
qui apparait dans les solutions de I'équation homaogéne. On
cherche donc une solution particuligére sous la forme d'un
produit de e* par une fonction polynomiale de degré
d+1=2:

¥o(x) = (ax? + bx + ¢)e* est solution de ()
S Vx eR, yo,(x) = 3(x) = (x + 1)e*
= VXER, (2ax + b)e* = (x+ 1)e*

Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que
Yo (%) = (-i;xz + x)e* convient.

Les solutions de (E3) sont obtenues en faisant la somme de
cette solution particulitre et des solutions de I’équation
homogeéne:

y(@) = Cx*+x+Re” (x€R)
ol A est un paramétre réel.
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Résoudre sur R I’quation différentielle suivante :

¥ +y=x—e*+cosx (£s).

sont les y(x) = 1e™*, 1 € R. On remarque que le second
membre est la somme d’une fonction polynomiale de degré
1, d'une fonction exponentielle (différente de e"‘] et d'une
fonction trigonométrique. D'aprés Je principe de
superposition, on cherche donc une solution particulidre
sous la forme d'une telle somme:

Yo(X) = ax + b + pe* + acosx + fisinx est solution
de (E,)

© VY ER, v (x) + yo(x) = x—e* + cosx

2 VxeR, ax+a+ b+ 2ue* + (e + B)cosx + (—a

+ B)sinx = x — e* + cosx
Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que
’ 1% 3 %
Yo(x) =x-1 =3 e’ +;cosx +sinx
convtent.

Les solutions de (E,) sont obtenues en faisant la somme de
cette solution particulidre et des solutions de I'équation
homogene:
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s T | 1 .
y(x) =x—1- Eex +§cusx+*2-sinx+le"‘ (x € R}

ol A est un paramétre réel.

Résoudre sur I'intervalle I =]1, +oo[ I'équation différentielle
suivante : xInxy 4+ y = x.

Les fonctions x +» —— et x = —— sont continues sur | et on
xlnx Inx

sait que les solutions de (E) sur I sont de la forme f, + Af;
ol f; est une solution particuliere de (F) et f; est une
solution particuliére non nulle de (Eg).

Soit f une fonction dérivable sur I. f est une solution de (E)
sur ], si et seulement si,

vx€l, ximxf'(x)+fE@)=xevrel, Inxf(x)+ %f(x) =1

‘intervalle I =} — oo, 0]

x(xy' +y—x)=1

Les fonctions x — i etx w14 ;1; sont continues sur ! et on
sait que les solutions de (E) sur I sont de la forme fy + Af;
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ol fy est une solution particuliere de (E) et f; est une
solution particulitre non nulle de (Ey).

Soit f une fonction dérivable sur 1. f est une solution de ()
sur ], si et seulement si,
Vxel, x(xf(0+f(D-x)=1<vxel, (xf){x)=x +;1c~

S ILER/ Vr€l, af () =2 +in(-x) + 4

In(—
A n( x)+zl’
x

< IAeR/Vxel, f(x)=

Les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme

J.’H%-{—ln( x_}-!-.llem

fey =522

©vrel, (o) (X)=13AeR/Vxel,

2y’ +y=xt,

i Sniutmn de l ‘exercice § -

Les fonctions et xH-— sont continues sur

I =] — o0, ([ et on saitque les solutjons de (E) sur ] sont de
la forme f; + Af; oll f; est une solution particulidre de (E)
et f est une solution particulitre non nulle de (Ej).

Soit f une fonction dérivable sur £. f est une solution de (E)
sur /, si et seulement si,

133
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A _xs
o VYXED e+ i;f(x) -4
VXEI EZf(I)+____Ezf(x)_IS lnzlxl
&Y E ], (V=xf) (x) = _% (—x)7/?

P R/ Vx €I, V=xf(x) :é(_x)g{;%

1 ' "

SANER/ VxEL f(x) =5xt +-2

Les solutions de (E) sur | sont les fonctions de la forme

¥ + 2y =x%—3x

Les foncnnnsx 2 et x - x? — 3x sunt conl:lnues sur IR et
on sait que les solutions de (E) sur R sont de la forme
fo +Afy ol fy est une solution particuliére de (E) et f; est
une solution pgrticuliére non nulle de (Eg).

Soit f une fonction dérivable sur R.
) +2f(x) =x*-3x

e f(x) + 2™ f(x) ;-.-.(xl’ —3x)e?

f solution de (E) sur R VxeR,
= VxeR,

evxeR () (x) = (x~3x)e™

B
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.Relc‘nerche d'une primitive sur Rdela fonctioh
« 5 (1% — 3x)e?*.
Deux intégrations par parties fournissent:
1 1 i
I {x? —3x)e** dx =-i'(x2 ~ 3x)e™* - EJ (2x — 3)e* dx
=3(x? - 30)e™ -i[z'x ~3)e% +3f e dx

=1(2xt-Bx + e + e+

-~ %(xz —4x +2)e**+C

Cherchons les primitives de x w (x* — 3x)e2* sous la forme
x = (ax? + bx + c)e*%.

((ax® + bx + c)e?) = (2(ax® +bx+c) + (2ax + b))e®*

= (2ax® + 2(a+B)x + b+ 20)e™.

Donc,
1
Za=1 a= 3
((ax® + bx 4 c)e®) = (x? - 3x)e¥ & E(g-{— B=-3« ——

+2c=0 =1

Résolution de (E).

f solution de (E) sur R& VxER,
(20X =P -3x)eZ < IER/VIE B,
E 2

szf(x) = (fi—— 2x + 1)6’2: +4

P -
<31eER/ VxER, f{sza-—zx+1+2.e :
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Les solutions de (£) sur R sont les fonctions de la
¥4
formex o —2x+ 14+ 2", 1€ R

. oA
i RS
s E-«. R SR g -

< R 1 .
Les fonctions x — Let x = ——— sont continues sur R et on

sait que les solutions de (£} sur R sont de la forme f; + Af;
oll fy est une solution particuliére de (E) et f; est une
solution particuliére non nulle de (Eg).

Soit f une fonction dérivable sur R.

1
f sclution de () sur Re VxeR ffx)+fx) = TiES
e.‘!

1428
- 1
«JleR/ VreR, e‘f{x}ﬂiln(1+zs‘) +1

sVvieR e*f(@)+e*f(x)=

=+ JAER/ VX ER, fx)= (%in(i +2e*)+ e ™
Les solntions_de (E) sur R sont les fonctions de la forme
2w GIn(1+2e%) + e LER,

PR N Y

]

Résoudre sur l'intervalle I =10, ne{ I'¥quation différentielle :

y'sink —ycosx +1= 0.

136 |
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~—— sant continues sur
sinx

1 =)0, 7| et on sait que les solutions de (E) sur R sont de la
forme fy + Af; ol fy est une solution particuliére de (E) et
f1 est une solution particuliére non nulle de (Ey).

3 COsx
Les fonctions x - ~—— et x =
sinx

Mais x » sinx est une solution non nuile de (Ey) sur [ et
x + cosx est une solution de (E) sur }0, n[.

Les solutions de () sur 10, x| sont les fonctions de la forme
x v+ Asinx + cosx, 1 € R. :

On se propose d'intégrer sur I'intervalle le plus grand possible
contenu dans |0, +-co[ I'équation différentielle :

B Y -E2-ye? =-9t

1. Déterminer a €]0,+o0[ tel que y(x) =ax soit une
solution particuliere y, de (E).

2. Montrer que Ie changement de fonetion inconnue :
y(x) = yp(x) — == transforme I'équation (E) en I'équation
différentielle

" (Ey) Z(x) + (6x + -E)z(x) =1.

3. Intégrer (Ey) sur 0, +oo[.

4. Donner toutes les solutions de (E) définies sur]0, +oo].

13?rJ
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Le but de l'exercice est de résoudre I'équation

V{x)— ym - y(x)? = —0x?, (E)

1. Trouvons a €0, oof tel que y,(x) = ax soit une solution
particulidre. Puisque

Yal(x)
X

Yo.(x ~ ¥o(x)? = ~a’x?,

v est solution si et seulement si a = +3, On choisita =3.

2. Si z est une fonction €* ne s'annulant pas, on pose
y(x) = 3x ~ 1/2(x). Alors y est solution si et seulement si

zf(x)+ i1 +—-6—.-{-::0
z(:c}2 xz(x) z(x)* =(x)

En multipliant par z(x)? on obtient que y est solut[on de
(E) ssi z vérifie

Z'(x) + (Gx + -3 é(x) = 1. (E.1)
3. Onrésout (E_1) sur 0, oo[.

Une primitive de x & 6x + 1/x est x » 3x% + In(x), donc
les solutions de I'équation homogéne sont les x &
Aexp(—3x% — In(x)). On cherche une solution particuliére
de (E_1) sous 1a forme

z,(x) = a(Xexp(-3x - ln[x)) :

alors z,, est solution si &’ (x)exp(—3x* — In(x)) = 1, C'est-2-
dire si a'(x) = xexp(3x?), par exemple si

a(x) = exp(3x%)/6.

| 138
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Les solutions de (E_1) sont donc les

1+ Aexp (—3x%)

z(x) = e

5 avec 4 € R,

4. On va maintenant en déduire les sclutions de {E) définies
sur 0, co[.

Soit y une solution C* définie sur }0, =[. On suppc;se dans
un premier temps que y(x) > 3x sur l'intervalle ouvert
I ], oof, pris aussi grand que possible,

Alors y{(x) = 3x — 1/z{x) pour une certaine fonction
z; < 0 qui est € sur I. D'apra’s la question précédente, on a
nécessairement z;(x) = [1 + 4,;exp(—3x*)]/6x pour une
certaine constante A; € R, Puisque z; <0, cela impose
A; <0, mais du coup I #]0,+co[ car 1 > 4;exp(—3x?) si x
est assez grand.

Dans tous les cas, il existe donc un intervalle ouvert J tel
que y(x) < 3x sur J. On suppose encore que ] est aussi
grand que possible. Sur J, y(x) = 3x —1/z;(x) pour une
certaine fonction z; > 0 qui est C* sur J. Encore d’aprés Ia
question précédente, z;(x) = [1 + Ajexp(—3x*)]/6x pour
une certaine constante A4;. Puisque [intervalle ouvert
J =]a, b[ a été supposé maximal, et puisque y est supposée
définie sur ]0, +oo[, si a > 0 on a y(a) = 3a et de méme si
b < o0, y(b) = 3b, car sinon par continuité de y on aurait
encore y(x) < 3x sur]a ~ &b + ] pour un petit £ > 0. Cela
n'est possible respectivement que si z;(x) = +oo lorsque
x - aouz(x) - +olorsquex - b.

Or on a dit que z; = [1 + A;exp(—sz)]/ﬁx,\cela n'est donc
pas possible du tout (sauf précisément si respectivement
a=0eth=0).
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Done soit y(x) = 3x sur J0, +oof, soit y(x) < 3x sur |0, +ecf.
Dans ce dernier cas, z(x) = 1/(3x — y(x)) est définie sur
10,+oof et s'écrit z(x) = [1+ Aexp(—3x?)]/6x. Puisque
z > 0, nécessairement 4 — 1. Donc si y est solution, alors

6x

x}=3x ou =g e L L
¥ V) = 3% = i)

avec 4 — 1.

Réciproquement, si y est ainsi définie, alors y est définie et.
€" sur]0, o], et on peut vérifier que c'est bien une solution.

Résoudre le systéme différentie] :
[:(t) = x(t) + y(£) {vx(ﬂ) =2

() = 3x(t) —y(0) ©° ly(0) = —2

=x(1-+ *'_- Pour que z
soit proportionnel ¢ 2z, il suffit que A(1+33)=1-2,
~autrement dit 332 + 21 — 1 = 0.

Ny a deux solutions : a = —1 et b = 1/3. On pose u=x ~y

etv=x +§y. On a alors ; &t = —2u et v = 2v. On en déduit

que les solutions u et v sont de la forme u(t) = C;e™% et
v(t) = Cze*, avec Cy, C; € R. De plus,

% 5 %=X x %(quBv)
v o= x+1y¢* 3
Py = fw-w

Donc les solutions du systéme dlfférentie! sont les couples
de fonctions (x, v) de la forme
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_ ———

x(t) = Dye ™ 4 3p,e¥,

Onveutx(0) = 2 et y(0) = 2. Cej est équivalenta

[nl + 3D, 7 b,
~3Dy* + 3D, —2"'{02

1
1/3

hw
L

Conclusion : il y a une unigue sojution, donnée par

x(t) = ¢ 4 g2t

Y() = —3e72t 4 g2t

Déterminer toutes les fonctions fi(0;1] - R, dérivahs
telles que ;

VXE0:AL () +F(x) = £(0) + £Q2).

¥(t) = ~3D,e™* +30,e2,D, D, R

Une fonction £: [0; 1] — R convient si et seulement si

= f est dérivable
* festsolutiondey' +y =¢
* [ vérifie f(0) + f(1) = ¢ (ol cest uri réel quelconque)

Or les solutions de: Yéquation y" 4 y = ¢ sont exactement
les fixv e o, ol AER (en effet, on voit facilement
que la fonction constante égale 2 ¢ est une solution
particuliére de y'+ ¥ = c). Evidemment ces fonctions sont
dérivables, et f(0)+ (1) = A(L+e ) +2¢ donc Ia
troisitme copdition est satisfaite s et seulement si
—A(1 + ej‘) =C.

Ainsi les solutions du probléme sont exactement Jes
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i : T
£

FG) = A1 - e7t,

pourd € R. i

Résoudre I'équation différentielle suivante :
y' 2= -i‘;)y = 1 sur]0; 4o,

en trouvant une solution particuliére par la méthode de

variation de la constante.

(a) Résplution de I'équation homogene

¥F—(Rr-y=0.

Une primitive de a(x) = 2x — Zest A(x) = x* — Inx,

donc les solutions de Iéquation homogéne sont les
y(x) = dexp(x? —Inx) = Aiexp{xz), pour A une constante
réelle quelcongue.

(b} Recherche d’'une solution particuliére.

Nous allons utiliser la méthode de variation de la constante
pour trouver une solution particulitre a4 [I'équation
y' —(2x —}‘jy =1, On cherche une telle solution sous la

forme yg(x) :,).(x}iexp(xz) oll x » A(x) est maintenant

une fonction.

On caleule d’abord -+ - -,

1 1
yolx) = 16~ (x?) + 460 (—3+ 2) exp(x?)
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Maintenant :

Yo estsolutiondey' — (2x +~i~Jy =1

(a) Résolution de I'éguation homogéne y' —y = 0.

1 . ;
& Yo = (2x = Jyp =1 ' & Les solutions de I'éguation homogéne sont les
= X{x)rexp(x?) + A(x) (—xiz + 2) exp(x?y - (2ru%);t(x);up(x=] =1 y(x) = Aexp(x), 1 € R.
: (b) Recherche d'une solution particuliére.

1
= A’(x);exp(xz) =1 .
On cherche une solution particulidgre sous la forme

& '(x) = xexp(~x%) yo(x) = A(x)exp(x) ol x ~ A(x) est maintepant une
Lol s 1 " fonction.
Ainsi on peut prendre A(x) = m;exp(xz), ce qui fournit la :
solution particulidre : : Comme Y,(x) = A'(x)exp(x) + A(x)exp(x) alors

¥ estsolutiondey’ — y = x*exp(x)

J’u(xJ Ax)— em:(x’}ﬁ*—exp(“xz) emff)“‘il}'

& X(x)exp(x) + A(@)exp(x) — A(x)exp(x) = x*exp(x)
Pour-se rassurer, on n'vublie pas de vénﬁer que c’est bien '

une solution ! . & X (X)exp(x) = x*exp(x)
(¢) Solution générale. - : = (x) =x*
L'ensemble des solutions s’obtient par la somme de la On fixe A(x) = ce qui conduit 3 la solution particuliére ;

solution particulidre avec les solutions de I'équation

homogene. Autrement dit, les solutions sont les : &

Yo(x) = i = exp(x)

i 1 i3
y() = —go+Azexp(e) (A ER). : (c) Solution générale.

L'ensemble des solutions est fgrmé des

k+2

Résoudre l’équatmn dlfférentielle suivante : e (Ae

P& =s—exp(x) +lexp(x) (AER).
¥~y =xFexp(x)sur R, avec k € N, ; i s :
en trouvant une solution particuliere par la méthode de
variation de [a constante.
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Réspudre I

-

équation différentielle suivante :

x(1+ In?(x))y" + 2In(x)y = 1 sur |0 +oof,
en trouvant une solution particulitre par la méthode de
variation de la constante.

Le coefficient de y' ne sannule pas sur 10; 400, l'équao
peut donc se mettre sous la forme

S
Y i+ " x(1 +In2(x))

(a} Les solutions de I'équation homogéne associée sont les
¥(x) = 2e4%), oi1 4 est une primitive de

Zlnx

a(f") “.—W et A€ER On peut donc choisir
A(x) = ~In(u(x)) avec u(x) = 1+ In%(x). Les solutions de

I'éguation sontles y(x) = le~In(+n’(x) o __ 4
. 1+In?(x)

(b} Utilisons Ja méthode de variation de la constante pour
trouver une solution particulitre de V'équation avec second

membre. On cherche y,(x) = Tjg)[;)’

avec A une fenation
2 1
dérivable. Or z(x) o7 Trma solution de I'équation

homogéne et y,(x) = A(x)z(x):

Yo estsolution

ZInx 1
= =
Yor “.I-x(m-lnz-(x]). 0™ xa+nz )
2Inx ] 1.
2(1L T Tni(zyy 2 | = 21 ¥ e (x))

=0

e A (Dz(x) + A(x) {z’(x) +
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;ir(x) _ 1
1+In2(x) ~ x(1+n2(x))

&) = z

On peut donc choisir A(x) = lnx, ce qui donne la solution
Inx
1+InZ{x)’

particuliere y,(x} =

(c) Les solutions sont obtenues en faisant [a sonune de cette
solution particuliére et des solutions de I'équation
homogeéne: ce sont les

Inx + 4

YO =Time *E®

oil 4 est un parametre réel. ' .
Remarque : le choix d'une primitive de 1’ se fait a
constante additive prés. Si on avait choisi par exemple
A(x) = Inx + 1, la solution particuli#re aurait été différente,
mais les solutions de I'équation avec second membre
auraient é&té les

Inx + 144

e Y

y(x) =

Quitte & poser 1y, = 1+ 1, ce sont évidemment les mémes
que celles trouvées précédemment!

Résoudre l'équation différentielle du second ordre
suivante : :

Y3y 42y =0.




ANALYSE 2 : EXERCICES ET PROBLEMES CORRIGES

Il §'agit d'une équation homogéne du second .ordre.
L'équation caractéristique associée est r? — 3r + 2 =6, 'qui
admet deux solutions: ¥ = 2 et r = 1. Les solutions 'sont
donc les fonctions définies sur R par y(x) = 1e** + pe*
(L1 eR)

Résoudre !'éguation différentielle du second ordre
suivante :

y'+2y' +2y=0.

L équanun carar:ténstique associée est ° + 2r + 2= 0 qul
admet deux solutions: r=—1+41i et r = ~1—i. On sait
alors que les solutions sont don¢ les fonctions définies sur
R par y(x) = e *(Acosx + Bsinx) (A, B € R). Remarquons
que, en utilisant Iexpression des fonctions cos et sin A Iaide
d’exponentielles, ces solutions peuvent aussi s'écrire sous la
forme 2eC10* 4 ye-1-0% (3 1 € R).

qu cice ZIU:

Résoudre I'équation dlfférent]elle du second ordre
suivante : S

L'équation caractéristique est r? —2r +1 = 0, dont 1 est
racine double. Les solutions de I'équation homogéne sont
donc de 1a forme (Ax + p)e”®.
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Résoudre I'équation différentielle du second ordre
suivante : i

¥ +y = 2cos?.

Les solutions de I'équation homogéne sont les Acosx +
psiny. Le second membre peut en fait se réécrire
cos’x = 1+ cos(2x): d'aprés le principe de superposition,
on cherche une solution particulidre sous la forme
a + bcos(2x) + csin(2x). En remplagant, on trouve qu'une
telle fonction est solution si a=1, b= »—i, c=0. Les

solutions générales sont donc les

Acosx + usinx — %cus(Zr) + 1.

Le.s soiutmnsde I'équation homogéne sont les Acosx
“psinx. En posant y;(X) =cosx et y,(x) == sinx, on va
chercher les solutions sous la forme Ay, + py,, vérifiant

‘cosx + p'sinx = 0

{"1'3"1. +u'y; =0
"(—sinx) + p'cosx = cotan x|

A'y'y +u'y"; = cotan x
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0 sinx
A(x) = cotanx  cosx
cosx sinx
~sinx cosx
cosx 0
W(x) = —sinx__colanx

cosx sinx
—sinx cosx

d'aprés les formules de Cramer oy €0s*  siny

—sinx cosx el O

obtient dom;

A(x) = —cosx
ey costx
sinx

Ce qui donne une primitive A(x) = —sinx.

Pour g, on cherche 2 pl’]ITlJtWF.'I‘ SR é I'aide du changement

de variable ¢t = cosx {etdonct = —~sm£ x), en calcule une

C{}S;'
primitive j'smx ““fl_;;f—t*fﬁ;t

— 1 ’
=t +;In(1 e %tn(l —t) = cosx + gln(l ~cosx} -.-iln(l — cosx)
En remplagant, les sotutions générales sont les

¥(x} = cycosx + gysiny + (~sinx)cosx + (msx += ln(l —cosx) &

-ln{l = cosx)) sinx
qui se simplifie

Y(x) = ¢;cosx + eysinx + 2 sinxln x, €1, ¢ €ER

L;Ta:]

b

CHAPITRE N°4 EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Résoudre l'équation différentielle suwante a laide du

changernent de variable suggéré : .
x%y" + xy' +y = 0, sur ]0; +oo[, en posant x = e’

Puisqu'on cherche y fonction de x €]0;4oo[, et que
Yapplication ¢ + eF est bijective de R sur ]0; +00{ on: peut
poser x =e’ et z(f)=y(e"). On a alors t=Inx et
¥(x) = z{Inx). Ce qui donne : i

¥(x) = 2(inx) = 2(t)

Y@ == 7(nx) = etz (0

¥'(x) = ——-z "(Inx) +-"z”(lnx) = —e~2t7'(r) + e-ztzu(t)

En renipiagant, on obtient donc que
Vx €J0;+of, 2" + 3y’ +3 =0 & VEER, 2'(t) +2(8) = 0

autrement dit, z(t} = Acost + psint on A, 4 € R. Finalement,
les solutions de I'équation de départ sont de Ja forme

y(x) = z(Inx) = Acos(Inx) + usin(Inx)

ol A pueER

Résoudre I'équation différentielle suivante 3 laide du

_changement de variable suggéré :
(A+x)y" +2x(1+x%)y' +my =0, sur R, en pUs;ant
x = tant (en fonction de m € R).
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L'application £ +» tant étant bijective de ] - iz [sur R, on
peut poser x =tant et z(t) = y(tant). On a alors

t = arctanx et ainsi ;

y(x) = z(arctanx) = z(t)
£ :;:) e o ta
yix) = 1+xzz(arc' nx)
' 1 " r
y'(x) 2 m{z (arctanx) — 2xz'(arctanx))

En remplacant, on obtient que z est solution de I'équation
différentielle z"' + mz = 0. Pour résoudre cette équation, on
doit distinguer trois cas:

-m < 0:alors z(£) = AeV"™ 4 ye™V=T¢ et donc

y(x) = 3 gV~marctanx 4 e~ -—marcthnr,

cwm=0:2" =0 etdoncz(t) = At + et

y(x) = Aarctanx + p,

-m > 0:alors z(t) = Acos(~'mt) + psin(y/mt) et donc

y(x) = Acos(¥marctanx) + psin(v/marctanx)

ol u€R

CHAPITRE N°4 : EQUATIONS PIFFERENTIELLES

1. Résoudre sur ]0; +-oo[ I'équation différentielle :
xgyr.‘ e y= 0 -

(utiliser le changement de variable x = e%).

2. Trouver toutes les fonctions de classe £* sur R vérifiant

ve=0, fx)=£(3)

1. En faisant le changement de variable x = e* (donc

t = Inx) et en posant z(t) = y(e?) (donc y(x) = z(Inx),
I'équation x2y” +y =0 devient z" —z'+ z = 0, dont les

solutions sont les z(t) = e'/?. (lcos(? t) + psin(?t)), '
A u € R. Autrement dit,

y(x) =vx (ﬂcns(?]nx) + psin(glnx))

2. Supposons que f convienne: par hypothese, f est de
classe C%, donc x = f(’;:) est de classe C! sur R* et par

_conséquent f* aussi. Ainsi f est nécessairement de classe e

sur R* (en fait, en itérant le raisonnement, on montrerait
facilement que f est C* sur R*).

En dérivant Péquation f(x) = f (1), on obtient

rre =5 )

et en réutilisant 'équation :
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Alnsi on abtient que £ est solution de x%y"” + y = 0 sur R®
Nécessairement, il existe A€ Rtels que .

VX>0, f(x)=vx (.’.::os_[-‘/zv—éT Inx) + ,usin(? lnx))

Par hypothése, f est de classe @1 syr R, en particulier elle
se prolonge en 0 de fagon €, Cherchons 4 quelle condition

sur i cela est possible, Déj3, f(x) =& (,lcns(—@lnxj +
o 2
ysm(«z—lnx))m 0 pourtous A, x4 ; donc F(0) = 0. Mais

f@-fo 1 V3
T{T__ = ﬁ(,lms(—f Inx) + .usln(':;—‘g lnx)).

n'a pas de limite en 0 s A% 0 ou pu# 0. En effet pour

o p(-2nm) '« Lln)=
Xy =g Sonax, -0 mis W@ 2
. 7= Qui admet

une limite finie seulement si 1=, De méme avec

2
Xy = @BCTTD L)~ _ :
” qui donne AU et implique

=0 f
doncpy =0, - "

Par conséquent, ia seule possibilité est 1 = i =-D Ainsi f
e}st la fonction nulle, sur [0, +=[. Le méme raisu;]nement
sapplique sur ]=®,0]. La fonction est donc
nécessairement nulle sur R. Réciproquement, la fonction
constante nulle est bien solution dy ;;mbléme initdal.

Le polyndme caractéristique est f(r) = (r — 1)(r — 2) et les
solutions de 1'équation homogéne sont donc toutes les

fonctions :

y(x) = ;8% 4 ;%% avec ¢, c; €ER. )
On cherche une solution particuliere de la forme
Yolx) = P(x)e”. :
Or k=1 est une solution simple du polynfme caractéristique,

alors le polyndme P est de la forme P(x) =ax+ b, ce-'qui
donne P(x) = —x. Les solutions de I'équation sont donc les

fonctions :

y(@) = (61~ x)e* + ;6™ avec ¢y, € R

(r—1)(r+1) et I'équation homa :'_aur

fei f(r)

solutions :

y(x) = 1e* + e ‘avec oy € R

'
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On remarque que la fonction 3cosx vérifie I'équation :
y" — y = ~6cosx, il nous reste donc a chercher une solution
y, de Téquation y" —y = 2xsinx, car y,(x) = 3cosx +
y1(x) sera une solution de I'équation considérée. Pour cela,
on remarque gue 2xsinx =Im (2xe™) et on utilise la
méthode décrite plus haut pour trouver une solution z; de
P'équation : ¥~y = 2xe'™. On cherche z, sous la forme
P(x)e™ olt P est un polyndme de degré 1 car f(D) =
~2=0.0na f'(i) = 2i, la condition (*) sur P est donc :
2iP'(x) — 2P(x) = 2x ce qui donne aprés identification
P(x) = —x —i. Alors wx)=Im ((—x+e™) =
—xsinx — cosx. Les solutions sont par conséquent les
fonctions:

y(x) = c1e* + ce7* + 2cosx — xsinx avec &0 € R.

Autre méthode pour trouver une solution de y —y =
2xsinx : On la cherche de la forme y;(x) = A(x)sinx +
B(x)cosx ol A, B sont des polynmes de degré 1 car i n'est
pas racine de 'équation caractéristique ( danger : pour un
second membre du type Q(x)sin(fx)e™ la discussion porte
sur a + if et non sur @ ou B.). On calcule y;l, y; et on
applique 'équation étudiée 2 y; ... on obtient}a condition :

(4" — A—2B")sinx + (B"~ B— 24) = 2xsinx

qui sera réalisée si: {‘; B\ e

RE —B~24 =0
On écrit A(x)=ax+b et B(x)=cx+d, aprés
identification on obtient : a=d = -1, b=c =0, ce qui
détermine yy.
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Résoudre I'équation suivante : 4y” + 4y’ + 5y = sinxe /2, |

L'équation _caractéristique a 2 racines cuinplexes
rp=-1/2+1 et r; =¥, et les solutions de l'équation
homogéne sont :

y(x) = e ¥/2(c,co8x + czsinx) avec c¢q,c; €ER

x : i
N a4 :
On a sinxe™2 =Im (e( & )") on commence donc par
chercher une solution z, de F'équation avec le nouveau

second membre e(1/2*D% Comme —1/2 +1i est racine de
I'éguation caractéristique, on cherchera

2,(%X) = P(x)e"Y/24)% ayec P de degré 1. Par conséquent la
condition (*) sur P :

4P 4 f(—1/2+ DP 4+ f(~1/2+ )P =1

s'écrit  ici BiP'=1 ( P"=0, f(-1/2+1)=0 et
f'(—-1/2 +1i) = Bi), on peut donc prendre P(x) = —i/8x et
2y (x) = —i/BxeCY2DX par  conséquent sa partie
imaginaire y,(x) = Im (—i/8xe(/2DX) = 1 /8xsinxe™/2
est une solution de notre équation. Les seolutions sont donc
toutes les fonctions de la forme? '

y(x) = e7*/%(c,cosx + (c; + 1/8x)sinx) avec ¢y,c; € R




On considére I'équation : y” 4+ 2y" + 4y = xe*  (E)

1. Résoudre I'équation différentielle homogéne associée &

(E)-

2. Trouver une solution particulire de (E) {expliquer votre
démarche), puis donner I'ensemble de toutes les solutions
de (E).

3. Déterminer I"'unique solution h de (E) vérifiant h(®) =1
eth(1) = 0.

4. Soit f:]0,00[-> R une fonction deux fois dérivable sur
10, o[ et qui vérifie :

gz @ +3tf'(6) + 4f (t) = tlogt.

(a) On pose g(x) = f(eX), vérifier que g est solution de
(E).

(b) En déduire une expression de f

TR ¥ £ : L e TR Pl o o
1. Le polyndme caractéristique associé a8 E est :
p(x) = x* + 2x +4 ; son discriminant est A=—12 et il a
pour racines les 2 nombres complexes —1-+ivV3 et

—1— iv3. Les solutions de V'équation homogéne sont donc
 toutes fonctions

y(x) = e *(acosy3x + bsinV3x)

obtenues lorsque a, b décrivent B.

CHAPITRE N°4 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES:

2 Le second membre est de la forme e?*Q(x) avecA = let
Q(x) = x. On cherchera une solution de P'équation sous la
forme : y,(x) = R(x)e* avec R polyndme de degré égat a
celui de @ puisque p(1) = 0. On pose done R(x) =ax+b.

Ona

¥ (%) + 2y, (%) + 4yp(x) = (Jax +7b + 4a)e*.
bonc ¥, est solution si et seulement si 7ax + 7o+ 4b = x.
On trouve aprés identification des coefficients :

8 —4

La fonction y,(x) = %(x - %)e" est donc solution de E et]a

forme générale des solutions de E est:
y(x) = e"‘(acosxﬁx + bsiny/3x) + % (x— %)e" ca,beER. "

3. Suif h une solution de E. Les conditions h(0) =1, -
h(1) = 0 sont réalisées ssi

53 . 53cosv3 +3e®
aQ=—-— et

49 AT
4, | ; l
(8 On a : g(x)= e"f'(é”) et g"(x). i e“f'(e"} +
e f"(e*) d'o pour tout x € R: , A
570 4 26') + 4g() = 3 (¢9) 4 267 (¢%) 4 4 () = eloge* = xe*
donc g est solution de E.

b) Réﬁprnquement pour f(t) = g(logt) ou g est vrne
solution de E on montre gque f est 2 fois dérivable et vérifie

E
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I'équation donnée en 4. Donc les fonctions f recherchées
sont de Ia ferme :

%E(uccs(@logtj + bsin(v/3logt)) + %(logt = %) ; abER

On considére Féguation différentielle suivante :

(E.D.) y'—4y'+4y=d(x),

ot d est une fonction qui sera précisée plus loin.

1. Résoudre I'équation différentielle homogene associée a
(E.D.).

2. Trouver une solution particuliére de (E.D.) lorsque

d(K)'“ e~?* etlorsque d(x) = e® respectivement.

3.-Donner la forme générale des solutions de (E. D) lorsque

d{x} e :x:_ezx

3 une racme
double) » = 2 donc les solutions de I'équation homogéne
eleq B
sont les fonctions :

y(x) = (c1x + e2)e?* o'u ¢, ER

S

2. Pour d(x) =e ¥ on peut chercher une sclution
particulitre de la forme : y;(x) = ae™** car —2 n'est pas
racine de I'équation caractéristique. On a yy(x) = —2e™2%
et yy«(x) = 4ae™?*. Par conséquent y; est solution si et
seulement si ;
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VxER (4a—4(—2a)+ 4‘1)8“.2:: — g2t
donc si et seulement si a = E%'

Pour d(x) =e®* on cherche une solution de la forme
y2(x) = ax?e?, car 2 est racine double de I'équation
caractéristique. On  a yy(x) = (2ax + 2ax?)e™ et
ypr(x) = (2a + 4ax + 4ax + dax?)e™ = (4ax* + Bax +
2a)e®*. Alors y, est solution si et seulement si

vx €ER (4ax? + Bax + 2a ~ 4(2ax + 2ax*) + 4ax®)e’™
L
=e

donc si et seulement si a =

Mh—l

3. On déduit du principe de superpositian que la fonction

Yo = @1(x) +y,(x)) = —e*?-x +%x o2

- est solution de I'équation pour le second membre donné

dans cette question, et la forme générale des solutions est
alors:

1 1
e +—x%® ou ¢,ER

y(x) = (f-'13’~'"“fz)*'?z"*L64 g

Resoudre sur R 'équation diffé renti el]e suivante :

y" — 2y + 2y = xcosxchx.

S,
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L'équation caractéristique de Il'équation homogene
y" =2y 4+ 2y =0estr?~ 2r+ 2 = 0 dont les racines sont
1-ietl+ i Les solutions de I'équation homogéne sont les
fonctions de la forme x » e*(Acosx + psinx), (4, 1) € R%
L'équation avec second membre s’écrit

yﬂ' _ 2)1’ b 2)’ i E(e(lﬁ}x + e(~1+i)x + e[l-f}x +
10,

On applique alors le principe de superposition des
solutions.

Recherche d'une solution particuliére de I'équation
yrr L zy) + 2}' sz xe{l-l-i)x‘

1 + i est racine simple de I’équation caractéristique et donc
I'équation précédente admet une solution particuliére de la
forme f:x - (ax® + bx)e®*D% Daprés la formule de
Leibniz:

Fr=2f+2f = (A +)(ax® + bx) + 2(1 + ) (2ax + b)
+ 2a)

—2((1+ D)(ax? + bx) + (2ax + b)) + 2(ax? + bx))eL+Dx

= (2(1+ )(2ax + b) + 2a ~ 2((2ax + b)))e(+D*
= (2((2ax + b) + 2a)e*D*

= (4iax + 2a + 2ib)e(+x
puis,
[ —2f 4 2f = xe10% o gig = |

i 1
t 2ib+2a=0 = - gt -
e +2a =a 3 e bzé
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CHAPITRE N°4 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Une solution particuliére de |'équation :
Yy =2y 4 2y = xe@+0* o5t x i(—i:u:2 + x)eltix

Par conjugaison, une solution particuliére de I'équation
V' =2y +2y = xel D> estx 1> % (ix? + x)e=Dx,

Recherche d'une solution particuliére de
Yy = 2y 4 2y = xeClHx

I'équation

—1 + { n'est pas racine de I'équation caractéristique et donc
I'équation précédente admet une solution particuliére de la
forme fix » (ax + b)eC 10z, i

D'aprés la formule de Leibniz :

£ =2 4 2f = (14 D*ax + b) + 2(~1+ Da) — 2((~1 + i) (ax
+ b) + a) + 2(ax + b))et1*h=

= ((@x + b)(=2i — 2(—1+ i)+ 2) + 2(~1+ Da—
Za)et-ithx

= (4(1 - )(ax + b) — 2(2 — )a)e*D* = (4(1 ~
Dax — 2(2 — D)a -+ 4(1 - Db)e*0x .

puis,

P =2f +2f = xeC X @ 4(1 —Da=1 et 4(1~i)bw2(2~})a
=0
1+i _@-na+)_@+da+n _1+2

o= .t b=—a-n - &2 16

Une solution particulidre de l'équation y" —2y' 42y _='
xeC10T  est x e 2 (2(1+ Dx+ 14 20)eC 0% par
conjugaison, une solution particuliere de I'équation
y'—2y' +2y = xeC3 0¥ egt
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xw (21~ Dx+ 1~ 2i)el-1-Dx,
Une solution particulidre de I'équation
y" = 2y"+ 2y = xcosxch x
estdonc

1 1 1
7 @ Re (G (~ix? + 2)e@H0 + 2 21+ + 14 20eH0%)

i -;'2— Re (4(—ix? + x)(cosx + isinx)e* + (2x + 1 + 2(x + 1)) (cosx

+ isinx)e~
#3%(4(:::05: + x¥sinx)e” + ((2x + 1)cosx — 2(x + L)sinx)e ™)

Les. solutions sur R de I'équation proposée sont les
fonctions de la forme

X (%(msx + x2sinx) + Acosx + psinx)e® + ({Zx + 1)cosx —2(x+

_ 1):1;1;';)@-*), (4, 11) € R~

Résoudre sur IR 'équation différentielle suivante :

yrr o 6}7" + gy = x2€2x-

quation homogéne

caractéristique de

L’équation

y'+6y +9y =0 est r*+ 6r +9 =0 qui admet la racine
double r = —3. Les solutions de I'équation homogéne sont
les fonctiens de la forme x + e™3%(Ax + p), (A, 1) € R2

e

CHAPITRE N°4 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Comme 2 n'est pas racine de I'équation caractéristique et
donc I'équation proposée admet une solution particulitre
de la forme f: x + (ax® + bx + c)e?*, D’aprés la formule de
Leibniz;

f" 4+ 6f 4 9F = ((4(ax® + bx + ) + 4(2ax + b) + 2a) + 6(2(ax?
+bx+¢) + (2ax + b)) + Yax? + bx + €))e™

= (25(ax® + bx + ¢) + 10(2ax + b) + 2aje™ =
(25ax? + (20a + 25b)x + 2a + 10b + 25c)e®*

puis,
f'+6f +9f =x%e® = 250 =1 et 20a+25b
' =0 et 2a+10b 4 25¢=0

1 4
wa=-— et h=-—-—— et c=

6
25 125 625

‘Une solution particuliére de I'équation y"+6y' +9y =

xle¥estx v '5;—5(2512 - 20x + 6)e?*,

Les solutions sur R de I'équation proposée sont les
fonctions de la forme x ~ 31—5(251:2 - 20x + 6)e® + (Ax +
e, (4,p) € B2,
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