
façon que l'essentiel, et seulement l'essentiel, soit dit pour 
chaque notion introduite. L'étudiant ne se perdra pas dans 
un dédale de détails et de compléments qui lui laisserait 

croire que les Mathématiques sont impénétrables. 

Les exercices sont classés selon leur degré de difficulté: du 
niveau 1, qui correspond à des exercices souvent proches du 
cours, au niveau 3, moins transparent Le niveau propose 
des sujets de colles raisonnables. Dans tous les cas, ces 
exercices sont calibrés en fonction de ce que l'on peut 
véritablement attendre d'un étudiant de première année de 
la licence d'études fondamentales Sciences Mathé~atiques 

etApplications. 

Nous espérons que ce livre, par simplicité et sa clarté, 
permette aux étudiants de la première année de la licence 
d'études fondamentales Sciences Mathématiques et 
Applications, d'accéder avec confiance en deuxième année 
de ladite licence et qu'il deviendra alors une référence pour 

les notions qui seront supposées acquises. 

Les auteurs 
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CHAPITRE N°1 : 
INTÉGRALE DE RIEMANN 

RAPPEL DE COURS 

Dans ce rappel de cours, a et b désignent deux réels, avec 
a<b. 

1 • 

Soit/ continue sur ~. et a :c (a0 , ••• a.) une subdivision de 
. a b 

[a,1>]. 
Une somme de Riemann attachée à f et à, c'est une somme 
du type: 

S/~~ = ~)a.t -a.t-t )f(xk), où x = (Xi , .. .x") est une famille . · 
_. 1..J . 

dfl points de[a,b] teJle que Vk E ~1.~lx1 e [ak-t•~.J 
Visualisation : 

/(x1)x(o,-a0 ) 

Soit/ continue sur [a,b ]. Soit E > 0. Alors il existe a> 0 tel 
que, pour toute subdivision a de pas inférieur à a et toute 

somme de Riemann S attachéè à/ et cr, js -r fi< e 
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(Le pas d'une subdivision o-;;;(a0 , •• .an) est la valeur de 

PejffJ(a; - a;_1)) 

Cas particulier : les sommes Sn, Sn, Mn 

Soit f continue sur [a, b]. On note: 

Sn= f b-a j a+kb-a) 
.t=J n ! l n 

C'est-à-dire: On prénd pour a la subdivision régulière de 

[a,b] en n segments, et, en notant a= (a0 , •• .an), on prend les 

X,1-=a1;_ 

( - a>:+ at-1) x,. - ----~ 
2 

Les suites (Sn), (s,,), (M,,) convergent vers L f. 
Valeur moyenne d'une fonction continue sur un segment 

Soit/: [a, b] ➔ IR, une fonction continue sur [a, b]. 

. ... 
:·J 
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La valeur moyenne de f sur [a,b] est le réel: 
1 f.b 

b-a a f (x)dx. 

Explication: 

h 

a 

La valeur moyenne h de f sur [a,b J est le réel h tel que l'aire 
hachurée soit l'aire · correspondante pour la fonction 
constante égale à h. 
Ou: . -

Soit (a0, •• .an) la subdivision régulière de [a, b]. . 
.Moyenne arithmétique des f(a,) ,i E ~1,~]: 

f(a1)+ f(a2 )+ ... + /(an) ::-1-x b-aÎ,J(ak) 
. n b-a n ioa1 

tend vers 1 f (t)dt 

Soit f une fonction continue sur [a,b], alors 3c E [a,b] tel 
1 f.b que :f(c) = - f (x)dx. 

b-a a . 

Si on prend une subdivision régulière de · l'intervalle [ a, b ], 
c'est-à-dire pour tout OS i ::;; n -1 lés intervalles [xi+l, xi] 

b-a b-a 
ont la même longueur h = -, alors on a Xï+t = Xt + - et • n - n 

donc xi = a + i ~ ; et d'après la définition de l'intégrale, 
n . _ _. . . , 

on a la formule importante qui ~ert à calculer des limites de 
certaines suites : 
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1 ib 1 Ln ( . b - a) -b- f(x)d.x= lim - f a+k--
- a a n➔+con k"'l n 

1Ln ( b-a) = lim - f a+k--
n➔+ttl n k=;O n 1In-1 ( b-a). = lim - f a+ k-. -

n➔+e0n k=D n 
· · 1 In-1 ( . b - a)· = lim - f a+k-· -

n->+oo n k=1 - n 

Pour-calculer une somme de Riemann, on prend toujours 
a= Oetb = 1. 

. ; 



ÉNONCÉ DES EXERCICES 

Câ,:lculer la limite des suites définies par : 
k 

(l) Un = r;=l nZ" 

( , ') - ~n k2 
2 1ln - L..k=J. n3" 

(3) =~n ~ . Un L..k=lnp+1 avecp E IN. 

(4) Un = r:=1 n":n 

(1) 

(2) 

k 
Calcul de lim t:=t 2 : 

- n-++a:i n 
· Pour faire apparaître une somme de Riemann, Il suffit 

de factoriser par!., 
- n 

c'est-à-dire 'Un= L~=l:2 := ~r:=1;· On a donc une 
somme de Riemann pour la fonction continue sur 

[0,1] définie par f(x) = x, ainsi,~= ;L;=1 f (;). Or, 

la fonction/ est continue sur [0,1], alors 

. . 1 J,1 J,1 [1 2] l 1 lzm Un = - f (x)dx = x dx = -x = -
n-+-t:<:0 1-0 o o 2 0 2 

kz 
Calcul de lim Lk=t 3 : 

.n-++do 11 . . 

Pour faire apparaître une ·somme de Riemann, il suffit 
de factoriser par.!., 

n 

(3) 

(4) 
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c'est-à-dire Un= L~=1 k: = ~ .E~=t (!:)2. On a donc 
n n n 

une somme de Riemann pour la fonction continue sur 

[0,1] défi~ie par/ (x) = x 2
, ainsC~ =;; L~:1 f (~). 

Or, la fonction f est continue sur [0,1], alors : 

Z• 1 J.1 ( ) 1 [1 ]
1 

. 1 zm Un == -
0 

f x dx = J, x2 dx = -x3 = -
n ... +cc , 1-0_ . 0 3 0 3 

Calcul de lim r:=1 kî'+l : 
n.➔+co nP . 

Pour faire apparaître une somme de Riemann, il suffit 
1• 

de factoriser par;;, 

c'est-à-dire Un= L~=ln::1 =; i::=l (~t- On a donc 
une somme de Riemann pour la fonction continue sur 

[D,1] définie par f(x) = xP,· ainsi, Un= l_r~_1 f (!:.). 
n - n 

Or, la fonction f est continue sur [0,1], alors : _ 

lim Un=~ J.1 f (x)~ = f.1xr, dx = [~xP+1]1 = -1-
n➔+oo 1-0 0 0 p+l O p+l 

Calcul de lim Lk=t ~: 
n➔+to nvn 

Pour faire apparaître une somme de Riemann, il suffit 
de factoriser par!., 

n 

• t ' d" 'C'n .fii 1 ~n l c es -a- 1re Un = ~k=l ~ = -~k-l -. On a donc une nvn n - n 

somme de Riemann pour la fonction continue sur 

[O,l] définie pai; f (x) = ../x, ainsi, Un =; L:=1 f (~)-
Or, la fonction f est continue sur [0,1], alors: . 

1 1 . 1 [2 
3

]
1 

2 Um Un= -J,0 f (x)dx = f. ../xdx = -x2 = -n ... +cc 1-0 0 3 0 3 

j 
I 
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Calculer la limite des suites définies par: 

(1) _ 1+2+3+-+n 
Un- n1. • 

. 12+z2+32+-+n2 
(2) Un= n.3 

(3) 

(4) 

(1) 

(2) 

1P+2P+3P+_+nP E IN 
11n = nP+1 avecp . 

../i+!ï+-J3+_+-,fii 
Un= 

lcul d l . 1+2+3+-+n 
[a e Lm 

2 
: 

n➔+co n 
Le terme général de la suite Un se présente comme 
une somme dont le nombre de termes augmente 
indéfiniment avec n. La suite ttn s'écrit donc sous la 

forme Un= I:~=1 ;. Si on factorise par ;, c'est-à-dire 

" = ~ L~-1 !;, on a donc une somme de Riemann 
'°11. n - n 
pour la fonction continue sur [0,1] définie par 

f(x) = x, ainsi, Un= ;:Ei;=1 f (;). Or, la fonction f est 

continue sur [0,1], alors: · 

1 r 1 · J.1 [1 2]1 1 lim1.t.n=-J,f(x)dx= xdx= -x =-. 
n➔fCO 1-0 0 0 · 2 Q 2 

12+z2+32+_+n2 
Calcul de lim 3 : 

n-++oo n -
. . 2 

La suite Un s'écrit sous la forme tLn = :E~.,,1 : 3 • 

On met ~ · en _ facteur dans Un, on obtient 
n 

Un = ;:E;=1 (;}2. Sous ,;ette forme Un apparaît 

comme la somme de rueinann correspondant à la 
subdivision régulière d'ordre n de la 
fonction continue sur [0,1] définie par f(x) = x2, -· 

(3) 

(4) 

. -------·--... =======~-
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ainsi, l.ln = ~ Li:=1 f (;;)." Or, la fonction f est continue 
sur [0,1], alors : 

lim Un = _1_J,1 f (x)dx. = J,1 x2 dx. = f.!x3]1 - !. 
n-++00 1- 0 o o - G 

O 
- 3 

Calcul de lim 1P+2P+3P+--+nP • 
n ... +oo nP+1 • 

Pour faire apparaître une sommé de Riemann, il suffit 

d'écrire la suite Un sous la forme Un= ~kn • .!:!._ puis 
L, "'1nP+l 

factoriser par~ c'est-à-dire Un= ~L~=i (;Y. On a 

donc une somme de Riemann pour la fonction 
continue sur [0,1] définie par f(x) = xP par la suite · 

1 (k) - ' ' 
Un = ;; I:;=1 f ; . Or, la fonction f est continue sur 
[0,1], alors: 

1 1 1 · 1 
lim Un= -J.0 f (x)dx = J. xP dx = [2-xP+1] = 2-
n➔+co 1-0 0 p+1 . 

0 
p+l 

Calcul'de lim -,/ï+fi+.f3+-+rn: 
n➔+co n-,/n 

Pour faire apparaître une somme de Riemann, j.l suffit 

d'écrire la suite Un sous la forme¾= z;;.,
1
n1 puis 

factoriser par ;, c'est-à-dire Un = .!. }:~=-l f{ Oti a 
n ✓;; 

donc une somme de Riemann pour la fonction 
continue sur [0,1] définie par ·t(x) = ../x ainsi 

1 (") , , 
Un= ;:E:=1f ; • Or, Ja fonction f est continue sur 
[0,1], alos;s: 

lim Un= 11 ol1t (x)dx =l1✓xdx = [~x¾J1 =~--
n➔+co - 3 3· 

_ 0 · O O -. 
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Calculer la limite des suites définies par: 

(1) tLn == ~ [sin (;) + .sin (2:) + ... +sin e:)}. 
(Z) ,, =n(-1-+_1_+ ... -1-). 

-n (n+1)2 (n+2)2 . (n+n)2 

(3) __ 1_+ 1 f 1 + +-1-
'U.n - ..Jnz+an Vn2+16n ,/n2+24n · ·'' ..f9n2' 

(1) 

(2) 

Calcul de 

lim .!. [sin -(~) + sin (2ir) +.,.+sin (rur)] : 
n➔+oon n n , n 
Pour faire apparaître une somme de Riemann, il suffit 
d'écrire la suite Un sous la forme: 

u,, =;[sin(;)+ sin (~) + ... +sin (:")] = ;U .. 1 sin (':')- · 
On a donc une somme de Riemann pour la fonction 
continue sur [0,1] définie par f (x) ;;;; sin (nx), par la 

suite, Un = ; tr=i f (;)- Or, la fonction f est continue 

sur [0,1], alors: 

1 il J,1 1 1 2 
limu,.=-

1 0 
f(x)dx= · sin(!îx)dx=[--cos(m:)] =-. 

n~"' - o O 7C O 1E 

. (1 l · l) 
Calcul de hm n -( )• + -( )2 +. • •-c )• : . . n➔+oo n+l n+2 . · n+n 
Pour faire apparaître une somme de Riemann, il suffit 
d'écrire la suite Un sous la forme : · · 

-n(-l-+_1_+ _1_)=n:En _J __ 
Un - (n+J)Z (n+2)Z ... (n+n.)2 lc=l (n+l:)Z -

1 1 
-~=J~• 
n (1~ 
On a donc une somme de Riemann pour la fonction 

continue sur [0,1] définie par f(x) = ( 1 
"2' par la 

. l+xr 

suite, Un = ; 1:r=l f (;). Or, la fonction f est continue 

sur [0,1], alors: · 

~ 
Lf7 
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ltm = -- X = - -- -. 1 11 il 1 [ -1 1 1 
n .. +co Un 1 - 0 0 / ( )dx 

O 
(1 + x)2 dx - 1 + xL -2 · 

(3) Calcul de 

lim -1-+✓ 1 
+ 

1 + +-1_. 
n➔+<X> .Jn2 +Bn. n 2 +16n Vn2 +24n • • • ./9n.2 • 

Pour faire apparaître une somme de Riemann, il suffit 
d'écrire la suite Un sous la forme: 

l 1 l 

tin = ✓n2+Bn + ,/n2 +16n + ··· + ..f9ii2 
_ '\"'n 1 l'C"n 1 
- "-'k=1.;n2+a1cn = ;; .l..k=1 .J -;:, 

' l+~ 
n 

On a donc une ~omme de Riemann pour la fonction 

continue sur [o;i] définie par f(x) = - 1
- par la 

. ✓1+ax' 

suite, Un = ; 1:f=1 f (;). Or, la fonction f est continue 
sur [0,1), alors: 

1 11 il 1 [1 :1 1 limu..,,=-- f(x)dx= -dx= --./1+ax] =-
n➔+.. 1 - 0 0 0 ./ï"+ai 4 

0 
Z · 

,=~---. C "C - - - . ---------- ··-····--.-·~ 

:- Excrêlce"4 ~- _ - - _:- ' . . . -"" 1 
_t _-_. ::._ __ -~---~--~ -------·- -- - • -- - - _ _ _ .: 

Calculer la limite des suites défiriies par : 
1 . < 

(1) Un;;;; ~-=lan+pk avec a,p > 0 . 

(2) -'C"n n 
'U.n-.t..k=1~• 

(3) _ '\"'n k 
'Un - "-'k=l ~• 

(4) ,, ='"'n ~ 
-n .t..k=l,i3+k3" 

(5) _ ~n n 
Un - L.k""1 (n+k)z• 

(1) Calcul de lim .Ei=1 ___!_, 
n➔+co cm+Pk 

Pour faire apparaître une somme de Riemann il suffit 
1 ' 

de factoriser par-, 
'n 
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(2) 

(3) 

, à d' t-n 1 1 ~n 1 
C est- - }Te 11n = L..k,;1-pk = -L..k=l -:Ji"· 
· an+ n a+Pn 

On a donc une somme de Riemann pour la fonction 

continue sur [0,1] définie par f(x) = _2_P , ainsi, a+ X · 

Un = ; L~=d (;). Or, la fonction f est continue sur . · 

[0,1], alors: 

1 11 J,1 
1 lim u,, = -- f (x)d.x = --d.x 

n➔+œ 1- 0 0 0 a + Px 

. r! ]1 i ( P 
= lpln(a+,Bx) /=p1n 1+-;;)· 

Calcul de lim L~=1 2 nk2• 
n➔+oo n + 

Pour faire apparaître une somme de Riemann, il suffit 
. n 

.de factoriser par n2 . ., ... 
· , . n · n ln 1 .... 
c est-à-d1re Un = Lk=l -;--kz = -Lk=i --;-;:'2• On a donc 

n + n 1+(;) 
une somme de Riemann pour la fonction continue sur 

[0,1] définie par f(x) = 1:x2, ainsi, Un,; ;ï:.;=1f (;). 
Or, la fonction f est continue sur [ 0,1], alors : 

. 1 il J,1 1 
Hm 11.n=-

1 0 
f(x)dx= -1 2 dx 

n➔+m - 0 · 0 +x 
7[ 

= [arctan(x)]à =~-

Calcul de lim Ef=i /k2 • 
n➔+co n + 

Pour faire apparaître une somme-de Riemann, il suffit 
de factoriser par n

2
, c'est-à-dire n . 

. k 
°"n k 1 ~n ____iï,_,,.. 0 . d Un== L,kzl~ =;; L,1{=1 (ll.\2. • n a OnC une 

1+ ni · ' 
somme de Riemann pour la fonction continue sur 

[0,1] définie par f(x) = ~. ainsi, Un = !. L~=1f (~). 
1+:t . n "' n 

Or, la fonction f est continue sur [0,1], alors: 

(4) 

(5) 
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. 1 f 1 
X [1 ]1 1 .,~7!!-

00 
Un= i=o. 

0 
T+.xïdx = 2Ln (1 + x2

) 
0 
= Ïln (2). 

Calcul de lim ï:.~-1 ~ • n-t+co - n 3+k3 

Pour faire apparaître une somme de Riemann, ilsuffit 

d fa 
. nZ ' .._ e ctonser par-, c est-a-dire ; ~ ' 

=~n ~=1.~n _œ:_ · .. .-
Un_ L.k=l n3+k3 n L.k=l (!<.\3· On a donc une 

1+ nJ 
somme de Riemann pour la fonction continue sur 

[0,1] définie par f(x) = 
1
::3 , ainsi, Un=; L~=1 f (;). 

Or, la fonction f est continue sur [0,1 ], alors : · ' 

. . 1 fl Xz ~ 1 1 lim Un·=-- ---dx= -ln(1+x3)] =-l.n(2) 
n->+cc 1 - 0 0 1 + x3 

' 3 . 0 3 

Calcul de lim 4 _1 -n -. 
n➔+m - (n+k)Z 

Pour raire apparaître une somme de Riemann, il suffit 
de factoriser par n

2
, c'est-à-dire . 

n . 
Un_Ln n _1~n 1 

- k=1 (n+k)z - ;; L.k=1 (1+~2 - On a donc une 
n 

somme de Riemann pour la fonction continue sur 

[0,1] définie par/(x) = - 1
- ainsi 

(1+x)2' ' 

Un = ~ r:;=1 f (;). Or, la fonction f est continue . sur 

[0,1], alors: 

· 1 il 1 · [ l ]l 1 . Lim-un=-- ---dx= --- --
n➔+o0 1 :- 0 0 (1 + x)2 1 + x O - 2 · 
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Cakuler la limite des suites définies par: 
(1) :::: 'Ç'71 1 . 

Un Lik=1 ✓n2+zlcn 

(2) 11n = }.:;=1 ~ · · 

(3
) . 1 ..,n k 

'Un :::: ; Lok=l ✓4nLk:2 

( 4) lin = L;=LJn2
1
+k2• 

(1) 

(2) 

Calcul de lim. L:=1~• 
n➔+co n +2kn 

Pour faire apparaître une sommé de Riemann, il suffit 

d fa · 1 
' st ' d' e ctonser par-, c e •a- 1re 

n 
'"°n l l ..,n 1 0 d Un = Lok=l~ = - Lrk=l .J . n a one une 

n +2kn n l+Z~ 
. n 

somme de Riemann pour la fonction continue sur 

[O,~) définie par f (x) = .Ji:z.x' ~~nsi'... . 

Un = ; I:~"'1 f (;)- Or, la fonction f est continue sur 

[0,1 , alors : 

1 J,l 1 l 
lim Un = -1 0 .tf+2xdx = [.Jl + 2x]

0
· = ../3 -1. 

n➔+c>, - 0 1+2x 

Calcul de lim Lk=t ~ 2 • 
n➔+oo 4n -k 

• Pour faire apparaître une somme de Riemann, il suffit 

de factoriser par.!., c'est-à-dire 
n 

- _,n 
1 

-
1 

y,n · 
1 On a donc unè 

'Un - i..,k=l ~ - ; Lik=l .14-(~'/ 
somme de Riemann pour la fonction continue sur 

[0,1] définie par f(x) = ✓ 1 
., ainsi, Un ::::: 

4-x• 

(3) 

(4) 
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~ L~-if (~). Or, la fonction f est continue sur [0,1], 
n - n 

alors: 

1 li 1 . [ X 
1 

1f 
lim .un= -

1 0 
~dx = arcsin -

2
] = -. 

n➔+oo - 0 4 - x2 0 6 

Calcul de lim .! Lk=i ~ : 
. n➔+oo n 4712-k2 

Pour faire apparaître une somme de Riemann, on va 
. k 

écrire~ = F=&• c'est-à-dire 
4n .-" 4-(~f 

" 1~n k 1~n - d 
Un=;"-'k=1.J4,nl-k2=;.Lrk:1 j n z· On a one une 

4-(;) 
somme de Riemann pour la fonction continue sur 
[0,1] définie par f (x) = ✓ x ~, ainsi, ,---

4-x~ 

Un =; I::=d (;)- Or, la fonction f est continue sur . 
[0,1], alors: 

1 
;im1'7i=-1-f1

. x dx=[-✓4-x2r=2---/3,l 
_n➔+co 1-0)0 -J4-x2 o . 

Calcul de lim ri.,;1 ~ : n->+m vnZ+k2 

Pour faire apparaître une somme de Riemann, il suffit 

de factoriser par ~. c'est-à-dire 11.n = .! rr"'1 ~
1 

n n (k\i 
. 1+ ;J 

On a donc une somme de Riemann pour la fonction 

continue sur [0,1] définie par f (x) = .J 
1 

., ainsi, 
l+x~ 

?ln = ;; rr .. 1 f (~)- Or, la fonction f est continue sur 
[0,1], alors: 

litn Un = 
1

1 

0 J,
1 

~dx = [arcshx]à = -ln(--fi. - 1). 
n➔+co - 0 1 + x2 
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Soit i un entier naturel non nul et soit la suite (un) définie 
par: 

N* 1 _,n ( k )i 
Vn E J Un= ;;:L.k.==1 n+k • 

(1) Déterminer la limite de cette suite pour i = 1, i =2, 
puis i = 3. 

(2) Pour i quelconque> 0, déterminer la limite de la 
suite (Un), 

(1) .· Premier cas : i=1 
1 .! 1 % 

u,, =-~ 1 ~- f, -'dx = [x - ln(l + x)Jà"' 1- !n2 
n ... 1+; n-,-1-cc O 1+% 

X 1 
Noter que - = 1--. 

1+x l+x 

Conclusion, lim .!. L~=l _!:_k = 1 - ln2. 
n➔+wn n+ 

Deuxième cas : i=2 

Un= kr.;21(~)
2 
~J:(1 ~ xf dx 

l+n 

[ 
1 . ]1 . = x - 1 + x - 2ln(1 + x) 

0 

=;"."' 2ln2 · 

( 
X )2 ( 1 )

2 
2 1 . Noter que m = 1-i+x = 1- l+x + (1+x)2 

Conclusion, lim .!. I:~=1 ( k+k)
2 
·= !

2 
- 2ln2. 

n➔+oon n 

Troisième cas : i=3 

'"" (2) 

CHAPITRE N°l : INTÉGRALE DE RIEMANN 

u - 1:_ _.n (-~ )3 - f.1 (-x -)3 dX' 
n - n L,k=l k n-,+a:o o 1 + X 

l+n ' 

[ 1 3 . ··•· 11 

::.::: X+ 2(1 + x)2 - 1 + X - 3ln(1 +,~) 0 

17 · = 8 - 3ln2 

Noter que (~)
3 

= (1 _ -2:.....)
3 = 1- 3-

1
- + 

l+x l+x 1+x 
3_1 ___ . _1_ 

(l+x)~ (1+x)3 

1 I' k ) 3 17 
Conclusion, lim - I:r,,.1 1-+· k = -

6 
- 3Zn2. 

n->+oo 71 \n . 

Soit i > 0, on a 

1 n , ( ~ )i .· f.1 (. x )i d 
Un = n :Ek=l ~ ~ o 1 + x x 

l+n 

· = [ctx - Clln(l + x) + I:}~2 c/ (-1)1 (l + ~)J:-1[ 

= 1 + L]=2 c{(-1)1 - iln(l +x) 

( 
X )[ ( 1 )i · j (-1>' 

Noter que i.;; == 1 - ï:;:; = LJ=o Ci (1+:rJi et 

rappelons la formule du binôme de Newton : 

(a+ b)n = L'f:=o c! akbn-k . 

Conclusion, 
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Soit x E IR\ calculer la limite de la suite suivante 
n 

Un(X) = L~=ln2+x2k2· 

(. ) "n n -
1 
"n 

1 est une somme On a Un X = L>k=l ni+xzk2 - ; L.ik=1 l+xz(;i{ 

de Riemann pour la fonction f (t) = 1+;2r2· 
La somme donc converge vers 

. 1 i1 e ]1 
arctan(x) lim Un(x) = -- f(t) dt= -arctan(xt) = ---. 

n➔+oo 1 - 0 0 · o X 

Remarque : pour calculer l'intégrale ci~dessus, on utilise le 
changement de variable : u = xt. · 

On se propose de calculer la limite de la suite suivante: 

Un= ".j(n + l)(n + 2) ... (n + n). 

(a) . On pose Vn = ;:E~.:1 ln (1 + ;j· 
Montrer que lim Vn = 2 Zn ( 2) - 1. 

n-->+a:> . 

(b) En déduire la limite de Un• 

(a) 

(b) 

1 n _. ( . k) • l "n f ( ) On a Vn = ;;:Lk=1 ln 1 +;:;- = ;;Lk""-l x avec 
f(x) = ln (1.+ x). Or la fonction f est continue 
sur [0,1], alors: 

lim vn = - 1
- f1 ln (1 + x) dx = [(i + x) ln ( 1 + x) - x]à 

n➔+w 1-: 0 }0 

= 2ln (2)-1. 

On pose Wn = ln ( Un) 

CHAPITRE N°1 : INTÉGRALE DE RIEMANN 

(Notons que la suite un > 0), 
. alors ona: 

1 "1" !In [ k 
Wn = - L, ln (n + k) == - ln (n) + ln (1 +-)] 

n k ~ 1 n k=1 n 

= ;[L~~1ln (n) + .Er.1 1n (1 +;)J = In (n) +vn.'. 

Or lim ln (n) = +oo et lim vn = 2 ln ( 2) - 1 
n➔+co n➔+co ' 

alors lim wn = +oo. 
n➔+oo 

Et par conséquent, lim Un == +oo. 
1l➔+ro 

Calculer la limite des suites données par: 
1 • 

( , k)- / c1J Un= rrr=1 1 +;; ". y 
(2) 

(3) 

(4) 

(1) 

n (2n)! 
u,,_ = ~-

1 nn ( 2 k2)! 
Un = n2 k=l n + "· 

1 

.,, . = nn (n2+kz):;;: 
-n k=l nZ • 

1 

Calcul de lim n~=l (1 + !:)ii : 
n->+a:, n 

On pose Vn = In ( Un) (Notons que un > 0). 
Alors on a: 

, Vn = ; Li=1 ln ( 1 + ;) . 
Par cons94uent, . · 

lim vn = i1

1n (1 + x) dx = [(1 + x) ln (1 + x) - x]1 n--++00 O O· 

Ce qui donne: lim vn = 2ln 2 - 1. 
n➔+00 ·· 

Finalement, · 

l
. 4 
Lm U11 =-. 

n➔+oo e 
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Remarque: Pour calculer l'intégrale ci-dess~s, on 
utilise une . intégration par par:ties: _u' ~-1 et 
il== ln ~1 + x) ou bien on remarque qu une pnm1t1ve de 
la fonction ln (1 + x) est (1 + x)ln (l + x) - x. 

n (2n)! , 

(2) ; Calcul de n~T_f!-00 n!n" • 

On pose Vn = ln é '!Ln) (Notons que '!Ln > 0). 

(3) 

Alors on a: 

Vn =; L~=1 ln (1 + ;). 
Par conséquent, 

lim Vn = _l_ r\n (1 + x) dx 
n➔+IXl 1 - 0 Jo 1 

= [(1 + x) ln (1 + x) - x]o. 
Ce qui donne, · lim Vn = 2 ln ( 2) - 1· 

1t->+M ( 

Finalement, .-----7ï · ~ 
. 4 
lim Un=-. 

n->+co e 

1 

l . 1 Iln ( 2 + k2)iï • Calcul de zm 2 1c=1 n · 
n->+con 

Ona: . 1 

1 [ ( Je 
2)1; n ! · m.1(n2 + k2)n = n~~1 n2 1 + (;) = fü:1 nn X 

1 

~E1(1+ (;YY,. 
. 2. 

Et comme n~=lnïi = n2, alors 1 

fm,.,
1 
(n2 + k2); =. n2 Ilt=1 ( 1 + (~/Y\ 

1 

et par conséquent, Un == nt.,. ( 1 + (;f / · 
On pose vn = ln ( Un) (Notons que~ > 0), 

alors on a : Vn == ; ri,.,1 ln ( 1 + (~) ). 
Par conséquent, 

(4) 

CHAPITRE N"l : INTÉGRALE DE RIEMANN 

•· 1 . 

lim Vn = ( ln (1 + x 2
) dx = [x ln (1 + x 2

) - Zx + 2arctanx]lj. 
n➔+a::i Jo 
Ce qui donne : lim vn = ln 2 - 2 + ~. Finalement, 

n➔+oo 2 
n: 

2eï 
lim u.,, = - 2 • 

1t➔+M e 

l 

. n (nz+kz);; Calcul de hm nk=l -2- : 
n➔+ro n 

On peut remarquer .que l'on a: 

Un = nt.1 (nZ:tl' = nk=l ( 1 + (~/)*. 
On en d~duit donc (d'après la question précédente) 
que: 

n: 
2eï 

lim 1tn=-2 • 
n➔+M e 

Calculer la limite des suites données par : 

(1) Un= L~~1n2:k2' 
1 1 

(2) Un= n♦ Til1!1(n2 + k2)n. 

(3) 1Ln = !:f~+l ¾· 
(4) = "°2n-1_1_ Un ,L,k=n n+k· 

(1 ... J r.-.•cu• d.c. 71 - ~:Zn k • 
Lat 1 ._ -n - ,L,k:1 n2+k:t • 

On pose: m = 2n (lbrsque n tend vers +oo, on a aussi 

m tend vers +oo) ce qui donne: '!Ln= Li~1 -f-i = _ . . . n +k 
Vm, 
avec: 
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~2) 

(3) 

• k 
~m k -4"vm _k __ 4Lm _ïi...__ . 

Vm::::; L,,k=l -(m)2 - L,,k=l m 2+k• - kcol (")2 
2 +kz 1+-;;:;: 

qui est une somme de Riemann pour la fonction 

f (x) = _x __ La somme converge donc vers : 
1+x2 

lim u,, = lim Vm = - 1-f 1 f(x) dx =[~ln (1 + x2
)]

1 

= ~2In (2). 
n➔+a> m->+"' 1 - 0 0 2 o 

1 2n 2 2 ! . 
Calcul de Un = 4 Ilk=1 (n + k )n · • n 
On commence par simplifier l'expression de la suite 
Un en factorisant par n2, ce qui donne : 

1 

Un ~i~1 ( 1 + (;/y. 
Puis puisque Un > 0, alors on pose : 

Vn = ln ( Un) = ~ ri~l ln ( 1 + (~Y). 
On pose enfin m = Zn Oorsque n tend vers +00, on a 
aussi m tend vers +oo) ce qui donne : 

Vn = ln (Un)= ;Lr=1 ln ( 1 +ë (~/) = Wm, 

qui est une somme de Riemann pour la fonction 
f(x) = ln (1 + x2

). 

La soinrne converge vers : 

Um Vm = lim Wn =-.. -
2-f1

t(x)dx 
n-++oo m-++co 1 - 0 0 

= 2[xln(1 + x2 ) - 2x + 2 àrctan(x)n 
= 2 ln(2) - 4 +rr. · 

Et par conséquent, 
,....ln-~-7J!-"'_Un_=_4_e1r=---::4:-i· I 

Calcul de Un = E1:!n+i l : 
Ona: 

1 1 l 1 1 '°ti 1 
11.. - '\'Zn -- -+-+- +-= L,,k-1-, 
-n - .L.k=n+l k - n+1 n+2 · n+3 ··· n+n - n+k 

qui est une somme de Riemann pour la fonction 

f (x) :::; ~- La somme converge vers 
. 1+x 

CHAPITRE N°1 : INTÉGRALE DE RIEMANN 
- - ------,----------------~ ... / 

1 11 . 
lim Un ::::: --

0 
f(x) dx = [ln(l + x)]à ::::: ln (2). 

n➔+oo 1- 0 . 

Remarque; On peut poser le changement de 

variable : p = k - n, ce qui donne Un = .E;=1 -
1
-, qui 

p+n 

est une somme de Riemann pour la fonction 
1 

f(x) = -. La somme converge vers 
l+x 

lim Un= -
1-f 1t(x) dx = [ln(l + x)]à :::::.')n (2). 

n➔+oo 1- 0 o 

( 4) Calcul de u,1 = I:t~;;1 n:k : 
On pose le changement de variable : p = k - n, ce qui 

donne Un = 2::nv:i-1-, qui est une somme de 2n+p 

Riemann pour la fonction f(x) :::; 2-. La somme 
2+x 

converge vers 

. 1 Ll 
lim Un= -- f (x) dx == [ln(2 + x)]à = ln (3). / ' , 
n➔+oo 1-0 

0 
·· ., 

Calculer la limite des suites données par : 
~n k+l 

(1) 'Un = L.,k=l n2 • 

k2 +1 
(2) Un = }:;~=17· 

n kP+1 
(3) Un= Lk-=l nP+l avecp E IN. 



(1) 

(2) 
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Calcul de Un = Lk=l k:: : 
Pour faire apparaître une somme de Riemann, on va 
factoriser par :z, C:est-à-dire 

~n k+l 1 ~n [k 1] Un = .l.k=l-2 = - .l.k=l - + - · n n n n 
Notons qu'il ne s'agit pas d'une somme de Riemann 

1 Oe terme - est tout seul). 
n 

Posons Vn = .!:. :E~=l!:. qui est une somme de Riemann n ,.. n · 

qui converge vers: lim vn = f.
0

1 
x dx = f! x2]

1 
= -

2

1
• 

n➔+o0 li o 
Posons ensuite Wn:::: Un -vn . et montrons que 

lim Wn = O? 
n➔+oo 

Ona: 
l'("n [k 11 l'("n k 1,...,n · t l Q 

W. =- "· - V. ::::; - L..k~ - + - - - L,•· - - ::::; - 'k~ - ::: - -4 • 11 -n n n 1 n 11 n "--1 n n~ ~n nn-t+ao 

On déduit donc que : 
.-------------,-1-, 

lim Un= lim Vn = -
2

. 
n➔+ca n➔+oO 

Cal. 1 d ~n tc2+t 
CU e lin = L..k""1 _3_ : n 

Pour faire apparaître une somme de Riemann, on va 

' factoriser par n
3

, c'est-à-dire 
n 

k
2
+1 1 [(~\;! 1] 

Un = r;=l 7 =;;: Lk=l ;; + n• · 
• Notons qu'il ne s'agit pas d'une somme de Riemann 

1 
(le terme i est tout seul). 

n 1 (k)2 .. 
Posons Vn = ;;: Lk=t ;;: qui est une . somme de 
Riemann qui converge vers : 

1 G ]l 1 . lim vn = f. ·x2 dx = -x3 = -. 
n➔+o0 0 o 3 · 

-

(3) 
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Posons ensuite Wn = un - vn 

lim Wn = 0? 
n->+oo 

et montrons que 

Ona: 

= ;; i:~:l [(;f + -\] - ::. r~=1 (~)
2 
= ::. rr .. 1 2... = 2... - o. 

n n n n nZ n2 n➔+co 

On déduit donc que : 
r------- ~---. 

l . l' 1 im Un = im Vn = - . 
n➔+co n➔+oo 3 

Calcul de Un= "~-t~ • .t..,.,_ nP+l .• 

Pour faire · apparaître une somme de Riemann, on va 
& t . n'P . 
1ac oriser par;;:;;+ï, c'est-à-dire 

= '\'n kP+1 _ 1 n [(k)P 11 
Un .t..k=.1 nP+l - ;;- Lk=l ;;- + nP • 

Notons qu'il ne s'agit pas d'une somme de Riemann 
Oe terme~ est tout seul) nP • 

Posons Vn = ; L~=l (;Y qui . est une somme de 
Riemann qui converge vers : .. 

lim Vn = J,1 xP dx = [-1-xP+1]1 = ·..!._ 
TI➔+oo O p+l O p+1· 

Posons ensuite Wn = Un .:..._ Vn et montrons que 
lim Wn = O? 
n➔+oo 

Ona: 
Wn = Un -vn 

= ; r; .. 1 [ (;f + 1PJ-::. 1:r .. 1 (~)p = ::. 1:r.1 2... = 2... - o. 
n n n n nP nP n➔+Q) 

On déduit donc que : · 

• 1 
lim Un = lim, v. = --
n➔+co n--++oo n p + 1 · 
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Calculer la limite des suites données par : 
. l+k 

(1) Un ::::: L~=l n2+k2· 

n+k2 

(2) Un = L~=1 n3+k3• 
l+k3 

(3) Un = L~,,,,1 n4+1c4• 

~n 1+k 
(1) Calcul de 1L,i = "-'k=1 nZ+k2 : 

Pour faire apparaître une somme de Riemann, on va 
~ 

i:. • n , t , d' 1 ~ -1L.!L 1actonser par nz' ces -a- ire Un = - L.k=1 (~12· 
n 1+ ni 

Notons ·qu'il ne s'agit pas d'une somme de Riemann 

(le terme; est tout seul). 
Il: 

Posons vn = ~ L~=l -(nk)z qui est une somme de 
n 1+ -

n 

Riemann qui converge vers : 
1 X [1 2 ]l Ln2 lim Vn = J. - 2 dx = - ln (1 + x ) = 2 . 

n➔+co O 1+x . 2 o 
Posons ensuite Wn = Un - Vn et montrons que 

lim Wn = O? 
n->+co 

On a: 
1 k · · k · 

1-.:,n t+;;: l._,n ;; -..!..'t'R 1 
Wn = U,. - Vn = - L.1<~1 (".l - ; L.k"l (".\2 - n> L.1<=1-={k) • 

n 1+rcl l+rcl l+;; 

· 1 1 n2 
, , d" Or 1 :;; k $ n alors - :;; ~ $ - 2- , c est-a- ire 

2 i+(t) n +1 

que: 

(2) 
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3 

!:. < "n _ 1
_ < ~ et nséquent 

2 - L,k=l (~'\2 - n2+1 par CO , 
1+ nJ 

2-_ :5 Wn :$ -F--, ce qui implique que Wn - O. On 
2n n +1 n➔+co 

déduit donc que : 

ln2 
lim Un = lim Vn = -

2 
. 

n➔+oo n->+oo 

n+Jél 
Calcul de 11n = kk=l n 3+k3 : 

Pour faire apparaître une somme de Riemann, on va 
1 (!'12 

s.: n
2 

, t , d" 1 .,_.n ~ ni 1actoriser par 3 , ces -a- ire Un = - L..k=l. . !,3· 
n n l+(n1 

Notons qu'il ne s'agit pas d'une somme de Riem'ann 
1 

(le terme - est tout seul). 
n 

P 1 .._.n (~f · t d osons Vn =;;: Lk=l (1c\:l qm es une somme e 
1+ ni 

lliemann qui converge vers : 
. . . 1 .x2 [1 ]l Ln2 
lim Vn = f.0 - 3 dx = -ln (1 + x3) = -. 

n->+o:i l+x 3 o 3 

Posons ensuite Wn = Un - Vn, et montrons que 

lim Wn = O? 
n➔+co 

Ona: 

1 (~,· ~· 1 "+n.1 1 n - 1 n 1 
Wn = U,. - Vn = -L~=1 n (!'.)i - ; Lk,.1 (t) =;;. Lk~t (~•· 

n HQ 1+ n 1+ n1: 
1 1 n3 

Or 1 < k < n alors - :s; ~ :$ -
3
-, c'est-à-dire que 

-:- - 2 1+(~ n +1 

• 4 

~ S I:~"'1 (\_\a S n;+1 et par conséqu~nt, · 
l+n.J 

}_ S Wn S ~, ce qui implique que Wn- O. 
2n n 3 +1· - n➔+a:, 

On déduit donc que : 

ln2 
lim Un = lim Vn = -

3 
. 

n➔+co n➔+oo 
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(3) 
1+k3 

Calcul de Un = L1,\,1 n4+k+ : 

Pour faire apparaître une somme de Riemann, on va 
2...+(~)3 

713 • l~n ~ 
factoriser par n•' c'est-à-dire ¼i = ;;- L.<\=1 i+(;)' · 
Notons qu'il ne s-'agit pas d'une somme de Riemann 

(le terme 2- est tout seul). 
713 

1 n (ID3 
~ qui est une somme de 

Posons Vn = -;; L..k=11+(~-}' 

Riemann qui converge vers : 
1 :r3 [l 4 )l _ ~ lim v = J. -dx = -ln (1 + x ) - 4 • 

n➔+oo n O 1+x4 . 4 o . 
Posons ensuite Wn = Un - Vn et montrons que 

lim Wn = O? 
n➔+cc 

On a: 
1 (èc"" m·- 1 · 1 1,ç,n r nJ 1,c,n = ....:rn ~-•• 

Wn = U,. - 11n ::: ; .t.k=l 1+(!,° - ; "-'k=l 1+(~t n
4 

. k~l 1+(;) 
·. 1 1 n• 

Or 1 $ k $ n, alors, 2 $ i+(~f $ n4+1· 

c'est-à-dire que : 
n Ln 1 < ·ns 

< - --2 - k=l i+(;f - n4+1· 

Et par conséquent, 
2

:
3 

$ W71 $ 
11
;+1, ce q~i implique 

que w - O. On déduit donc que : 
n n➔+c0 ~--------,--;:;--, 

ln2 . 
lim 'U.n = lim Vn = -4 . 

n--++oo n--++oo 
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Calculer la limite des suites données par: 
(1) :::: ~2n-1_l_ 

-'Un L.k=n Zk+l. 

(2) = 1:n i 
'U.n k=l ✓(k+n)(k+Hnf 

(1) Calcul de,, = "t>Z~-1 -
1
-: 

.-.:i Lk-n 2k+1 

On pose le changement de variable: p = k - n, ce qui 
donne = '\"'n-1 1 = l 'Ç'n-1 __ 1_·_ 

Un .up--O 2n+2p+l n .up--O 2+2f.+2:. • 
n n 

Notons que cette somme n'est pas une somme de 
Riemann. 

Posons donc la suite: Vn = l Lnp:~~ = l!. Lnp=s--2.-. 
n 2+2- 2n - 1+-"-n n 

qui es.t une somme de Riemann qui converge vers : 

lim Vn = l [ln(l + x)]à = ln(z)_ 
n➔+co 2 2 

Posons ensuite Wn = v11 - Un , 
et montrons que lim w11 = O. 

n->+oo 

Ona: 
W ;;; V -U,.:::; ~n-1 (-1 ___ 1_) = Ln-1 1 

n n ,:.,p;O 2n+2p 2n+zp+l p~o (2n+2p)(2n-.2p+1)° 

Or O :S p ::s; n - 1 :S: n, 
alors · 1 < 1 ·< 1 

4n(4n+l) - (2n+2p)(2n+2p+1) - 2n(2n+1)' 

c'est-à-dire que : • 
__ 1_<r~ 1 <--1-
4(4n+l) - p=O (2n+2p)(2.n+2p+1) - 2(2n+1)' 

et par conséquent, Wn --+ O. 
n➔+ro 

On déduit donc que : 

ln2 
lim 'U.n = lim Vn =-. 
n➔+co n ... +co 2 
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(2) 

• Une deuxième méthode consiste à remarquer 

que 
1 < 1 <-1-

2n+2(p+1) - 2n+2p+1 - 2n+2p 
. . l'°n 2.... < < ,!:vn-1-2:._ 

puis écnre 2 .wp"'l n+p - Un - 2 t.p"'o n+p 

Les deux sommes z:n-1_1_ et z:nv:à-2:,_ convergent 
P- n+p n+p 

vers la même limite Z7i(2), on en dé~uit donc: 

lnZ 
lim Un =-

2 
. 

n➔+OO 

• Une troisième méthode consiste à remarquer 
. 1 

que la décroissance de la fonction t ➔ mi sur 

IR+ donne, pour tout k ~ l : 
rk+1 ~ < _1_- < fik ~ 
h 2t+1 - 2t+1 - k-l 2t+1 
En sommant, on obtient alors : 

2n at r2n-1 dt r -<u <J, --, 
Jn ?t+l - n - n-1 2t+l 

• ~1 1 4n+l < < ~ln~ 
smt 2 n2n+1 - Un - z zn-1 
d'où la conclusion avec le théorème 
d'encadrement: 

.------l:-n-::2ï 
lim11n=-. 
n➔+CO . 2 

'°n 1 - • Calcul de Un= .L.k"'t ✓ck+n)(k+l+n) . 

Notons qu'il ne s'agit pas d'une somme de Riemann. 
1 1 ,._l~n 1 

Posons donc Vn := }:~=1 ✓(k+n)(k+n} "'.' ~=l k+n - ;-~=l ~ 

qui est une somme de Riemann qui converge vers: 

lim v
11 

= {.1-1-dx = [ln (1 + x)g = ln2. 
_ n➔+oo O x+l 

Posons ensuite Wn = Vn - Un, 

et montrons que lim Wn = 0 ? 
n➔+oo 

On a : Wn = tin - u.,. = L~«l c(l<+n;(k+n) 

Etcomme 
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1 1 

,/(k+n)(k+n) -J(k+n)(k+n+l) 

-J(k+n)(k+-n.+1)(-J(k+n)(k+n+l)+./(k+n)(k+n)) 

Alors 
w = n -➔ o 

n ✓(k+n)(k+n+1)(..j(k+n)(lc+n+l)+✓(k+n)(k+n)) n➔+oo • 

On déduit donc que : 
..... , -li-m-Un--=-l-im_v_n_=-ln-2~., 
_ n--++oo n--++co _ 

On se propose de calculer la limite de la suite 

Un=' IT (1 + .Jk(nz- k)} 
k0<l n 

(1) Montrer que pour tout x > 0, on a: 
2 . 

x - 7 S ln (1 + x) S x. 

(2) En déduire la limite de la suite suivante: 

(1) 

u.,. = TT" (1 -J k(n 2- k)} 
1c~1 !1 

On pose f(x) = ln (1 + x), donc f'(x) = -2:._ et 
l+x 

"( -1 
f x) = (1+x)2 

D'après Mc Laurin à l'ordre 2, il existe O < c < x 
tel ql.le 

x 2 -1 
ln(l+x) =x---( )2 • 

2 l+c 
Mais, comme 0 < c < x, alors : 

x2 • x 2 -1 -- < ln(l +x)-x <---< O. 
2 - - 2 (1+x)2 -

D'où le résultat 
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(2) 

:1\ 

Une deuxième méthode consiste à faire une 
étude de fonction. 
Une troisième méthode consiste à considérer la 
formule de Taylor à l'ordre 2 avec reste intégral 
pour la fonction ln (1 + x) .entre O et x, en effet, 

ln (1 + x) = x - xz + J.x (x-t)• ln (1 + x)dt. 
· 2 0 21 

Mais, comme x> 0, alors 'i/t E [O,x], on a 

ln (1 + t) ~ 0 , et donc (x;~)
2 

ln Ù + t) ~ 0, ainsi 

J.
x(x.:t)Z ln (1 + t)dt ~ 0 et x- xz s ln (1 + x). · 
0 2! . 2 

L'autre inégalité provient de la convexité. 
Posons Vn = ln (Un)- Alors on a 
't'n ,/k(n-k) _ ..!_ 't'n k(n-k) < < ~n ,/k(n-k) 
Lik.=1 n2 zn2 L..k=l n2 - Vn - L..Jc=1 n2 

, · n ,/Jc(n-k) 1 ~n f (k) 
Dune part. Lk=l n 2 = ; L..1c .. 1 ; 

où f(x) = .Jx(1- x) est une somme de Riemann 

: qui converge vers : . ,.......--,- · r: ,/x(l - x) dx = H x ✓x(l - x) - ¾. ✓~x-(1_-:-_x_) -t,,--
1 ' ]~ 'Il i -arcstn(2x -1) = -. 8 .• o 8 

. 1 k(n-k) 1 't'n k ( ") 
D'autre part, ,... }:~=1--2 - = - L..k=l - 1 - -n est . n n n n 
une somme de Riemann ( donc elle converge) que 
l'on ne va pas la calculer car la suite 

1 n k(n-lc) O -r1c-1--:z- .va converger vers . 
2n2 - n 1t 

Et par conséquent, Vn va converger vers s· 
Finalement, 

~----------:n:=-i 

lim Un = lim eVn = eS. 
n➔+oo . n➔+oo-

CHAPITRE N°1: INTÉGRALE DE RIEMANN 

On se propose d~ calculer la limite de la suite 

Un = "n sin(~) sin ( k2 ) . 
L.,lc=t n n 

(1) Montrer que pour toutx E [O,î] on a: 
. . 

x - =- < sinx < x 6 - - • 

't (2) Calculer la limite de la suite 
1 -ç,n k3 . (k) 

Vn:;:; n6L..k=l Stn ; . 

En déduire la limite de la suite suivante : 

Un = r:=1 sin (j sin (:2} 
1(3) 

(1) On considère la fonction f définie sur [O, f] par 

f(x) = sinx. D'après Mc Laurin à l'ordre 3, il 
existe O < c < :i: te] que 

x3 
sinx::::: x - 6 cos (c). 

Mais, comme O < c < x < !: alors · . - 2 J • 

xa . x3 
-- <smx-x < --cosx < O 
6- - 6 - · 

D'où le résultat. 
Une deuxième méthode consiste à faire une 
étude de fonction. 
Une troisième méthode consiste à considérer la 
formule de Taylor à l'ordre 3 avec reste intégral 
pour la fonction S'Î.nx entre O et x, en effet, 

. x3 J.x (x-t)3 

smx = x - - + --sintdt 
6 0 3! ' 

Mais, comme x E (O,:!:], 
2 

·alors 'rit E (0, x], on a sint :2: 0 , 

d (x-t)3 • • . J.x (x-t)3 

et one --smt ~ 0, ams1 --sintdt > O 
3 3! 0 3! -

etx- ~ S,sinx. · 
6 

·-- i 
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(2) 

(3) 

L'autre inégalité provient de la convexité. 

On a : lt~=l k3 sin(;) 1 ~ 11:~=1 k
3 I :5 II:i~1 n31 :5 n4

• 

D'où O $ lvnl = l~L~=1 k3sin(!:)I s \-o. n n n n->+oo 

Donc lim Vn = O. 
n-++oo 

On a alors, puisque sin!: 2: 0 lorsque 
n 

kE{l, ... ,n} 

Z:~=a (:2 - ::) sin(;) s Un $ ; L~=l; sin(;). 
La somme de droite Wn = ::. L~-1 !: sin (!:.) est une n - n n 
somme de Riemann qui converge vers : 

J: xsinx dx == [sinx - xcosx]à = sinl - cosl. 

Pour la somme de gauche, on a: 

i;_1 (-;-~)sin(~) == Wn - Vn - sinl - cosl. 
tt 7t 71 ,t◄+m 

Conclusion, 

l}!lfC() Un = n~T-co Wn = sinl - cosl.1 

On se propose de calculer la limite de la suite 

u,. = "\n · sin (1m) sin ( \). L.,,.,1 n n , 
(1) Montrer que pourtoutx E IR on a: 

lsinx- xi $.x2
• 

(2) On considère la suite ' 
iz :=: ~n (sin (~)-!__) si~ (k1:\_ 

n . Lk=l ~ n2 n/ "2 1 • 
Montrer que lvnl $ :E~=l·♦ ::;;; - • ' · . . ,.;....,.---..!:.., . n 

(3) On considère la suite Wn = ! L~-1 !: sin ("n). n - n n 

Calculer la limite de Wn· 

( 4) En déduire la limite de la suite Un· 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

CHAPITRE N°l: INTÉGRALE DE RIEMANN 

On considère la fonction f (x) = sinx. D'après Mc 
Laurin à l'ordre 2, il existe O < c < x tel que 

. x2 • 
smx = x - 2sm (c). 
Mais, comme lsin(c)I::; 1, alors: 

lsinx - xi = lxz sin (c)j < x2 < x2 . 
2 - 2 - • 

D'où le résultat 
En utilisant la question (1) on a : 

lvnl = 1~n (sin ( \) - k
2

) sin (krc)I $ "n k
2 

$ ~ 
L..k=1 n n n L1c=1 n4 n 

La somme ;; L~=l ";; sin e:) est une sornqie de ' 

Riem~nn pour la fonction continue sur . [0,1] 
défime par f(x) = rrxsin(rcx), ainsi, 

Wn = ;;; Lr=l f (;)-
Or, la fonction{ est continue sur [0,1], alors~ 

lim Wn = .!_i\txsin(irx) dx = f\stn(tl'X) dx 
n➔+co 7f O Jo 

Ou encore: r------------, 
[ 

1 1 11 
1 llm Wn = ~ sin1IX - - XCOS7IX = -

n->+«> n: 7C O 71" 

Puisque l'on a : 11n = Vn + Ww alors, 

l . l' 1 im Un= tm Wn = -. 
n➔+oo n--+tco 1[ 

Déterminer ,. 
1 ' 

lim Ur, f x2nsin (rrx) dx 
n~+ro 2 

0 

où 
~n . (nk) lln = L.k,,,1 sin 

2
n . 
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Ona: 

; L~=1 sin (::) ~f: sin(n;') dx=[-;cos(:')]: =; 
Car on reconnaît une somme de Riemann pour la 

f ( ) . . (irx) A. . 2n fonction x = sm 2 . ms,, Un~-;• 
Reste à déte[111iner un équivalent de 

. foi x2nsin (~x) dx. • 

Une intégration par parties donne (on intègre x 2n ) 

J,1 zn . (n:c) dx - _1_ - _n-_J,1 x2n+1cos (ir:c) dx 
o X sin 2 - 2n+1 2{2n+1) o 2 

IJ,1 x2n+1cos (m') d.x 1 ::;; J,1 x2n+1 dx = _1~-0 
o 2 0 2n+l n➔+oo 

Ainsi : 2n J0
1 

x 2nsin (7) dx ~ 1, 

c'est-à-dire r1 x2»sin (nx) ~ 2. 
' Jo 2 2n 

Conclusion, lim G.n J.
0

1 
x2n sin (n-

2
x) = !. . 

n➔+~ ,r 

n-k 
On désire déterminer la l_imite de Un = L:=1 n2+nk+2016 · 

(l) S'agit-il d'une somme de Riemann? 
• • n-k n-k 

(2) Simphfier nZ:t,nk - n 2 +nlc+2016 

(3) En déduire la limite de Sn. 

(t) 

(2) 

(3) 

La somme Sn n'est pas une somme de Riemann 
k . 

1 1-- ,·.-.,.'-··· 
car Sn = -rr=1 k Wl.6 ., 

n 1+;:i+--;r 

0 
n-k . n-k 2.016(n-k) 

n a n2+nk - nZ+nk+2016 = (n2+nk)(n2+nlc+Z016)" 
. k 

n-lc 1 \"'n 1-:--;;: 
On pose Vn = L;=1 ~ =;; L...k:l l+! qui est 

11 

une somme de Riemann qui converge vers : 

CHAPITRE N°l : INTÉGRALE DE RIEMANN 

lim Vn = J1 

_l-x dx = J1 

(-1 +~
1
-) dx 

11--..+oo O 1 + X (} X + 
=· [-x + 2ln (1 + x)H = 2ln2 - 1. 

Posons ensuite Wn = Vn - u.,1 et montrons que 

lim Wn ::c:: O? 
n➔+co 

On a . w = V - = ~n ( n-k - n-k ) 
· n n Un Lk=l n2 +nk n 2 +nk+2016 · 

D'après la deuxième question on a : 
n-k n-k 2016(n-k) 

n 2 +nk - n2.+nk+2016 ::::: (n2 +nk)(n2 +nk+2016( 
Or l :s; k ~ n 
alors O < . 2016(n-k) < 2016(n-1) 

- (n2+nk)(n2+nk+2.016) - (n2 +n)(n2 +n+2016) 1--,' 
c'est-à-dire que: 
O< \"'n 2016(n-k) ___ .. < .. 2016n(n-1) 

- "-'k=1 (n2+nk)(n2+nk+2016) - (n2 +n)(n2 +n+2016)' 

et par conséquent, Wn - O. 
· · n➔+oo 

Conclusion, 

1
,.---:--:li:-m-11.n---=-l,..,.im......,.v_n_=--:2:-:l:-n-::-2-:._--c-il. j 
_ n➔+~ n->+00 _ 

Déterminer la limite de la suite 
1( .!.î . 1 

Un .= n 2 1~(1122.33 .. , n7l)n2 , 

Indication: montrer que ln(Un) = ;J:~,,,1;ln;. 
~-:~~-~f--:= ·--~ --~- ~-:···~:~ 
tfilMHJJ.!M_~_2l~f_~l-f&_W~_i~l:'l:,.~'";1~':é{ -·- . , ---·----··-- , j 

,. 1 · k k 
Supposons que (d'après l'indication) ln(Un-) =;;: L~=1 ;ln;; 

qui est une somme de Riemann qui çonverge vers: 

1 [1 · 1 ]l l f,0 xlnx dx = -x 2 lnx - - xz = - -, et par conséquent, 
.2 4 o 4 

1 
lim Un= e4. 

n->+<>!l 
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Noter que ]a fonction f(x) ::;: xlnx est prolongeable par · 

continuité en O. 

Reste maintenant à démonter la question de l'indication: 

D'une part, 

ln(u,.) = _ ! (1 +!)Inn+~ ln (TTn kk) 
2 n n k=1 

= - .!: (1 + !.) lnn + !, 1:~=1 klnk. 
2 n n 

Et d'autre part, 

¾L~=l~ln~ 
1 k = jïLr=i;:/lnk - lnn) 

~ .!. "Ç'n ~ lnk. - lnn -ç,n . k 
n2 L..k=1 n . n2 L.k=1 

_ ...!_-ç,n ~l k _ lnn n(n + 1) 
- nZ L..k=ln· n n2 x 2 

1 k 1( 1) = - -ç,n _ - lnk - - 1 + - lnn 
n2 L.k-1n . 2 n 

Conclusion, 

La capacité pulmonaire exprimée en litres de l'être humain 
suivant son âge x exprimé en années est donnée par la 
fonction/ définie par: 

llO(lnz-2) . 
f(x) = • pour x E [10,90]. 

X 

Déterminer la valeur moyenne de la capacité pulmonaire de 
20 à 70 ans, à 0,1 litre près. 

La valeur moyenné est donnée par la formule : 
1 110 . 11 l'o lnx - 2 11 1 ]10 

cm=--- f(x)dx=- --dx=-[- (lnx - 2) 2 

' 70 - 20 20 5 20 :,; 5 2 20 

i;>'où Cm ~ 4.5 litres. 

CHAPITRE N°1 : INTÉGRALE DE RIEMANN 

Calculer les limites suivantes : 

(1) 1 _-,n kz . k:n: 
n3 L.k=1 sm ~ 

)( (2) 

(3) 

1 1 

(~ ni=l (a+ k))ri (a> 0 
~n n+k 
Lk=1 n2+k )( 

donné) 

1. Pour n 2::: 1, on a: 

où f (x) = x2 sin(rrx). Un est donc une somme de Riemann à 

pas constant associée à la fonction continue f sur [O,.;L]. 

Quand n tend vers +oo, le pas~ tend vers 0 et on sait que 1.ln . n 

tend vers 

1 [ l 2 ]
1 

2 J.1 J
0 

x2sin(nx) dx = -;x cos(rrx) 
0 
+; 

0 
xcos(nx) dx 

1 2 ~ ]l 1 il ==-+-(-xsin(nx) -- sin(n:r) dx) 
ttrr o7fo 

1 2 [ 1 ]
1 

1 2 1 1 =--- --cos(rrx) =---(-+.!.) 
" ,r2 n o 7r rr1 n rr 

2. On peut avoir envie d'écrire: 

1 1 · a 
ln(un) = ;;Œ~=l (ln(a + k) - lnk)) = ;;:I:~=1 ln(l +ï;)-

La suite de nombres a, ~ .... , ~ est une subdivision (à pas non 
2 n 

constant) de [0, a] mais malheureusement son pas a -i = i 
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ne tend pas vers O quanq. n tend vers +oo. On n'est pas dans 

le même type de problèineS. 

Rappel. Soit v une suite strictement positive telle que la suite 

C7n+1) tend vers un réel positif .f, alors la suite C1Vn) tend 
Vn , 

encore vers .f. 

Posons Vn = ~ rrr=l ( a + k) puis Un = ~-n. . 

0 
1'n+i a+n+1 1 .d 1· 1 na : - = - ➔ , et one IIDn-++00 Un = . 

Vn n+1 

3. Encore une fois, ce n'est pas une somme de Riemann. On 

tente un encadrement assez large : pour 1 $. k $. n, 

n+k n+k n+k 
--<--<~ 
n 2 + n - n2 + k - n 2 • 

En sâtnmànt ces inégalités, il vient 

1 't"n ( k) "n n+k < . ·1 ~n- c· k) 
-~-t..k=l n + $. .t..11:-1 ~k - z'.t..11:=1 n + • n+n -n+ n 

' . 

et donc ((premier terme + dernier terme)xnombre de 

term.es/2), 

1 ((n + 1) + 2n)n 1 ((n + 1) + 2n)n 
2+ 2 :SUn$;2 2 • n n · n 

· 3 +1 3n+l 3n+l 3n+l 
et finalement, --1:!.-> :S Un :S -. Or, -(--) et -- tendent tous 

2(n+l 2n 2 n+l 2n · 

3 3 
deux yers -. Donc, Un tend vers-. 

2. 2 

CHAPITRE N°1 : INTÉGRALE DE RIEMANN 

Soit f une fonction de classe C2 sur [0,1]. Déterminer le réel a 
tel que: · 

l n-1 

( f(t) dt-.!_~ f (~\ = ~+ o(!). 
Jo nL ni n-.4«> n n 

1<~1 

Supposons f de classe C2 sur [0,1]. Soit F une primitive de f 
sur [0,1]. Soit n un entier naturel non nul. · 

U,. := f f(t) dt-;I t(~) = Ï ( (!1 

f(t) dt-.!.{(~)) .._ 
k=D 1<=o Jk n n 

= ~ (F(k:1)-F(j-~F'(~))-

f est de classe C2 sur le segment [0,1]. Par suite, pC3) = f" 
est définie et bornée sur ce segment En notant M2 la borne 
supérieure de lf"I sur [0,1], l'inégalité de Taylor-Lagrange à 
l'ordre 3 appliquée ÀF sur le segment [0,1) fournit 

IF(: 1)- F(;)-;F' (~)- 2:2F" (~)I (l/~
3

M2, 

et donc, 

1~ [F(: l)-F(~)-~F'(~)-2:zF"(~)]I ~ lr(k: 1) 

-F(~-¾F'(~)-2:2F"(~)I . 
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Ainsi, 

t"n- i (1/n)
3
Mz ::::: !:!1... 

L..k=O 6 6n2 

r::~ [F(":1)-F(~)-;F'(~)- 2~ 2 F" (;)] = 0 (;,), 

ou encore 

"n-1 
1 F" (!5.) + o (~) ou enfin, Un == L,ke:O zn• n n · 

Maintenant, I~;i 
2
:2 F" (~) = :n -~ It;ôf' (~)-

Or, la fonction f' est continue sur le segment [0,1]. Par suite, 

. la somme de Riemann;; ri:ô f' GD tend vers _ 

f: f'(t) dt== f(l) - f(O) et donc: 

n-1 1 f (1) - /(O) (1) 
2.~ °'"' f' .(~) = -(f(l)- /(0) + o(1)) = 2n + o ; . 
2nnL nJ 2n 

i,,,,o 

Finalement, 

CHAPITRE N°2 : 
CALCUL DES PRIMITIVES 

RAPPEL DE COURS 

r, , .... ,.,. .. ,rr • ,., ... 
Soit f une fonction définie sur un intervalle J. On appelle 
primitive de/ sur I toute fonction F dérivable sur J et telle 
queF'=f . 

PROPRIETE : EXISTENCE DE PRIM_ITIVES 
Soit f une fonction continue sur un intervalle J. Alors f 
admet des primitives sur I. 

Soit/ une fonction continue sur uri intervalle I et a un réel 
quelconque appartenant à/. Alors l'ensemble des primitives 

de/ suri est l'ensemble {x ~ f f (t)dt + k, k e IR J. 
••• jllJ....,. 

Soit f une fônction admettant des · primitives sur un 
intervalle I. 
Soient F et G deux primitives de la fonction f sur l'intervalle 
I. 
Alors F et G diffèrent d'une constante : F(x) = G(x) + c 
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Soit/une fonction continue sur un intervalle I et a un réel 

I . e de l Alors F. x H i.r f (t)dt est l'unique que conqu • · . a 

primitive de f qui s'annule pour x "" a . 

Soit f une fonction continue sur un intervalle let a et b deux 
réels quelconques de I. Soit F une primitive quelconque de f 

sur;.~ors Lf(x)dx=F(b)-F(a). 

Nofiltion: On écrit aussi f f(x)dx=[F(x)]!. 

PROPRIETE : LINEARI_T~ DE L'INTEGRALE 
Soient/ etg deux fonctions continues sur un intervalle [a,b] 
et a et p deux réels, alors on a : 

tcat(x) + {Jg(x))dx - a fb f(x)dx + /3 I: 9(x)dx. 

PROPRIETE: POSITIVITE DE L'INTEGRALE 

Soit/·. une fonction continue sur un intervalle [a,b]. 
b . 

Si f(x) ~ 0, alors fa f (x)dx ~ O. 

PROPRIETE : CROISSANCE DE L'INTEG~LE 

Soient/ et 9 deux fonctions continues sur un intervalle 
[a,bJ. b 

Si f (x) > g(x), alors f: f (x)dx > fa g(x)dx. 

PROPRIETE: RELATION DE CHASLES 
Soit/ une fonction continue sur un intervalle [ a,b] et soit c 
un élément de [a,b], alors: 

.· t f(x)dx - t f(x)dx + S: f(x)dx. . a 

Soit/ une fonction continue sur un intervalle [a,b]. Alors: 

r:h:,, 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

/S: f(x)dxj = tlf(x)ldx. · 

Soit/ une fonction continue sur un intervalle [a,b]. Alors: 

I: f(x)dx = - Jba f(x)dx. 

Soient J et g deux fonctions continues sur un intervalle 
[a,b].Alors: 

/f: f(x)g(x)dx/ = b 
fa g 2 (x)dx. 

PROPRIETE: l~TE'GRATJON PAR PARTIE 

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle J 
telJes que u' et v' soient continues sur J. Alors pour tous 
réels a et b appartenant à J, on a: 

r u(x)xv'(x)dx= [u(x)xv(x)fa "."" I: u'(x) x v(x)dx. 

Remarque: Cette formule est utile lorsqu'on doit intégrer 
une fonction de la forme u(x)xv'(x) et qu'on ne salt pas 

trouver une primitive de cette fonction alors qu'on sait 
déterminer une primitive de u'(x)x v(x). 

Soit/ une fonction continue sur un intervalle [a,b] et soit <p 
une bijection à val~ur dans [a,b] telle que <p et 'P-1 sont de 
classe C1. Alors : ,. 

frp~; J(x)dx = S: f(rp(t))<p'(t)dt . . 

APPLICATION: ÙLCULD.AlR 

-] 

.,• 
; 

f 
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Soit f une fonction continue et positive (respectivement, 
négative) sur un intervalle [ a,b] et D la surface délimitée par 
la courbe def, l'axe (Ox) et les droites d'équation x=a etx=b. 

Alors: Aire(D) = t f(x)dx (respectivement, a 

Aire(D) = - f: f (x)dx). 

Soit}.; un solide limité par deux plans orthogonaux à (Oz) 
d'équations z=a etz=b. 
Pourtoutz E [a, b], on notej[zJ l'aire de la section de :E avec 
le plan orthogonal à (Oz) de cotez. 
Si la fonction f:z H f(z) est continue sur l'intervalle [a,b], 
alors le volume de .E est donné par la formule : 

Volume(I') ::i: J: f(z)dz. 

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle 
[a,b]. Alors le volume du solide I: engendré en faisant 
tourner la courbe de/autour de l'axe (Ox) est donné par la 

formule: Volume(I') = n: J: /2(x)dx. 

PRIMITIVES DES FONCTIONS USUELLES : 

f!d.x = ln lxl 
;r"H 

• a E IR{-1}, J xa dx =-
X . tz+l 

a E IR" f e= dx = !..eax 
. 

f lnx dx = :dnx - x 
' Œ 

f casx dx = sinx J sinx dx = -cosx 

f tanx dx = -ln lcosxl f cotanx dx :::, ln (sinxl 

f-t-dx = taru: 
cos2 x f tT"dx = -cotanx s n x 

J ~dx = lnltan=j smr 2 
f-1 

d.x = lnltan(=+~)I cosx 2 f 

J chxdx = shx f shxdx = chx 

CHAPITRE N°Z : CALCUL DES PR(MITIVES 

J th dx = ln chx • J cothx dx = ln lshxl 

j-1-dx = thx 
, · 

f 7 dx = -cothx ch2 x S X 

,-f-1-dx == ln lth=j 
shx 2 .f +dx = 2arctan(e"') 

C X 
.. 

a* O, • f-1 -dx = ~arctan~ 
x2 +a2 a « a:/= 0, f l 1 (:JI --dx =-ln-:-. 

x 2 -c:x2 2a x+~: 

a.> 0, 
a=!:- 0, 

:,.,. . 

f 1 dx . " ~ = arcsm - = J 1 . .. a2-xl a 
• ---dx = lnjx+.Jx2 + aj J( 

-arccos- ✓x2 + cc . 
a 

·. 5J 
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ÉNONCÉ DES EXERCICES 

Déterminer une primitive de chacune des fonctions 
suivantes en précisant l'intervalle d'intégration: 

(1) f (x) ;; 4x2 
- Sx + \. 

X 

(2) f(x);; tan2 x. 
(3) f(x) = 3 sin(4x + 1). 
(4) f(x) = x(5x2 + 2)3

• 

4x2 

(5) f(x) = (x3+1)2· 

(6) f (x) = xi1=· 

liiliiili~ii~i.i(tm~.fs;kiHJ'.#ii1'.~1:;i :;'t././~ J'. ~I}\:[00'.~~f!t~{'.J)::>;r~; 
(1) · La fonction F définie par F(x) = ~x3 -~x2 

_:;. est 
3 2 · X 

une primitive de f sur les intervalles ] - oo; O[ et sur 
]O; +oo[, _ 

(2) On peut écrire la fonction f sous la forme 
f(x) = 1 + tan2 x -1. La fonction F définie par 
F(x) = tan x - x est donc une primitive de f tout 
intervalle de la forme] - !: + kn; !: + kn[ où k E lft 

2 2 

(3) La fonction F définie par F(x) = -~cos(4x + 1) est 
4 

une primitive de f sur JR. · 
{4) . Posons le changement de variable u = Sx2 + 2. On a 

u est dérivable sur IRl. et on a : u' = 10x. 
La fonction/ est alors de la forme f(x) = t0 u'u3

• 

Donc 1a fonction F définie par 
F(x) = 2.. x ~u4 = 2.. (5x2 + 2)4 est une primitive 

10 4 40 

de/ sur Iffi.. 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

(5) Posons le changement de variable u = x3 + 1. On a u 
est dérivable sur IRl. et ne s'annule pas sur !Rl.\(-1} et 
on a : u' = 3x2

• 

. 4~ 
La fonction/ est alors de la forme f(x) = --. 

3u2 

Donc la fonction F définie par 
4 -1 4 1 

F(x) =-X-=----
3 u 3x3 + 1 

est une primitive de f sur les intervalles ] - oo; -1[ et 
sur] - 1; +oo[. 

(6) Posons le changeinent·de variable u = In x. On au est 
dérivable sur JO; +oo[ strictement positive sur 

1 ]1; +oo[ et strictement négative sur ]O; 1[ et u' = .!.. 
X 

L 
& u' a lOnctionf est alors de la forme f(x) = -. - u~ 

Donc la fonction F définie par F(x) = lnu = lnlnx 
est une primitive de J sur l'intervalle ]1; +co[ et la 
fonction G définie par G(x);;;;;; ln(-u) = ln(-lnx) est 
une primitive defsur]O; 1[. 

. . 

Quelle est la primitive de la fonction suivante ? 
fsin(x) dx. 

cos4 x 

Il est inutile ici de transformer les expressions 
trigonométriques ou de les linéariser. 
En effet, il suffit de remarquer que cette primitive est de la 
forme: f u: dx. En consultant la table des primitives on en 

u • 
déduit instantanément que : 

.---:--"--:--:-----~ 

f sin(x) 1 1 
--dx=--~+k 
cos4 x 3 cos3 x · 

Remarque : En posant le changement de variable u = cos x 
on a : du = - sin x dx et on obtient ; 

:\ 
1 
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Soit J une fonction continue et positive (respectivement, 
négative) sur un intervalle [ a,b] et D la surface délimitée par 
la courbe def, l'axe (Ox) et les droites d'équation x=a etx=b. 

Alors: Aire(D) = f: f(x)dx (respectivement, 

Aire(D) == - t f (x)dx). a 

Soit }.; un solide limité par deux plans orthogonaux à (Oz) 
d'équations z=a etz=b. 
Pour toutz E [a, b ], on note f(z) l'aire de la section de E avec 
le plan orthogonal à (Oz) de cotez. 
Si la fonction f:z ~ f(z) est continue sur l'intervalle [a,b], 
alors le volume de .E est donné par la formule : 

b 
Volume(.l') = J. f(z)dz. a . 

1 • :'I 

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle 
[a,b]. Alors le volume du solide 1.: engendré en faisant 
tGurner la courbe de f autour de l'axe (Ox) est donné par la 

formule: Volume(.l') = rr f: f2(x)dx. 

PRIMITIVES DES FONCTIONS USUELLES : 

f J.c1x = ln !xi 
:,;"+1 

• a E IR(~l}, Jxadx =-
X · a+1 

a EIR' J e=dx=!.eax • a: 

. 
f lnx dx = xlnx - X 

f cosx dx = sinx f sinx dx = -cosx 

f tanx dx = -ln )cosxl f cotanx dx = ln lsinxl 

f-1
-dx =: tanx 

cos2 z 
f -A-dx == -cotanx 

Sn X 

f 2-a.x = lnltan=j 
stn:r Z f-1 

dx = lnltan(=+?::)I 
CQSX 2 4 

J chxdx = shx f shxdx = chx 

CHAPITRE N°Z : CALCUL DES PRIMITIVES 

J th dx = ln chx • f cothx dx = ln lshxl 

f - 1
-dx = thx f ïT dx = -cothx ch2 :r s r 

~f-1
-dx = ln lth=j sltx 2 ,f +dx = 2arctan(e") 

C X , 
.,· . 

a =t= 0, • f-1-dx = ~arctan~ 
x2 +a2 a oc a=t=O, --dx =-ln-.. -' 1 1 l"'""âl f xZ-a.2 20. x+,tx· 

a> 0, 
a,t,.O, f 1 dx . X 

~ = arcsm - = J 1 . .. a2-x2 Cl 

• ✓xz+adx=lnjx+.Jx2 +aj X -arccos-
a 

· .. 1 
. ·' 
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ÉNONCÉ DES EXERCICES 

Déterminer une primitive de chacune des fonctions 
suivantes en précisant l'intervalle d'intégration : 

(1) f(x):::: 4x2 
- Sx + \. 

' X 

(2J f (x) :::: tan2 x. 
(3) f(x)=3sin(4x+1). 
(4) f(x) = x(5x2 + 2)3

• 
if 

(5) f(x) = (:r3+1)2' 
1 

(6) f(x) = xznx· 

D.~iil~-{~}~I~~t{tJI~irù:1~1~H~Yt{~:.i:~~,::::):-~-i~1r.°j:i:,~f1:jif~:~;;./r, .. 
(1) · La fonction F définie par F(x) = ix3 -;x2 

-; est 

une primitive de f sur les intervalles ] - oo; O[ et sur 

]0; +oo[. . 
(2) On peut écrire la fonction f sous la forme 

f(x) = 1 + tan2 x -1. La fonction F définie par 
F(x) = tanx - x est donc une primitive de f tout 
intervalle de la forme] - ~ + kn:;"!: + krr[ où k E JR. 

2 2 

(3) La fonction F définie par F(x) = - ~ cos( 4x + 1) est 

une primitive de f sur JR. 
(4) • Posons le changement de variable u = Sx2 + 2. On a 

u est dérivable sur IR et on a : u' = lOx. 
La fonction[ est alors de la forme f(x) = 1~ u'u3

. 

Donc la fonction F définie par 
F(x) = ..!.. x .:u4 = ..!.. (Sr2 + 2)4 est une primitive 

10 4 40 

de/sur IR. 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

(5) Posons le changement de variable u = x3 + 1. On a u 
est dérivable sur ~ et ne s'annule pas sur lll\(-1} et 
on a : u' = 3x2

• 

L f 
· 4u1 

. a onction/ est alors de la forme f(x) = 3u2 • 

Donc la fonction F définie par 
4 -1 4 1 

F(x) =-X - =----
3 u 3x3 + 1 

est une primitive de/sur les intervalles ) - oo;-1[ et 
sur] - 1; +oo[. 

(6) Posons le changement de variable u = lnx. On au est 
dérivable sur ]O; +oo[ strictement positive sur 

1 
] 1; +oo[ et strictement négative sur] O; 1 [ et u' = .\ 

" 1 

La fonction/ est alors de la forme f (x) = ~. 
- u2 

Donc la fonction F définie par F(x) = lnu = lnlnx 
est une primitive de f sur l'intervalle ]1; +co[ et la 
fonction G définie par G(x) == ln(-u) = ln(-lnx) est 
une primitive de /sur] O; 1 (. 

Quelle est la primitive de la fonction suivante ? 
f sin(x) dx. 

cos4 .r 

li est inutile ici de transformer les expressions 
trigonométriques ou de les linéariser. 
En effet, il suffit de remarquer que cette primitive est de la 
forme : f u: dx. En consultant la table des primitives on en 

u • 
déduit instantanément que : 

,-~-:-,---,----~ 

f sin(x) 1 1 
--dx =--- + k 
cos4 x 3 cos3 x · 

Remarque : En posant le changement de variable u = cos x 
on a: du= -sinx dx et on obtient; 
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J
sin(x) 1 - du 11 1 1 
- - dx-= -dx=--+k=--- +k. 
cos4 x u 4 3 u3 3 cos3 x 

Quelle est la primitive de la fonction suivante ? 
J cos(x) dx. 

sin2 (x)+l 

Il est encore inutile ici de transformer les expressions 
trigonométriques ou de linéariser. 

f UI d E En effet cette primitive est de la forme ; ~
1 

x. n 
. u + 

consultant la table des primitives on en déduit 
instantanément ;!q'--u_e_: ----------, 

f cos (x) 
slnl x + 1 dx = arctan sin x + k. 

Remarque: En posant le changement de variable u = sinx 
on a : du = cos x dx et on obtient: 

J cos ( x) dx = J ~=arctan u + k = arctan sinx + k. 
sin2 x + 1 u2 + 1 

En utilisant une intégration par parties, caJculer les 
primitives des fonctions suivantes : 

(1) 11 = J ln (x) dx. . 
X 

(2) /2 = J sin (x) cos (x)dx. 
(3) /3 = f sin2(x) cos (x)dx. 
(4) /4 = f cos2 (x) sin (x)dx. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

Calcul de / 1 = J-ln_(x_) dx : 
X . 

En effet, il suffit de remarquer que cette primitive èst 
de la forme : J uu' dx et on en déduit 
instantanément que : 

i-1
1
"--=-J_!___n_;_x_) dx_=_½_ln_2_(-x)-+--,k.1 

Calcul de/ 2 = J sin (x) cos ( x)dx: ;- ' 
On remarquer que cette primitive est de la forme : 
J uu' dx et on en déduit que : · 

/ 2 = f sin(x)cos(x)dx=~sin2 x+k. _ 

Remarque: on peut écrire: 12 = -icos2 (x) + k. _ 

Calcul de 13 = J sin2 (x) cos (x)dx: 
Cette primitive est de la forme : f uu' dx, on en 
déduit que: ----------,------, 

13 = J sin2 (x)cos (x)dx = ~sin3 x + k. 

Calçul de/4 = J cos2 (x) sin (x)dx: 
Cette primitive est de la forme : J uu' dx, on .en 
déduit que : · 

114 == J cos2 (x)sin (x)dx = -½cos3 x + k., 

I _ 
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En utilisant un changement de 
primitives des fonctions suivantes : 

(1) /1 = J ln(x) dx . . 
, ,. ,, X 

,(2) /2 = J sin x cos x dx. 
(3) J3 = f sin2 x cos x dx. 
(4) I.1 = f sinx cos2 x dx. 

(1) Calcul de 11 = f ln(x) dx: 
::c 

En posant le changement de variable u = ln x on a : 

du = dx et on obtient : 

. j11 = J ~dx = f udu =½u2 + k =½ln2(x) + k., 

(2) Calcul de 12 = J sinx cos x dx: ·. 
En posant le changement de variable u = sm x on a : 
du - cos x dx. On écrit : . 

llz= J sinxcosxdx= J udu=½u2 +k=½sin2 x+k.1 
Remarque : on peut poser le changement de 

variable u = cos x. 

(3) 

·;: 

(4J ' 

Calcul de 13 = f sin2 X cos x dx: 
Soit le changement de variable u = sin x. Alors on a: 
du = cos x dx et on obtient: -

Calcul de / 4 = J sinx cos2 xdx: 
En posant le changement de variable u = cos x on a : 
du = -sin x dx et on obtient: 

CHAPITRE N°Z: CALCUL DES PRIMITIVES 

Calculer les primitives des fonctions suivantes sans passer 
par un changement de variable : 
(1) 11 =Jtan(x)dx. 

X • 
(2) 12 = f-dx. 

l+z2 

(3) 1 - f 6z+7 dx 3 - 3x2+7z-13 • 

1'lU'-" ,,, ,_,,,.__, :,a· 
~J>,;,;i,~<~.;:_·, ' 
~~~N,,~[\lj,; ' 
~~"m!.:'~ "1: ·1~•c;~ 

(1) Calculde11 = tan(x)dx: 
On remarquer que cette primitive est de la fonne : 

u' . 

(2) 

(3) 

J -dx et on endéduit que: 
u ' 

J J
sin(x) 

/1: tan(x)dx= ~dx=ln lcos(x)J+k. 

Calcul de I 2 = J-=-2 dx: 
l+x 

Cette primitive est de la fonne : f u' dx et on en 
u déduit que: 

J X 1 
lz = ~dx = 2ln(1 + x2) + k. 

Remarque: l'expression l+x2 

strictement positive. · 
.. 

f 6x+7 Calcul de / 3 = 
2 

dx: 

est toujours 

3x +7x-13 
Il est inutile ici de partir dans une décomposition en 
éléments simples, une factorisation ou un 
changement de variable. En effet cette primitive est 
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u' 
simplement de la forme : f - dx et on en déduit 

u 
donc que: 

J 
6x+7 

13 == 
3

x2 + 
7

x _ 1
3 

dx = ln(3x2 + 7x -13) + k. 

Remarque: l'expression 3x2 + 7x - 13 est toujours 

strictement positive. 

En utilisant un changement de variable, calculer les 
primitives des fonctions suivantes : 
(1) 11 = f tan ( x)dx. 

(2) 12 = J---=-2dx. 1+x 

(3) I = f 6X+
7 dx. 3 3x2 +7x-13 

(2) 

(3) 

tr- ·v ;I 

•Calcul def1 = f tan (x)dx: 
En posant le changement de variable u = cos x on a : 
du = -sinx dx et on obtient: · 

J f sin(x) f-du 
/1 = tan (x)dx == ~dx = 7= ln I cos (x)I + k. 

Calcul de I z = f 
1 

x 2 dx : 
+x 

Soit le changement de variablè u ::::: 1 + x2 > O. Alors 
on a : du = 2xdx et on obtient : 

f 
6x+1 

Calcul de 13 = z 
7 13 

dx : 
3X + X-

En posant Je changement de variable u = 3x2 + 
7 x - 13 > 0 on a : du = 6x + 7 dx et on obtient : 

! 

.... - - · . ~. ' -- . 4r.,_:,7 -

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

f 6x + 7 f du .• 
l3 = 3xZ + 7x - 13 dx = ~ = ln u + k = ln(3x

2 +7x - 13) + k. 

En utilisant une intégration par parties, calculer: 
(1) 11 = f xlnx dx. 
(2) 12 = f xex dx. 
(3) 13 = f xsinx dx. 
(4) j 4 =fxcosxdx. 

(1) Calcul de 11 = J xlnx dx: 

{ 
, {u;;;; .!.xi' 

On choisit u' et V tel que : U = X <=:> 2 · - ·•_· 'on 
_ _ v ·= lnx v' = .!.. ' 

. z . 1 

en déduit: 

!11 = J xlnx dx = ½x
2
lnx -½ f x dx == ½x

2
lnx -¼x2 + k., 

(2) Calcul de I z = f xex dx : 

(3) 

(4) 

, {u' = ex {u = e" __ On choisit u et v tel que : ~ · on 
V= X v' = 1' 

en déduit: 

j12 = J xex dx = xex - J é.: dx = xex - ex+ k., 

Calcul de / 3 = J xsinxdx: 

On choisit u' · et v tel que : {u' = sinx -~ 
. v=x 

[
u = -oosx 
v' = 1 , on en déduit: 

1/3 = J xsinx dx = -xcosx + f cosx dx == - xcosx + iinx + k.1 
Calcul de I 4 = f xcosx dx: 

{u' = cosx ,,..... {u = sinx On choisit u' et v tel que: ,....,. 
V= X V

1 == 1 ' 
on en déduit: 
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: , Ir,= f xco,xdx; xsfox-f sinxdx = xstnx,+ cosx + k,I 

En utilisant une intégratjon par parties, calculer : 
(1) . . 11 = f ln ( x)dx. 
(2} · - 12 = f arctan x dx. 
(3)" · /3 = f arcsinx dx. 

(4) h = f arccosxdx. 

(1) 

I 

(2) 

(3) 

iciiÙie"f eieicite 9_ :· -. ·- - ··:.. -. -~;__1 --------··......_;_ ____ _ 
Calcul de 11 = J lnx dx : 
On choisit u' et v tel que: 

, fU = X 
{u = 1 . ç;> , _!,on en déduit: 
v- lnx v - x 

j11 = f lnxdx = xlnx - J 1 dx = xlnx- x + k.1 
Calcul de / 2 = J arctan (x)dx: 
On choisit u' et v tel que: 

, 1 {u=x 
{u = . ç;> , _ --2._, on en déduit: 
v=arctan(x) v -1+x-2 

J2 = J arctan x dx: x arctanx - J 1 : x2 dx 

1 z k = x arctan x - Ï ln ( 1 + x ) + , 

· Calcul de / 3 = J arcsin (x)dx: 

{
u' = 1 

• On choisit u' et v tel que: v = arcsin (x) <==? 

u=x 
f v' = 2-, on en déduit: l ✓1-xi 

[ 3 = J arèsinxdx=xarcsinx-J ~ -dx 

= x arcs in x + ✓ 1 - x2 + k. 

·i 
q 

i 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

(4) Calcul de/ 4 = J arccos ( x)dx: -

{
u' = 1 

On choisit · u' et v tel que: 
17

;;;; arccos (x) ~ 
u:::::x 

{v' = ~ on en déduit: 
v1-x~ 

14 = J arccos x dx = x arccos x + J ~dx 
1-x2 

= x arec os x - J 1 - x2 + k. 

En utilisant une intégration par parties, calculer : 
(1) 11 = J x 2 sirn x dx. · 
(2) li = f x 2 cos x dx. 
(3) 13 = J x 2 e,;dx. 

(4) 14 = f x2 lnxdx. 
(5) ls = J cosxex- dx et 16 = J sinxex dx. 

(1) Calcul de 11 = f x 2sil1X dx: 
On choisitu' et v tel que: 

{u' = sinx lv = -cosx 
2 (:;;> , 2 , v==x v=x 

on en déduit: 

Ji= J x 2
sinxdx = ~x2cosx + 2 J xcosxdx. 

Pour calculer la deuxième intégrale, on réutilise une 
autre une intégration par parties, cette fois en 
choisissant u' et v tel que : · 

{u' = cosx {u = sinx 
Ç:::} , , 

v=x v =1 
on en déduit: 

J xcosx dx = xsinx - J sinx dx = xsinx + çosx + k. 

Et par conséquent, 

111 = -x2 cosx + 2xsinx + 2cosx + k.j 

.i 



1 

1 

' 
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(2) Calcul de / 2 = f x2 cosx dx : 
On choisit u' et v tel que : 

{u' :== cosx {u = sinx 
2 ~ 1 2 ' v=x v = x 

on en déduit: 

/ 2 = f x2 cosx dx = x2 sinx - 2 f xsinx dx. 

Pour calculer la deuxième intégrale, on réutilise une 
autre une intégration par parties, cette fois en 
choisissant u' et v tel que : 

{u' = sînx {u = -cosx 
~ I 1 , 

V =X V= 
6n en déduit : 

f xsinx dx = -xcosx + J cosx dx 

= -xcosx + sinx + k. 
Et par conséquent, 

!I2 = x2sinx + Zxcosx-:- 2sinx + k.l 
(3) Calcul de / 3 = f x2 é~ dx: 

On choisit u' et v tel que : 

{u' = e" <:=? {u = ex , 
v = x2 v' = 2x 

on en déduit : 

/3 = f xzex d.x = xZex - 2 f xe"· d.x. 

Pour calculer la deuxième intégrale, on réutilise une 
autre une intégration par parties, cette fois en 

{
u' = ex {u = ex . 

choisissant u' et v tel que: . . . ça:} ; 
1

, on 
· v=x v = 

en déduit: 

f xe" dx = xex· - J ex dx = xex - ex + k. 

Et par conséquent, · 

· 113 == x2 ex - 2xex + 2ex + k.j 

(4) Calcul de 14 = f x2 lnxdx: 
On choisit u' et v tel que : 

CHAPITRE N°2 : CALéUL DES PRIMITIVES 

{u'=xz {u=;x3 

v = lnx <=? v ' = ; ' 
on en déduit : 

(5) Calcul de/ 5 = J cosxe" dx et/ 6 = f sinxex dx 
Pour calculer /5, on choisit u' · et v tel que : . 

{u' = ex <=? {u,= ex . , on en déduit que.: 
v = cosx v = -sinx · . 

/ 5 = f cosxex dx == cosxex + J sinxex dx = 
cosxex + 16. (1) 

Pour calculer 16, on choisit u' et v tel que : 

{u' = ex {u = ex 
v = sinx ,::::;, v' = cosx' 

on en déduit que : 
16 = f sînxex dx = sinxé" - J cosxex d~ = 

sinxex - 15• ·. (2) 
A partir de (1) et (2), on en déduit que: 

{ 

. sinx + cosx x 
ls = 2 e 

sinx - cosx · ·· 
16_= . 2 , ex 

En utilisant une intégration par parties, calculer: 
(1) 11 = J lnxdx. 
(2) /2 = J ln2 xdx. 
(3) l3 = f ln3 xd.x. 
(4) l3 = f ln.4 xdx. 

(1) Calcul de / 1 = f lnx dx: 
On choisit u' et v tel que : 
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. :',, . 

(2) 

(3) 

(4) 

. . . lu' ::::: 1 {u = ,xi 
~ v' - _, · v = lnx - x . 

on en déduit: 

Ili= J lnx dx == xlnx - f 1 dx = xlnx - x + k.1 

Calcul de Ji= J l~2 x dx: 
On choisit u' et v tel que : 

u=x 
{u' = 1 ~ { , lnx 
v = ln2 x v = 2--;-' 

on en déduit : 

12 == f Lri.2 x dx = x ln2 x - 21v 

et par conséquent, 

~ 2 = J ln2 xdx:::::xln2 x-2xlnx+2x+k.\ 

Calcul de J 3 = J ln3 x dx : 
• : On choisit u' et v tel que : 

{

u=x 
{u'=l ~ 1n2 x 
v = ln3 x v' = 3 =;:-' 

on en déduit : 

13 = f ln3 x dx::;; x ln3 x - 312, 

et par conséquent, 

. !
3 

= f ln3 x _dx==xln3 x _;.. 3xln2 x+6xlnx-6x+k. 

Calculde/4 = f ln4xdx: 
• On choisit u' et v tel que : 

U' = 1 {::} !n3 x tv
=x 

t, = ln4 1 '= 4 ~ 
on en déduit : 

/ 4 = f ln4 xdx = xln4 x-413, 

et par conséquent, 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

14 = f ln4 x dx = x ln4 x - 4x ln3 x + 12x ln.2 x - 24xlnx + 24x + k. 

En utilisant un changement de variable, calculer: 
(1) 11 = f x✓l +x2 dx. · 

(2) 12 = f ✓1~x2· . 
. ,,, 

(3) · 13 = f[ cos2 x sin x dx. 

(1) Calcul de / 1 = f x✓t+x2 dx: 

(2) 

(3) 

Posons le ,changement de variable u = 1 + x 2 ~ 
du= 2xdx, d'où: 

11 = J xJ1 + x2 dx = J :u½ du= !u½ + k::: ! (1 + x2)j + k. 
· 2 3 ·. 3 

Calcul de/2 ~-f ~: 
-v1- x2 

Posons le changement de variable x = sint ~ t = 
arcsinx, avec x e] - 1,1[ ou t E] - !: , !: [ et 

2 2 
dx = costdt, d'où: 

li = J-dx- == f cpstdt 
✓1 - x 2 ✓-;:1==-==s==in::::;2;::::t f costdt 

-
1
--

1 
== t + k = arcsinx + k. 

cost 

Remarque: 
tE]-~ ![. 

2'2 

✓1 - sin2 t=lcostl = cost 

. " 
Calcul de / 3 = IJ cos2 x sin x dx : 
Soit le changement de variable 

pour 

u = cosx {:} du = -sinxdx, avec u1 = cos D = 1 et 
1C 1 u2 =cos-= -. Alors on a: 

. 3 2 

I'· 
fi 

·I• 

:.lr.i 
.. 
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1~ 1½ [ u
3]½ 7 13 = cos 2 xsinxdx= u2(-du)= -·- =--. 

0 0 3 1 24 

Calculer les primitives des fonctions rationnelles suivantes : 

(4) /1 = f-c 1 
)dx. 

X X+l 

(5) . /2 = J xt-1 dx. 
· I zx+3 

(6) /3 = .r2-Sx+6 dx 

(7) 1-J 1 dx 4 - x(x-l)(x-2) · 

(1) 
1 

Cal eu) de / 1 = J x(t+x) dx : 

Pour calculer cette intégrale on décompose la 

fraclion rationnelle F: x H -
1

- en éléments 
x(X+1) 

simples, le dénominateur n'étant pas irréductible. On 
sait que cette fraction rationnelle se décompose avec 
des dénominateurs de degré t et des constantes aux 

numérateurs, c'est-à-dire, F(x) = ~ + 2- avec, 

{
a= xF(x)lz=O = 

0 
! 

1 
= 1_ x x+l 

b = (x + l)F(x)lx.,-l = ~l = -1 

Ce qui donne: F(x) = !. + 2. 
X .r+l 

Le premier terme s'intègre comme Znlxl et le second 
comme -ln (lx+ 11). 
On trouve finalement : 

/ 1 = J x(l ~ x)dx = lnlxl - ln(lx + 11) + k = ln (l~I) + k. · 

(2) 

(3) 

(4) 

CHAPITRE ·rfiî; eM.<:UL DES PRIMITIVES 

Calcul de 12 = J -2x dx: 
X -1 

On écrit la fraction rationnelle F: x H ; en 
· (x- 1 (x+1) 

éléments simples : 

F(x) =~+.!:_avec, 

{
X:~ c:~11)F(x)lx=1 = l : l = ½ 

-1 1 
b = (x + 1)F(x)lx=-i = -l - l = 2. 

Ce qui donne: F(x) = - 1
- + ~

Z(x-1) 2(x+1) 

Le premier terme s'intègre comme ~lnlx-11 et le 
2 

l 
second comme 2 ln (lx+ li). On trouve finalement: 

jiz = f T-"idx = ½zn(ix2 -11) + k., 
J 2x+3 

Calcul de 12 = xz-sx+6 dx : 
Pour calculer cette intégrale on décomposê::'Ïa 
fraction rationnelle 
F zx+3 zx+3 él' . l 

: X H x2 -sx+6 = (x-2)(x-3) en ements s1mp es 

F(x) = _!;_ + _b_ avec, 
x-2 x-3 

{ 

2x2+3 
a= (x - 2)F(x)lx=Z = 

2 
_ 

3 
= -7 

2x3+3 
b ~ (x-3)F(x)lx=3 = 

3 
_ 2 = 9 

Ce qui donne: F(x) = ..:::!... + -9
-. 

.r-2 x-3 · 

Le premier terme s'intègre comme - 7lnlx - 21 et le 
second comme 91n (lx - 31). On trouve finalement: 

J 
zx+3 

/3 = (x ,._ Z)(x _ 3) dx = ~7ln(lx - 21) + 91n (lx - 31) + .k. 

Calcul de/ 4 = J c ~( dx : x x-1 x-2) 

On écrit la fraction rationnelle F: :X ""' C 
3t en 

- x x-1 (x-2) 

éléments simples : 

( ) 
a b C 

F x =-+-+- avec, 
x x-1 x-2 
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l 1 

{

a= xF(x)l%=O = (O'-t~o-2\ = 2== -l 

b = (x - l)F(x)lr=t - l(i-2) 

1 1 
c = (x - 2)F(x)l%=2 = 

2
c
2

_
1

) =;: 
1 -1 1 

Ce qui donne : F (x) = 2x + :;.::ï + 2(x-2)° 

Par intégration nôus obtenons : 

< {~ f !.dx = !lnlxl + k1 2 x 2 

f -1
-dx:::: lnjx - li+ k2 x-1 

. ~ J-1
-dx = ~lnlx - 21 + k3 

2 %-2 2 

On trouve finalement : _ 
. 1 1 

r = f 1 
dx =-ln(lxl) - lnlx-11 +-lnlx - 21 + k. 

-
4 x(x - 1)(x - 2) 2 _ 2 

~·--c-~--. --~-.-·--:---_~---···~--- ~ . . _ -o.· - ~ - • •. ''-:j 

xer~ic~·i1.:,•. "' --~ . . ·_·· _-._ , -· · _ j 
1t.ég· râles de-fü_nq~on~ f~tionn~ll~s-~--~ . . - ~---------------

CakuÎer les primitives des fonctions ràtionnelles suivantes : 

(1) . 11 = f x2(~+x) dx. 

(2) · J -f-1 -dx 2 - %(%+1)2 • 

(3) . J = f . 1 dx. 
3 x2(r-2)2 

r.,.. • -~· ~ -~ .. -- - · -~~ - - __,_...,..--:- ~-.-_ --~- -_-

SOJ\Jti(}U de l!e~~rcîce ~4::_ ._ ".:-.. " .. -z_;·~-_ ,,__0:__ -" :~ 
t , , ,, • ._ . _ ___ :...,._._. ~ -- ~ -...::;.. -- -r-~-· . . l 
(1) Calcul de I 1 = J x2(x+1) dr : 

1 
On_ écrit la fraction rationnelle F: x H x2(x+t) en 

éléments simples : 
a b c 

F(x) =-+-+- avec, 

{ 

x ;i,:2 X+l l _ 

b - x2F(x)I = -- = 1 - x-=O 0+1 

c:::: (x + l)F(x)lx=-1 :" c-:)2 = i 

1 
' 

1 ,. 
i 
i 

1 
1 

1 

(2) 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

Pour calculer a, on a d'une part F(1) = -
2
-

1
- == :., et 

' 1 (1+1) 2 

d'autre part on a F(l) ::::::: ~ + 2.
2 
+ -1

-. Ce qui d~nne 
. 1 1 1+1 

a= -1. 
-1 1 1 Et par conséquent, F(x) = - + 2 + -. 

- X X _ X+l 

Par intégration nous obtenons : 

1
-J ~dx = -ln/xi+ k1 

J 1 1 
-dx=--+k2 
x2 X 

f x; 1 dx = lnjx + 11 + k3 

On trouve finalement : 

J 1 1 · 
12 = x2(l + x) dx = ~ln(lxl) -; + lnfx +li+ k. 

Remarque : Une autre méthode pour calculer a et b 
consiste à considér~; la fonction 
G(x) = x 2F(x) =-. 

Alors on a: 
x+l 

{ 

b = G(O) = 1 
-1 

a=G'(o) =-=-1 
. (O+ 1)2 

Calculde/2 = J-( 1 
)

2
dx: 

. xz+l 

· On écrit la fraction rationnelle F: x ~ -( 1 )
2 

en 
. X X+l 

éléments simples : · 

F(x) = !: + ~ + ~ avec 
x x+1 (x+1)Z ' 

{ 

' 1 
a= xF(x)lx;O ='"co + 1)2 = 1 

c = (x + 1)2F(x)lx=-1 = _\ = -1 

Pour calculer b, on a d'une part F 1) = -- == -, et ( 
· 1 1 

1(1+1)2 4 

d'autre part on a F(l) = ~ + ..!!_ + -i)z• 
1 1+1 (1+1 
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(3) 

Ce qui donne b = ~ l-
1 -1 -1 

Et par conséquent, F(x) =; +;;; + (x+1)z· 

Par intégration nous obtenons : 

{

f ~ dx = lnlxl + k1 

f :_
1 dx = -lnlx +li+ k2 

;r+t 

f ~dx =_!_.+ k3 
(x+1)2 x+l 

On trouve finalement : 

J = f 1 dx = ln(lrl) - lnlx +li+ +l 1 + k. 2 x(l + x)2 X 

Remarque: Une autre méthode pour calculer b et c 

consiste à considérer la fonction 
1 

G(x) = (x + 1)2 F(x) = ;-

Alors on a: 

{

c = G(-1) = -1 
-1 

b"' G'(-1) = (-l)2 = -1 

1 
Calcul de /2 = f x2~-z)2 dx: 

On écrit la fraction rationnelle F: X >-+ xz(-,:
1
_ 2) 2 en 

éléments simples : 
a b c d 

F(x) =-+-+-+(l)Î avec, x{ xZ x-2 x- 1. l 
b = x 2F(x)lx=o = (O _ z)Z "" 4 

1 1 
d = (x-2)2F(x)lx=2 ":' 22 "'" 4 

Pour calculer a et.c: 

· . {F(l) = 12(1~2)' "' l 
On a d'une part, F(l) = .!.!: + 1/4 +-=- + .21,!_ 

1 12 1-2 (1-2)2 

ce qui donne, a - c +; = 1 · (1) 

{ 

( ) 
1 1 . 

F -l (-1)2(-1-2)' = 9 
d'autrepart. _1 -~+ 1/4 +-c-+_2!!,_ 

F( ) - -1 (-1)2 -1-2 (-1-2)2 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

·a c+s 1 . ce qui onne -a - - - = -
' 3 18 9 

(2) 
. l l' 

Les relations (1) et (2) donnent, a = 4 et c = - 4. 
~ 1/4 1/4 -1/4 1/4 
Et par conséquent, F(x) = 7 + -:;ï" + x-z + Cx-2)2· 

Par intégration nous obtenons : 

f ~dx = lnlxl + k1 

f 2_dx == -~+k2 
x 2 X 

f-1
-dx = lnlx - 21 + k3 x-2 

f __ 1_d.x=--l-+k4 
(x- 2)' x- 2 

On trouve finalement : 

J 1 1 Cl 1 1 1 1 1 + k. !4 = xz(x - 2)2 dx = 4ln xl)-4x-4ln x -2 4(x + 1) . 

Remarque 1: Une autre méthode pour calculer à et 
b consiste à considérer la fonction 

. 1 . 

G(x) = x
2F{~::(~-~:~~.,::::r 

-2 1 
a ::: G' (O) =· (O - 2)3 ;::: 4 

Remarque 2 : Une autre méthode pour calculer c et 
d consiste à considérer la fonction 

H(x) = (x - Z)2F(x) = ~. Alors on a: 

{ 

X 1 1 . 
d = H(2) = 22 =' 4 

-2 1 
• c = H'(2) = Ï3 = -4 
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·Calculer les primitives des fonctions rationnelles suivantes: 
1 

(1) /1 = f x(x2+1) dx . . 

(2) J - J 1 
dx. 

2 - x2(xi+2x+2) 

(tf'f: Calcul de 11 = f x()+1) dx: 
. 1 

On écrit: la fraction rationnelle F: x H x(x2+1) en 

, ··: : éléments simples : 
·., · a bx+c 

. · F(x) = :;+ x2 +1 · 

1 
Calcul de a: a= xF(x)lx=o = 02+

1 
= 1-

Calcul de b: limx➔+a> x,F(x) = 0 = a+ b, ce gui 
donne, b =. -1. :.v•; · . 

1 a b+c ·a Calcul de c · F(l) = --= - + -2 -, ce qui onne, 
' 1c1z+1) 1 1 +1 

C = 0. 
1 -x 

Et par conséquent, F(x) =:; + x2+f 

Par intégration nous obtenons: 

{
J ~dx = lnlxl + k1 

f _x_dx = !ln (x2 + 1) + kz 
· x2 + 1 2 · 

• On trouve finalement: 

/ = J 1 
. dx = ln(lxl)-!lnlx2 + li +k. 

i x(x2 + 1) 2 

(2) Calcul de /1 = f r2(xz!zx+2) dx: 
1 

On écrit la fraction rationnelle F: x H .r2cx2+zx+z) en 

éléments simples : 

1 

i 
1 
.i.... 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

F x) = ~+!:.+ cx+d • 
( x · xz x2+2x+2· 

Calcul de a et b : On considère la fonction 

G(x) = x 2F(x) = 1 
. 

x 2 +2x+2 
Alors on a: 

{ 

b - G(O) - 1 
- .! 

- - 02+2xo+z - 2 

a = G'(O) = -1(2xo+2) = -1 
coz+2xo+2)2 2 

Remarque :On peut calculer b comme suit: 

b = x2F(x)lx""o = o2+2~0+2 = î· 
Calcul de. C: limx~+oo xF(x) = D = a+ c, ce qui 

1 
donne, c =-. 

2 

1 a b cx1+d 
Calcul de d: F(l) = 12(12+2x1+2) = Ï + 1z + 1'+2x1+2' 

ce qui donne, d = f. 
. -1/2 1/2 · 1/2:r+l/2 Et par conséquent, F(x) == - + -

2 
+ 

2 
• 

X X X +2:r+2 

Par intégration nous obtenons : 

l
f ~dx = lnlxl + k1 

f 2_dx = -l + k
2 X 2 X 

f x+ 1 1 
xz + Zx + 2 dx = 2ln(x2 + 2x + 2) + k3 

On trouve finalement : 

J 1 1 11 1 
12== 2( 2 2 Z)dx=--ln(lxl)--

2
-+-ln(x2+2x+2)+k. 

. X X + X+ 2 X 4 

,. 
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Quelles sont les primitives des fonctions suivantes? 

(1) I1 = f -2
1 

dx. 
X +1 

(2) 12 = f-2 -
1
-dx. 

X +x+1 

) f 1 
(3 l3 = xz+2x+3 dx. 

(4) I=J 
1 

dx 4 4x2 +8x+B · 

(5) I =f 1 
dx 

- 5 x 2-4x+B • 

(1) La réponse est immédiate en consultant la tàble des 
primitives : 

... ,/-

1 

_=_J ___ ;--_
2

_~_

1

_dx_=_a_r_et_an_x_+-..k.1 

(2) D'une manière générale, on commence à écrire le 
dénominateur sous sa forme canonique, puis on 
procède à un changement de variable afin de 
reconnaître la dérivée de la fonction arctan. 
(a) On écrit le dénominateur sous sa forme 

canonique: 
. . 1 

x 2 + x + 1 =(x + a)2 + b. lci, on trouve a= 2et 

b = 2-. 
4 

(b) On effectue un premier changement de variable : 

u = x + ~- On obtient : z 
1 "= J-1

-dx = f~ = ~J~ 2 xl+,:+1 u2+ê. 3 !uz+1· 
4 3 

(c) On effectue un second changement de variable : 

t = ~ u. On obtient: 

I =f-1
---dx=f~=..!..J..!!E... 2 x 2 +x+1 uz~ .,/3 ti+1· · 

4 

i 

. ! 
! 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

L'intégrale de l'élément simple de seconde 
espèce devient : ~----- ----------,--, 

l -f 1 dx - f ~ -2-J~ 
i - x2 + x + 1 - u2 +i - ../3 t 2 + 1 

4 

= ~arctan(~ ( x + ~)) + k. 

(3) D'une manière générale, on commence à écrire le , 
dénominateur sous sa forme canonique, puis on 
procède à un changement de variable · afin de 
reconnaître la dérivée de la fonction arctan. 
(a) On écrit le dénominateur sous _ sa forme 

canonique: 
x 2 + Zx + 3 = (x + a) 2 + b. Ici, on trouve 

a= 1 eth= 2 . 
(b) On effectue un premier changement de variable: 

u = x + 1. On obtient : · 

1 -f 1 dx-J~-.!.J~ 3 - x 2 +2x+3 - u 2+2 - 2 ~u2+1· 
2 

(c) On effectue un second changement de variable : 

t = .J"i u. On obtient : · 

I -f 1 dx-f..!!!__,/zf~ 3 - x2 +zx+3 - u2+2 - 2 t 2 +1· 
L'intégrale de l'élément simple de seconde 
espèce devient : 

J 1 J ~ ~1 ~ 13 = x2 + 2x + 3 dx = u2 + 2 = T t 2 + l 

= ~arctan(~ (x + 1)) + k. 

( 4) D'une manière générale, on commence à écrire le 
dénominateur sous sa forme canonique, puis on 
procède à un changeIJ)ent de variable afin de 
reconnaître la dérivée de la fonction arctan. 
(a) On écrit le dénominateur sous sa forme 

canonique: 
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4x2 + Sx + 8 ::::: 4(x + a) 2 + b. Ici, on trouve a :::: 1 et b = 4. 
(b) On effectue le· changement de variable : u = x + 

1. On obtient: 

f 1 1 f du 
13 = 4x2 +sx+8 dx = 4 u2 +1· 

L'intégrale de l'élément simple de seconde 
espèce devient : 

,/
4
=J 1 dr =~f-

2
du. =~arctan(x+l)+k. 

· 4x2 + Br + 8 4 u + 1 4 

(S)" D'une manière générale, on commence à écrire Je 
·· , : dénominateur sous sa forme canonique, puis on 

procède à un changement de variable • afin de 
reconnaître la dérivée de la fonction arctan. 
(a) On écrit le dénominateur sous sa forme 

canonique: 
x 2 - 4x + 8 = (x + a)2 + b. Ici, on trouve a= -2 et b = 4. 

(a) On effectue un premier changement de variable: 
u = x - 2. On obtient : 

f - f l dx - f du. - ! f ~ 
5 - x 2 -4:r+8 - u2 +4 - 4 !.u2 +1. 

. 4 . 

(b) On effectue un second changement de variable : 

t = !ù. On obtient: 
2 

_ · .1 dx- du _1f du =lf dt 
Js - f xZ-4x+B - f u 2+4 - 4 .:.U2+1 2 t 2+i' 

4 

L'intégrale de l'élément simple de seconde 
espèce devient : 

f 1 J du lJ du 
fs· = xz - 4x + 8 dx = uz + 4 = 4 .!.u2 + 1 

. 4 

= ~ f ~ = ~arctan(~ (x - 2)) + k. 
2 t 2 + 1 2 2 . . 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

Quelles sont les primitives des fonctfons suivantes ? 

(1) 11 = J -i-dx 
X +l 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

I =f_E:._dx 2 x 2 +x+1 ' 
I = f zx+s d . 
3 x 2 +2x+3 X .. 

I = J x - 1 dx. 
4 4x2 +8x+B · 

I = f 3x+1 dx 
5 x 2 -4x+8 · 

(1) La réponse est immédiate en consultant la table des 
primitives : 

l.--/
1

_=_J_;--_
2

_:_· _

1
_d_x_=_· --~ -ln-(x_

2
_+-1)_+_k-. j 

(2) D'une manière générale, on utilise la méthode qui 
consiste à réécrire le numérateur afin d'y faire 
apparaître la dérivée du dénominateur : 
(a) Le dénominateur est: x2 + x + 1. 
(b) La dérivée du dénominateur est: 2x + 1. 
(c) Nous remplaçons donc au numérateur 

2x par 2x + 1 - 1, on obtient: 
I - J ix dx - f 2>:+1-1 dx - J 2x+1 dx - f 1 dx 2 x2+:r+1 .r2+x+1 x2+x+l x2+.:rc+1 • 

La première intégrale est de la forme u'/u, et la 
seconde intégrale est de la forme arctangente (voir 
l'exercice précédent).- On en déduit alors une 
primitive de ï2 : · 
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(3) 

(4) 

(5) 

D'une manière générale, on utilise la méthode qui 
consiste à réécrire le numérateur afin d'y faire 
apparaître la dérivée du dénominateur : 
(a) Le dénominateur est: x2 + 2x + 3. 
(b) La dérivée du dénominateur est : 2x + 2. 
(c) Nous remplaçons donc au numérateur 

2x + 5 par 2x + 2 + 3 , 
on obtient: 

-f~dx = J~dx = J~dx + 3 J-1
-dx. li - ,:•+i,:+3 :r2+z,:+3 x2+:!x+3 x2+2x+3 

La première intégrale est de la forme u'/u, et la 
seconde intégrale est de la forme arctangente (voir 
l'exercice précédent). On en déduit. alors une 
primitive de l3 : 

J 
2x+S 

l - ----dx 3 - x2 +2x+3 

../2 (1 ) = ln(x2 + 2x + 3) +32 arctan ,!ï(x + 1) + k. 

D'une manière générale, on utilise la méthode qui 
consiste à réécrire le numérateur afin d'y faire 
apparaître la dérivée du dénominateur: 
(a) Le dénominateur est: 4x2 + 8x + 8. 
(b) La dérivée du dénominateur est: 8x + 8. 
(c) Nous remplaçons donc au numérateur x- 7 par 

! (8x + 8) - 8, on obtient: . 
8 

f x-7 d 1 f ax+B d 8 J 1 dx - --- x-- x- . 14 - . 4;,:2+sx+8 - a 4x2+8x+8 4x2+Bx+8 
La première intégrale ·est de la forme u'/u, et la 
seconde intégrale est de la forme arctan9ente (voir 
l'exercice précédent). On en déduit alors une 
primitive de 14 : 

f x-7 
J
4 
= ---- dx = ln( 4x2 + 8x + 8) - 2 arctan(x + 1) + k. 

4x2 + 8x+8 

D'une manière générale, on utilise la méthode qui 
consiste à réécrire le numérateur afin d'y faire 
apparaître la dérivée du dénominateur: 

CHAPITRE N°2: CALCUL DES J?RIMITIVÈS 

(a) Le dénominateur est : x2 - 4x + 8. 
(b) La dérivée du dénominateur est: 2x - 4. 
(c) Nous remplaçons donc au numérateur3x + ipar 

· % (2x - 4) + 7, on obtient: 

l f 3x+l d 3 J 2x-4 d 7 J 1 d 
5 = x2 -4x+8 X == Ï x 2 -4x+a X+ x2-4x+8 X. 

La première intégrale est de la forme u'/u, et la 
seconde intégrale est de la forme arctangente (voir 
l'exercice précédent). On en déduit alors une · 
primitive de /5 : 

f 3x+1 
ls = x2 -4x+ Bdx 

;; ~!n(x2 -4x + 8) +;arctan Gex -2)) + k. 

Calculer les primitives des fonctions suivantes : 

(1) l1 = J ✓~ - x2 dx. 
(2) 12 = f ✓2-xf dx. 
(3) 13 =J ✓3 - 4x2 dx. 
(4) /4 = J ✓h - ax2 dx, aveca,b > 0. 

La méthode d'intégration repose sur la mise du 
trinôme sous forme canonique et l'emploi d'un 
changement de variable utilisant les fonctions 
circulaires. 

(1) Calcul de / 1 ::::: J ✓1 - x2 dx: 
La fonction x ➔ ✓1 - x2 .est définie et continue sur 
l'intervalle [-1,1], elle admet donc sur cet intervalle 
des primitives. 
On pose X= sint, on a: 
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(2) 

(3) 

(4}' 

J
: 1 t 

J
1

;:::: J ,,/1 -x2 d'x = cos 2 t dt= -sintcost +- + k . 2 2 
x ,-:;---;; arcsinx = - -v 1 - x2 + ~ - + k. 
2 2 

Calcul de 12 = f ✓z - x 2 dx: . 
. ~ 

· La fonction x --. ✓2 - x2 = .../2✓ 1 - (fz) est 

définie et continue sur l'i~tervalle [- ~, ~], elle 

admet donc sur cet intervalle des primitives. 

0 
X • 

n pose ,/2 = smt, on a : 

12 ::= .fi. J Ji- (:Zf dx = 2 J cos2 t dt = sintcost + t + k 

= ~✓2 - x2 + arcsin (.:Z) + k. 

Calcul de 13 = J ✓3 - 4x2dx: 

La fonction x ➔ ✓3 - 4x2
::,: ..f3j1-(7~)2 est 

définie et continue sur l'intervalle [-~, ~], elle 

admet donc sur cet intervalle des primitives .. 
2 . 

On pos7sx = sint, on a: 

Calcul de 14 == f ✓b - ax2dx: 

La fonction x ➔ ✓b - ax2 = v'îij1 -(~x )
2 

est 

définie et continue ·sur l'intervalle l- ia, ~, elle 

admet donc sur cet intervalle des primitives. 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

0 
,fa, . 

n pos7hx = smt, on a: 

Calculer les primitives des fonctions suivantes : · 
· (1) 11 = f ✓1 + x2 dx. 

(2) 12 = f ...f2+xÎ dx. 
(3) 13 = f ✓3 + 4~2 dx. 
(4) /4 = J ✓b+ax2 dx,aveca,b > O. 

La méthode d'intégration repose sur la mise du 
trinôme sous forme canonique et l'emploi d'un 
changement de variable utilisant les fonctions 
hyperboliques. 

(1) Calcul de / 1 = J ✓1 + x 2dx: 
La fonction x ➔ ✓1 + x2 est définie et continue sur 
~ elle admet donc des primitives sur~-
On pose x = sh(t), on a : 

11 = 
1
( ,,/1 + x2 dx = f•ch 2(t) dt= ~sh(t)ch(t) +:+le 

· 2 2 
x ~ argsh(x) 

= Ï,; 1 + x2 + 2 + k. 

(2) Calcul de 12 = f ✓2 + x 2dx: 
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La fonction x ➔ ✓2 + x2 = ../2✓ 1 + (~) 
2 

est 

définie et continue sur R, elle admet donc sur R des 
primitives. 
On pose :Z = sh(t), on a: 

12 = ..fi. J Ji+ (~r dx = 2 J ch2(t) dt= sh(t)ch(t) + t + k. 

= i.J2 + x2 + argsh (.~) + k. 

(3) Calcul de 13 = J ✓3 + 4x2dx: 

La fonction x ➔ ✓3 + 4x2 = -./3✓ 1 + (~)
2 

est 

définie et continue sur fil, elle admet donc sur ire. des 
primitives. 

2 
On pos~x = sh(t), on a: 

(4) Calcul de 14 = J ✓b + ax2 dx: 

La. fonction x ➔ -vb + ax2 = {iJ 1 + (~x )
2 

est 

définie et continue sur R, __ elle admet donc sur R des 
primitives. 

-la 
On pos~x = sh(t), on a: 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

Calculer les primitives des fonctions suivantes : 
(1) 11 === J tanx dx. 

(2) 

(3) 

(1) 

(2) 

(3) 

1 =J~dx 2 · 1+sin2x · 

l=f 1 
dx 3 • stnx+stn2x · 

Calcul de 11 = J tanx dx: 
L'expression f(x)dx = tanxdx est invariante quand 
on remplace x par - x, alors ( d'après les règles de 
Bioche) on prend le changement de variable 
u = cosx <=> du =-sînxdx. 

1 J Jsinxdx 1-du ·1 I1 = tan_x dx = WSX = -;:;- = lnjcosx_l + k: 

· J sinx Calculdel2 = ·- .- 2-dx: 
l+sin X 

L, . f( )d sinx ·d . . expression x x = --. -
2

- x est mvanante 
. 1+stn X 

quand on remplace :x par -x, alors (d'après les 
règles de Biache) on prend le changement de 
variable u = cos:x <=:>du= -sînxdx. 

f sinx f -du .,fi. (u -.,fi.) I = ---dx= --=-ln -- +k 2 1 + sin2 x 2 - u2 4 u + -/ï 
..f2 lcosx-../z =-ln ---t+k. 
4 cosx +../z 

Calcul de 13 = f l 
1 

. dx : 
s nx+sm2x 

L'expression f(x)dx = . 1 
. dx est invariante 

sznx+sm2x 
quand on remplace x par - x, alors (d'après les 
règles de Bioche) on prend le changement de 
variable u = cosx <=> du :::::-sinxdx. 
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· 1 . f sinxdx -J -du +k 
/3 = f sln:r+sin 2.r dx = sin% ;c(1+2 cosr) - (1 - ui)(1+2u) • 

En utilisant la décomposition en éléments simples, 
on trouve: 

I -du ==-!nlu-ll+=-lnlu+ll-~lnl1+2ul+k. 
{1-u2)(1+2u) 6 2 3 

Finalement, 

J 
1 1 · 1 2 

/ = . dx=-lnlcosx-11+-lnlcosx+1l--lnl1+2cosxl+k. 3 sinx+sin2x 6 2 3 

~ 

~~~!! ian,tiu:~ rationn~~~:;:i ~tros [~; . i 
Calculer ]es primitives des fonctions suivantes: 
(1) . 11 = J tanxdx. 

(2) 12 = f co:B" dx 

(3) 1 -f~dx 3 - 1+cos2 x • 

-----· =-- -~-. . . --· '" -... -~--~ 
~utîcm de l'exertîce.21 :._." >---. · __ :- ·,-: · ·:,-.· -~ -.-::":""'.':! 

(1) 

. (2) 

-- _...:._ __ -~- . -~--"-

Calcul de I 1 = J tan x dx: 
L'expression f(x)dx = tanxdx est invariante quand 
on remplace .x par ,r - x, alors ( d'après les règles de 
Bioche) . on . prend le changement de variable 
u=sinx~ du =cosxdx. 

J J 
sinxcos .x dx 

li= tandx= 2 COS X 

J udu 1 2) k = --=--ln(l-u + 
1-u2 2 

= -lncosx + k. 

· Calcul de 12 = f +dx: 
COS-X . 

.. 1 . . 
L'expression f(x)dx = --d.x est mvanante quand 

cos3 x 
on remplace x par 1r - x, alors (d'après ]es règles de 
Bioche) on prend le changement de variable 

u = sinx ~du= cosxdx. 

1. 

(3) 

CHAPITRE N°2: CALCUL DES PRIMITIVES 

J 1 J cos x dx f du 
12 = cos3 x dx = cos4 x = (1 - u2) 2 

=~lnlsinx+11- 1 . 1 +k. 
4 sinx - 1 4(sinx - 1) 4(s1nx + 1) 

f 
cosx 

Calcul de l3 = z dx: 
l+cos ,c 

L'expression f(x)dx = cos~ dx est invariante 
l+cos x 

quand on remplace x par n - .x, alors (d'après les 

règles de Bioche) on prend Je changement de 

variable u = sin x ~ du = cos x dx. 

I - ---d:r= --=- n -- + J cos x J du ..fï l (u + ..fi.) k 
3 

- 1 + cos2 x 2 - u2 4 u - ../ï 

"'../ï..ln:lsinx + ../2 + k. 
4 . sinx -..fi. 

Calculer les primitives des fonctions suivantes ; 
. 1 

(1) 11 = f ---:;-dx. co~-x 

(2) J., = f 1 
dx. 

" l+sinxcosx 
(3) I = J 1 

dx. 3 1+cos2 x 

(1) 
; 1 

Calcul de/1 = f ~dx: 
COJi•X 

L'expression f(x)dx =.,.2_dx est invariante quand 
cos4 x 

on remplace x par 1( + x, alors ( d'après les règles de 

Bioche) on prend· Je changement de variable 

u = tanx <=>du= (1 + tan2 x)dx. 

Ona: 

/ 1 = f-1
-dx = f (l + tan2 x)2dx = f (l + u 2)du. cos'x 

.- I~ 
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(Z) 

(3) 

Avec un calcul simple, on trouve: 

J(l + u2)du = u +;u3 + k. 

Finalement, 

, ..... [
1
_=_· -f-~-o-=-:

4

_x_d.x_=-ta_nx_+_
3
::-1 -ta_n_3 x-+----,k., 

1 Calculde/2 = J---dx: 
1+sinxcosx 

L'expression f(x)dx = - 1
-dx est invariante quand 

1- cos4 x 

on remplace x par 1r + x, alors (d'après les règles de 
Bioche) on prend le changement de variable 

2 dx u = tanx <=>du= (l+tan x)dx = --2-. 
COS X 

Ona: 
1 1 1 J du - b= ~= --. l2 -f 1+sinxcasx f cos2 xcos-ix+tanx - u 2+u+l 

Avec un calcul simple on trouve; 

f ~ = 2 ..f3 arctan (../3 (2tan x + 1)) + k. 
u2+u+1 3 3 -

Finalement, 
....--'-------,----~:----, 

I, ~ 2~a,<tan(~(2tanr +1) )+ k. 

. 1 
calcul de I 3 = f-

1 
- 2-· dx : 

- +cos r 

L'expression f(x)dx = -
1 

1 
2 dx est invariante 

+cos x 
quand on remplace x par H +·x, alors (d'après les 
règles de Bioche) on prend le changement de 

2 dx variable u = tanx ç:, du= (!+tan x)dx=--
2
-. 

· .. COS X 

·· ·'On a:· 
l 1 . 1 fdu I = --- dx= - dx= -. 3 f l+cosxi f cos2 xcos-:lx+1 uz+z 

Avec un calcul simple on trouve: 

f du ,fi (,fi) --= -arctan -u + k. 
u2 +z 2 · z 

r 
CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

Finalement, 
-----------, 

{trq(~,~~~ft}/]-1,,{'.=,;· •-:}~•- -~~~--- ·: ~~-~•-•, :_ c-;~ 
;-, ·f•· ,,O.}"i( liï.uit•--· ]atl ~ . Il .... T- • • (4)~ 

Calculer les primitives des fonctions suivantes : 
(1) l = f 1 

dx. 
1 2+sinx+cosx 

(Z) / = J sinx dx. 2 l+sinx 

1 _ J sln2 x d 
(3) 3 - sinx+cosx X. 

(1) Calcul de I 1 = J Z+si;+cosx dx : 
,· .. \.• 

Les règles de Bioche nous conduisent à poser 

(2) 

u = tan=-, dans ce cas on a : 
. 2 

{

sinx :::: 
1 

!uu2 

1-u2 

cosx = 1 +ui 
2du 

· d.x:::: 1 + u2 

dx 2du 1 1 du 
Avec z+stnx+cosx = 1+u2 2 1 w 11-u2 = 2 uz+2u+3, 

Huf Hu2 

il vient 
dX 1 f du 

.. 11 = J 2+sinx+cosx = ï u 2+Zu+3" 

Or J au = {ï arctan ,fi (u + 1) + k., alors, 
u 2+2u+3 2 2 

I = f 1 
dx = -,fi arctan ..fi. (tanx + 1) + k. 

l z+.stnx+cosx 4 . 2 · 

Calcul de / 2 = J 
14

5
~ dx : smx 
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(3) 

r · 

Les règles de )3ioche nous conduisent à poser 

u = tan=, dans ce cas on a : 
2 l 2u 

. Avec 

il vient 

Or 

alors, 

sinx = 1 + u2 

1-u2 

. cosx=l+ui 
2du 

dx = l+uz 
2U 

sinx 2du 1 +u2 4udu 
~dx = l+uz 11 2u

2 
= (1,+u)2(1+u2)' 

l.4-U , 

_ dx _ 4 J udu 
li - f l+sinx - (1+u)2(1+u2)' 

I uau = - 1
- + !arctanx + k, 

(1+u)l(1+u2) 2(u+l) z 

I sin 2 k 
[ 2 = ---.-dx = --:---r-: + x + . 

l+snoc ton~1 

J sln2 x d 
Calcul de l3 = stnx+cos.x X: 

Les règles de Bioche nous conduisent à poser 

u = tan~, dans ce cas on a: 
2 

{

sin:x : 
1 

:uu2 

1-u2 

cosx = 1 ~u2 

2du 
dx: 1 +uz 

( 
2U )

2 

stn2x d _ ÜÜ2 ~= -8u
2
du , 

Avec stnx+cosx X - lu t 1-u21+u2 (uZ+1)Z(u2-:zu-l) 
1+u2 1+u2 

I sin2 xdx J . -su2
du 

il vient. 13 = sinx+cos.x = (uZ+1)•(u2-2u-1)° 

La décomposition en éléments simples donrie : 
-su2 u 2+2u-1 = -,----

(uZ+1)•(u2-zu-1) u4 +2u2 +1 uLzu-1' 

1 

Or I u 2 +2u-1 _ - -~ + k 
u4 +2u2 +1 - u2 +1 1' 

et 
1 1 (u-..fi.-1) k J-----ln --· + 2 

uz-2u-1 - 2,/î u+"2-1 ' 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

alors, 

sin2 xdx tan(~)+1 1 (tan(~)-v'i-1) · 
/3 = = - 2 

- -ln 2 + k f sinx+cosx tanz(~+l _ 2,/î tan(f)+-J2-1 · 

Calculer les inté~rales de fractions rationnelles suivantes. 

f, 1 dx 
1· 0 -2-·-. 

X +2 

1 
ï dx 

2. I 1-r -1-x z 

3. f 3 2x+1 dx. 
2 x2+x-3 

S J,3 x4+6x3-sx2+3x-7 d 
· 0 (x-4)3 x. 

7_ f 1 2x4 +3x3+Sx2+17x+30 dx. 
-1 x3+s 

3 -4x2 

8. f2 x4-t dx. 

9_ JO x
3
+2x+1 dx. 

-1 x3-3x+2 "' 

J,(l -2x2+6x+7 
11. 

0 4 5 2 4 
d.x pour a E Il 

X + .X + 
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Y a-t-il une limite quand a ➔ +oo? 

f, 2 dx 
12. 0 -4-x +l. 

1 1 'l' . } J,l dx 1 1 . x2+2 est une ement s1mp e. 0 x2 +
2 

== ..Jïarctan ../'f 
1 1 

2. Décomposition : -
1

- = _i_ - _i_, 
1-x2 x+l x-1 

1 
- dl: 

Intégrale: J\ t-xz = ln3. 
2 

3. Pas besoin de décomposer la fraction rationnelle, 
car 2x + 1 est la · dérivée de x2 + x - 3, donc 

J3 ~ dx =ln3. 
2 x 2 +x-3 

4. On peut évidemment décomposer 
rationnelle en éléments simples : 

X 
fi 

la fraction 

.r4+16 = r 2-zx../ï+4 xz+zx..Jï+4' 

mais il est bien plus simple de faire le changement 

de variables x2 = u . . 
AJ r2 xdx 1 r4 du :rr 

ors Jo ~ = Ï Jo u2 +16 = 32· 
x4+6x3-sx2+3x-7 

5. La décomposition de (x-
4

) 3 est 

18 163 S07 565 · ) ·. . . t 
x + + - + -( )2 + --\3- ; es pnm1t1ves son 

x-4 x-4 (x-4, 

xz + 18x - 1014:r- 3491 + 163lnlx .:__ 41 + C. 
2 2(:r-4)2 . 

E fi J,3 x
4

+6x3-sx
2+3x-7 d = 5565 _ 3261 2 n n, o (x-4)3 x 32 n . 

6. Décomposition: · 
1 = -2:_.. - -

1
- + - 1

-. 
. xL7x+6 20(x+3) 4(x'-1) S(x-2) 

P . "ti' 1 l l(x-2)4(x+3)1 + C nm1 ves : .20 n (x-i)s , 

CHAPITRE N°Z : CALCUL DES PRIMITIVES 

d' , f O dx 1 l (27) 
ou -2 x3-7x+6 = 10 n 4 · 

7. Décomposition: 
zx4 +3x

3
+sx

2
+17x+30 == Zx + 3 + ~ + 3x-1 

x3+8 x+z x:2-2x+4 

Les primitives sont ; 

x2 + 3x + ln(x + 2)2 + !Jn(x2 
- 2x + 4) + ~arctan=:::+ C 

2 v3 ,/3 • 

Intégrale: 

f
l ,?;,:

4+3x'+sx2+17x+30 dx = 6 + 7ln3 - Sln7 + _:: 3.. .. 
,.1 "'+a 2 v'i arctan .:,ra: . 
, • . 4x2 2 1 1 • ' ' ', a' 

8. Decompos1t1on: -- = --- - + -. 
x4 -1 x 2 +1 x+l x-1 

Primitives: ln 1x-l1 + 2arctanx + C, 
x+l · 

3 ~ 2 3 1 
d'où f -4- dx = ln - + 2arctan -

7
• 

2 X -1 2 

9. La décomposition est 
4 11 J.1 

x3+2x+1 = 1 + __j___ + __:î_ _ .l_ 
x3-3x+2 (x-1)2 x-1 x+2 

Jo :r3 +2x+1 s 22 
On trouve alors _1 x 3_ 3x+z dx = 3 - 9 ln2. 

. . 2x8 +5x6-12x5+30x4+36x2+24 
10. La décomposition de : x4 (x2+z)3 

3 2 6 12.x-16 est-+-- - -----. 
x4 x2+z (x2+z)2 (x2+z)3 

. . . l 2x+3 r;:; · ;r 
les primitives sont- x 3 + (xz+z)2 + v 2arctan ,/ï + C. 

Enfin, 

10. Décomposition de la fraction rationnelle: 
-2x2 +6:r+7 · 2x+3 2x+s 
x4+sx2+4 = x 2+1 - x 2 +4' 

lx
2+11 5 X Primitives: ln - 2- + 3arctanx - ::; arctan-+ C. 

X +4 ~ Z . 
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Alors 

I.a. ~ dx = ln ja.
2+11 + 3arctana - ~arctan~+ 2ln2. 

o x4+Sx2H ,a2+~ 2 2 

. fa -2x2+6x+1 X - !; + 2ln2 
Enfin lima-,+"' Jo x4+sx2+4 d - 4 · 

12. Pour factoriser le dénominateur, penser à faire 
x4 + 1 = x+ + 2x2 + 1 - zx2 ; on trouve alors 

r,J'i+2 x,/2-2 
· . 1 - -. - .-.-

. x•+1 - x2+x../2+1 x2- x""2+1 · 

Les primitives s'écrivent 

2-. Jn ~ + 2-. (arctan( x../2 + 1) + arctan(x...Jï - 1)) + C . 
4{2 x2-x,/2+1 2{ï 

ce qui donne 

· rwï. 2vz) 
J,z ~ = ...!-tn 33+2 2 + _1_(rr - arctan-·- . 
O~~ ~ . V ~ 3 

Calculer les primitives suivantes. 

l. I estn
2
xsin2x dx. 

2. f cos5t dt; J cosh3t dt; f ca~h dt; f sinh
4
t dt. 

3. J x3e:c dx. 

4. f lnx dx; J xlnx dx; f arcsint dx. 

S. J coshtsint dt. 

6. J dxsinx. 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

7. f ✓a2 -x2 dx. 

8. J e2x-Jex + 1 dx. 

9, J eaxcosbx dx; f eaxsinbx dx. 

10. f .Jx(1- x)3 dx pourO < x < 1. 

11. f x2-J1 - x2 dx. 

12. f dxcosx + 2sinx + 3. 

13. f ..fx dx✓ a3 - x3 avec O < x < a. 

14. f coshxcoshx + sinhx dx. 

~
~. ~~~~, --~ --. ~ . --l 
del~xe.rdcé_~2s:: - -_-- - . ·; 

' •- ,.....,_ ,r ~ -' .... ~ - _-- -·~-- - --~ - --· - -·--·------ •• 

_1. Changementdevariableu = sin2x (ou d'abord u = sinx) 
• 2 

; esm %. + C. 

2. Deux méthodes : changement de variable u = sint (ou 
u = sinht), ou linéarisation. 

115(15sint -10sin3t + 3sin5t) + C 

ou 180sin5t + 548sin3t + 58sint + C ; 
.. 

Sinht + 13sinh3t +Cou 112sinh.3t + 34sinht+ C; 

132(sin4t + 8sin2t + 12t) + C 132(sinh4t -

8sinh2t + 12t) + C. 

3. Intégrations par parties: (x3 - 3x2 + 6x - 6)ex + C. 

1 

,\ 
1 
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4. Intégration par parties: xlnx - x + Ç; x2 2lnx - x24 + é 
; xarcsinx + .../1 - x2 + C. 

S. Intégrations par parties: 12(sinhtsint - coshtcost) + C. 

6. Changement de variable t = tanx2 ; lnltanx21 + C sur 

chaque intervalle 

7. Changement de variable X = asinu ; a22arcsinxa + 
x2'1a2 - x2 + C. 

8. Changement de variable u = ex; 23..Jex + l(ex - 2) + C. 

9. Intégrations par parties : la2 + b2eax(acosbx + 
bsinbx) + C; 1a2. + b2e=(-bcbsbx + asinbx) + C. 

10. Changement de variable 

t = ...Jx1 - x; 2✓x1 - x - 2arctan✓x1 - x + C. 

11. Changement de variable 

t = arcsinx; 12(arcsinx - x✓l - x2 ) + C. 

12. Changements de variable u = tanx2, t = 1 + u 
arctan(tanx2 + 1) + C sur .chaque intervalle Mais, au fait, 

ne cherchait-on pas une primitive sur IR? 

1.3. Changement de variable x3 = u2 ; 23arcsin.Jx3a.3 + C. 

14. Multiplier et diviser par coshx - sinhx, ou passer en ex; 

x2 + sinh2x4 - cosh2x4 +Cou x2 - e-2x4 + C:. 
, 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES . 

rr 

Soit ln = JJ sinntdt. 

1. Établir une relation de récurrence entre ln et 1n+2-

2. En déduire lzp etJ2p+l· 

3. Montrer que Un)nEN est décroissante et strictement 
positive. 

4. En déduire que ln ~ln+l• 

5. Calculer nlnln+l· 

6. Donner alors un équivalent simple de /71 • 

(1) 

(2) 

(3) 
(4) 

n+1 
Par IPP, ln+i = -ln. 

n+2 
n: 

10 = - et11 = 1 et 
2 

(2p - 1) X (2p - 3) X··· X 1 (2p)l rr 
12P == 2p X (2p - 2) X··· X 2 Io = z21'(p!)2 2' lzp+l 

2p X (2p- 2) X · ·· X 2 22P(pf)2 

= (Zp + 1) X (2p - 1) X ·•· x i11 = (2p + 1)1 

• En regardant l'intégrand. 

D'après la question précédente, 0 < ln+2 ln+iln donc 

n + 1 111+2 ln+l 
· --==--1 

n + 2 ln · In 

par conséquent ln+i -- 1. 
ln n➔a, 
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(5) Ona: 

soit nlnln+l = ~~. ce qui peut aussi se démontrèr 
n+lZ . 

par récurrence. 

(6) Comme-( ,r ) Inln+l ~I~ on en déduit que ln~ ~. 
2 n+l . ✓~ 

~---c--.~ .. -;---~ 

b:R~~:-~. ··:;_ ·--'~ .--~--· .. -J 
Calculer l'aire de la surface délimitée par la courbe de 
f(x) = sinx, l'axe (Ox) et les droites d'équation x = 0 et 
X= TC. 

r -•· --- ------- ----- --· --~--- - ---- - - --1 

1joJµtf 01t~-~ l'~~~Jc\ce 27 : : · ._ :. · -~- .. __ ,__ - _ .-~· ,. : 
l. - . _. - -- . - -- "· . " ---···--- -- .. - - , --- - ----- - .. - ---~-- - .... J 

La fonction f(x) = sinx est 
continue et positive sur · un 
intervalle [O, rr]. 
L'aire de la surface délimitée 
par la courbe de la fonction f, 
l'axe (Ox) et les droites 
d'équation x = 0 et x = 1e est 
donnée par: 

IAire(D) ;= J; f(x)d:x = 2.1 

Calculer l'aire de la sùrface délimitée par la courbe de 
f (x) = sinx, l'axe (Ox) et les droites d'équation x = rr et 
X= 21t. 

' 
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La fonction f (x) = sinx est 
continue et négative sur un 
intervalle [ rr, 2rr]. 
L'aire · de la surface 
délimitée par la courbe de 
la fonctic;m f, l'axe (Ox) et 
les droites d'équation x = rr 
et x = 2rr est donnée par : 

IAire(D) = - J;'' f(x)d% = 2.1 

·';\ 
·• 

/ 

Calculer l'aire de la surface comprise entre les courbes des 
fonctions f(x) = sinx,9(x) = cosx et les droites d'équati_on 
X = . 0 et X ;::: !!. 

4 

w, .. ;h~~h)î~~?!~I.~YJ·-:-c ·_. ~~~1,~;i:~~~~~;.~J;;:~i.::>:~X:~~-,;~~1~];·/1:,···~-•,;_~ 
Les fonctions f(x) = sinx et 
g(x) = cosx sont continues sur 
un intexvalle [0, ~] et on a de 

plus: · 

Vx E [ 0, ~], g(x) ~ f(x) 'è; O. 

L'aire de la surface délimitée 
par les courbes des fonctions f 
et g, et les droites d'équati('tn 

:n: d , x = 0 et x = - est onnee par : 
4~------ ---- --, 

IAire(D) = j;(B(x)-f(x))dx = ...fJ.-1.[ 

100 
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Calculer l'aire de la surface comprise entre les courbes des 
fonctions f(x) = sinx, g(x) = cosx et les droites d'équation 
x = 0 etx = :!.. 

2 

Les fonctions f(x) = sinx 
g(x) = cosx sont continues sur un 
intervalle [O, %1 et on a de plus : 

(1) Yx E [o.~], 9(x) - f(x) ~ O. 

(2) '<lx E [~,i]• g(x)- f(x) :5; O. 

L'aire de la surface délimitée par les courbes des fonctions 
f et g, et les droites d'équation x = 0 et x = 'i est donnée 

par: ~---,..---------,",.---------, 
l 2 

. Alre(D) = [ (g(x) -_f(x))dx + [ (f(x)..:. g(x))dx = 2./ï- 2. 

. î 

Calculer le volume d'un cylindre de révolution. 

X 
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Soit r un cylindre de révolution de rayon R et de hauteur h. 
Alors t est limité par les plans d'équations z=O et z=h et 
pourtoutz E [O,h], ona/(z) = rrR 2

• 

La fonction f étant constante sur l'intervalle [O, hJ, elle est 
continue sur cet intervalle et on a: 

h 

Volume(I) = f rrR 2dz = rrR2h. 

0 

· Calculer le volume d'un cône de révolution. 

X 

Soit l: un cône de révolution de rayon R et de hauteur h. 
Alors r est 'limité par les plans d'équations z=O et z=h et 
pour tout z e.[O, h], on a f(z) = rrr2

, le rayon r vérifiant 

d'après le théorème de Thalès: i = ~. soit donc r = ~ z •.. 

D'où: /(z)=rr::z2 • La fonction/ est· continue sur 

l'intervalle [O, h ], donc: ~-----------, 
h R2 l 

Volume(E) = f n h2 z
2 dz = 311:R 2h. 

0 

102 
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Calc111er le volume d'une demi-sphère. 

y 

Soit .E une demi-sphère de rayon R et de hauteur h. Alors :E 
est limitée par les plans d'équations z=O et z=R et pour tout 
z e [O, R], on a f (z) = TCT2, le rayon r vérifiant d'après le 

théorème de Pythagore: r = ✓R2 - z 2, 

d'où f (z) = rr(R2 - z2). 

La fonction/est continue sur l'intervalle [0,R], donc: 
R 

I . ZrrR3 

Volume(E) = rc(R2 -z2)dz = -
3
-. 

0 

4i.R3 

On en déduit que le volume de la sphère est égal à--. 
3 

f Pvercice 34· ' - j 
~ ------•--- ------------------· _______ I 

Caku!er_le volume d'une pyramide. 

" B 

103 

CHAPITRE N°2 : CALCUL DES PRIMITIVES 

Soit :E une pyramide de hauteur h dont la base est un 
polygone P. Alors :E est limitée par les plans d'équations z=O 
et z=h et f(z) est l'aire d'un polygone qui d'après le 
théorème de Thalès est une réduction du polygone P de 

coefficient~. Donc f(z) = aire(P) ::. 

La fonction/ est continue sur l'intervalle [O,h], donc: 
h 

J 
z2 aire(P) x h 

Volume(.!')= aire(P) 2 dz =-_;._ __ _ 
. h 3 

0 

Calculer le volume engendré par rotation de la courbe 
représentative de la fonction carré autour de l'axe (Ox) sur 
l'intervalle [0,1 ]. 

rïtitutj~n1 d;e l'èxe1~ctt~ _3:5 : - · - ~ 7 
- ------------- ----- --- --- . --- ---· - ... -- .-CJ 

La fonction 'carré' est positive et continue sur l'intervalle 
[0,1], donc 

l 

Volume(E) = 1r: J x 4 dx = ~
o 



CHAPITRE N°3 : 

INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES 

RAPPEL DE COURS 

L'objectif de ce rappel de cours est d'apprendre à étudier la 
convergence (et éventuellement à faire le calcul) d'intégrales 
d b . fi . J.+oo dx ont une orne est m 1me comme : 

0 
x2 , ou encore avec 

au mQins une borne où la fonction n'est pas définie et a une 
,r 

limite infinie comme : JJ tan x dx. 
On suppose dans la définition suivante ( et même dans toute 
la suite) que le seul "problème" est sur la borne b (on 
procéderait de même en cas de problème sur la borne d'en 
bas). 

Soit/une fonction définie et continue par morceaux sur UIJ. 
intervalle Ja;b[ avec a, b E IR u {±oo} . 
On appelle intégrale gé.Qéralisée de/entre a eth la limite 
suivante: J,° f(t)dt""' liin J" f (t)dt. 

a .r--tb a 

L'intégrale est dite convergente ~i cette limite est finie 
et divergente dans le cas contraire. 

Soit/une fonction continue par morceaux sur ]a ;b[ etc E 
]a; b[. Alors (sous réserve d'existence): 

t f(t)dt = J:f(t)dt + f,b f(t)dt. 

CHAPITRE N°3 : INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES. 

Il faut "couper" pour connaître la nature d'une intégrale 
généralisée. 
Par exemple,. on a: fx sin t dt= 0, Vx E IR conv.erge et 

pourtant J:;: sin t dt diverge ( x ➔ cosx est une pdfuitive 
de x ➔ sinx et n'a pas de limite en l'infini). 

Soit f une fonction prolongeable par continuité en b, 
l'intégrale généralisée (dite fausse intégrale généralisée) 

b fa f (t)dt converge. 

PROPRIETE : lNTEGJlALE DE RIEMANN 
Soit a > O. Alors on : 

rl dt 
Jo •ta converge si, et seulement si, a < 1. 

+oo dt · f 1 . t« converge si, et seulement si, a .> 1. 

THEOREME DE COMPARAISON 
Soient/etg deux fonctions continues par morceaux 
et positives sur [a;b[ et telles que f ~ g. Alors: 

Si f: g(t)dt converge, alors t f (t)dt converge. 

Si t f(t)dt diverge, alors f,b 9(t)dt diverge. · 

THEOREME D'EQUIVALENCE 
Soient/ etg deux fonctions continues par morce~ux 
et positives sur [a;b[. 

Si f-;; 9, alors les deux intégrales fab f (t)dt et fab g(t)dt ont 
la même nature (soit elles sont toutes les deux convergentes, 
soit elies sont toutes les deux divergentes). 
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L'intégrale f: f (t)dt est dite absolument convergente si, et 

seulement si, l'intégrale fb lf(t)\dt converge. 

Toûte intégrale absolument convergente est convergente. 

est fausse: on parle alors de semi-

✓ Pour déterminer la nature d'une intégrale généralisée f: f (t)dt, il faut d'abord déterminer les points "à 
problème", c'est à dire les points où/n'est pas définie 
et les éventuelles bornes infinies de l'intégrale 
(beaucoup plus visibles !). 

✓ Ensuite, il faut montrer que la • fonction f est 
localement intégrable sur [a;b[ ou ]a;bJ ce qui est le 
cas des fonctions continues sur ces intervalles, ou 
alors ce. qui arrive assez souvent aussi, des fonctfon 
continues par morceaux sur ces intervalles. 

✓ Pour montrer que l'intégraÎe généralisée t f (t)dt . a 
contl'erge en b (respectivement en a), il faut: 

o Soit revenir à la définition et montrer, par 
calcul de primitive, intégration par parties ou 

changement de variable, que x➔ {; f (t)dt 

admet une limite finie lorsque x ➔ b'. 

(respectivement, x➔ s: f(t)dt admet une 

limite finie lorsque x➔ a+, ce qui permet en 
outre, ce qui n'est pas très fréquent, de 

b 
calculer fa f(t)dt. 

CHAPITRE N°3 : INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES 

o Soit utiliser les différents critères énoncés 
dans le cours en particulier si la fonction est 

positive sur ]a;b[. · 

Att~ntion, les calculs de primitives, les intégrations par 
parties et les changements de variables sont "officiellement" 
interdits dans les intégrales généralisées. Pour effectuer ces 
opérations licites néanmoins, il faut toujours se ramener à 
une intégrale définie, c'est à dire sur un intervalle où la 
fonction est continue, puis calculer la limite du résultat 

Attention, des intégrales "faussement généralisées" peuvent 
se glisser dans les énoncés; 
E l r1 sint xemp e : Jo -t-dt. On peut prolonger la fonction f par 

continuité en O en posant f(O)=l donc J
0

1 si;t dt con~erge. 

Attention avant de linéariser une intégrale généralisée n 
!'3Ut toujour_s s'assurer de la convergence de toutes Îes 
mté ales mises en jelL 
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ÉNONCÉ DES EXERCICES -

Étudier la nature des intégrales généralisées suivantes et les 
calculer lorsqu'elles sont convergentes: 

(1) Jtn e-tdt 
+co dt 

(2) fo 1+t2 
1 dt 

C3) fo -h-t2 
(4) fol:: 
(5) foo; 
(6) Jt" sintdt 

._- - --, .--.---.-. -~---;!~ "\ :. - ~ ~ 

1·de-lt.èxei'éice 1: - - · -0 · • - -- - - -- ; 

~---------------- :.._J 

L'objectif de l'exercice est d'uti{iser la définition pour montrer 
/a conver9ence ou la diver9ence d'une inté9rale9énéralisée. 

1. La fonction f(t) = e'::,c est continue sur (0, +oo[. Le 
problème se pose donc en +oo. Or 

lirn· J." e-tdt = lim [-e-tJ~ = lim (1- e-x) = 1, 
X➔+CO O .X--++co , X➔+oo 

donc l'intégrale converge, de plus on a :ft'' e-tdt = 1. 

2. La f~nction f(t) = 
1
:t2 est . c~ntinue sur [O, +00[. Le 

problème se pose donc en +oo. 
Or Um J,x ~dt== llm [arctant]~ = Hm (arctanx - 0) = i• 

x~+ec O l+t:Z . z..,,+co x➔+oo . 
. +en dt rr 

donc l'intégrale converge, de plus on a J0 1+t2 = 2· 

3. La fonction f(t) = -Ji~t2 est contique sur [0,~[. Le 

. problème se pose donc en 1. Or pour tout 0 < x < 1 

on a· J.x ~ = [arcsintH = arcsinx, 
• o v1-'t 2 . 

alors 

CHAPITRE N°3 : INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES·' . 

1. rx dt . 
1
. . 7[ 

1m 1,0 ,; 2 == 1m arcsmx = -
2

, 
x➔1- 1-t x➔r 

f. 1 dt n 
donc l'intégrale converge, de plus on a 

O 
-Ji-t

2 
== 2. 

. 1 . . . 
4. La fonctio_n f (t) = ti' est continue sur ]O,lJ. Le 

problème se pose donc en O. 

Or pour tout 0 < xl on a : 

lim J1 dt== lim [-.!] 1 
== lim (2:- 1) = +oo, 

X➔Q+ X t 2 X--+O+ t X X->0+ X · 

donc l'intégrale diverge. 

S. La fonction f(t) = ~ est continue sur [1, +oo. Le 

problème se pose donc en +oo. 
Or pour tout O < x on a : 

lim f cl! = lim [ 2-vcr = +oo, x .... +oo 1 vt x->+co 1 

donc l'intégrale diverge. 

6. La fonction f(t) = sint est continue sur [O, +oo .. Le 
problème se pose donc en +oo. 
Or pour tout O < x on a: 

lim f sintdt = lim [-cost]~ = 1 - lim cosx, 
x--++00 O x-c++co z-,+cu 

et comme la fonction cos n'a pas de limite à l'infini, 
alors l'intégrale diverge. 

Montrer que les intégrales généralisées suivantes sont 
convergentes : 

(1) fol si:~dt . 

(2) f
0

1 
ln (5it) dt 

(3) J.1 arctant2 dt 

(4) ;,.~ (-f} 
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L'objectif de /'exercice est d'utiliser le prolongement par 
continuité des fonctions à intégrer pour montrer la 
convergence d'une intégrale généralisée. 

·. ,_... · slnt 
i.· La fonction f (t) = -t est continue sur ]0,1]. Le 

problème se pose donc en O. 
•; Or la fonction f est prolongeable par continuité en 0 

l
. slnt. l l 1,. , l J,1 sint d car 1m - = , a ors mtegra e O - t converge. 

x➔O+ t t 

z: La fonction f(t) = ln (5':t) est continue sur ]0,1]. Le 

problème se pose donc en O. 
Or la fonction f est prolongeable par continuité en 0 

car lim ln (slnt) = 1, alors l'intégrale f.0
1 

ln (Sint) dt 
~~ t , t 

converge. 
2 

: 3~ La fonction f(t) = a~c est continue sur ]0,1]. Le 
t . 

problème se pose donc en O. 
Or la fonction f est prolongeable par continuité en 0 

· . arctant 2 , • , 1 arctant
2 

. car hm ~ = 1, alors l mtegrale f.0 -t2 dt 
x➔o+ t 

converge. . 

1-R 4. La fonction t i-+ -----1 est continue sur [1, +oo[. Le 
t 

problème se pose donc en +oo. 
On pose le changement de variable u = !, alors on a: t 

J;• (1-9 dt = f: 1
~ du 

1-~ . 
La fonction f(u) = -- est continue sur ]0,1]. Le 

u 

problème se pose donc en O. i 

CYi 
j 

1 

CHAPITRE N"3 : INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES · 

Or la fonction f est prolongeable par continuité en O 

car 1m --~ = -, alors l'intégrale J 00 ~ · dt I. 1-v'ï=ü 1 + (1- Ç!) 
x ->O + u 2 . l . t 

converge. 

Utiliser le théorème de comparaison pour démontrer la 
convergence des intégrales impropres suivantes : 

c1) re(J~ 
0 1+et · 

' (2) J
0
+C(J e-t2 dt 

(3) J.1 etdt 
0 t 

(4) r 00 ~ 
2 lnt 

l ~~;~;~t~{~:i24il(i~i;ir:ii~~-~ rii;\::I;J.i~iri:J~'.;:'1it:iLtt~;is::~i~i\:;: 
L'objectif de l'exercice est d'utiliser Je crit~~; d~ c~-::i~;;~i;o~ -
p~ur m~n,tre~ la convergence ou la divergence de l'intégrale 
genérahsee d une Jonction positive. 

1. La fonctlon f(t) = 
1
:et est continue sur [O, +co[. Le 

problème se pose donc en +oo. 
Or 0/(t) = 

1
:et ~ pour tout t E 0, +ooL et Jt" e-tdt 

converge(= 1), alors par critère de comparaison 

J.
+oo dt ' 

0 1+et converge. 

· 2. La fonction f (t) = e-t: est continue sur [O, +oo[. Le 
problème se pose donc en +oo. 

2 . 
Or Of(t) = e-t e-t pour tout te 1, +oo, et Jt 00 

e-tdt 

converge(= 1 ), alors par critère de comparaison 

J
+oo àt ' 
1 l+et converge et par conséquent J.+

00 

~ o l+et 

converge. 
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3. La fonction f (t) = ~ est continue sur ]0,1]. Le 
t 

problème se pose donc en O. 
1 e1 f.1 dt • Or Otf(t) =t pour tout t E]0,lJ, et 

O 
t diverge, 

alors par critère de corn pa;aison, J
0

1 f dt diverge, 

4. La fonction f (t) = -
1

1 
est continue sur [2, +oo[. Le 

nt 

problème se pose donc en +oo. 
1 1 f+oodt . Or 0- -

1 
pour tout t E (2, +oo[, et · 

2 
- diverge, 

t nt t 

l . ' d . f +"" dt d' a ors par cntere e comparaison, 
2 

. !nt iverge. 

Utiliser le théorème d'équivalence pour démontrer la 
convergence des intégrales impropres suivantes : 

(1) J.1 sia.{i dt . 
0 t 

(2) J.+00 
_t e-tdt 

0 l+t 

(3) f+oo t2lnt dt 
1 t2+4 

(4) J+oo 1-t dt 
- 00 l+t2 

L'objectif de l'ex~rcice est d'utiliser Je critère d'équivalence 
pour montrer la convergence ou la divergence de . l'intégrale 
généralisée d'une fonction positive. · · 

1. La fonction f(t) = sin../t est continue sur ]0,1]. Le 
t 

problèm~ se pose donc en O. 

sin-If 1 J.1 1 é Or Of(t) = -~ .r., et 
O 

r..dt converge (!nt grale 
t O vt vt 

de Riemann), alors par critère d'équivalence, 

J,1 sin../t 
0 

-t-dt converge. 

r 
1 
1 

CHAPITRE N"3 : INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES 

2. La fonction f (t) = 1:t e-t est continue sur [0,+oo[. Le 

problème se pose donc en +oo. 
Or O < f (t) = _t_ e-t ~ e - t, et f.

0
+

00 e-tdt converge, 
1H +oo . 

dl. l J.+oo __!_. e-tdt alors par critère equiva ence, 0 l+t 

converge. 

3. La fonction f(t) = t:lnt est continue sur·.[1,+00[. Le 
t +4 . 

problème se pose donc en +oo. 

t
2
1nt f +oo d . l Or O < f(t) = -z- ~ lnt et 

1 
!nt t diverge, a ors 

t +4 +ro 

J+oo t 2lnt • 
1 tZH dt diverge. 

4. La fonction f (t) = l-t2 est continue sur ] - oo, +oo[. 
l+t . 

Le problème se pose donc en -oo et en +oo. 

Or f+"" t-t dt= f-12:!.dt + f+ 1 ~dt+ 
-oo l+tZ -'oo l+tZ -1 l+t2 

J+oo 1-t J+oo 1-t . 

l 
- 2 dt et 

1 
-

2 
dt diverge ( car on a 

l+t l+t 
1-t -1 J+"" -1 f+oo 1-t 0 < - 2 ~ - et 

1 
-dt diverge), alors - 2 dt 

l+t +oo t t -oo l+t 

diverge. 

f:.7' ---- - ,. ,·- _- .. - -~--- -_- _ . _---- -- ·---· 1 

1 .fixertide~S : _ . - - - -~ , 
~ --. - - ' 

1 Con~1ergcnce absolue , 
L-.----------··--···- •-----· - -- ---· ·-·-· -~--

Montrer la convergence absolue des deux Intégrales 
généralisées suivantes: . 

(1) f.+"" ~ dt. 
o cht 
1 '!.in(¾) -

(2) J0 tn(1+,ff) dt. 

1. La fonction f(t) =:; est continue sur [O, +oo{. Le 

problème se pose donc en +oo. 
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Oron a: 1~1 __!._ ~ 2., 
cht cht +oo et 

et comme r+"" 2. dt = f.+00 

e-tdt converge, alors Jo et o 
l'intégrale r+oo co

st dt est absolument convergente, et 
lo cht 

par conséquent, elle converge. · 

,,;_ La fonction f(t) ·= s(in(~~ est continue sur ]0,1]. Le 
ln 1+vt, 

problème se pose donc en O. 

Or on a: j1:~:~¾I In(l~ 0 ~ et comme f0
1 

~dt 

converge, 

absolument 
converge. 

r1 sin(!) dt 
alors l'intégrale 10 tn(.l.+-/t) 

convergente, et par conséquent, 

est 

elle 

Montrer que les deux intégrales généralisées suivantes sont 
semi-convergentes: 

(1) ft" sit dt (Intégrale de Dirichlet) 

(2) ft" ci:st 
dt 

1 ·-- ·----- --r -:c- --·- --- --

! ~~l~lutiondeTexercice_6 : __ -- · _. --~-- __ -l 

sint . JO [ L 1. La fonction f(t) = -t-- est continue sur ,+oo. e 

• problème se pose donc en O et en +oo. 
i. Problème en O : Puisque la fonction f est 

prolongeable par continuité en O par 1, 
alors elle est intégrable en O. 

ii. Problème en +oo on considère . 

l'intervalle [1, +oo[. On fait ~ne intégration 
par parties qui nous donne: 

. 2. 

l 
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Ix ~dt_ l cosx Ix costd 
l t - cos - ---;- - l t2 t. 

Il faut étudier l'existence ou non d'une 
limite finie lorsque x tend vers +oo de cette 

quantité. On a: lim ~ = 0 et·il est clair 
X➔+co X 

(par comparaison avec t i-+ 2.) que 
t2 

l,. , l fx costd 
mtegra e 1 t2 test converg~nte, et par 

conséquent, · l'intégrale J+co ~dt est 
1 t 

convergente. 

(i) et (ii) nous montrent que l'intégrale f c;t) .:!!:! dt est 
• 0 t 

convergente. 

Montrons maintenant que la convergence de 
l'intégrale n'estpas absolue. 
Par la même méthode que plus haut, on peut montrer • 
fa •1 J+a, cos2t 

c1 ement que 1 -t-dt est convergente et on a 

dé'' f+co dt 
Ja vu que 1 t est divergente. Ainsi, l'intégrale 

f
+oo 1 

1 Ît(l - cos2t)dt est divergente. Or on a 

ii (1 - cos2t) = sin2tlsintf. Donc par principe de 

comparaison, ]'intégrale J+m lsintj dt est divergente et 
1 t ' 

, )'' é al r+oo lslntJ par consequent, mt gr e Jo -t-dt est divergente. 

L & • f ( ) cost . a 1onction t = 0 est continue sur ] 1, +oo[. Le 

problème se pose en +oo. 

_ Problème en +oo : on considère )'intervalle [1, +oo[. 

On fait une intégration par parties qui nous donne 

f x ~dt= sinx - . 1 fx ~ d . 
i t x sm + i t2 t. 
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Il faut étudier l'existence ou non d'une limite finie 
lorsque x tend vers +oo de cette quantité. On a 

lim sinx = 0 et il est clair (par comparaison avec 
;i:---t+oo X . 

1) 1,. , l fx sintd · t H t2 que mtegra e 
1 

t2 t est convergente, et 

conséquent, l'intégrale J+00 

~dt est PM 1 t 

convergente. 
Montrons maintenant que la convergence de 
l'intégrale n'est pas absolue. Par la même méthode 
que plus haut, on peut montrer facilement que 

f 
+oo sin2t . , 

1 
-t-dt est convergente et on a déJa vu -que 

f +"' dt d" A. . l'" ' al f+.,, 1 (1 
1 t est 1vergente. mst, mtegr e 

1 
Ït + 

cos2t)dt est divergente. Or on a: 2. (1 + cos2t) = 
2t 

cos2tlcostl. Donc par principe de comparaison, 

l'. , l f +oo !cost! d d' mtegra e 
1 

-t -- t est 1vergente. 

En discutant éventuellement selon la valeur du paramètre 
réel a, étudier la nature de l'intégrale généralisée suivante : 

i+"'x" +x . 
--dx 

o x3 +x , 

[
- --------·- ---- ----·------
§o_lutiou_del'e~èn:ke7_:_., ___ , ,- -,-- :, -_:- _~ __ . ~ 
On peut écrire 

i+coxa+x J,1xa+x i+coxa+x 
--dx = - ---dx + - ---dx 
x3 + x x3 + x x3 + x 0 0 _ 1 

E . d l'' , al f,1 xa+xd a. XIstence e mtegr e 
O 

- 3- x : 
X +x . 

La " et· f ( ) x"+x t · · · ion ,on x = - 3- es continue et pos1t1ve sur 
X +X · 

]0,1]. Le problème se pose donc en O. 
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- x"+x 2X rl d 
✓ Si a ::::: 1: alo rs f(x) - -- ~ - et J,0 2 x - x3+x o x 

converge, et par conséquent l'intégrale 
r1 x"+::t 
J,o - 3- dx converge. 

X+:>: 

✓ Si a> 1: alors f(x) = :::: ;; et J:,, ldx 

converge, et par conséquent l'intégrale 
rt x"+.>: 
Jo -;çdx converge. •---

x"+x x" rl .- J . -
✓ Si a< 1: alorsf(x) = ~+ ~- et J,o :.::1-a dx 

xxox -
converge si-si 1 - a < 1, et par ccrnséquent 
,. , J,1 xa+x d . . 0 < < 1 I mtegrale -- x converge s1-s1 a . 

O x 3+x 

Récapitulation -: l'intégrale J; :::: dx converge si 

0 < a. _ 
. . , f +oo x"+x 

b. EXIStence de l'mtegrale 1 ~+ dx : 
• X X 

La foncti~n f(x) =:::; _est continue et positiYs : sur 
[1, +oo[. Le problème se pose donc en +oo. ) B-', 

xa+x :ZX J+"" _2 ✓ Si a = 1: alors f(x) == - 3- ~ 3 et_ 1. ïdx 
·· · .x +x+cox x 

converge, et par conséquent l'intégrale 

f +oo x"+x 
1 
~ dx converge. 
x +x xa+x xrx •.-

✓ Si a>l: alors f(x)=x 3+x-i:.x~- et 

f +oo -2..._dx converge si-si 3 - a > l, et par 
1 x3-a -- -

conséquent l'intégrale f"' :::: dx con~erge 

si-si 1 < a < 2. 
x"+x x f+oa · 1 

✓ Si a< l· alors f(x) =- ~ - et -dx · xl+x +oo ;cl 1 .x2 

-converge, et par conséquent l'intégrale 

f
+co x" +x 

1 
- 3-dx converge. 
X +X 

Récapitulation : 

f +<>o xa+x • 2 l'intégrale 
1 

- 3- dx converge s1 a < . 
X +X · 

Finalement, 
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l'intégrale Jt"' :::; dx converge si et seulement si 

0 <a< 2. 

En discutant éventuellemènt selon la valeur des paramètres 

réels a et p, étudier la nature del'intégrale généralisée 

suivante: 

f+"" __ l~-=
Jo xrz(xP + 1) 

1 
Pour tout couple (a,{J) de réels, la fonctionf(x) = x"(xP+1) 

est.continue et positive sur ]O, +oo[. Le problème se pose 
donc. en O et en +00• 

Ona: +œ 
1

. 

. l+a> 1 dx = 11 1 dx + 1 P ) dx 
0 x"'(xP + 1) 0 xa.(xP + 1) 1 x"(x + 1 

1 1 
a. Existence de l'intégrale J0 x"(xP+l) dx: · 

• - 1 - 2- t J.1 _1_ dx ✓ S1 P = 0: on a f (x) - x"(xP+i) - 2x" e o zxa 

converge si-si a < 1, et par conséquent l'intégrale 

J,1 1 
dx converge si-si a < 1 et P = O. 

0 xa(xP+1) 1 1 1 1 

✓ Si f1 > 0: on a f(x) = xa(xP+i)-; x"' et fo ;adx 

converge si-si a< 1, et par conséquent l'intégrale 

J,1 1 
dx converge si-si a < 1 et P > O. 

o x"'(xP+1) . -P -P 

• f( ) - 1 = X ~~et ✓ S1 f1 < 0: on a X - xa(xP+1) x"'(1+x-P)• o xa 

f
1 

-
1
-dx converge si-si a+ P < 1, et par Jo x<r+/1 . 

CHAPITRE N°3: INTÉGRALES GÉNÉRALISÉES 

conséquent l'intégrale J,1 ( ~ ) dx converge si-o ,:a X +1 

si a + p < 1 et p < O. 

f +oo 1 
b. Existence de l'intégrale 1 · xa(xP+i) dx: 

1 1 f+oo 1 ✓ Si p = 0: on a f (x) = xa(xP+1) = zxa et 1 zxa dx 

converge si-si a > 1, et p.ar conséquent l'intégrale 

J+w xalnx d . • . > 1 t p . 0 -- x converge s1-s1 a e = . 
1 1+x2a 1 1 

✓ Si P > 0: on a f (x) = xa(xP+i); xa+p et 

J1+"" xa\p ·dx converge si-si a + p > 1, et par 

conséquent l'intégrale ft,,, x"'(x~+1) dx· converge 

si-si a + p > 1 et f3 > O. 
· · 1 x-P x-P 

✓ Si p· < 0: on a f(x) = x"'(xP+i) = x"(1+x-P) +:OH 
et J1+"" x

1
a dx converge . si-si a > 1, f.!t par 

1,. ' l J+tX> 1 d conséquent mtegra e · 1 x"(xP+i) x converge 

si-si a> 1 etp < O. 

Récapitulation : 

J. +oo x"'+x 
l'intégrale O - 3-dx converge pour 

X +x 
(a, {3) E {P > 0, a < 1, a+ p > 1} 

ou 

(a, P) E {P < O, a > 1, a + P < 1}. 
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',, 21 
' ' ' ' 1 ' 

-2 -1 

-1 i 
-2 t 

' ' ' 
'-

1 '-, 2 
1 ' ' ', 
1 "\ ' .... , 

-, 
,) 

1 ' 
1 ', 
1 ' 

Soient a et b deux réels tels que O < a < b. 
+oo e-at_e-bt 

1. Justifier la convergence de J
0 

t dt. 

2. SoientO < x < y. 
Démontrer que 

ly e-at - e-bt lbx e-t lby e-t 
----dt= -dt- -dt. 

x t eut ayt 

3. Démontrer que, pour tout réel x > 0, on a: 
b Jbxe-t . b 

e-bxln- ::5 -dt ::5 e-ar1n-. 
a ax t a 

+à, e-11t _e-bt b 
4. En déduire que J

0 
t · dt = ln;· 

• . , • - - • -~---.-~---_-__ :- - . - - - - .Î 

Solution de l'exèrcice 9 !- • · • · · _ . . - . :.c. i 
., - -~--- . - ----~~-

1. La fonctionf(t) = e-at:e-ht est continue sur]0,+00 [. 

Le problème se pose donc en O et en +oo. 
Problème en O : 
Comme la fonction f est prolongeable par continuité 

l -at -bt 
en O (par la valeur b - a], alors J

0 
e :e dt existe. 

Problème en +oo : 
On peut écrire 

121 
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+oo e-at_e-bt f +oo e-at r+oo e-bt 
f ---dt= 

1 
-dt- 1.

1 
-dt, 

1 t t t 
si on arrive à montrer que l'intégrale 

+co e-at 
I -dtexiste\fa > 0, 1 t 

+oo e-at_e-bt 
alors l'intégrale f

1 
t dt existe ? 

D'une'part: Une intégration par parties nous donne 
+co e-at e-a 1 +oo e-ac 

f -dt=---f -dt, 
1 t a a 1 t2 

+oo e-at 
d'autre part, J1 7 dt existe 

e-:-at 1 +oo dt . 
( car 7 tz Vt > 0 et f1 t 2 existe), 

-at 
ce qui implique que f 1+

00 ~ dt existe, 
+oo e-at_e-bt 

et par conséquent, f1 t dt existe. 

2. Soient O < x < y. On a : 

L
Y e-at _ e-bt LY e-at . LY e-bt 
----dt== --dt..:.. -dt 

X t X t X t 
:u:::::nt umtrt 

== -du- -du fa.y e-u J.by e-" 

= (f br e-u du+ J.ay ;=u d:)-(J.:: e-~ du+ f by e-u du) . 
axu bxU b,:U .. ,,u 

f hx e-t lby e~t = -dt- -dt. ax t ay t 

3. Soitx > O. Puisque on a: e-bx $ e-t $ e-=, 
alors 

e-bxln- = - :;;; -dt~ e-= - = e-tu:ln-
b . fbxdt Lbxe-t fbxdt b 

a a,:t art art a 
.. +oo e-at_e-bt b 

4. En déduire aue f.
0 

· dt = ln-: 
• t a 

Comme 
b f bxe-t b 

e-brln- -dte-=ln-
a t · a = . 

et 

\ 
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alors , 
-at - bt b 

ln~ (e - bx - e-ay) J1 e -e dtln- (e-ax..:.. e-bY) 
a x t a · 

+co e-at_è-bt b 
En déduire donc que : f0 t dt = ln;;· 

t . 

[5J . 

CHA·PITRE N°4: 
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

RAPPEL DE COURS 

Si une fonction f et ses dérivées successives vérifient une 
équation différentielle, f est dite une solution ( ou une 
intégrale) de l'équation différentielle. 
Le graphe de f s'appelle une courbe intégrale de l'équation 
différentielle. 
Résoudre une équation différentielle, c'est déterminer 
toutes les fonctions qui vérifient cette équation. 
Lorsque toutes les solutions d'une équation différentielle 
ont la même forme, et que l'on peut donner cette forme 
générale des solutions, on dit que l'on écrit 1a solution 
générale de l'équation. 

DEFINITION : EQUATION DU PREMIER ORDRE 
L'équation ay'+by=0 est dite 'Equation différentielle du 
premier ordre à coefficients constants' car a et b sont des 

· réels donnés. On supposera a 'I" 0. En posant y'= dy , on 
dx 

peut écrire l'équation sous la forme a dy + b y= 0. 
dx 

L'équation ay'. + by = 0 possède la propriété suivante, et à 
cause de cette propriété on dit qu'elle est linéaire: si y1 et y2 
sont deux fonctions solutions de l'équation, alors, pour tous 
nombres A et B, la fonction Ay1 + Byz est une solution. 
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Les solutions définies sur IR de l'équation différentielle 
_!/.x 

ay' + by=0 sont les fonctions définies par x H Y = k e a 

avec k réel quelconque. 

SOLUTION PARTICULIERE : 
Soit l'équation différentielle ay'+by=c(x). 
Si c(x) est un polynôme de degré n, on cherche y sous ]a 
forme d'un polynôme de degré n. 
Si c(x) est une combinaison linéaire en cos kx et (ou) sin kx, 
on cherche y sous la forme d'une _combiriaison linéaire en 
cos kx et sin kx. 

Pour tout couple de réels (xo, yo), l'équation ay'+by=0, 
admet une et une seule solution telle que g(Xo) =yo. 

DEFINITION: EQUATION DU SECOND ORDRE 
L'équation ay"+by'+cy=0 est dite 'Equation différentielle du 

second ordre à coefficients constants' car a, b et c sont des 
réels donnés. On supposera a -:f:. 0 (sinon, l'équation est du 
premier ordre). 

PROPRIETE : LINEARIT 
L'équation ay" + by' + cy = 0 possède-la propriété suivante: 
Si y1 et y2 sont deux fonctions solutions de l'équation 
ay"+by'+cy=0, alors, pour tous nombres A et B, la fonction 
Ay1 +By2 est aussi une solution. 

Soit l'équation différentielle ay" + by' +cy=0. (E) 
On pose LI= b2 -4 ac. 

CHAPITRE N°4 : ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES . 

- Si L1 > 0, ar2+br+c=0 admet deux racines réelles r1 et r2: 

La solution générale de (E) est f(x) = A e'1x + B e'2x avec A 

et B réels. 
- Si ,d < 0, ar2 + br :t c = 0 admet deux racines complexes : 

r=a +iw avec a=-}!_ et co= ,j-A : La solution 
2a 2a 

générale de (E) est·· f(x) = eux ( A cos wx+ B sin cvx) avec A 

etB réels. 
- Si L1;,, 0, ar2 + br + c = 0 admet une racine r: La solution 

générale de l'équation différentielle est f(x)=erx(A+B;x) 
avec A et B réels. 

SOLUTION PARTICULIERE: 
Soit l'équation différentielle ay"+by'+cy=d(x). 
Si d(x) est un polynôme, on cherche Q(x) sous la forme d'un 
polynôme de degré égal au degré de d(x) ( ou+1 si c=0, ou 
+2 si c==b=O). 
Si d(x) est du type: e1':xP(x), P polynôme: on cherche une 

solution sous la forme e0 Q(x), avec Q polynôme tel que : 

d0 Q=d0 P si kn'estpas racine de (1) 
d0 Q=d0 P+ 1 si k est racine simple de (1) 
d0 Q=d0 P+2 si k est racine double de (1) 

Si d(x) est du type e0 P(x)cos(m) : On cherche une solutfon 

sous la forme e<h-1-ia).rQ(x). 

Pour tous xo ; yo; zo réels, l'équation différentielle · 
ay"+by'+cy=0 admet une solution g et une seule, définie sur 
IR et telle que g (xo) = yo, g' (xo) =.zo. 
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ÉNONCÉ DES EXERCICES 

Soit l'équation différentielle 

(E) y' + 2xy = x. 

1. Résoudre l'équation homogène asociée. 

2. CalcuJer la solution de (E) vérifiant y(O) = 1. 

r·· "". - -- . --- ,· -. -- ~- . ---··- . -·• ---,- .--, ---~-=-7 
l ~olup01J ~ef~xerc½f}l: __ : _ >-_ --~- · . ___ -~ 

Les primitives de la fonction a(x) = 2x sont les fonctions 

A(x) = x2 /2 + k où k e Ill est une constante réelle 

quelco"nque. Donc les solutions de l'équation homogène 

associée à E sont toutes les fonctions définies sur R. du type 

: y(x) = ce-x2 où c ER. est une constante arbitraire. On 

cherche maintenant une solution particulière de E sous la 

forme Yp(x) = c(x)e-x
2 

(méthode de la variation de la 

constante). On a: 

y;(x) + 2xyp(x) = c'(x)e-:-x•. Donc Yp est solution de E si et 

seulement si : c' (x) = xex
2 

pour tout x E Ill On choisit la 
2 

fonction c parmi les primitives de la fonction _ xex , par 

exemple : c(x) = 1/2ex
2

• Donc la fonction Yp telle que 

Yp(x) = 1/2ex
2 
e-x

2 = 1/2 est solution de E. 

Par conséquent les solutions de E sont toutes les fonctions 
· 2 1 

dela forme: y(x) = ce- x +2 c E Ill 
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Pour y solution de E1, la condition y(O) = 1 équivaut à : 

C = 1/2. 

Résoudre sur IR l'quation différentielle suivante 

y'+ 2y = x 2 (E1)-

Il s'agit d'une équation différentielle linéaire d'ordre 1, à 
coefficients constants, avec second membre. 

On commence par résoudre }'équation homogène associée 
y'+ 2y = 0: les solutions sont les y(x) = Àe-2x, À E Ill 

Il suffit ensuite de trouver une solution particulière de (E1). 

Le second membre étant polynomial de degré 2, on cherche 
une solution particulière de la même forme: 

y0 (x) = ax2 + bx + c est solution de (E1 ) 

<==> Vx E Ill, y 0,(x) + 2y0 (x) = x2 

~ Vx E R., 2ax2 + (2a + 2b )x + b + 2c = x 2 

Ainsi, en identifiant Jes coefficients, on · voit que 

y0 (x) = :. x2 
- !. x + .! convient 

2 2 4 .. 
Les solutions de (E1) sont obtenues en faisant la somme de 
cette solution particulière et des solutions de l'équation 

homogène: y(x) = :. x2 - !. x + !. + Âe- zx (x E Ill) 
2 2 4 

où À est un paramètre réet 
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Résoudre sur R l'quation différentielle suivante: 

Il s'agit d'une équation différentielle linéaire d'ordre 1 à 
. I 

coefficients constants, avec second membre. 

Les solutions de l'équation homogène associée y'+ y= o 
sont les y(x) = .ile - x, À E Ill 

Il suffit ensuite de trouver une solution particulière de (E
2
). 

Le second membre est cette fois une fonction 
trigonométrique, on cherche une solution particulière sous 
la forme d'une combinaison linéaire de cos et sin: 

Yo(x) = acosx + bsinx est solution de (E
2

) 

ç:> 'ttx E R, y0,(x) + y0 (x) = 2sinx . 

ç:> 'lx E lm, (a+ b)cosx +(-a+ b)sinx = 2sinx 

Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que 
'Yo(x) = -cosx + slnx convient. 

Les solutions de (E2 ) sont obtenues en faisant la somme de 
cette solution particulière et des solutions de l'équation 
homogène: 

y(x) == -cosx + sinx + Àe-x (x ER) 

où À est un paramètre réel. 

. '···-·· __ .. .__.,._ .. _, __ ., ___ ._ 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES· 

~~ .... !::l'"".~<f'~ 

~ 
Résoudre sur IRl. l'quation différentielle suivante: 

Les solutions de l'équation homogène associée y'~ Y= 0 
sont les y(x) = ;tex, A E IRl.. On remarque que le second 
membre est le produit d'une fonction exponentielle par ~ne 
fonction polynomiale de degré d = 1: or la fonction 
exponentielle du second membre est la même (ex) que celle 
qui apparaît dans les solutions de l'équation homogène.yn 
cherche donc une solution particulière sous la forme d un 
produit de ex par une fonction polynomiale de degré 

d+1 = 2: 

y0 (x) = (ax2 + bx + c)ex est solution de (E3) 

<=> Vx E JR, Yo,(x) -yo(x)= (x + i)ex 

<=> 'ri X E Ill, (2ax + b)ex = (x + l)ex 

Ainsi, en identifiant les coefficients, 

Yo(x) = 1x2 + x)ex convient 

on voit que 

Les solutions d1; (E3) sont obtenues en faisant la somm~. de 
cette solution particulière et des solutions de l'équation 
homogène: 

où À est un paramètre réel. 

. ·. ~ 
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Résoudre sur lR l'quation différentielle suivante: 

y'+ y = x - ex + cosx (E4). 

LeS-;:$olutions de l'équation homogène associée y'+ y= 0 
s001;, 'Jes y(x) = Àe-x, Â. E lll On remarque que le second 
membre est la somme d'une fonction polynomiale de degré 
1, d'une fonction exponentielle ( différente de éX] et d'une 
fonction trigonométrique. D'après le prmc1pe de 
superposition, on cherche donc une solution particulière 
sous la forme d'une telle somme: 

y0(x) = ax + b +µex+ acosx + psinx est solution 
de{E4 ) 

<:=} Vx E IR, y0,(x) + Yo(x) = X - ex+ cosx 

~\fx E nt, ax +a+ b + Zµer +(a+ P)cosx + (-a 
+ /J)sinx = X - ex + COSX 

Ainsi, en identifiant les coefficients, on voit que 

y0 (x) == x-1 -.!ex +.!cosx +!sinx 
2 2 2 

co~vtent 

Les solutions de (E4) sont obtenues en faisant la somme de 
cette solution particulière et des solutions de l'équation 
homogène: 

1 
1 

1 
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1 1 1 
y(x) = x -1- 2er + 2 cosx + 2sinx + Àe-x (x E Ill) 

où À est un paramètre réel. 

Rés~udre sur l'intervalle I =]1,+oo[ l'équation différentielle 

suivante : xlnxy' + y = x. 

Les fonctions x H ..2_ et x H ..!.. sont continues sur J et on 
xlnx lnx 

sait que les solutions de (E) sur I sont de la. forme / 0 + }./1 

où fo e~t une solution particulière de (E) et ft est une 
solution particulière non nulle de (EH). 

Soit f une fonction dérivable sur J.f est une solution de (E) 

sur 1, si et seulement si, 

Vx E /, 

<:::, Vx E /, 

xinxf'(x) + f(x) = x <=> Vx e /, 
1 

lnxf'(x) +-f(x) = 1 
X 

Qnx.n'(x) = 1 <:::, 3il ER./ V;c E /, 
x+..l. 

/(X)=
Jnx 

(-'- -- _---- ----------- ~--------------
f 'Exercice 7 : · - · - ·_. •· · .-.... · · 1 
L_ -~-----~-------- --------------· -- -- --- . - ____i:'.J 

Résoudre sur l'intervalle I =J - oo, O[ l'équation différentielle: 

x(xy' + y._x) = 1. 

Les fonctions x 1-+ .! et x 1-+ 1 + 2.. sont continues sur r et on 
;x; ;x;2 

sait que les solutions de (E) sur J sont de la forme / 0 + J,..f1 
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où fo est une solution particulière de (E) et / 1 est une 
solution particulière non nulle de (Eh'). 

Soit f une fonction dérivable sur l.f est une solution de (E) 
sur/, si et seulèment si, 

Vx E /, x(xf'(x) + f(x) - x) = 1 ç:) Vx E /, 
1 

(xn'(x) =X+ -
. X 

x• ~31ER/ Vxe/, xf(x)= 2 +1n(-x)+il 

<=> 3il E rH./ Vx E /, f(x) = i+ ln(-;+ ,l. 

Les solutions de (E) sur J sont les fonctions de la forme 
x + ln(-x)+A , 1rD 

XH- --'----<--AEl[ll.. 
2 X ' · 

~Vx El, (lnx.D'(x) = 1 C:;? 3,l ER/ '<lx t /, x+J 
f(x)=

. lnx 

r.R._ .. , ·--... ., -- ···•• - -·--· ··--· ·---
L~~ercice 8 : · · ::_ · -· · - --· - - . . -. . ! 

·-·------~--- - . - --- ·····- --------------~ 
Résoudre sur l'intervalle l =] - oo,O[ l'équation différentielle: 

2xy' + y == x4• 

t Soluüoit de l'exerëice 8 ~ _-_ -__ --- ------J 
1 i 3 

Les fonctions x 1-+ - et x 1-+ ~ · sont continues sur 
2x 2 

I =] - oo, 0 [ et on saitque les solutions de (E) sur/ sont de 
la forme fo + 1/1 où / 0 est une solution particulière de (E) · 
et fi est une solution particulière non nulle de (EH)-

Soit f une fonction dérivable sur l. f est une solution de (E) 

sur J, si et seulement si, 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES .· 

ç:;, \Jx El, 

lnlrl l lalxl ;r3 lnJxl 
'rfx E /, e-2-f'(x) + - e-2-f(x) = -e-2- . 

. zx 2 

~ 'rfx E /, 
1 

(Fxn'(x) = - 2 (-x)7fZ 

~ 3,l E. Ill/ Vx E /, hf (x) =; (-x)9{\t 

1 4 ,l 
ç::> 3l E ~/ 'r/x E /, f(x) = -x + r-= 

. 9 V~ 

Les solutions de (E) sur J sont les fonctions de la forme 
x4 À: 

Xi-+-+ ,=,À Elit. 
9 v-X 

Résoudre sur l'intervalle I = !R l'équation différentielle: 

y' + 2y = x 2 
- 3x. 

Les fonctions x 1-+ 2 et x 1-+ x2 - 3x sont continues sur ~ et 
on sait que les solutions de (E) sur ~ sont de la forme 
fo + À.fi où / 0 est une solution particulière de (E) et / 1 est 
une solution pgrticulière non nulle de (EH)- · 

Soit f une fonction dérivable sur R. 

f solution de (E') sur lPl. ~ '<lx E ~ f'(x) + 2/ (x) = x 2
-, 3;r 

~ Vx E lm, e2"f'(x) + 2e 2"'f(x) = (x2 
- 3x)e2

"' 

~ Vx E JPl., (e 2" f)'(x) = (x2 - 3x)e2.x 

CsJ 1 5J 
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Recherche d'une primitive sur IRt de la fonction 

x H (x2 - 3r)e2x. 

Deu~_intégrations par parties fournissent: 

f (x2 - 3x)e2" dx =; (x2 - 3x)e 2
" - ~ f (2x - 3)e

2
:r dx 

• 1 

=.!:(x2 -3x)e 2"-!(2x-3)e2:r+-J eu dx 
2 4 2 

= ~(2x2 - 8x + 3)eix + ¼e
2
" + C 

1 = -(x2 
- 4x + 2)e2

" + C 
2 

Cherchons les primitives de x .-. (x2 
- 3x)e2

x sous la forme 

x ..... (ax2 + bx + c)e2x. 

Dpnc, 

((ax 2 + bx + c)ezx)' = (2(ax2 + bx + c) + (2ax + b))e
1
x 

= (2ax2 + 2(a + b)x + b + 2c)e
2

"". 

t 
1 

· 2a"" 1 =-
((a.x2 + b:r: + c)e2:r)' == (x2 - 3x)ezx <=) {z(a + b) = -3 ~ = :_2. 

b +2c = 0 = l 

Résolution de (E). 

f solution de (E) sur Ill ~ Vx E Ill, 
(eZXD'(x) = (x 1 - 3x)eZi <=) 31 ER/ Vx ER. 

xz z:r 
e2"f('x) = (- - 2x + l)e + il 

2 

~ 31 E R/ Vx E lR. 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

Les solutions de (E) sur R. sont les fonctions de la 
xz 

formex H - - 2x + 1 + À.e-2x, ,t Eli!. 
z 

Résoudre sur l'intervalle l = lm. l'équation différentielle: 

'+ __ 1_ 
Y Y - 1+2ex" 

Les fonctions x >-+ l · et x >-+ -
1

- sont continues sur R et on 
1+zex 

sait que les solutions de (E) sur Ili sont de la forme / 0 + J../1 

où / 0 est une solution particulière de (E) et /1 est une 
solution particulière non nulle de (EH). 

Soit f une fonction dérivable sur JR.. 

f solution de (E) sur lm.~ Vx ER f'(x) + f(x) = - 1
-• -

1+2e:r 
ex 

<=) 'tlx E !Il, exf'(x) + e"f(x) = --
1 + 2e"" 

1 
<=) 31 E IR/ \fx ER. e"f(x) = 2In(l + 2e"') + À 

1 
· ~ 3A E R./ Vx E ~ f (x) = (Ï ln(l + 2e"') + il)e-:r 

Les solutions de (E) sur lll sont les fonctions de la forme 

x t-+ (i ln(l + 2e~) + À)e-x, il. E Ill 

Résoudre sur l'intervalle l = ]O, rc[ l'équation différentielle: 

y'sinx-ycosx + 1 = O. 
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1 ·;;!Ùl;~i.\:\1:-".;:;k:\ ' ~::-:::,~i~A/X:c;')})_~_-.-:·: : :. /:i:~ff,,~:/:*L;,:::_, ,: L ·J,;,.;~, 1 

L 
ç • cosx 1 . 

es 1onct1ons x H --. - et x H - -. - sont contmues sur 
smx smx 

I =]O, rr[ et on sait que les solutions de (E) sur li sont de la 

forme fo + À/1 où / 0 est une solution particulière de (E) et 

fi est une solution particulière non nulle de (EH)-

Mais x i-+ sinx est une solution non nulle de (EH) sur I et 

x H cosx est une solution de (E) sur ]O, rr[. 

Les solutions de (E) sur ]0, rr[ sont les fonctions de la forme 

x H 1sinx + cosx, À E ~-

On se propose d'intégrer sur l'intervalle le plus grand possible 
contenu dans ]O, +oo[ l'équation différentielle: 

(E) y'(x) _ y(x). -y(x)2 = -9x2• 
. X 

1. Déterminer a E]O, +oo[ tel que y(x) = ax soit une 

solution particulière y0 de (E). 

2. Montrer que le changement de fonction inconnue : 

y(x) = y0 (x) - z~) transforme l'équation (E) en l'équation 

différentielle 

(E1) z'(x) + (6x + ;)z(x) = 1. 

3. lntégrer (E1) sur ]O, +oo['. 

4 . Donner toutes les solutions de (E) définies sur JO, +oo[. 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS D_IFFÉRENTIELLES, 

Le but de l'exerdce est de résoudre l'équation 

y' (x) - y(xJ - y(x l = -9x2• 
X 

(E) 

1. Tr~uvons a EJO, oo[ tel que y0 (x) = ax soit une solution 

particulière. Puisque 

( Yo(x) ( )2 2 2 Yo, x)--x--Yo x "'-a x, 

y0 est solution si et seulement si a= ±3. On choisit a :;::c ;3. 

2. Si z est une fonction C1 ne s'annulant pas, 01/ pose 

y(x) == 3x - 1/z(x). Alors y est solution si et seulement si 

z'(x) 1 1 6x 
--+-----+-=O 
z(x)i xz(x) z(x)2 z(x) · 

En multipliant par z(x)2, on obtient que y est solution de 

(E) ssi z vérifie 

z'(x) + ( 6x + ;) z(x):: 1. 

3. On résout (E_1) sur JO, oo[. 

(E_l) 

Une primitive de x ~ 6x + 1/x est x H 3xz + ln(x), donc 

les solutions de l'équation homogène sont les x H 

Aexp(-3x2 - ln(x)). On cherche une solution particulière 

de (E_1) sous la forme 

zp(x) = a(x)exp(-3x2 
- ln(x)); 

alors zp est solution si a' (x)expè-3x2 - ln(x)) = 1, c'èst-à

dire si a'(x) = xexp(3x2
), par exemple si 

a(x) = exp(3x 2)/6. 
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Les solutions de (E_l) sopt donc les 

( ) 
_ 1 + Aexp(-3xi) 

Z X - 6x '. avec AE IR. 

4. On va maintenant en déduire les solutions de (E) définies 
sur ]O,oo[. 

Soit y une solution C1 définie sur ]0, oo[. On suppose dans 

un premier temps que y(x) > 3x sur l'intervalle ouvert 
I c]0, oo[. pris aussi grand que possible. 

Alors y(x) = 3x - 1/z1(x) pour une certaine fonction 
z1 < 0 qui est C1 sur/. D'aprà .. s la question précédente, on a 
nécessairement z1(x) = [l + A1exp( ...,·3x2)]/6x pour une 
certaine constante A1 Elit. Puisque z1 < 0, cela impose 
A1 < 0, mais du coup/ :;t:]O,+oo( car 1 > A1exp(-3x2) six 
est assez grand. 

Dans. tous les cas, il existe donc un inteIValle ouvert J tel 
que y(x) < 3x sur]. On suppose encore que J est aussi 
grand que possible. Sur], y(x) = 3x -1/zj(x) pour une 

certajne fonction z1 > 0 qui est C'1 sur]. Encore d'après la 

question précédente, z1(x) = [1 + A1exp(-3x2)]/6x pour 

une certaine constante A1. Puisque l'intervalle ouvert 

J =]a,b[ a été supposé maximal, et puisque y est supposée 
définie sur ]O, +oo[, si a> 0 on a y(a) = 3a et de même si 
b < oo, y(b) = 3b, car sinon par continuité de y on aurait 
encore y(x) < 3x sur]a- e, b + E[ pour un petit E > O. Cela 
n'est possible respectivement que si z1(x) ➔ +oo lorsque 

x ➔ a ou zj(x) ➔ +oo lorsque x ➔ b. 

Or on a dit que z1 = [1 + A1exp(-3x2)J/6x,' cela n'est donc 

pas possible du tout (sauf précisément si respectivement 

a =0et b = 0). 

1 

. 1 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

Donc soit y(x) = 3x sur JO, +oo~ soit y(x) < 3x sur ]O, +ex'[. 
Dans ce dernier cas, z(x) == 1/(3x - y(x)) est définie sur 

]0, +oo[ et s'écrit z(xJ == [1 + Aexp(-3x2)]/6x. Puisque 
z > 0, nécessairement A - 1. Donc si y est solution, alors 

6x 
y(x) = 3x - ----- avec A - 1. 

1 +Aexp(-3x2) 
y(x) = 3x ou 

Réciproquement, si y est ainsi définie, alors y est définie et 
C1 sur JO, oo[, et on peut vérifier que c'est bien une solution. 

Résoudre le système différentiel: 
f i(t) = x(t) + y(t) f x(O) = 2 
ly(t) = 3x(t) - y(t) avec ly(0) = -2 

Si z = x + il.y, alors i = x(l + 3l) + y(l - À). Pour que z 
soit proportionnel à z, il suffit que il.(1 + 3.il.) = 1 - ;i. 

autrement dit 3.il.2 + 2,l - 1 = O. 

Il y a deux solutions: a= -1 et b = 1/3. On pose u = x - y 
1 

etv = x +3y. On a alors: ù = -2u etv = 2v. On en déduit 

que les solutions u et v sont de la forme u(t) = C1e-2t et 
v(t) = C2ezt, avec Ci, C2 E R. De plus, 

1 

4(u + 3v) 
3 
-(v-u) 
4 

Donc les solutions du système différentiel sont les couples 
de fonctions (x,y) de la forme 
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On veutx(0) = iety(O) == -2. Ceci est équivalent à 

[ D1 + 3D2 = 2 {D1 == 1 
-3D1 · + 3D2 = -2 ~ D

2 
== 1/3 

Conclusion: il y a une unique solution, donnée par 

x(t) = é,-2t + ezt, y(t) = -3e-2t + e2t_ 

Déterminer toutes les fonctions f: [O; 1] ➔ JR., dérivables, 
telles que 

':/x E (O; 1), f'(x) + f(x) ""f(O) + f (1). 

Une fonctwn f: [O; 1] ➔ R convient s1 et seulement si 

• f est dérivable 

• f est solution de y' + y = c 

• f vérifie f(O) + /(1) = c (où c est un réel quelconque) 

Or les solutions de l'équation y'+ y ::= c sont exactement 
les f: x H Ae-x + c, où À ER (en effet, on voit facilement 
que la fonction constante égale à c est une solution 
particulière de y'+ y = c). Évidemment ces fonctions sont 
dérivables, et f(O) + f(l) = ,l(l + e-1)+ 2c, donc Ja 

troisième condition est satisfaite si et seulement si 
-..:l.(1 + e-1 ) = c. 

Ainsi les solutions du problème sont exactement les 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES 

' 
-,: 1 -1) i f(x).= À(e - - e 1 

pourJ E IR.. 

Résoudre l'équation différentielle suivante: 

y' - (2x- ~)y= 1 sur]O; +ooL 
en trouva~t une solutio~ particulière par la méthode de 
variation de la constante. 

(a) Résolution de l'équation homogène 

y'. - (2x-;)y = o. 

Une primitive de a(x) = Zx-;estA(x) = x2 -lnx, 

donc les solutions de l'équation homogène sont les 

y(x) = À.exp(x2 -lnx) = A;exp(x2), pour À une constante 

réelle quelconque. 

(b) Recherche d'une solution particulière. 

Nous allons utiliser la méthode de variation de la constante 
pour trouver une solution particulière à l'équation 

y' _ (Zx - ~y = 1. On cherche une telle solution sous la 

forme y0 (x) .==.Â(x) ;exp(x2) où x ~ A(x) est maintenant . 

une fonction. 

On calcule d'abord · 

Yo,(x) = .:l'(x) ~exp(x2) + ,l(x) (- ;2 + 2) exp(x2) 
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Maintenant: 

Yo est solutionde y' - (2x + !.)y = l 
X 

1 
ç::;:: Yo, - (2x - ;)Yo = 1 

( i ) 1 1 
{ac À.

1{r)xexp(x2) + À(x) - 2 + 2 exp(x2) - (2x--)À(x)-exp(x2) = 1 
X X X . . 

il'\ 

1 
~ 1'(x)-exp(x2) = 1 

X 

{::: il'(x) = xexp(-x2) 

Ain;i, ~n peut prendre il(x) = - ; exp(x2), ce qui fou.mit la 

solution particulière : 

1 1 1 1 
Yo(x) = A(x)-exp(x2

) = --exp(-x2)-exp(x2) = --
x . 2 X 2X 

Pour.se rassurer, on n'oublie pas de vérifier que c'est bien 
une solution ! 

( c) Solution générale. 

L'ensemble des solutions s'obtient par la somme de la 
solution particulière avec les solutions de l'équation 
homogène. Autrement dit, les solutions sont les: 

1 1 
y(x) = --+ À-exp(x2

) (À e li). 
2X X 

Résoudre l'équation différentielle suivante: 
y' -y::::: xkexp(x) sur Iœ., avec k EN, 

en trouvant une solution particulière par la méthode de 
variation de la constante. 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

(a) Résolution de l'équation homogène y' - y= O. 

Les solutions de l'équation homogène sont les 

y(x) = ilexp(x), il E ~-

(b) Recherche d'une solution particulière. 

On cherche une solution particulière sous la forme 
y0 (x) == il(x)exp(x} où x ~ l(x) est maintenant une 
fonction. 

Comme y0,(x) = A'(x)exp(x) + l(x)exp(x) alors 

Yo est~olutiondey' - y = xkexp(x) 

<= A'(x)exp(x) + l(x)exp(x) - l(x)exp(x) = xkexp(x) 

<= .f (x)exp(x) = xkexp(x) 

<= X(x) = xk 

k+t 
On fixe l(x) =~,ce qui conduit à la solution particulière: 

k+l 

xk+l 

y0(x) = k + 1 exp(x) 

( c) Solution générale. 

L'ensemble des solutions est fqrmé des 

Xk+l 

y(x) = k + 
1 

exp(x) + lexp(x) (1 E lll). 
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Résoudre l'équation différèntielle suivante: 
x(l + ln2 (x))y' + 2ln(x)y = 1 sur ]O; +oo[, 

en trouvant une solution particulière par la méthode de 
variation de la constante. 

Le coefficient de y' ne s'annule pas sur ]0; +oo[, l'équation 
peut donc se mettre sous la forme 

, 2lnx 1 
y + x(l + ln1(x)) y= x(l + ln2 (x)) 

(a) Les solutions de l'équation homogène associée sont les 
y(x) = ÀeA(x), où A est une primitive de 

2lnx 
a(x) =. x(1+Jnl(x)) et À E ~ On peut donc choisir 

A(x) = -ln(u(x)) avec u(x) = 1 + ln2(x). Les solutions de 

l'équation sont les y(x) = Àe-ln(1+1n2(x)) = __ i __ 
1+ln2 (x) 

(b) Utilisons la méthode de variation de la constante pour 
trouver une solution particulière del'équation avec sec,ond 

membre. On cherche y0 (x) = JI(~)(.)' avec À une fonction 
l+ n X 

dérivable. Or z(x) = -
1

1
.( est solution de l'équation 

1+ n~ X) · · 

homogène ety0 (x) = À.(x)z(x): 

Yo est solution 

+ 2lnx 1 
<= Yo, x(i+JnZ(x)) Yo = x(1+1n2(x)) 

, [ 2lnx ] 1 
<= il (x)z(x) + J(x) z'(x) + x(l + InZ(x)) z(x) = x(l + Jn2 (x)) 

=O 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

Àl(X) 1 <=---=----
l+ln2(x) x(l+!n2 (x)) 

<= A'(x) = .! 
X 

On peut donc choisir il.(x) == lnx, ce qui donne la solution 
. l"' ( ) lnx part1cu 1ere Yo x = 1+ln2 (x)' 

. 
(c) Les solutions sont obtenues en faisant la somme de cette 
solution particulière et des solutions de l'éqù~tion 
homogène: ce sont les 

Inx+.l 
y(x) = 1 + ln2(x) 

où ,l est un paramètre réel. 

(l E Hl) 

Remarque : le choix d'une prin:iitive de X' se fait à 
constante additive près. Si on avait choisi par exemple 
1(x) = lnx + 1, la solution particulière aurait été différente, 
mais les solutions de l'équation avec second membre 
auraient été les 

lnx+l+.l 
y(x) = 1 + lnz(x) (x E R) 

Quitte à poser ;t0, = 1 + À, ce sont évidemment les mêmes 

que celles trouvées précédemment! 

Résoudre l'équation différentielle du second ordre 
suivante: 

· y" - 3y' + 2y = 0 . 
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Il s'agit d'une équation homogène du second ordre. 
L'équation caraçtéristique associée est r 2 

- 3r + î = O-;qui 
admet deux solutions: r = 2 et r = 1. Les solutions ·sont 

donc les fonctions définies sur R. par y(x) = À.e2x + µex 
(l, µ E lR1). 

Résoudre l'équation différentielle du . second ordre 
suivante: 

y" + Zy' + 2y = O. 

L'équation caractéristique associée est r 2 + 2r + 2 = 0, qui 
admet deux solutions: r = -1 + i et r = -1 - i. On sait 
alors que les solutions sont donc les fonctions définies sur 
R par y(x) = e-x(Acosx + Bsinx) (A,B E IR). Rernarquons_ 
que, en utilisant l'expression des fonctions cos et sin à l'aide 
d'exponentielles, ces solutions peuvent aussi s'écrire sous la 
forine.ileC-1+i)x + µe(-i-,i)x (À.,µ E IR). 

Résoudre l'équation différentielle du second -cirdre 
suivante: 

·~ y" - 2y' + y = o. 

L'équation caractéristique est r 2 - 2r + 1 = 0, dont 1 ést 
racine double. Les solutions de l'équation homogène sont 
donc de la forme (.ilx + µ)ex. · 

'i 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

Résoudre l'équation différentielle du second ordre 
suivante: 

y"+ y= 2cos 2• 

Les solutions de l'équation homogène sont les .ilcosx + 
· µsinx. Le second membre peut en fait se réécrire 

cos2x = 1 + cos(Zx): d'après le principe de superposition, 
on cherche une ·solution particulière sous la forme 

a + bcos(2x) + csin(2x). En remplaçant. on trouve qu'une 

telle fonction est ,solution si a = 1, b = - =- c = O. Les 
3' 

solutions générales sont donc les 

À.cosx + µsinx - ; cos(2x) + 1. 

Résoudre sur )O; n[ l'équation différentie1le : 
y' + y = !:Otanx. 

Les solutions de l'équation homogène sont les Àcosx + 
µsinx. En posant y1 (x) = cosx et y2 (x) = sinx, on va 
chercher les solutions sous la forme Ày1 + µyi, vérifiant 

{
l'y1 + µ'yz = 0 <:::} (l'cosx+ µ's.inx = 0 
,l'y\+ µ'y'2 = cotanx U'(-sinx) + µ'cosx = cotan x 
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0 slnx 
il'(x) a: cotanx cosx 

cosx slnx 
Ç:) -slnx cosx 

cosx 0 
µ'(x) = -sinx cotanx 

cosx sinx 
-sinx cosx 

d'après les formules de Cramer, où co~x 
-smx 

obtient donc 

{

À'(x) = -cosx 
, cos2x 

µ(x)=-.
smx 

ce qui donne une primitive À(x) = -sinx. 

sinx = 1. On 
cosx 

2 

Pourµ, on cherche à primitiver c~s x à l'aide du changement 
· smx 

de variable t == cosx (et donc t = -sint x), on calcule une 
. . cos2x · t 2 1 

pnm1tive J -. - x = -f - t = t - f - t 
s1nx 1-t2 1-t2 

1 . 1 1 1 = t + 2 ln(l - t) - 2 ln(l - t) = cosx + 2 ln(l - cosx) -c 
2 

ln(l - cosx) 

En remplaçant, les solutions générales sont les 

y(x) = c1cosx + c2sinr + (-sinx)cosx+ (cosx + }In(l -cosx) !. 

i ln(l - cosx)) sinx 

qui se simplifie 

( ) + · . 1 . l 1-cosx m, y X == Ci cosx CzSIDX + - smx n-, C1, C2 E !RI.. 
2 l+cosx · 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFF'ÉRENTIELLES : 

Résoudre l'équation différentielle suivante à l'aide 
changement de variable suggéré : . 

x2y" + xy' +y= o, sur ]O; +oo[, en posantx = é. 

Puisqu'on cherche y fonction de x E]O; +00L et que 
l'application t 1-t é est bijective de IR sur ]O; +00L. on peut 
poser x ;= é et z(t) = y(er:). On a alors t = Inx et 
y(x) = z(lnx). Ce qui donne: 

y(x) = z(1nx) = z(t) 

y'(x) = .!_z'(lnx) = e-tz'(t) 
X 

y"(x) = - :zz'(lnx) + :zz"(lnx) = -e- Ztz'(t) + e-2t~~:{t) 

En remplaçant, on obtient donc que 

vx E]O; +co[, x 2y'' + .xy' +y= O <:;> 'v't ER, z"(t) + z(t) ;,, 0 

autrement dit, z(t) = ,kost + µsint où J.,µ E Ill Finalement, 
les solutions de l'équation de départ sont de la forme 

y(x) = z(lnx) = Àcos(lnx) + µsin(lnx) 

où À,µ E Ill. 

Résoudre l'équation différentielle suivante à l'aidë du 
changement de variable suggér~ : 
(l + x2)2 y" + 2x(l + xz)y' + my = O, sur IR, en posant 
x tant ( en fonction de m E IR). 
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L'application t t--t tant étant bijective de ] - :: ; ~ [ sut IIR, on 
· . 2 2 

peut poser x =c tant et z(t) = y(tant). On a alors 
t :;:; arctanx et ainsi : 

y(x) = z(arctanx) = z(t) 

. 1 
y'(x) = -

1 2 z'(arctanx) 
+x , 

/ 1 
y''(x) ::::f ~)2 (z"(arctanx) - 2xz'(arctanx)) 

(1+.r 

En remplaçant, on obtient que z est solution de l'équation 
I 

différentielle z" + mz = O. Pour résoudre cette équation, on 
doit distinguer trois cas: 

- m < 0: alors z(t) = Àe-Fmt + µe-,F"iii.t et donc 

y(x) = Àe-Fmarctanx + µe--Fmarctànx, 

· --m = 0: z" = 0 etdoncz(t) = Àt +µet 

y(x) = hrctanx + µ, 

- m > 0: alors z(t) = À.cos( -./mt) + µsin( ./mt) et donc 

y(x) = ,kos(-Jmarctan.x) + µsin(v'marctanx) 

oÙÀ.,µ E lR.. 

1 CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFÉRENTŒLLES 

1. Résoudre sur JO; +oo( l'équation différentielle: 
x2 y" +y= 0 

(utiliser le changement de variable x = é). 
2. Trouver toutes les fonctions de classe C1 sur IIR vérifiant 

Vx = 0, f'(x) = f (~) 

1. En faisant le c}:langement de variable x = é [ donc 
t = lnx) et en posant z(t) = y(et) (donc y(x) = z(lnx), 
l'équation x2y" + y = 0 devient z" - z' + z = 0, dont les 

solutions sont les z(t) = él2 
• ( ..il.cos(~ t) + µsin(~ t) ), 

À,µ e lll Autrement dit, 

( 
{3 {3 ) y(x) = ..fx ~cos(2 lnx) + µsin[zlnx) 

2. Supposons que f convienne: par hypothèse, f est de 
.. 1 

classe &-, donc x ._..!(;) est de classe C1 sur «• et par 

conséquent f' aussi. Ainsi f est nécessairement de classe C2 

sur ll:?4 ( en fait, en itérant le raisonnement, on montrerait 
facilement que f est C00 sur JR•). 

En dérivant l'équation f'(x) = f (;), on obtient 

►1 (1) f"(x) = --2f' -
X \X 

et en réutilisant l'équation: 

,, 1 'G) 1 . f (x)=--f - =--f(x). 
xZ , xZ 
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Ainsi on obtient que f est solution de x 2y" + y = O sur JRt. 
Nécessairement, il existe?.,µ E lR tels que 

( -.fi ../3 ) \tx > 0, f(x) = ,./x À.cos(2 Inx)_ + µsin(
2

Inx) 

Par hypothèse, f est de classe C 1 sur ~. en particulier elle 

se prolonge en O de façon C1. Cherchons à quelle condition 

sur À,µ cela est possible. Déjà, f(x) ~ v'x(?.cos('7lnx) + 

µsin("\132
3 
ln.x)) ~ 0 pour tous À.,µ; donc f(O) = O. Mais 

X➔O 

f (x) - f (0) 1 ( ../3 ,/3 ) 
x _ 0 = -fi ..lcos( 2 Jnx) + µsin(-f lnx) 

n'a pas de 1imite en O si il * 0 ou µ * O. En effet, pour 
2 

Xn = e"jf.-Znrt), on a Xn ➔ 0 mais f(-xn)-f(O) = ~ qui admet 
Xn-0 -.Xn 

une limite finie seulement si il = O. De même avec 

Xn' = eiC-2nrr-t-p qui donne f(-xn,)-f(O) = ...!!.... et implique 

doncµ= O. 
x,., - o .fi; 

Par conséquent, la seule possibilité est À. = µ = O. Ainsi f . 

est la fonction nulle, sur [O, +oo[. Le même raisonnement 
s'applique . sur ] - oo, O]. La fonction est donc 

nécessairement nulle sur R Réciproquement, la fonction 
constante nulle est bien solution dÙ problème initiaL 

CHAPITRE No4 : ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES }1: 

Le polynôme caractéristique est f(r) = (r - 1)(r - 2) et les 
solutions de l'équation homogène sont donc toutes les 
fonctions: 

y(x) = c1ex + c2e2x avec c1, Cz E IRL 

On cherche une solution particulière de la forme 

Yv(x) = P(x)ex. 

Or k=l est une solution simple du polynôme caractéristique: 
alors le polynôme P est de la forme P(x) = ax + b, ce ~m 

donne P(x) = -x. Les solutions de l'équation sont donc les 
fonctions: 

y(x) = (c1 - x)ex + Czezx avec c1, Cz E lR. 

Résoudre Î'.équ~tion suivante : y'~- y = -6cosx + Zxsinx. 

Ici f(r)--= (r - l)(i- + 1) et l'équation homogene a pour 
solutions: 

[3J_ 
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On remarque que la fonction 3cosx vérifie l'équation 

y" - y = -6cosx, il nous reste donc à chercher une solution 

y1 de l'équation y" - y= 2xsinx, car Yp(x) = 3cosx + 
y 1 (x) sera une solution de l'équation considérée. Pour cela, 

on remarque que 2xsinx = lm (2xeix) et on utilise la 

méthode décrite plus hàut pour trouver une solution z1 de 

l'équation : y" - y= 2xeix. On cherche z1 sous la forme 

P(x)eix où P est un p_olynôme de degré 1 car f (i) = 
-2 = O. On a /(i) = 2i, la condition(*) sur Pest donc: 

2iP'(x) - 2P(x) = 2x .ce qui donne après identification 

P(x) = -x - i. Alors Y..i.(x) = lm ((-x + i)eix) = 
-xsinx - cosx. Les solutions sont par .conséquent les 

fonctions: 

y(x) = c1ex + c2e-x + 2cosx - xsinx avec Ci,C2 Eli. 

Autre méthode pour trouver une solution de y" - Y = 
2xsin.x : On la cherche de la forme y1(x) = A(x)sinx + 
B(x)cosx où A,B sorit des polynômes de degré 1 cari n'est 

pas racine de l'équation caractéristique (danger: pour un 
second membre du type Q(x)sin(Px)e= la discussion porte 

sur a+ tp et non sur a ou p ... ). On calcule y~, y; et on 

applique l'équation étudiée à y1 ... on obtient la condition: 

(A" -A - 2B)sinx + (B" - B - 2A') = 2xsinx 

. · : . {A" - A - 2B' = 2x 
qm sera réalisée s1 : ., ZA' . 

• B-B- =O 

On écrit .: A(x) = ax + b et B(x) =ex+ d, après 
identification on obtient : a = d = -1, b = c = 0, ce qui 

détermine Y1• 

1 

_,J;. 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

Résoudre l'équation suivante : 4y11 + 4y' + Sy = sinxe-x/2_ 

L'équation .caractéristique a 2 racines complexes 

r1 = -1/2 + 'j et r2 = r1 et ,les solutions de l'équation 
homogène sont : 

On a sinxe-f = lm ( e(--½+ï)x). on commence donc par 

chercher une solution Zp de l'équation avec le nouveau 

second membre e(-l/Z+l)x.~omme -1/2 + i est racine de 
l'équation caractéristique, on chercheta 

Zp(x) = P(x)e<-1/z+t)x avec P de degré 1. Par conséquent la 

condition ( *) sur P : 

4P" + f'(-1/2 + i)P' + f(-1/2 + i)P = 1 

s'écrit ici : 8iP' = 1 ( P" = 0, f(-1/2 + i) = 0 et 
f'(-1/2 + i) = Bi), on peut donc prendre P(x) = -i/8x et 
Zp(X) = -i/8xeC-t/z+i)x, par conséquent sa partie 

imaginaire Yp(x) = lm (-i/8xeC-l/2+l)x) = 1/Bxsinxe-x/z 

est une solution de notre équation. Les solutions sont donc 
toutes les fonctions de la forme~ 

y(x) = e-x/2 ( c1 cosx + (c2 + 1/Bx)sinx) avec c1, c2 E ml. 
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On considère l'équation: y" + 2y' + 4y = xex (E) 

1. Résoudre l'équation différentielle homogène associée à 
(E). 

2. Trouver une solution particulière de (E) ( expliquer votre 

démarche), puis donner l'ensemble de toutes les solutions 
de (E). 

3. Déterminer l'unique solution h de (E) vérifiant h(O) = 1 
eth(l) = O. 

4. Soit f: ]O, oo[ ➔ R. une fonction deux fois dérivable sur 

JO, oo[ et qui vérifie: 

t 2 f"(t) + 3tf'(t)+ 4/(t) = tlogt. 

(a) On pose g(x) = f(ex), vérifier que g est solution de 
(E). 

(b) En déduire une expression de f. 

1. Le polynôme caractéristique associé à E est 

p(x) = x2 + 2x + 4 ; son discriminmt est â = -12 et il a 

pour racines les 2 nombres · complexes -1 + i.../3 et 

-1- i../3. Les solutions de l'équation homogène sont donc ., 
· toutes fonctions 

y(x) = e-x(acos...fix + bsin✓3x) 

obtenues lorsque a, b décrivent Ill 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS OIFFÉRENTIELLE;S 

2. Le second membre est de la forme e.uQ(x) avec À= 1 et 

Q(x) = x. On cherchera une solution de l'équation s.ous 1a 

forme : Yp(x) = R(x)ex avec R polynôme de degré égal à 

celui de Q puisque p(l) = O. On pose donc R(x) = ax+ b. 

Ona 

y;(x) + 2y;(x) + 4yp(x) = (7ax + 7b + 4a)e·\ ., 

Donc Yp est solution si et seulement si 7 ax + 7 a·+ 4b = x. 
On trouve après identification des coefficients : 

1 
a=-

7 
et 

-4 
b-- · - 49· 

La fonction Yp(x) = ¼ex -~ex est donc solution de 1Cet la 

forme générale des solutions de E est : 

y(x) = e~x(acos"3x+ bsin""3x) +½cx-~eX; a,h ER 

3. Soit h une solution de E. Les conditions h(O) = 1, 

h(l) = O sont réalisées ssi 

53 
a=-

49 

4. 

et b;,,, 
' 

53cos.J3 + 3e2 

49sin✓3 

(a) On a : g'(x) = é'/(ex) et g"(x) = ex['(ex) + 
e2x t" (ex) d'où pour tout x E ~: 

.;,. 

g" (x) + 2g' (x) + 4g(x) = ,l" (' (e") + Ze" t' (e") + 4f(e"') == e"loge" = xe"' 

'. '.'/_: .• ~-

donc 9 est solution de E. 

(b) Réciproquement pour f(t) = g(logt~ _où 9 est_ ~ne 
solution de Eon montre que f est 2 fois denvable etvenfie 

.. 

~ 



.( 
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l'équation donnée en 4. Donc les fonctions f recherchées 
sont de la forme : 

;{acos(v'3logt) + bs!n(v'31ogt)) +} (logt - ~) ; a, b E Ill. 

On considère l'équation différentielle suivante: . 
(E. D.) y" - 4y' + 4y = d(x), 

où d est une fonction qui sera précisée plus loin. 

1. Résoudre l'équation différentielle homogène associé_e à 
(E.D,). 

2. trouver une solution particulière de (E. D.) lorsque 
d(x) ~ e-2x etlorsque d(x) = e2x respectivement. 

3. · Donner la forme générale des solutions de (E. D) lorsque 
e-2x+e2X 

d(x)=--. 
' . 4 

r· ---- - -·-·-· ·---· .... - - ----- . , - ~- -- - - ... - . - --··7 
t ~o1u~!~n d~ l'ex~rci~e 3~-: ,--~ -- ---- -~------ -__ -___ -j 

1. L'équation caractéristique r 2 - 4r + 4 = 0 a une racine 
(double) r = 2 donc les solutions de l'équation homogène 
sont les fonctions : 

,:-·,·, ~ 

'· 

2. 'Pour d(x) = e-2x on peut chercher une solution 

partiçulière de la forme : y 1(x) = ae-2:t car -2 n'est pas 
racine de l'équ~tion caractéristique. On a y1,(x) = -2e-2x 

et y111 (x) = 4ae-ix_ Par conséquent y1 est solution si et 
seulement si : 

i 
-t 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

\/x E ~ (4a - 4(-2a) + 4a)e - ~x = e- zx 

donc si et seulement si a = 
1

1

6
• 

Pour d(x) = e-zx on cherche une solution de la forme 

y2(x) == ax 2e 2X, car 2 est racine double de l'équation 

caractéristique. On a y 2,(x) = (2ax + 2ax2 )e 2x et 
Yz"(x) = (2a + 4ax + 4ax + 4ax2)e2x = (4ax2 +Sax+ 
2a)e2r. Alors y2 est solution si et seulement si 

Vx E ~ ( 4ax2 + Bax + 2a - 4(2ax + 2ax2) + 4ax2)e2x 

=e2x 

donc si et seUJement si a = ½, 

3. On déduit du principe de superposition que la fonction 

· est solution de l'équation pour le second membre donné 
dans cette question, et la forme générale des solutions est 
alors: 

Résoudre sur R l'équation différentielle suivante : 

y" - 2y' + 2y = xcosxchx. 
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L'équation caractéristique de l'équation homogène 

y" - 2y' + 2y = 0 est r 2 
- 2r + 2 :::: 0 dont les racines sont 

1- i et 1 + i. Les solutions de l'équation homogène sont les 
fonctions de la forme x H ex(,kosx + µsinx), (1, µ) E R2• 

L'équation avec second membre s'écrit 

y"_ 2y' + 2y =:: (e(l+i)x + e(-l+i)x + eCl-l)x + 
4 

On applique alors le principe de superposition des 
solutions. 

Recherche d'une solution particulière de l'équation 
y'' - 2y' + 2y = xe(l+i)x_ 

1 + i est racine simple de l'équation caractéristique et donc 
l'équation précédente admet une solution particulière de la 
forme f: x H (ax2 + bx)eCl+!)x_ D'après la formule de 

Leibniz: 

f" - 2{' + Zf = (((1 + i)2(ax2 + bx) + 2(1 + i)(2ax + b) 

+2a) 

-2((1 + i)(ax2 + bx) + (2ax + b)) + 2(ax2 + bx))e(i+i)x 

= (2(1 + i)(2ax + b) + 2a - 2((2ax + b)))e(l+l)x 

= (2i(2ax + b) + 2a)e(l+l)x 

= (4iax + 2a + 2ib)eC1+i)x 

puis, 

f" - 2{ + 2/ = xeCl+Ox ~ 4ia = 1 

• j ~ 
et Z1b + Za = 0 ~ a = - 4 et b = 4. 

l 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

Une solution particulière de l'équation: 

y" - 2y' + 2y = xe(1+i)x est x H ! (-ix2 + x)e(l+ï)x. 
4 . 

Par conjugaison, une solution particulière de l'équài:ion 

y" - 2y' + 2y = xeCl-i):r estx H !(ix2 +x)eCl-i)x_ 
4 

Recherche d'une solution particulière de l'équation 
y" - 2y' + 2y = xe(-l+i)x. 

-1 + i n'est pas racine de l'équation caractéristique et donc 
l'équation précédente admet une solution particulière de la 
formef:x f-+ (ax+b)eC-l+i)x_ ··· 

D'après la formule de Leibniz: 

f" - 2{' + 2/ = (((-1 + i)2(ax + b) + 2(-1 + i)a)-2((-1 + i)(ax 
+ b) +a)+ 2(ax + b))eH+l)x 

= ((ax+ b)(-2i-2(-1 +i) + 2) + 2(-1+ i)a-
Za)e(-l+!)x 

= (4(1 - i)(ax + b) - 2(2 - î)a)eC1+Qr = (4(1-
!)ax - 2(2 - i)a + 4(1- i)b)eC1+l)x 

puis, 

f" - 2/' + 2/ = xe(-1+i)x ~ 4(1 - i)a = 1 et 4(1 - i)b - 2(2 - i)a 

=O 

1 + i (Z - i)(l + i) (3 + i)(l + l) 1 + Zt . 
ç:>a=- et b==----=..;..._-..:..-_.;..==--. 

8 .. 16(1 - i) 32 16 .· 

Une solution particulière de l'équation y" - 2y' + Zy =· 
xe(-1+i)x est x H :

6 
(2(1 + 9x + 1 + 2i)e(-1+i)x: · J'ar 

conjugaison, une solution particulière de l'équation 
y" - 2y' + 2y = xe(-l-i)x est 
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X H 2_(2(1- i)X + 1- 2i)e(-1-i)x. 
16 ' 

Une solution particulière de l'équation 

y" - 2y' + 2y = xcosxch x 

estgonc 

~(2 Re (~(-ix2 +x)e(1+i)x +~(2(1 +i)x+ 1 + 2i)eC-1+CJx) 
4 .. 4 16 

-'.~..!:..Re (4(-ix2 + x)(cosr + isinr)e" +(Zr+ 1 + Z(x + 1)i){cosx 
32 . 

· + isinx)e-" 

~-.l.(4(xcosx + x2sinx)ex + ((2x + l)cosx - 2(x + l)sinx)e-") 
32 

Les. solutions sur Ira de l'équation proposée sont les 
fonctions de la forme 

x .... ~ (xco.u + x2sinx) + lcosx + µsinr)e" + ((Zx + l)cosx - Z(x + 

l)sin~)e-"), (À,µ) E lll2. 

,·-=.ê-" ____ __ - ------ -------· · -----·- --- - __ .-- ·'7 
r·Exerciée32: . · _ · •- . -~ 
LS:......::::.. - _. ··---- ·- ... --·---··--··· -·· - - , __ ·---- --

Résoudre sur R l'équation différentielle suivante: 

y"+ 6y' + 9y = x2e2x. 

L'équation caractéristique de l'équation homogène 
y" + 6y' + 9y = O est r 2 + 6r + 9 = 0 qui admet la racine 
doubler= -3. Les solutions de l'équation homogène sont 
les fonctions de la forme x H e-3x(lx + µ), (il,µ) E R2 . 

[3J 

• J _ 

CHAPITRE N°4: ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

Comme 2 n'est pas racine de l'équation caractéristique et 

donc l'équation proposée admet une solution particulière 

de la forme f: x H (ax 2 + bx + c)e 2x. D'après la formule de 
Leibniz; 

f" + 6{' + 9/"" ((4(ax2 + bx + c) + 4(2ax + b) + 2a) + 6(2(ax2 

+ bx + c) + (2ax + b)) + 9(ax2 + bx + c))e 2r 

= (25(ax 2 + bx + c) + 10(2ax + b) + 2a}eh::; 
(25ax2 + (20a + ZSb)x + Za + 10b + 25c)e2"' 

puis, 

{' + 6{ + 9[ = x 2e 2x ~ 25a = 1 et 20a+ 25b 
== 0 et 2a + 10b + 25c = D 

1 4 6 
~ a == 25 et b = - 125 et c = 625" 

·une solution particulière de l'équation y"+ 6y' + 9y = 
x 2e2

X eStX H ...!...(25x2 - 20X + 6)e2X. 
625 

Les solutions sur IR de l'équation proposée sont les 

fonctions de la forme x 1-¼ -
1 

(2Sx2 - 20x + 6)e2x + (lx + 
· 625 

µ)e-3:t, (À,µ) E JR2• 

~ 




