Exercices et problemes
corrigés
(Mécanique Quantique)



# 1 - Paquet d'onde.

"état
i - On considére une particule libre de masse m, d'énergie E domt l'éta

peut &tre ddcrit par Ia fonction wi{x, 1)

i(kx — i)
i { = A e ik -0
1y Soir la fonction d'onde wix, ”
a: Donner la relation qui existe entre @ fr k pour qued wl(”.:,m;:gi:og
selution de ['égquation de Schridinger. En déduire la valeur de i
en fonction de o . -
b) Calculer la densité de probabilité : b B
systéme peut—il éfre déerit par w(x, &) ainsi Idéﬂme :

lw(x, O’de la particule. L'état du

2%} On propose la Sfonction w(x, 1) définie par
wix, 1) =¢ j-'”’ glk) € ikx g —iof dk

e

.
o g(k) est une fonction du vecteur d'ende k.

i i de
a) Justifier (sans faire de calculs) pourquoi Y(x, l)‘ est hsafu!wng
f’équa;fan de Schridinger. yix, ) représente—t—clle un €etat r ysique !

. (x. O).
= I’état du systéme est représenté par y(x. . ‘ .
s I'?m:r qfﬂte valeur de ¢, g(k} serait le transformée de Fourier de

anction  w(x, & 7 >
{ Quelle r:::lmﬁtian doit satisfaire g{k} pour que wrf{x, 0)

isable ? .
ol Exirail, Casa I, PC 2, Juin 1986.

~ 1%} a) On considare une .mnin:u]nc Jibre (dont l'éncrgic potentielle est nulle ou constante).

2 = ....E i‘z_ i (1]
L'équation de Schrisdinger s'écrit | if 5‘? (x. &) =— ; w(x, ¢}
Soit wix. 1) = A & (R = 4 sofution de cette Equation différentielle. i vient alors
oil wrix, 1) = !
&y 4
§£= —i @ et =—iEy
at ¥ dx®
e .l’.j
L'équation (1) devient donc : o =70
- e
k et @ sont donc li€s par larelation: @ =
I R 2
L'énergic E estalors E=fo = S

Ty
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b) Calculons la densité de probabilité - | yix ) = y* v = |A[

On voit que la probabilité de présence est uniforme dans tout l'espace. Un (elle onde n'eul

pas de carré sommable, en toute rigeur, elle ne peut donc représenter un élat physiqua o

la particule. ’

27} a) Le principe de superposition indique qué toute combinaison linéaire d'ondes planos
2

?;m sera ainsi solution de 'éguation (1), Une telle superposition s'derit

vériftant & =
ywitl=c j"” g(k) o itk ~ o) qp

Done  (x, &) représente un 8tat physique ; elle peut parfaitement &tre de cacré sommable,

b) & l'instant ¢ = &, Iétat du Systeme est représenté par y (x. 0) = ¢ J' " ek) e gk,

On voit que g(k) est tout simplement la transformée de Fourier de y(x, 3} & condition gue ¢

z 14 2 i +n .
soil égale A ——_ il vient alors : g(k) = —=— w0 - ax
2x : Virm J_,..

& 2 - Paquet d'onde - Relation d'incertitude.

I~ Donner, ea justifiant, la forme générale de la fonction d'onde de cetie
microperticufle.

2— Supposons gue la fonction d'onde de cefte microparticule est donnée A
tlinstant t = @ par :

Y, 0) = =2 [*"e W ip eWx /% g

vin 0 = = J' e e p

ot p,est une consiante positive et N une constante destinée a normer Ia
fonction y(x, @).

a) Quelle est la transfermée de Fourier @(p) de wix, )7

Denner Uinterprétatien physigue de w(x, 0) el o(p).

k) Calculer w{x, 8) et donner Uallure de | w(x, 0) |? er | ¢(p) |*.

) Supposons que | wyix, &) |? et | @(p) |* ne praﬁneur respectivement
des valeurs appréciables gque dans des intervalles Ax et Ap. (Que peuni—on

dire du produit AxAp ? Donmner la signification physigue de Ax, Ap ef
AxAp.

o) Queﬂ'e est la probabilité 9 (p;, 0) pour qu'une mesure de l'impulsion
effectuée @ Uinstamt ¢ = 0, donne un résultal eompris entre -ppet + p;?
Etudier sommairement {a fonction & (p;, 0).
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e) Donner la fonction d'onde w(x, f) de cette microparticule @ I'instant (.
Que devient Ia probabilité ci—dessus S (p;, 1) si la mesure est effectuée 4
I'instant ¢ ? Interprétation.

Extrait , CASA J, MP 2, Mai 1986.

1°) D'aprés I'hypothése de DE BROGLIE : a chaque microparticule, d'énergie E et

— £
dirupulsion p on associé une onde plane : ¥ (x.t)=Ae - od E = #o etp = Fk.

Pour la microparticule, il peut exisler plusieurs états possibles ct donc d'aprés le principe de
superposition, I'état le plus général est une combinaison linéaire de tous les états probables

Soit : wix, 0 = j”‘ gty @ ia-@8 4f

Chagque onde plane est affectée d'un poids grk). Physiquement | 2lk) {‘: dk représente la
probabilité de trouver le nombre donde k compris ente k et k + dk.
2°) La fonction d'onde de cette microparticule est supposée 4 l'instant ¢ = f) exprimée par

N yoo | -
wix 0= —— g —elip, g P! F dp {1
VN 2mh ‘L.,
a) La fonction d'onde & l'instant t = 0 est de la forme ©
in T il
iz 0) = —=— j e i % gip) dp )
V2mi )
oii pfp) représente la uansformée de Fourier de yax, 0). En identifiant (1) avec (2), nous
avons : @p)=Ne ~'#'Ps
@ | yrx, 0) I* - représente 1a probabilité de wouver [a microparticule au point x a linstant
=0

* | otp) I? : représente la probabilité de trouver la microparticule avec une impulsion p a
l'instant £ = f.
b) Calculons la fonction dondear=0:

Wi 0) = = J*"’e —ipllp, ¢ Wl E gp

A e

!_J'oerfﬂa e fpr?lapauj

tro-plp, & ipx/{ & dp]
A

[

e

am

{ [e plipy + ix ffl]a [ g ~pilipg » ix W!] }
il i - ——
}fp,-‘i_-ix!'h 5w lip, -ixi % 0

“'" o pllipy + ixi ;ﬂ i I" o - pllipg-1B}gp
0
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= 2 (7 & L
Vamn NMipetix i h jfp,,-fx.fn)

Soit ' N 2ip,
v (x, 0) = E TIPS

On en déduit : Iy (x, O)° = N2 21p,
2uh A X2 A2 .= 1ip’,

Nous remarquons gque lorsg ¥ # )
! > squex— s Foo | wm ol - ' i .
un maximom en x = 0. 5 0 et que cotte fonclion présenic

: 2
Les fonetions | y(x, 0) P et | @p) P sont représentées par les courbes ci-dessous :

ol p(p) P

3 ,
Q (8] ¥
¢) ® Ax Ap : ce produit est bomé inféricureme
A nt et la valeur de cette bomne dé

<éfinition précise de Ax et de Ap. pend de
’ -
m:;(x_}l;stl unc‘ LU.IJ.l"bC de Gzlmss, de largeur Ax : c'est l'intervalle dans lequel on peut

er la microparticule lors d'une mesure de sa position & ¢ = 0 et centrée au pointx = 0
4 Lors d'une mesure de 1'im: i i i ;

pulsion de la microparticule, on ne pe

dans l'intervalle Ap {centrée sur p = 0), " PR aeSER

ole L .
E.‘ prnd‘mt Ax Ap est‘conmn[. Lors d'une mesure de la coordonnée x de 1a particule avec
une mcemmf:le sur le résnliat de mesure Ax, on lui communique alors unc impulsion p de

lor](llrc dt,ﬁ?Ap l'l'rlﬂls dm_lt il est .lmpossil?le de connailtre 3 la fois, avec précision, ia position
el 1mPuls1cu d'une microparticule. Ainsi lorsqu'on essaye de localiser la microparticuls
dans lintervalle Ax, on augmente l'incertitude sor son impuision. Cette impossibililé est
fondamentale et consttue le principe d'incertitude de Heinsenberg. '

d) 1.a probabilité .F(p,, 0) est définie par :
+y
Fp1, 0) = _[,I | p(p) ¥ dp

g
=_N'JJ-P.r e—ZLp!Ipa dp




—N“[J-n e2rip, dp + j'f’!le—ifpfﬁg GP]
= 0

-Pp

[ 5100 =N po (I - € T

Soit §

— = —2p; /Po  est toujours positive.
ke —— = 2N3 [
Lader ;s

La fonction Z7(p,, 0) est représentee par la courbe ci—dessous :

,9?’(1:_1,0) |

dronde de celte microparticule est définie par :

N = _lHip, ¢ ilpr!R-0Y dp
x, t) = e
¥ 2 _L.

¢) A l'instant £, la fonction

eﬂiml

CF(PJ = NE'!P”-”-‘J

avel ,
Soit al | gl =Me?RPam }otp) - o

ok ors ‘
Daonc Eﬂﬂjr 1) = F(p E

14 .Fest indépendante du temps - résultat qui est mivial

g bili 2
Nous remarquons que 1a rote dans le potentiel nul (clle est libre).

puisque 1a microparticule s¢ trouve

on par vecteur d'état et

ité - ipti ;
« 3 - Opérateur densité - Descrip Populaticns et cohérences.

par opérateur densité - Propriétés -

£ u

Jde £ i Spac des éwi‘. » une bﬂse thonarm {l a I'
n cons re da“ € € LY 3 ar. h T é =
Un vecteur dérﬂf IVrl}} pfﬂ' s‘écrlre' S0US fa fﬂl’mf .

h‘g(‘) > = E C"{r} - |H. >

refation que doivent vérifier les coefficients, C.(1) pour

19) Déterminer la (ce que I'on supposera par la suite).

que | w{t} > soit normé a l'unité

/

A EREREREE

' BEEREE
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2% On définit lopératenr p(t) = | w(t) >< y(4) |

py (1) représente ses éléments de matrice dans Ia représentation {|u.>}
a) Montrer que p(t) est hermitigue

b) Monirer que p(t) est idempotant, soit p3(t} = p(t)

2°) Calculer la trace de p{i}, seir Tr p(t), dans la représentation {|u,>%
{(On rappelle que la trace est la somme des éléments de la diagonale
principale).

4°) Démontrer que la trace d'un produit de matrice est invariante par
permutation circulaire, sait : Tr ABC = Tr BCA = Tr CAB ™

Pour cela, commencer par un produil de matrice ; et indroduire la relation

de fermeture Elu,:»{u,[ =1 entre les 2 matrices

59 Le systéme étant dans Uétat \y(t)>. Déterminer ['expression de la
valeur moyenne d'une observable A en jfonction de p(r) et A.
Pour cela, partir de Tr pA = Tr p?A et utiliver Ye rdsultat du § 4.

6% En Schrodinger (I'e‘guatIMM

déterminer 'dguation d'évolution de p(1), seit dl‘p(l). (Pour cela,

utilisant 1'équation de

dériver p(t) comme un produit).

7°) Les valeurs propres de A étant notées a, calculer en fonction de pi(t)
et P, =|u,><u,| la probabilité de rfrouver comme résuitar de mesure de A, |
'une des valeurs propres a,. Pour cela, utiliser la propriété

Poo=<y(0 | Paly® > =< P> &

&% Dans le cas o les |u,> sont les élals stationncires de H.
a) montrer que l'on a : u|

o i r
] apn,m(u = (En = Elnj . pn,u(“)
b) Calculer alors p, (1)

d
et rﬁ Epn,mff) bl 0

Extrait, Marrakech, PC 2 ~ MP 2, 1985 i

-

1°) Soit [y (1) > un vecteur d'état: | w (1) > =3 C, (1) | un> o les {| u, >) forment

une base orthonormée de I'espace des é1ats.

]t;ﬂ’f} > est normeé :

<wly> =X | G P =1
2°) On définit l'opérateur densité : pi) = |y ><yr |

L'opérateur p(t) est représenté, dans la base [[ u, >}, par la matrice denzité, dont les
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éléments sont 2 pif(t) = <4 [p(t} | > =<y | yrt) ><yae) | ;>
i +

; 0
Soit pijit) = Ci(1) C;
a) p*{t) = pi¢) : lopérutcur densité est donc hermitique.

by 2l = plo) plt) = | e >< wen) |yt >< Wi | = )

3°) La relation EC' (1) C,ft} =1, indigue que la somme des £léments diagonaux (1) dela
ar o

L
matrice densité est égale & 1.

En effet : l= ZC:. (1) C(t) = z Panit) = Tr pAt) -

' - A fug du,,,lBC‘u,,)_
4°) Tr{ABC):Zcu,lA{BCJIu,,)—Z“<un| |y >

:zzqun"Alum><umlB|u,>-: uFlC.'l u, >

g

“Ecu |C2lu,>< u,|A2|u,>{u,|B | uge
f : o — L.

o L—ﬂ T

ta

=z¢; u, | CAB | wp s> = Tr(CAB)

P

A >
=E<HM|BZ|gp><up1czﬂiu.>cunl | 4
) \_-—-—T—‘-_"_I

P Ll

= e —"

.1

=2¢ Up | BCA | up > = Tr (BCA)

m
| Tr ABC =
5°) Si A est unc observable ,ona:
Tr pA =Tr pPA = TrApt = TrpAp

Tr CAB = Ir BCA |
Done :

>

AARAARERAERERER

!
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Trpd =Tr| w >< w [A] wo>< y) |
=<A> Tr | W ><yn)|=<A>,1r p)

[7rpa=<4>.] . )
67} L'évolution dans le temps de 'opérateur p(t) s déduit de l'équation de Schridinger :

Soit d'aprés (2) -

it & |y > = Hoy |y > )
Le conjugué de cette équation s'écrit = — i# %{ yA't) I =< Y ] H(t) (H &aothemiquey (5]

Calculons £ (1) : Lo = (v <yl + lyw> Seun)

1

Compte tenu de (4) et (5), on obtient : —“11!- ) = 3= H( ple) - ;% ol H(Y

Soit :

d 1
=73 plt} = 7 [H{)  p(1) ] (6}

7°) Calculons la probabilité .#*(a,) pour qu'une mesure de I'observable A donne le résultat
ap. Soit : Fay) = <)) Fo > = <P,>

en utilisant (3) : <p.>=1Tr pt) Pn

soit alors : [ F(an) = Tr(p(t) P} = Tr (P p(1))] ™

8%) a) Si les | &, > sont les éiats stationnaires de Phamilionien fl,ona:

Hlu> = E, | >
A partir de (6), on obtient: ik S pir) = [H, pt)

Les ééments de matrice des denx membres de 1'égalité nous exige :

d'une part ' %u,liﬁ -:?pf:) |, > = ifi<u | p(e) Ju, > = ifi %pmrr)

D'autre part, <u, | (H. o0 | up>=<u, | H p(t) | > — < | plt) & | >
= En < thn| pl) |11 > — B <ata| p(1) | 4>
= (En~Ep) Punlt)

11 vient alors d'apres (6) : i ?dl- Prmfl) = (Ei~ E) Prnlt) @®
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Les termes diagonaux (n=m): A 'EldT Panitt =10 )]

b) On en déduit : Panlt) = cOnstante

Pamll) = Dt} e (Ep—Eg)tiR
Remarque : On dit donc que les populations g, sont constantes, et les cohérences

p oscillent aux fréquences de Bohr (& = —Eﬁfﬁ-) du syst2me.

Compléments :
92°) Supposons que H(i) puisse s'écrire sous la forme H(t) = Hy + H,(t).
On pose: p()y=eiHot! B pry) g =iHot | A

ﬁ,m =g iHat! R H (1) e ~-iHat ! B
Donner l'dguation d'évolution de,"o\ (0

10°) Supposans maintenant gu'il s'agit d'un systdme econservatif ayame
pour hamiltionien H = Hg (Hy (1) = 0) er soit A une observable atiachée ax
systéme. A ['instant | = 0, la mesure de 'observable A donne la valeur
propre @ que l'on suppose non dégénérée.

Mongrer gque ['étar du systéme a ["instanti est un étar propre de

'observable Ay avec la valeur propre @ : Apgp =e—Htikh4 giHt/IR
Extralt, CASA 1, MP_II, Juin 1986.

*

9°} L'évolution dans le temps de Yopérateur B(.r) s'écrit :

%&‘} = %Hﬂﬁfl]'#B"“Hﬂ"”iEd; plr)eiHe ! o ‘i e iHat'E pe) Hy e -iHotiR

FHA) + € Hol!R (14 p) Jeritidln — peitho ! pyi) Hyeithal ¥

H.E;Sf!,’— .:-3 {E'IHOHE(pr—pHo-i- Hip-pH,)ge-ilt!E }

A=

e, % eiﬂal!"ﬁﬂ"}ffoe—iﬁah’ A

o i—e‘Ha“FfH,-p~pH,Je'f”o“ R

o _I_a (euz,,nnmpe_i;guﬁ_g:Ha:ri pH, g—-'H,,HE)
[

Introduisons entre H, et p d'une part ¢t entre p et H; d'autre part Tunitd : -
J=g—iHSI T piHgt! K
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Fal
1 vient alors dpit)
. d_r =

3
i%

(8, . g

Soit A une observable attachée 3 ce

(non dégénérée), donc ;

A linstant ¢ > 0, I'éiar dy SystBme est :

Si Ay

=@ —HITF 4 "p}qe_,ﬂ”,i

=a %‘,C‘. (o) e ;E‘”“]gﬂ;.

10°) Supposons qu'il s'agit d'un syst2me conservatif oll /i = #,
o a

Systéme, La mesure de A 4 s =
Alo>=algs

Ay (> =e ~Hir 4 eHUT | s

=g~iHrIEA EC..(O} l“n"

Soit :

(A lwo>

alyo) s

4 . Opérateur d'évolution,

I) Soit A uyne observable ag
dimensions. Er spir (A9x>) Ia base
A 1ee> =ar| g, &k = 2, 2,

orthanormdée

L'état du syieme immédiatement aprés 1a mesure est - lp> =Z Cufo) | un>
" n

—@=HUR, ¢
e A e HUTE alorsona Ay lws=a | yw>!

=g —HUF 4 3 Cuo)e-iBgik eiHIlE I“ -

alegs>

=a e*"””‘qu =a Y Cyo) eiHtin Ju, >

=aly()>

issant dans 'espace des états &

pPropre

=e—a‘Hr!‘Ji A zcn(o) e-iEiR ek ,H =

o

de

l w{rJ:»:ch(g)e—iﬂ‘,,ux Fu,s

an
A

= 8). On définit opératenr linéaire

371

0 donne 1a valeur + &
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Uk, ) par Uk, I} = |p; >< 9, .
“1° Calculer P'adjoint U*(k, 1) de U(k, 1).
2% Evaluer le commutateur [A, Ulk, )] et en déduire [A, Uik, I)].

3°) On appelle trace de {"opérateur linéaire B et l'on note Tr {B) la somme
des éléments diagonaux de la matrice le représentant ; soit
"

L3
Tr (B) =§'; By = E} <@, |Bley> dans la base {|¢,>).

Calculer la trace Tr {U(k, 1)} de Uk, .
4% Démontrer la relation : B = Y, B, U(k, 1). Pour celd on écrire
B=IBI. "
5° Montrer que : By = Tr {BU* (k, I)).

Extrait , FES, MP 2 - PC 2, Janvier 1988.

IT ) Dans la description de Schridinger les états d'un systéme quantique
évoluent avec le temps conformément & la loi :

ly( > = U, &) ly(t,) > avec U(t,, 1) =1

U(r, ty) est un opérateur d'évelution,

I1° Montrer gque I'gpérateur U(t, t,) satisfait @ l'éguation :

ik —— = HU (1) (H érant U'Hamiltonien du systéme).

£

En déduire que U* = U-1en utilisant (I) si H est hermitique.

2%) Donner I'expression de 'opérateur U(t, 1,) si H ne dépend pas du
temps. )

3°) Donner ['expression de ['opérateur Ut + di, I).

Extrait, CASA I, PC 2, Mai 1988.

1) 1°) L'opérateur linéaire U(k, 1) est défini par: U(k, 1) = | gp>< @ |

Calculons son adjoint :

<wlvitkh |y>=<w UKD | y>"= <wia><aly>
=<alp<yla>=<y|a><alw>

=<y Utk | >

Soit donc | Uk, 1) = UL, k) |
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2°) Appliquons le commutateur [A, Uk, I) 1 sur un éat quelcongue | y > ;
AUk )1 y> = (a U@k -y DA) | w>
=4 |%?<¢alw>w1%><¢ald | v>
=a|a><ql ¥v>=la><ala’| ys>

=la-a) |p><q| p>
car A est une abservable, donc hermitique et ses valeurs propres sont
1l

. réelles. Soit alors ;
g [A. Uk, D) = (a, ~a, ) Uk, 1) -
en déduit A Uk k)] =0
30 - 3
) Calculons la trace de Utk 1) : 77 o, D) =X <qlum la,>
=t

. = Z <@la><alg,> = Z 8i B

s )
o1 ; . .
i Tr Uk, 1) = & r

M |

4°) Démontrons :
. -8 = B
& Bu Uk, )

€crivons B ;

8 =181
=;Z.: loe> <qu | B gy > <
C loe> By <gyl By est Iélément de matrice de B)
S0it
B =
| % Bu Utk, 1)
L
5°) Calculons :

Tr (BU*(k, 1)) = Z <@ BU*(k, 1) |g,>

o=
L

=;<@|B lgy > <@ lg, >

(F Etant le symbale de Kronecker)
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Tr (BU*k, U} =Z, B, Bxe

Soit: [ﬁ BU k. 1) = B_MJ

i iner Tétat v (t) >
I 1°) # On définit l'opérateur d'évolution U (1, t,) qui permet de déterminer v

3 partir de |y {t,) > par: | wit)> 2 Uit ta) W i(ta)> (D
Nous allons chercher 3 montrer que : ih d—dﬂi =HU
d
L'équation de Schrtdinger gécrit : ih -lg:: =H |ly>
U e1core :‘.‘l-g,- ly= =ik f"r—u (1) |wita)> = HU 1) lyr (ta)>

p scrire sous la forme @
AERIESEE [ ik ....d._U(; )] hpfro,b = [H, Ufr, o) ] l'.quJ >V i“"s;‘ >
Q=

A = HU(t, to) @
Soit © ik T Uir, tg) (. to
all _ @)
& Montrons que U* = - if - HU

dort ! . @
1 ! 1t * B — UrrH
1e conjugué de catie £quation s'écnt : if Tl )
Multiplions & gauche les deux membres de Tégalité (3) par [7+ et coux de (4) par U droite
ultiplrons

U %jg = UtHU

g . G
Fn faisant la dificrence de ces deux dermidres &quations, nous obtenoi

au |, du )=
m(v*-a;+ i

4 ]y =0
Il vient alors: ar (U+l) |

Y = Cre = Utltp to) U (tg, tg) .
soit . :
Comme le ket Ivrrpj;- est quelconque, il ressort de {1) que : Ufty, 1) =
donc Ui, 1) Ultte) = 1

< XP + PX
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soit

LU to) = U2, 1) |

L'opérateur U est donc unitaire.

2°) L'équation {2) peut s'écrire ; au(n i) = -‘H— de
Uit, 1) it

soit en intégrant (H étant indépendant du temps) :  Uft.r,) =€ 1 HI/F
3°) Expression de U (¢t + ds, 1)

Calculons I'opérateur d'évolution entre deux instants infiniment voisins. Pour cela, écrivons
I'équation de Schrédinger sous la forme @

dlyo> = [y +dn> - jws>
. _-‘ﬁH [wiy> de

II vient alors ! |w(r+df}> = (I —i— H dr) lw(e):-

on obtient donc : Uit +de, t) = 1 — ;—Hdr

5 - Etalement d'un paquet d'ondes libres.

Soient X et P [les opérateurs de position et d'impulsion d’une micro-
particule libre.

1°) Montrer en appliguant le théoréme d'Ehrenfest (micreparticule libre)
que < X > est une fonction linéaire du temps, la valeur moyenne < P >

restant constante. Que peut-on dire de < P 2> 7

2° Ecrire les éguations d'évolution des valeurs maoayennes

< X %> et
>. Intégrer ces dquations.

3% En déduire qu'avec un choeix convenable de Vorigine des lemps, l'écart
quadratigue moyen AX est donné par :

(4X)? = Zrap)} ¢+ (4x)]

ot (AX)g et (AP)y sonmt les écarts quadratigues moyens & l'instant initial.

Comment varie en fonction du temps la largeur du paguet d'onde AX.
Donner ['interprétation physigue.

Rappel : On déﬂnilt I'écart quadratigue moyen AA d'un opérateur A, par :

AA=V(A < A>3 =V< A>T - <A>2.

4° Supposons maintenant gue la microparticule subit ['action d'un
potentiel V(x) = — ax ol a est une constante. Comment évelue les valeurs
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moyennes de In position X et de limpulsion P de ceite microparticule ?

Comparer avec le mouvement classique.
Peut—on généraliser ce résultat ¢ un potentiel quelcongue ? Pourgquoi ?

Extrait CASA I, MP 2, Mai 1986.

1°} Pour une observable A qui ne dépend pas explicitement du temps, le théoréme

. d'Ehrenfest montre que : —‘k—df—-?- = E-c [A, H] >
I'hamiltonien du sys@me est : - H = % + V(X) ,
V(X)) = 0 (particule libre)
. d< X > 1
Appliguons le théorgme d'Ehrenfest aux observables X et P: — = X, Hl=

.

or [X,H}:[X,%v} V(X}]=_£"§[erz}+[x.5’(x)] =_:¥

L.

; de k> < B>
soit 2 )
ikt - d<P>_ 1
SiA=Pona: % _i&q[P'H]}
. Pz 3 ui vV
or P, H] = [P.'ﬁ + [P, V(X)) = -in e
-
soit ']_‘E:E_?_=_ (i‘{- > : (2
dans notre cas ¥ = 0, il vient alors - "idf—-”- o, 3)
d< P > Fid : d< P >
Remarque : =7 ~~~=:&_¥ >, Ssoit <F» = 7
Cettc relation représente la loi fondamentale de 1a dynamique.
L'équation {3} montre que : [ <P>=<FP>=Cre I “®
' P
la relation (1) devient: . d{d‘f > - =22, Cie
m

* Woir démonstration au complerment de ce problime
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Soit en intégrant : <-_.....£P >
<X>= = I+ < X 59 e

¢ Si maintenant A = P2, le théoréme d'Ehre, . d<PZx> \
(] - nfi ! = 7
esl s'écrit ; T =E<IP2’H]>

avec s PJ =
H = 525 ona: [PLH]=0
On en déduit : ; d< PR 0
p =
soit ' <PI>-cpls,

s 2
L’observable P 2 n'évolue Pas au cours du temps.

2°) # Par un raisonnement analo, d< X2> b
gue, Nous avons - AL W e ik
5 8 dr = I‘ﬂ([Xng])
or , 2 - P2 1
ELBI=2 =)= 5~ {xwx. 77 « (X, P2)x }
.
= T 2iRIXP + PX)
Il vient alors - d< X2 7
n (r's . T - ;—{ XP"'PX}

® SiA=XP+ Px: £ !
. + PX ﬂ[<XP+PX>=;.—H-<[XF+PX,H]b

_Ol‘ [XP+ PX,H] = [XP.HT + [PX, I
" = X[P, H] + [X. mnre + pPrx, H] + [P, H1X
avec H = o

Il n'apparait dans la solution plus que les deux commutateurs -

P
X —
[d H] =+ i — ef 7,14 =0
On en déduit ; . d—:--cXP+PX:> = 2—<P5>
n £

2 )
comme < p* > n'évolue pas au cours du temps, on a alors -

c. o 2

Nous obtenons donc un systéme de deux &quations :

4d 1 . .
d<xz:"=—m€XP+Px> ' ©)
5. 2

i (XP+PK>=;{P2>O o)
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Intégrons I'équation (7): | < XP + PX > =

3

< Pisgt+ < XP +PX >, (8)

Introduisons cette égalit€ dans I'Equation (6) :
4 P 2 z
d{c.X :>_-—fm <P >,;r+quP+PX>r,

Soit en intégrant :

<X3}=,::-j—chborJ-i-i—t(XP+PX>or+{X’}a )

3°) On définit 'écart quadratique moyen AA d'un opérateur A, par :

M=V< A2 > - < A>?
(AXP =<X2>_<X>?
En tenant compte des relations (5) et (9), nous aurons :

Donc pour A = X,ona:

‘(P}g

2
(AX)Z-—#{Pz:»g l’+i—<XP+PX>,;¢+¢:X2>a—( ;+<X>D)

=”—z§ (< P3>o-<P>§ :1+<:X?Sa—c)f>§, +;+<XP+PX>,J:—§1—<X:U<P>M

Side plusonchoisitar =0 : <XP +PX >;=0 et <Xoo=0

-

On a donc : (AX)? = ;,% (AP) 12 + (AX)3

Si r augmente, la largeur du paquet d'onde AX augmente, ce qui correspond a
I'étalement du paquet.

4°) Supposons maintenant que la microparticule subit l'action d'un potentiel
VIX) = — ax. Le systéme d'équations d'évolution des valeurs moyennes de X et £ devient (en
tenant compte des équations (1) et (2) )

i<X>—<F}

dr m

d<P> {3‘-’} + a
L S -
de ) ¢

Soit en intégrant : <P>sat+<P>p

<P >

<X >=2y2 o =224 L 2X>,

2m

%,F n d£= my, les valeurs

moyennes < X > et < P > évoluent donc comme pour une particule
classique dams le pontentiel V(X) = ~ aX .

En mécanique classique: P =mV,V =

Remargque : Ce résultat ne peut étre généralisée A un potentiel quelconque car en général :

EERREREERERE RN
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= avix) w g (dV(Xg)
dx dy x - .< X >
Compléments : 1% Montrer quﬂ—( A > .
s : ar =< A, H]1> pour une
€ A qui ne dépend pas explicitement du temps :

n-l

2°) Démontrer que [A, B~ . e
q [ ’ ,] = -.za Bfﬂ., B] Bn Iet calculer (X, r» Iy

(7, X"] et plus généralement [P, F(X)] et X, G(P))

1°) On définit la valeur moyenne de A dans I'état y par:

<A>= fv'Awdx
d d 4 dy*
d S W . B ¥ v d
& > dtij%dx_ITAwdx+J-wAli_l}v'h
d .
or Hy =it o iy SR
dr
Il vient alors : 4 e 5 £
. d"(..‘ib—--i,‘ jg&f HA wdx + HJVI‘AH v ol
i .
=m |V (AH — HA) y dx
D'ol en faisant intervenir [A, H] = (AH - HA) ;

Théordme d'lhvonfost

d 1
|a<A>=F<[A H)>

2°) ® Pourn = {, {A, B"] = E B?[A, B] Bns-! i
P i est vérifié. Supposons que cette reluilin

) -l
est vraie pour n—1 soit [A.B~] =3 B*[A, B) B2
Montrons que c'est vraie anssi pour n : "

(A, B"] = [A, BB~1] = R (A, B~1] 4 (A, B] B!

2
=8 Bi[A, "2 e
E [A.B) Bv+2 4 [4,B] Bri

2
= ‘g? Bs+d [A, B] B2 BO A, B) B!

Ls--l

n—2
= Z} Bst1 [A, B] Br-2
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al
G ; " o= B¢ [A. B} B!
Posons 5 = s+1 (A, B ?:.'.‘}

L

¥ . . = ¥ Bs[A, B] Br-!
Soit pour §'=s, On trouve sans peine que : (4, 8% = & AL 1

& SiA=X etB=F

gl i
a) [x-P"]=§‘P[X'P]PW

Spit avec [X, P] = i

n

!
X, P = 5, PPl = in 3P = inn B! (10)
x=0)

L

; et
b) [P.X M = Z Xe r_'i-}u X! = —jlin Xn-l (11)
=0

Déterminons l'action de [£, F(X]}] sur une fonction yr(x,y,z) arbitraire :

2 5 QU _ gy SFLXD
(P, F(X) 1y = PF(X) w — FOOP y = == (FX) y) = F0 (“” }ﬂ'*ﬁ P

o, OF
Par définition, F(X) v = F(x)y , dod (P.F(X) = ~h %
(11) correspond & F(X) = X"

.
Par un raisonnement analGgue, on peut montrer aisément en développant la fonctan G(P)

aG
en série de puissance de P : [x,G(P) = ik :l—;
MNous remarquons que si G = P~ la relation (10) est wérifiée.

6 - Point de viie (on représentation) d'Heisenberg.

On étudie un systéme gquantique dont le ker d'érat 4 E'z‘ns;;;ma‘ t e:t '1{3{;5]2}:'
i t dépendre explici
randeur physigue de ce sysiéme, pouvan
firu M?eemgs dont ﬂ"ape’ra:eur associé est A(1) (par exemple, pour un

fquanton” ['opérateur X + wl)

1° Rappeler I"expression de la valeur moyenne < A >, de la grandeur
physique a l'instant 1. i -

2° Rappeler 'expression du ket d'état a Pinstani t en fo{tcrian du ket
d'état initial |y(t,)> et de Popérateur U d'évolution du systéme,

i 1 fonction de A ef
il existe - et Irouvez en [l'expression &n J
i;) M::tr;;érq;:enr unique Ag,. (D - dit opérateur associé d fa grandeur
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physique, en représentation du Heisenberg ~, tel que sa valeur moyenne
dans 'étar initial |yw(t,)> seit toujours dgale @ < A >. ¢

4° Le systéme a pour 'q - hamiltonien” H(r). Rappeler ['équation de
Schrodinger pour Uévolution de |w()> adoptant le poirt de vite de
Heisenberg, plutft gue de calculer < A >, au moyen de la valeur moyenne
de A(t) dans U'état |w(t)> variable et régi par Végquation de Schrédinger,
an va calcaler dans Pétat fixe |y(tp)> la valeur moyenme de Ay, (1)-

Il nous vreste donc a trouver Végquation d'évolution de ['opérateur
Ay (t) correspondant a P'équation d'évolution de Schrédinger pour Il'état

[y(t)>. En urilisant I'expression trouvée au 3°), donner ['expression dea

JA
A (t+df) au premier ordre en dt, en fonction de Ay, (1), U, rﬂ.),? €f
du commutatenr [A(L), H{t)].
59 Quelle ¢:pres:ﬂ'ﬂn en déduisezr vous pour l'opération ih :_JA () ?

6°) Montrer que I'opératenr Ay, [(8) obélt finalement a 'équation du
mouvement — dite de Heisenberg —

i %Ay,f,(r) = [Au,z,(f)’ Ha’,a,,l’l)] + ih (%’:‘— - *

comme Heixenberg,
comme Hamilton ...

7%) On va maintenant appliquer ce charmant formalisme 4 un guanton dans
un environnement gue ['on espére Dbien représenté par le modéle de
'oscillateur harmonique d une dimension, & savoir un hamiltonien.

P2 1 g =
H= 47+ 7 mo?X

i ' . d
En reprenani l'expression itrouvée au 5% exprimez alors a—Xﬁj,c{U et

d 4
EPHF"G{!) en fonction de Xg . (0), Py .(t), m et @.
8% Quels sort les opérateurs iniffaux Xy, (f) et Py, (r) en fonction de X

et P ? Intégrer ensuite le systéeme d'équation coupiées trouvé au 7% pour
avoir les solutions Xﬂ.fa“) et P,,_.d(r) en fonction de X, P, m, @ &l f = .

9% Quelles sont les valeurs moyennes < X >, éf < P >; en fonction de
< X 29, < P>, in, @ &t t —ep?

1°) On définit 1a valeur moyenne de A dans 1'état IW{!}) par:
<A> =<y |Alww> )
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2°) Le vecteur d'état |y (1)> 2 linstant ¢ sexprime en fonction d¢ |y (1p)> par la relation :

lwi> = Ultig) lw(te)> @
on Ute, £p) estV'opérateur drévolution (cf.exercice 4) »
3°) Par hypothése, nous avons <Apgy 2= < A> . ,
C'est 2 dire | <y (to) | Ang lW i) > = <¥(®) | A lw >

Soit en utilisant (2) : <yt | Ang lw(to)> = <y(0) | R sl A v tiol>

Cette égalité est vraie quelque soit létat lw(ta)> . Donc
[Ans = U0t t0) A(H Uth to) 3)

d

inger s'écrit : £ = H) lw o>

4°) # L'¢quation de Schridinger s'écnt : g lw > ) jw

stants infiniments voisins en écrivant la

< l'opérateur Ay, enire deux in
¢ Calculons l'opér 10 e prsde

i o 4 4 il =
définition de la dénvée : @ A x ;
Donc Apg,(t+dl) = Apy, (1 + Er"“ﬁ-mm dt
fl e - 4
= Ay, (1) + a-fUAUJd: “)
i y ion érablies
Pour calculer celle expression, on utilise les pmpnété;ls {;lfs opérateurs d'évolution "
¢ du o ~U'H ¢
dans l'exercice 4 . Soit ! if %= HU ; —iR =

% (U+AU) = (%‘r: AU + U (%)U + U*A ‘-'a[:i

Soit en tenant compte des relations (5) : } "
=L y- U + Ut =—U
{;!‘U*AU} =5 U-HAU + 3 +AHU &

Calculons @

dA
- L (an-Haw) + U U
[£

En utilisant le fait que (A, H] = AH - HA ,ona:
dA 1
S grav) = GU+ 5 U U

LLa relation (4) devieat alors :

-4 L y+ [, HIU ar ©
Au.r,,{'l‘+d!}==A,,l,°{'r)+[U = U + mU ) ]
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5% On en déduit :

dA{f,:u AH.:Q {r + d¢) - AH‘.rg (t) dA 1
5 T = U 7 U + a—U A, H\U
] . N | ’ dA
II vient alors : ik E?AH»fa”) = AL -Ef-{ﬁ + Ut[A, HIU )]

6°) Dans le deuxitme terme du second membre de l'expression (7), insérons entre A et H le
produit U+ qui est égal & I'opérateur identité (cf exercice 4)

if -QAH {t)= rﬁU*diU + (UAUUHU - UrHUUYAU )
dr 4 de
D'aprés la définition [3], nous trouvons :

d dA
i qrAng ()= MU+ U + (A,,.,e Hy —Hy ,UA,,_,Q)

: . d _ i dAfe)
finalement : Th o Ang(t) = [AH,,G(U ; HH_,B{:}] + ik ( a D ®
7°) Lorsque le syst2me est représenté par le modele de I'oscillatcur harmonique 3 une
2
dimension, I'namiltonien est donnée par : H = % + %m ES &

En reprenant I'expression (7) et en l'appliquant @ A = X et A = P, nous oblenons en
utilisant le fait que les observables X et P ne dépendent pas explicitement du temps :

dXy (1) Pz ] 252 u* 2
B —g—=u [X’.E*- smalX ]U = o[X . PAU

It n'apparail dans la solution plus que le calcul du commutateur : [xX.,p2]=2nrP

_ dXn ) 2 in
On en déduit : W — S (R(UPU) = m Frisl?)
: 4 Xy 1) i :
sou. B e Py (D) ®

Par un raisonnement analogue, on obtient aisément :

4 P (1)
-—"a:"(—= - m © 7 X () (10)

8°) Nous désirons calculer les opérateurs initiaux Xp (1) et Py (t) . En effet, d'aprés la
définition (3), Xy ft) = U*(1g, 1a) X Uftg, 15) =X

Pugf0) = Utlo, &) P U(lp. o) = P
car U*(tg, tg) = Ultg, tg) = 1 (cf exercice 4)

.
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@ Le sysidme d'équations couplées est donné par (9) et (10)
dXug(0) 1
de m
4
ﬁ;';(?' —m® 2X g ,4,(1) (10)
En dérivant les équations (9) et (10), on obtient :

AXnl) 1 P!

PH,'O(‘) (9)

— = —m Xy, (1 d'aprés Is relation (10}
La solution d'une telle équation différentielie du second ordre est de ta [orme
Xyl = C; cos wfi —fp) + C sin alr—to) (11)

er:,x‘.,ﬂ)
On en déduit Py, (1) Apartirde (9): Frgft) =m g

Py ft)=m ﬂJ(— C, sin @t —1a) + C3 cos @t - ) (2

En tenant compte des conditions initiales a = tg..

X f)=Ci=X Piiaglt) =mwCz =F
P
Soil: C;=X " G = me

finalement (11) et (12) deviennent :

sin ot — 1) (13)

r
Xusf) = X cosofi—to) + =0

Pa{;afi) = P cos @i —1g) — ma® X sin oi—1t) (14)

9°) Calculons les mayennes de Xl ) et Py (1) lesquelies drapres la définition (2) nous
donne : < Xy pft) >,=<X>,oeL4:PH_,D{l):-,=<P>,ﬂ
D'aprés (13) et (14), nous obtenons :

<P .
<X >g= <X>, 005 ot=lg) +——— sin A1 =) 43

<F}aa-—--:P:-,cﬂsOXF—fn)—mﬂ"“x}ra“."Mr“w (16)

cos @t — Ip) et en ajoutant les

fin multiplant (15} par sin wft — i) et (16} par =

équations obtenus membre 4 membre, on obtient :
-;Pp-,:cxagmmsincu(r—:o)+ cP‘:,ocosm(r—ro} (17

En reﬁponant (17) dans (15}, ona:

:
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<P >

<X >, = <Xz cos0(l—1p) + <X >, sinfoft - tg) + T;-'?- costd ! —tp) sinaxt — i)

<P >,

-2 sin (- rd)ca.:cq’r»:a)

soit <X>, cosza:l(r—ro}ﬂ[{ X > +
ma

2 X =

D'on finalement <X »=<X >, cos tof.r_ -t} =

sim ot —tp)  (18)

En résumé :

P->J- =
<X >, =<X > cos a1 — f5) —————sin {t— tg)
mo

<P>=mo <X >, sinoi-h) + <P >, cosafi-tp)
L
Remarque : Les équations {(2) ot {(10) généralisent le théortme d'Ehienfest. Elles sont
semblables 3 celles qui nous donnent l'évolution des grandeurs classiques x et p. Le seul
avantage dans cette représentation de Heisenberg est de conduire & des éguations qui
rappellent d'une certaine maniére celles de 1a mécanique classique.

7 - Inégalité de Heisenberg.

1% Soit |w> le ket d'état d'un systéme quantique, A et B deux opériteurs
hermitigues.

Montrer que la condition nécessaire pour gue |@ > df (A + iAB) |y> ait
une norme carrée non négative VA & IR est que les valeurs moyennes dans
I'érat |w> sarisfassent :

<B?>,2 %{E%&L}:

A, B . N
A propos... < I—‘l'_]-}" esi—il un nombre réel ? pourguei ?

2
< AWy

2% On a (ou on devrait avoir) coutume d'appeler "dispersion gquantique'’ de
la prandeur physique d'opérateur associé A; dans [!'état |y>, o guantiré
(AA)y mon négative telle que : -
2
(44 )y <4 - < a>,1)5).

Montrer que : (AA), (AB)y 2% |< u’-‘.-gl>,| (inégalité de Heisenberg,
théoréme qui n'a plus rien & voir avec un principe) (pour cela il pourra
étre utile de considérer les opérateurs A‘,, if 4 - < 4 >y 1,
avd-_f ,,,,,,,,, ). Qu'en est-il pour le produit (AX), (4AP), dans le cas
d'un gquanten i une dimension dans 'état [y>?

3% On va maintenant se placer du point de vue de Heisenberg probléme
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2
précédent. Mantrer que (.c'ul)f = (Ag,(1) )y

2 [Ap, . (t:)y Bgrliz}] l
4°) Montrer que (4A),, (,Mt),3 P-4 b3 < 7 =l

5% Appliquer cetie inégalité au produit (AX), (AP), dans le cas de
I'oscillateur harmonique, & [‘aide des solutions trouvées au probiéme
précédent 8°)., Quelle est la borne inférieure de (AX), (AP), lorsque

t =ty + 1w/ 200 ?

1°) Considérons le ket : |@ > = (A +iAB) |y >
oi1 A est un réel quelcongque ; quel que soit 4, le cg:ré de la norme <@ lp > est positif, ce qui
g'éerit @ <¢lp> =<yl (A-iAB)(A +iAB) |y >
=<y|Aly> +id <y|[A B] lw>+ X<y |B2|y>
=13«:S2>,.—1<l"¥i}w+<.43>,, 20
Le discriminant de ce trindme du second degré en A est donc négatif ou nul . Soit :

A =<M)i—4 <A%>, <BES, <0

A, B] 2
Nous avons dong : <A¥>, <BTH Z <'[Tl>., (1)

4 Les opérateurs A ct B sont supposés hermitiques, donc [4, B] est antihermitique ; il
vient alors quci"t—'iﬂ est hermitique. De plus la valeur moyenne d'un opérateut D

hermitique quelconque <yl D Iy > est réelle quel que soit Iy >,

On en déduit que c—[A,—Bl >y est un nombre réel.

27} Considérons les opéraleurs : I, =A-<A>, 1 a ﬁ,, =8 - <8>, 1

L'inégalité (1) est vérifide quels que soient A et B hermitiques, ce qui est ki\ ©as pour A w o

ﬁy . Donc d'aprés (1), nous obtenons: < Az >y <hB? >y 2 :;f < {i‘—-&i :-:”.:, (3)

En se reportant a Ja définition de I'écart quadratique moyen et en utilisant (Z), nous avons ! -
(M)y=VN< A2>, et (4B), = N< B>,

s I o ]ﬁ',é])zw

Linégalits (3) s'écritalors :  (AAjy (ABJy 2 o g

ERRRERENIARERRENI]
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emarquoens que [,Q B"I = [A, B] (évident} et donc :

(AA), (4R), = = < e . N @

4 Pour le cas d'un ganton & une dimension dans Fétat Iy > :

ax), (aryg > Sof< BBl | = Lo

Remarque : Si deux observables sont conjuguées, il existe une limite inférieure précise au
produit AX AP, Cette bomne inféricure est atteinte pour 'état fondamental.

3°) On cherche 3 montrer gue fAAf = (A A1) Ji
Par définition fM}f =< (A=-<A> 1P > = <A?> - <A >‘z
D'apres l'exercice 6on a : CA> = <Xy ft) >,
Montrons que < A 2>, = -cAih (t) >, ;eneffet:
<ylaz|y> = <y |Uralvly)>
= <y {to) A UUAL [y (1p)>

= <yt | A, () |wit)>

= < Afrg, (1) >,

Il vient alors ; [ (M_,l-‘: = = Aé.!o Pr—= Aﬁ,rﬂ -2 = {AAH-‘g)ﬂ (5)

4%} En considérant (5), ona: (MJ: =4 AH,:G,I;

. (Ag et} Byfta) 2
Soit d'apres (4) : (44); (AB) 27’[‘: S5 A :-,J
i [Age(tr} o Brgftz)] :
donc : (4A), (AB), > 5 |< Rl S ()
5°) Abpliquans cette derniére expression a X et P :
Xpofta) . Puoft)
(84), (4P), > |- gl 7 a1 | @
ord'apres l'exercice 6, ona: Xy llp) = X
o Py ft) = PcosaXt—ro)—m @ X sin a{t~to)
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388 N.B : On donnera un tableaw de la forme :

Sait [Xaoft) - Prsft) | R e oY, = H oo axl~4) n T | m nZ 7 e Eonim muitiplicite
% g

1
(84),(AP), 25 H | cos air - 1)

L'expression {7) devient alors 5% Caleuler le commutateur [x, p°l

Peut-an alors mesurer la positien et l'énergie simultanément ?

i
l==fo+l L cos ot — g =co,c—2-=0 i
2w Extrait, El Jadida , PC2, Janvier 1987,

Lorsque

diot (AA)y, (AP) 20 X . v g
‘ol 19) La particule est confinée dans I'enceinte, 1a probabilité de rouver la particule en dehors

de (AA), (AP),est donc nulle. e la boite cubique est done nulle. -

La borne inférieure |
2°) 1l s'agit de résoudre Téquation atix valeurs propres :

Hyx y.2) = Eymw(ry,2) s

8 - Particule confinée dans une boite cubique,

m, confinée dans

H? 97 a2 a2
atentiel nul A2

“%m ad T ﬁ * g {Vix, y, 2) = 0)

On cherche les solutions particulitres de la forme : " wrx, y, 2) = A(x) B(y) Cfz}

i icule guantique de masse :
n veut étudier une particd
l:uie garﬁun cubique de lespace. Dans cette portion rigne un p

et en dehors, le porentiel est infini.
Vix) = 0, pour :@ O<i<a, p<y<a et O<z<a.

Ve H =

_ L~ - 3y Q%  2mEu.
V(x) = =, ailleurs. L'équation de Schridinger (1) devient : pe + Y + = T R W=y
A ey &8 K SR
B(y) C(z) T + A C(2) 3 oz * A9 B(y) " = - FAWB)C()
Divisons les deux membres par AB.C, on obtient :
-y Lea | (L8, Ldc . )
0 A df T T \F & Cc dF
fonclion de fonction de y et 2
x seul
Chacun des membres est donc constant et vauoi ; d v ki (2}
* A
» " 1 @B 1 A2C
o) Quelle est o probabilité de trouver la particule dans la région oi le On a également : ‘E@ = - (E az ¥ k? — kzx) = k;: €)]
7 : g
potentiel est infini : ) ; 1 a&Cc
2°) Les fonctions d'ondes solutions de Fdguaton: gRx ém}r&;ws SM: d:u:l'f‘ - c & T k @
¢ +n, I, m entiers ''no -
Jorme 2w (% Y, D = Aafx). BA)-Culz) ave , avec B+ B +E=F

; - i g
I.'hamiltonien est alars : H=H +H,+ H et I'énergie es

E,”” =£. +E[+Eﬂ.
ns propres et les valeurs propres de

Les solutions de (2}, (3), (4): A(x) = A;sin(kx + @)

,;Hamfﬂanieu H. it

Clz) = Aysinthz + @)

Donner les fonctio
3° Normaliser la fonction d'onde wix, ¥ )

Soe ”
42 Etudier la multiplicité {la dégénérescence) des 3 premiers nivead

d'énergie.
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et donc (x, y.2) s'éenit: wix, y, z) = A sinfkx + @) sin (k,y + @) sin (k, z + @)
Or Ia fonction d'onde est identiquement nulle  l'extérieur de la boite et en particulier pour

x=0 ; y=0; z=0 ; etpour x=a;y=aclz=a
Ces conditions nous exige : @ =@ =¢=0
sink,a=20 — k., = nmla
sin kya =0 - ky = lmla
- sin‘ky g =10 — k, = mria

La fonction d'onde yix,y,z) s'écrit done :

sin (ﬁéﬁ) sin ("—’;1 ) sin (’“—-f

wf'xl ¥ .":) = A
i 2 1, 42
Les valeurs passibles de I'énergiesont:  E = —5-7= avec KM=k + k, +K

soil : Eviw & %?— (n? + 12 + m?) | oun,l, m sont des enticrs positifs.

L'énergie de 1a particule est donc quantifiée et dépend des nombres quantiques n, [ €t m.

3°) La condition de normalisation de la fonction d'ande s'écril ;

”'r"lwx,y,z)i’dxdydz - 1
A j:s;;# (E?)dx L‘ sin® (%1) dy J': sird (”‘—;“- dend

=
AN

i i s différentes. Dans
4%y A une mame valeur propre E correspond plusieurs fonctions propres .
url?: telle sitnation, on dit que la valeur propre cst dégénérée, le degré de dégénérescence eir,ant
égal au nombre de fonctions propres indépendantes correspondant a cetie méme valeur
propre. _ ‘
La multiplication des trois premiers niveaox d'¢énergie est représentée dans le tableau ci—

apras.

soit alors @

“

5 &
Chaque intégrale vaul 5 . 1i vient alors : A? T

=] 301l

it
Onpose: E; =%
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n i m n? P m? Epm multiplicité
1 1 1 1 1 1 E; niveau fondamental
1 fois dégénére
1 1 2 1 1 4 2E, 28re pivean d'énergie
1 2 1 1 4 1 2E; 3 fois dégénéré
2 | 1 1 4 1 1 2F,
1 2 2 1 4 4 3E, 3&¢ nivean d'énergie
2 1 2 | 4 1 4 3E, 3 fois dégénéré
2 | 2 1 4 4 1 3E,

l5°} Commutatenr [ X, P2]:
[X.P? =P [X.P]l + [X.PIP =2iRP

Z
L'énergic de la particule étant % ., ne commutant pas avec la position X. Donc, on ne peut

pas mesurer simultanément I'énergie et la position de la particule.

o

.".

9 - Puits carré de potentiel : Etats liés et non liés.

On considére le puits de potentiel défini par :
Vix} = 0 pour Ixl > a
Vixi = -V, pourlxl<a ; Vy,>10

1% Discurer la nature du spectre d'énergie d'une micreparticule dans ce

cpotentiel.

29 Calculer les fonctions d'onde  assocides aux états stationnaires d'une
microparticule de masse m, d'énergic E > 0, arrivant de la région x = -co.
(dans la régiom x > a, on cherchera la solution dont le comportement est
celul d'une onde qui a pour amplitude y ef qui se propage dans la région
des x positifs. Les conditions de continzité en x = a et x = — a suffisens
alors a déterminer les amplitudes des différentes solutions en fonclion
de ).

39 Calculer les cefficients de transmission et de réflexion. (toujours
dans le cas E > 0).

Extrait, casablanca I, MP2, Janvier 1987

- B ;
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1°) Représentation graphique du puits de pontenticl : t veo
E § x
® ® (m)

fariea i et e LR TR L

‘# Si-Vo<E<O Les états sont liés et le spectre d'énergie est discret
S SIE>0 ;

* barc étudc gc_'lni_r':{ite'—:}.:xﬂk?s oi E~0. Dans ce cas, on distingue trois régions I, /7 el IIT.

Les états sont non liés et le spectre d'énergie est continue /

i e

Ecrivons I'équation aux éats stationnaires d'énergie dans chacune dc ces trois régions :

région 1 : %ﬁi + ‘%‘Eﬁ 0 Q]
1.a solution de 'équation (1) s'éerit : wix)=Ae* 48,8 = avec : k? = %"E-
--régi;.m I : 95;“’72 + i;i—’;’m +Vo)ya =0 @
solution : ynix) = Az € igx 4 B, g —4* avec: ¢ = %’—"z- (E + Vp)

région I1I : Le raisonnement est analogue a (1) et admet comme solution :
wix) = ye ™+ Bye ¥

A, e ¥ représente I'onde incidente, B; € ~** l'onde réfléchie par le saut fini de potentiel.

y & ikx est I'onde transmise qui s'¢loigne vers linfini, B, € —ikx est I'onde de retour de
l'infini. Ainsi par hypolh&se, on aura By = 0, En résumé, nous donnons les fonctions d'onde
sous les formes suivantes pour alléger les écritures et par commodité des calculs qui
suivent :

Wf'(ﬂ:AIgilz'x—rc}_,,B:ei}a(x-n-aJ i
ya(x) = Az € ¥~ a) 4By & ~R{x— 2 —as<x<a
Yalx) = y€ W= x>a

Ecrivons leg conditions de raccordement de la foncrion d'onde ot de sa dérivéeenx=—a et
x=+d :

A_j‘i‘.B_f =A; € —2iqa 4 Bz e 2iqa
A B, =
x=—a{ x=a{ g g (5

) . .5
ik(A-B3) = iq (A, e ~2i98 - B, € ?14) ig (A — B3) = ikY

La résolution des équations (4} et (5) nous permetent d'écrire :
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k k
24, =y 1 + = : 2B, = w =y
P ( ‘n’) AR (I q) ©®
ZA; =A2 1+ A e‘—ﬂq’ﬂ + B 1 — i A 2igqa
k 2 9 X _ (7
23:=A2(7— f‘)e‘z"‘rﬂi-ﬂz(l-hf-)eﬂq‘: (8)

Remplagons A, et B, par leur valeurs respectives dans (7) et (8) :

- F [ DB e 08 D Pewed
-F [ DDl DO - e

ouencore Ap = %[ﬁ;—qu"g —2iga _ (q—;&;@z—e Et'q'a] (©)

k& - ¢° g , L
& = 5 %k (& #iee_ g 2ied) = %i —sin2qa (0

2
-

3°) @ Le ceefficient de transmission est défini par : T-—.;. = ——

Comple tenu de (9), on obtient : 1 _ fgq+k)' + (q— k) - 2(9® - k) cos 4qa

T 164°
Or (@+kf+(g- k)f=2[(q° - P + 8k ¢°]
1l vient alors : L _ AL KNI - cos 4qa) + 16kq]
T 16i2g
i iliiE i L (g® — k?)? sin*2qa
T P
4 Le ceefficient de réflexion : R =="_.i = I—B-‘li
i 14, F
Compte tenu de (9) et (10) , nous avons :| R = 12, F T = —jﬂcz = g%)? sin’2qa T
Iy P i P

Remarque : i) On vérifie aisément que R + T = ! : donc la particule est soit réfléchie,
soit transmise. Contrairement 4 la mécanique classique ol les prévisions donnent une
pﬂ?bahml.é n_ulle a la particule de revenir en arriére (c'est-a-dire d'étre réfléchie). Nous savons
qu'en mécanique quantique, les calculs montrent que 1a particule incidente a une probabililé
non nulle d'étre réfléchic.
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ii) Pour £ > 0, les résultats peuvent T
se présenter graphiquement. 5iE =V, ,
le ceefficient de transmission T<l1,
c'est-a-dire, il y a une réflexion
partielle. On obtient T = 1 que pour
certaines valeurs de E/V, qui
correspondent 4 R = (. Les calculs
montrent que 8 =0 pour ga =nx: Ce
phénoméne est ondulatoire et le
systéme similaire est l'interféro~ -

métre Perot-Fabry. 1

M e

+ EfVa

{qa =nm)

Complément : Etudier le cas o -Vy< E < 0 pour le cas du puits étudié
dans I'exercice précédens,
Il s'agit maintenant des états liés, Le raisonnement est analogue er la solution des équations
de Schridinger nous imposent :

2mE

x€-a : w(x) = A e P+l 4 Bg ~px+ a) avec pf =

~dfx<+a’ yolx) = C @ 9 3 D g —ax avec qi'z%’_;‘_!'g b Vo)

xza: le’x)zEeP(I—ﬂ).,_Fg-—m'x—a}
Comme y(x) doit étre bornée dans les régions [ et £/f, il faut donc imposer : B =0 et
E=0
Les conditions de raccordement en x=—aetx = +a donnent :

{A = C e+ De ive Ceiee + Qe ~4a= F
X=-—a

X=a
= ig(Ce -4a_ Dpe is) i¢(Ce ita - De ~iaa) = _ pF
Soit alors ; C=eita 9"—2‘:&4 i D=e4a 9;‘;34 (11)
Fooei —H— o geree 22 4 gy
ig~ p _ iqg - p
el F=2Dgian —4_ _ 3¢0-2iga H— P 4 (13)
ig+p ig+p
L'égalité (12) et (13) nous cxige : ina — (%'_T,f_ : (14)

Comme p et ¢ dépendent de E, I'équation (14) ne peut &tre satisfaite que pour certaines
valeurs de E : c'est la quantification de I'énergie. Deux cas sont possibles :

é
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a) & _ ."_;_"_‘!"_:_ézf'qa as)
’ P tiq :
Soit : p(l +e243) =~ _jgce2iga_ j)
Lo o™ WU & N W 2isinga
q e ga g iga g, g —iqa 2 cos qa
Soit : Q.4 ig {(qa)
4
Posons : ¢, = ‘\fzm’pvo o "Jp? + q2
On obtient alors : m=r+:gzqa=)+ ( )Z
" B . ; - lcos gal = 4
L équation (15} est donc équivalente au systéme : £

tg(ga) = 0

Le résolution graphique de ce syst®me nous donne les €nergies quantifiées des états li€s. Ces
mveaux d'énergie sont déterminés dans le plan (y, ga) par I'intersection d'une droite

(y= ——-(qa}) de pente 1/goa avec des arcs d'une fonction sinusoidale {en traits gras) : lcos q:zl
avec Ia condition tg{ga) > 0.

¥
3o
-
v* o
Ny
\\ %
L Y
\ \\\
N \
\.\ \
'\ Ay
N \-
0 1 T I 2 qa
2 2

Nous obtznons donc un certain nombre de niveaux d’énergie dont les fonctions d'onde sont
paires : Il est facile de vérifier que w(—x) = y{x) (en repportant (15) dans (1 l) at (123, on
ohticnt F=AetC=0D)

by si 229 _ g 2iga i
p+ig
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X _q
|.nn( ga )| ==
Un raisonnement analogue nous conduit i : %

tgf{qa) <0

Les niveaux d'énergic sont obtenus par lintersection de la méme droite et des arcs (en
pointillés). Les fonctions d'onde sont dans ce cas impaires.

10 - Puits infini (centré en x = 0).

On considére le potentiel V(x) définit par la Sfanction

Vix) = 0 pour el < =

2
Vix) = + o=  pour Ixl > 7

1°) Représentez la courbe V(x).
2°) g) Ecrire I'énergie totale E de la particule.

b) En appliguant le principe de correspondance, donner I'hamiltonien
(indépendant du temps) de la particule. Ecrire I'équation de Schrédinger.

3°) Déterminez la forme générale (exprimée par des exponentielles) des
fonctions d'onde y(x) selutions de V'éguation aux valeurs propres. On

posera ! k= "

4°) a) Ecrire les conditions aux limites (que I'on justifiera rapidemenr).

b) En déduire une condition sur k.

¢) Déterminer 'énergie (totale de la particule, monirer gqu'elle est

quantifiée.

5°% Déterminer fes fonctions d'onde v ,(x) :

a) Sous forme d'exponenticlles, puis sous forme trigomométrique. Montrer

alors. que ces fonctions W,(x) son! de parité (ou symétrique) bien difinie.
epas confondre parité de n el parité de y,(x)].

bj--Nor":mcr ces fonctions et monirer (en le justifiant) qu'an peut les

prendre réelles.

¢) Reproduire et compléter le tableau suivant. (¢n précisera dans la qéme
colonne si @.(x) est syméiriqgue : §, ou anti-symérrigue : A.5)
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Yalx) symétrique

1
2
3

4

d) Représenter les courbes w,(x) puls |w.(x)12 pour n = 12,14 Que
représente |y (x)|2?

e} Donner, en le justifiant, le degré de dégénérescence de I,

D Avee r . <x |yus = g, (x)

Vérifier que : <wily;>=48,;, i = 1,2,34.

{11 est nf‘ﬂe' de considérer ['intervalle d'intégration ef la paritd dey
fonctions a intégrer pour limiter la longueur des calculs].

6°) L'état décrivant la particule & liastant t = 0 est :

1600) > = Crly;r >+ Calya > + Calys >+ Col yy >
a) Quelle est la probabilité, lorsgu’on mesure I'énergie de la particule de

3wz,

trouver une valeur inféricure a
/ mlL?

b) Application numérique @ C; = C; = CT = Ey -
T

7% On montre que la probabilité pour un gsysiéme quantique, d'effoctuer

une Imrl.u:ﬂ'on entre 2 étais décrits par les fonctions d'onde w, ot y,,

sous l'action d'un rayonnement électromagnétique (polarisé suivant v'v)

est proportionnelle au carré du mament de tranmsition L, soif :

P(Ws = Wa) ~[Bay 12 avee ., .= <y, | X|y; >

a}) Déterminer la matrice représeniative de [U'opérateur position x dany o
base - {ly;>} i = 1,2,3,4. [voir remarque § 7f)]

b) M_amrer alors que de telles transitions entre |y, > et | w, > ne vant
permises {'po.’.‘sib_les) que si les nomhres m, n obfissent d une lul simple
(régle _dt sélectian) que l'on précisera. (Les awires tranmsitions sont dliny
inrerdites).

89 Calculer dans I'étal : lwa > (n = 1,2,3,4).
a) <X> ef AX = Vexis - <xs?

B) <P.> et AP,
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¢} AX . AP, . Conclusion ?

9°) Peut—on mesurer simultanément la position et l'énergie ? (Justifiez
yolre réponse par un celcul).

10° Peut-on mesurer simultanément P, et E ?

Formulaire
-Li2

/3 a

L2 n j_
sin®n f—x.d: = j cos’a r® dx = 3 L

rLiZ2 | T it __.!._
smmi—x.sin ":r_,x'dx_zn

—

[ sin{m — u)'i;- sin(m + n)g—]

m = R m + I

@

sia(m + n);;—

-L/2 7 i _L\: _
casmi—r.casnf‘x‘dx——zﬂ =

—————————"

sin{m - n) g—:l
m - n

T
sin{p + q) ;— sin(p - 4q) 3""_!

L/Z

13 L?
x sin p—L'EI . €08 g X, dx =ﬂ5‘{

s (r + @) (7 -q)°
L2 [ cos(p + w—g_—... cosly - ¢) ;_E_]
T dn pra P — 4
[ eon i (5 )
a9
[ o e ax =t (5 S5
0

Extrair, Marrakech, MP2 - PC2, 1984

< tation de Vix
1°) Représen ) Vo

170440040 At L
®
LR R R SRR TN LWL LY

— X,

2 o L2

PZ

2°) a) L'énergie totale de la particule est donnée par : E= T ¥ Vix)

k|

=8\
B |
F
X
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32
b) A l'inpulsion P est associé I'upé.ra:cur!:ﬁ- % donc & P2 est associé l'opérateur — #? :;?
Au potenticl V(x) est associé W(X). 11 vient alors, I'hamilionien du systi2me indépendant du

1 _ —k: &
temps : . H= —=—= 85 + V(X).
L'équation de¢ Schrodinger s'écrit dong : [ =L + Vix J] v =Ey
UL 2m i
EFE 2m .
by A—— E bt X = r
OU ENCOre - 2t (E-ViX}))y=0" {n

3°) Cetie équation a des solutions quel que soit E > 0. La particule est confinée dans la
rigion 1T, Le potentiel est nul dans cette r€gion el égale a ++- dans les région I el 111 : Clest
une barriére impénétrable. Nous avans donc iy = 0 dans les régions I et IT1

; . . < E
Dans la région I1, le potentiel est nul et I'équation (1) devient:  y" + %ﬂ- w=0

la solutien d'une telle équation : pr=Ae ¥ pe-#  avec B = 2mE

) 3
4°) a) La continuité de la fonction d'ondeen x = - L/2 et x =L/2 exige que Fon ait :

Aeg—RLZ 4 Boii? =) . ppiki2y Bg-ikl2 _g
b} De ces deux relations on tire :
EL

A==5 (2) soit .sfn-z—=l5‘ —_— ky = %‘E n pair > 0

ou A=RH 3 soit cm%—:ﬂ —— ky = -’:‘,E- n impair > {
i@ 2mE

T . o 2 n o SR

<) En définilive, (2) et (3) exigent : k= S ey A
2

Soit E,= % n? r entier > (7
5 a)® CasouAd =— B Qonza: wo=A(e %% e ~iknX) = 27 Asink,x
Soit Vaix) =2 i A sin (”—2—"—) avec n pair > 0

On voit gue cette fonction est impaire (antisymétrique).

® Casol A=5 @ v =A(e inx s e —knX) = 24 coskx

Soit w.x) = 2A cos El’-:i avec n impair > ()

Cette fonction est paire (symétrigque).
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L 5 i cet effet : By o 3"%
fols e )
En 1ésumé, nous avons ;. =10 pour x <=3 et x23
4 Ea Wil 1) symélrie
v, (x) = A’ sin ’% n pair > 0 {#) : -
) 1 E g = A Seere S
Wy w.(x)= A" CO_,‘.E%‘.-E n impair > 0 (5) 7 3 =
2 2K
E = ﬂ_z_?_‘-z- n’ n entier > 0 AE, < sin & AS
T Imill? ==
i)Si 1wlation de l'origine des coordonnées : x = x—z 9E, \fg: - Jnx s
Remarque : i ) Si nous effectuons une el > 2 -
. ARx
i 3 = 2= . a=12.
les deux formes de ,(x) se raménent 2 la forme unique © yi(x) = Asin—p ) - %jiﬂ ‘:;rx —
ii) On retrouve les niveaux d'énergie en écrivant que 'onde de De Broglie est slallonnaire : o

a h d) Représentons graphiquement les fonctions d'onde yalx) et |w,.(x,l[2 qui représentent la -
L=p 3 = 8 Zmv densité de probabilité des quatre premiers états.
1 n2 i (E = %mv? ) ¥atd g, Gl
dgmPv? — SmE
+ Eq "
i piatht 2o
dod E=gnll = Iml? NS

N 2 = g 5 3
b) La condition de normalisation, soit ici j'rqr,(x)i dr = /, donne immédiatement

L. 7 n L
L«'ijs;nz%“-dx - 2]A‘12Jnsin2%n-dx szlaf >
12 i}

a2 =
Omn a done : IA 1 i 7
Fn choisissant A’ réel et positif (si A" &  }, 1a fonction ne va dilférer que d'un facteur de
. N
phase prés, d'oil @ Al = 2 )
Par un reisonnement analogue, la condition de normalisation appliquée & Uégalité (5) nous y .
2
exige : A" = i E
1
11 vient alogs : : . ’
wix) = ‘\,Jf—‘- i %x_ p pair > 0 1 o % 1B L

-

¢) A chagque valeur propre E, correspond une seule fonction d'onde

On dit que les valeurs E, sont des valeurs propres simples, leur degré de d€générescence est
égale 4 un. d

’2 . hm < p
yfx) = T cos - r impair > 0

ir des résultats précédents, nous pouvons completer Ic tableau ci dessous. On pose

c) A part

P EEEEL.CEERREREI]

L4
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) Vérifions que < ¥ ly;; > = & i.j=1,2,34 |
nous avons montré que < ¥ > = 1 (condition de normalisation).

4 i,jsont paires :

e X gin j 2% dx
(l{_ﬁ'l}{;:‘=jtiw l,/;(lx—-j £in T sin j =7
=L

i .dusfnj'm—x' sin i’ELi fdx {lLa fonction & inégrer érant paire}
L . v

- L

En ntilisant 1e formulaire joint, on obtient : sin i = D i i s _—
<yily > == w2 TEPEL

= 1 b e 2 - 0
{ J‘ et !I n (n (:_;{) : es deux termes sont nuls et par suite @ < W |IJI‘, ==
[+ o 3 ) x

% [,] sont impaires :

I a4y
<1,q|w:=—-—-'[ msT cos ™y

2 [ oo 22 i dxr (la fonction i intégrer &lant paire)
= EL cos 7 eosTp

sin (i + ) w2 sin_ (b jp w2 .

(i+j)mi2 ' (i - j} =2 <~ !
; stant différent de j el que s i— jeti+ jsont toujours paires, d'ol : < ;g
& Siiest paire, J est impaire : .
2 (L8 i W I
<yly>=T jms.n 7 @& L dx

=0 (car la fonetion & intégrer est une fonclion impaire)
6°) L'état déerivant la particule 4 Tinstant £ = 0 est :
|@(G}:’ = C;‘W;} +C2]W> -I-C_,]l,\fj)'i- C,Ilql.f

) Lorsqu'on mcsure Iénergie de la particule 37 = 0, les résultats de mesure sont1es v aleurs
a
propres £, (n = 1,2, 3.4k,

c
L'¢ e E = EL cormspcnd aE; <E<£3.Done la prubabilité de trouver une valeur
nergl -
KPs % T [ s ]ﬁo,'l‘):
inféricure  =—77= st N3 qu, ]@’0};‘2 l v t
rf= e, F + lcaf I

g

?

I
|~

b) A N: =€y = «(-E

g |
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7°) La matrice représentative de I'opérateur position X dans la base {|1,v,- S)i=123dest
donnée par ses éléments de matrices : X,J; =< |X I y; >

Sif=j, Xy sont nuls car la fonction a intégrer est impairc.

Si i #javec (i, j} soicnt toutes les deux paires, soient wutes les deux impaires : dans ce cas
la fonction & intégrer est x Sin px sin qx ou x ¢os px cos gx. Ces fonctions sont impaires
¢t done les X; sont nuls.

S1¢#j (Tun est paire et 'autre impaire, 1a matrice est symétrique) :

Y= 2 [ 2siniZE poej 2= ax =l zsiB=S cosjZX dx
""_LJ._ L BT =Y sind 5= cos j

_ 4§ L2 [ sin(i+ j)ni2 b sin(i — jmi2] - L2 [co.;(i )2 . Bt __sz] }
"L \ 2=y /7 (i -7y 4z L (i +j) (i-j}?
lfiousubwmnsdonc;

i | j lawpm2 | ti-pw2 |sing +)m2 | sinti - nE Xy

2 {1 312 w2 =i 1 16L/972
2 3 Sni2 -2 1 =3 —48L725m
4 |1 S5a/2 3m/2 1 AT L 32Lp225
4] 3 Tmi2 2 = 3 1 9L/

Il est facile de remarquer que cetic matrice est symétrique : (X,; = X;).
L.a matrice représeniative de X s'écrit done :

16 32
¢ 5 0 ZF

16 —48
- g 2 7 ©
® 4] == 0 9
25 9

=32 96
s 0w 0

b) De telles wansitions entre ly, > el ly,> ne soni permises que si les nombres m et n
obéissent a Ia rigle de sélection: m=n+].

87) a) Les &léments diagonaux de X sont tous nuls, donc fa valeur moyenne de X, quel que
soit I'état g, estnulle: <X >, = < yilXly> =0

b) Calculons la valeur moyenne de X2 dans I'état y;- Pour cela on a hesoin seulement des
¢léments diagonanx de la matrice représentative de X2.
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0 a 0 b
L a0 ¢ 0
Lamatrice X estdelaforme: X =77 | o . 5 o
b 0 d 0
2402
" Ll a + b 2
et par soite : X T + 2 P
: 12 &)? (ﬁ.)z] =320
11 vient alors © <X>; ‘—'%f"z"'w i [(9 * \25

r
<X2>; = %faz L =5 [(%)g + 32%)2] = 6.8 LA’
e —I-,fgrczmﬁj =‘%[(% ) (%)2] =75 L2
<W}4=é—(c23+b3) %[(% o (2‘5)1 3.9 L3rt

Scduit | AX =< X2 >
OIT-H R AX; =18 L2 5 A% =26LI7 .
o ij HQ‘TL;H‘Q » AX4 = EUIIQ

Hod
b)ye A 1'1mpu151011 P, est associé l'opérateur = 7o, il vient d

<P, = j‘!’;i el O

; intégrales sont
Les fonctions 2 intégrer sont de t)pe sin x cos x (fonction impaire), donc les In1Egr:
nulles. Soit 2 < P,>.=0

A , B
e <P, > = ch-j—m-:-,- 2mEy =3
JE > 4P, BEL
F] =
On en déduit: AP =N <P > - T

¢) Compte tenu des résultats obtenus de AX et AP, , on obtient |

]

&
{AXAPI’.}I 1.3;::0,57?&

bl
(AX . AP,); = 522 ~166 A

il
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(AX . AP_); = 8,1 f:- ~2,58 &

]

(AX . AP,), = 7.84 %-:2,5&

; P2
9°) L'énergie de la particule élanL E,, = -2-"”-!- et sa position est X_
P 2

Le commumteur[x %—] #0 : il n'est donc pas possible de mesurer I'énergie et la

positon de la paricule simultanément.

P 2
10°) Par contre le commutateur [F,, -5-;—3-] = 0, il est alors possible de mesurer
I'impulsion et I'énergie de. la particnle simultanément.

11 - Marches de potentiel - Coefficients de réflexion.

Dans un probléme a une dimension, on considére une particule de masse

-V x< x4
m soumise & la marche de potentiel : V(x) =

+ Vi, x> x4

o V; el ¥V, sont des énergies potentielles constantes positives, x, étant
une valeur positive de la position de cette particule.

A/ On se donne un état stationnaire de cette particule d'énergie propre
&>V, décrit par lg fonction d'onde @(x) = <x | ¢>.

°) x et P étant les observables respectivement assocides d Ia position et
a impulsion d'une telle particule.
a) Ecrire son Hamiltosnien H.
b) Cette particule est-elle conservative ? Pourquoi ?

¢) Déduire de I'équation aux valeurs propres de l'observable H l'équation
de Schriadinger indépendante du temps.

%) La particule se déplacant dans le sens de croissance de x, écrire et
résoudre cefte équation dans chacune des régions de ['espace I el [II
respectivement définis par x < xp et x > Xxp.

3°) En identifiant chacun des termes de la solution et en écrivant les
conditions de raccordement au point de discontinuilé du potentiel, évaluer
les amplitudes des différentes ondes planes monochromatiques associées d

. cette particule en fonction de 'amplitude de l'onde incidente. Présenter le

_ résultat sous la forme : @ (x) ={¢'(I)' ¥Ry

@re(x), X > x4
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4% Caleuler les cafficients de réflexion R et de transmission T aqinsi que
leur somme. Conclure. '

B / On s'iniéresse maintenant 4 un élat stationnaire de ceite particule
d'énergie propre positive E<V, décrir la fenction d'aonde ¢(x) = < x |p >
1% Ecrire et résaudre !'équation de Schriidinger indépendante du remps
dans les deux régions de [l'espace I er Il

2% Calculer les différentes constantes d'intégration en fonction de
Famplitude de U'onde incidente, la particule se déplacant toujours dans le
sens positif. Présenter la solutiorn sous la forme :

¢r(x) : X<Xq

$x) E{'?u(l’) “a roxy

3% Calcular le cepfficienr de réflexion R et en dédnire celui de
transmission T. Conclure .
Extrait, Fés, MP2 - PC2, Janvier I988.

I/ Marches de potentiel
VX

V?, -+

-V,

A [ Cas ot € > V; ; réllexion partielle,

1°) a) La particule 2 est placée dans un potentiel Vix) consiant dans certaines régions
3

I'hamiltonien du systéme est : = 5%1— + V(X)

b) Les observables X et 7 sont des constantes du mouvements (indépendantes du temps).
Ainsi H est indépendant du temps : propriétés pénérales des systémes
conservatifs, ;

¢} En représentation {|x > ], '4quation aux valeurs propres de i : Hep = Eg¢s'éerit:

s
[_.é%_ %— + vrﬂ]m Ep

- R =

PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE iy

olr encore GEE{L) Zm
a2 * FT(E-V(x) eix) =0 ]

2) Ecri i . Equalion aux états stationnuires LT
n z S = : ™ ;
vons I'équation aux érats stalionnaires d'énergie dans chacune des eégions £ o1 1t

1 . 2
® Pourx<yx,, I'équation (1) devient z d__L_d;gx) + %—g}- (E+ Vi) oputx) =0 i

Comme >V, 0, i sensuitque £ + V; > 0

12

Posons i
ns alors : o = ‘V'%(S-f—\-”;}

L'équati i
Cquation (2) admet des solutions de types : Pi=Ae Hx-x0f o g wie 1y
oll A et & sont des constantes complexes. '

b

* ! ( j i it . dx‘z I t k} ["- EZJ Q’Jl-t) =} “n
¢ | our x > XLy ré({llallﬂ" 1 sion 4
CO]]ImBE)V; ﬂlDrSE = ‘2 >0

Z i ( } 2t de i TITH arme.
L.éq“ﬂlll}l‘l 4 admet d 5 SDIHLIOH‘S auxquelles nous d
; R 3 donnerons lesg f rm
"illégr:r les C-CHIU]":S {SU.I'[DI]I, lors des co Ildi-ﬁmﬁ de raccurdcmam} T *

) 2
avee = \f2e v

3°) # D e -ii(x20 egt I'ond i
: e de retour de I'infini, Ainsi D= i
inconnues B et € {4 étant Fampfitude de I'onde incic;crﬁ:;m BRSSO

suivantes, pon

Px] =Ceix-%) 4 pe-ifiix—y,; %)

+ Ecri iti
crivons les conditions de raccordement de la fonction d'onde et de sa dérive

¢& qui nous foumnit du fait des expressions (3) et (5} (D = 0) les deux relations : e

{A +8=C Tt
| ia(A ~ B) = igC n
De (6) et (7) , on tire : 24=c¢ (H’a—) 2= (: ”')
- e

(1]

Soit = 24
o @ o e PR

Bla I+ fila

Les expressions de ©(x) sont alors -

q:u{x}:ﬁ[e iﬂ:(x—xoj.,, ]_".&]g ~it{x — 2}

1+ fia
2A e iBts-xp) ,
il T X Ky

Xy

o) =

Palx) =
3 7
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issi i déafinis griice A la notion de
4%) Les caefficients de transmission T et de réﬂfmon R sont 1111I g'lrf
p lcl i B B

courants de probabilité par T = S W —-3-“ |

. st B4
Il vient alors : T = AP > rfof

r o= 4 Be
soit F T BP

s I’ il Bf’u‘j
i TFY T

Compte tenu de (%), 0na:

soit alors

4§a + (0 - EP
(e + B
i zéro | artic it
Coneclusion ; Comme K et T sont supérieures a zero | la particule est donc 8O
on :

; ; 2 e e
transmise, soit réfléchie contrairement A la mécanique classigne o la particule incident

L = A -
une probabilité nulle de revenir cn arriere.

s ) -3
On vérifie aisément queR +T=1: R+T7T

B/ Cas ou £<V3 réflexion totale.
1%) Dans la région (7), on a comme en §A:

avec ol

dyix) _Aginx-33)+ BE —iafx-Xp) =7 g+ Vy)

2 —
région 1l : ‘—%f‘i - ﬁ (Va— &) gufx) =0

(x = =p) e 2 .‘-"‘7’”‘ (Vg £)
Lasolutionest: (uixi=C¢ -gz-x0) 4 DET av ¢ =3
2°) Une fonction d'onde doit 8tre de carré sommable, il faut donc. chu{'uii:rxg = () sinon, ¢ ne
i insi = —qfx -
pourrait pas représenier un érat physique, Ansl: Ppufx)=Cé&

z = joyA— B)=—4qC
Les conditions de raccordement en x = Xo domment: A+8=C el 1o

1 — igla
) b 2___‘4' & B = '_-T—
On tirg:: = = 1 +igle i 1+ igia

].a solution s¢ présente donc s0us la forme :

' . o :'q -1¢ ) £ < Xg
¢!(I) =Al e ¢ ¢ + i e
- ) Ao

o+ ig

e - alx - xp) ® > Xp

pa(x) =

rgaxr2eRARRRRRE

PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE AL
. 1 : ia I* a— iq|”
37) Le ceefficient de réflexion 8 vaut alors : R=——s = . =]
) lal &« +ig
Conclusion : On voit que R = I (réflexion tolale), comme en mécanique classigque on I

particule est toujours réfléchie. Cependant dans Ia région IT la fonction d'onde n'est pav nulle
{onde évanescente & —9(<-To)y. Ainsi la probabilité de présence de la particule pour & = v,
n'est pas nulle qui, classiquement, lui serail interdite ; mais le courant associé par conlie eut

nul. Ce fait ne se rencontre pas en mécanique classique, c'est un fait purement quantiquo ! o
phénoméne a donné naissance i 1'effet Tunnel.

s 12 - Potentiel en esealier : Etats liés.

Considérons une particule de masse m se déplacant dans le potentivl
définie par :

Vix} = 4.“.' . x<
Vix) = = 4V, f<x<a
Vix) = - Vg a<x<la
Vix) = 0 x>3a

o a el Vo sont des réels positifs.
- Donner l'allure du puits de potentiel.

- A gquelle condition existe—i—il un niveau d'énergie ¢ = Vo. Jdlluxtres

volre réponse par une résofution graphigue.

Extrait, Casablanca I, PC2, Mal 1943

L'équation de Schrisdinger indépendante du temps

pe Vix
o yrx) 2m ;
séorit: 5=+ ST (E - V(x)yx} =0 3
. On cherche A trouver une condition pour que E J 0
soit égale & — V. L'équation (1) devient : i S 7 1 Vi I
=4
dyrx) 2 3 ui
—d%- + 25 (- Vo~ V(x)=0 o} (5
. d?yix 3
Région T : dx;} + i—’;‘ (3V,) wix) =0 3
)
Cette équation admet comme solution : N @ @
yix)=Aelx g g e-ikx (0 E
-4V
6mVo

avmk2=—nr
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X
Région II 3 —"‘i}—}' g X
Soluiion : yofx)=Cx + D qu'on peut écrire par commodité du calcul : |
| |
walx) =C'(x~ a) +D 2) I | |
| I
: dyx) 2mVe I | |
région LT : > e wx)=0 I | :
3 = . 2 _ 2m : : !
solution : y(x) =B € 95 + JorP AR avec ® = 'ﬁ_z'Vg f | :
} % JKZ | %3
| a fonction doit étre bornée (de carré sommable), on choisit alors F = 0. T~ 1 bl m = X
Soit : %(x):Ee"” ' 1 2 l 2II
1
el par commodité de calcul © ¥ (x) = E'e = (x= Ja) 3 | : {
| |
Pour x <0, V{x} = +eo donc w(x) dans cetie région est nuile. Les conditions de raccordement : | I
en x = 0 nous implique : 0=A+B = A=-B I : i
I
) T ] \ 1 .
soit wlx) = A’ sin fx i ; \IN
I I I 2y aa
; En résumé et tenant compte de B =3a? i | ) =2\ %
|| W:(‘) = A' sin ( \l'i o J‘:) 0<xr<a f(li:.lre - ._Régoiulion graphique de TVéquatiom (11), donnant les valeurs e
i | = g%J « }, pour lesquelles on obti ié d' i
I il g obtient un &tat lié d'énergic £ = - Vg il
1 = "y — D X < 3a ) - pilane
:I-'| wzlx) ' a) + a < 4) ;':m!:::; d{} pot;l;r-ltl ¢n marche, Dans le cas présenté sur la figure, IF cxlste )
(X7,X320u X3).
| w‘(x} = E'¢ — afx - Ja) > ia
Les conditions de raccordement de la fanction d'onde etde sa dérivée enx = @ elx = Janous 13
- - Etude tr i N
¢s simplifiée du Deuton : potenticl.

permet d'éerire -

\1!|i| AsinVia@a=D (5)

2aC"+ D= E" (7)
— { On considére le potentiel défini par la fonction V(x) :

'] b x=a
if [ o : o C'=-oak’ (&) i
‘ 1l N3aA'cos¥3 da =€ (6) :;‘j —V""“' pour x < 0
| ; -1 xi=-Vo< 0 "
| [ %el %mus donnent : J_ g N3oa = g-: 9 2a + —?, § (10) VeD) = ! pour 0 < x < Q (région I)
H} : o . x) =0 pour a < x (région I
i D ) e . eprésenter la courbe V
[;A remplagons & (9} par sa valeur dans (10) : 'J- gV3aa= i On’ étudic seulement los e’l;fajt's liés pour les .
i 3 telle que : -V, < E < 0. pour lesqueis I'dnergic totale I wxt
| ill: s0it e (‘I} aa) N = B (a\r_a) 2) a) Déterminer I'équation de Schréidinger diu systém
il — b) Détermi ‘ ; e
J |L - W k- . o \'3‘| - p:l”fese;'::;m.er la forme générale de la fonction d'onde vy(x), difini,
a |II\‘ % [ gions I, 1I), sous forme d'exponentielles. On posera : ¥
' .-J Le niveau dénergie F = - V, existe 8i I'équation (11) est vérifiée. Les solutions de celta N 2Zm(E ¥ V) T )
‘W équation sont les poinis dintersection de la fonclion gX avec la droite d'équation, R S L] i ¥ow Lz 2mE
I - -\r_ w %
1] y=-2X-N3. (figure ci-apres) Gard tof,
|.| : rder tous les cafficients sans en donnmer l'interpréiation.

EssEEEERRERRREER

——
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Introduction de lg gQuantification.

3} a) Ecrire les ctmd'xrwns de continuité en x = ( et en x = a:

B) En fonction du cafficient de € =, calculer le cefficient de € Xx, ef
celui de e —%x,

¢) Ecrire la condition limite (que l'on justifiera) sous forme d'une
équation : (b ) : tg(paa) = Fip, k).

d) Ecrire alors (les cefficients emm !n.’erprirés) la fonction d'ende non
narmée de la particule.

e) Dans vy (x) metire sin (pa) “en facteur, faire apparalfire (g{pa) que
I'on remplacera par sa valelr trouvée en § c.

f) Ecrire Ila fonction définitive non normée w(x).

On veut résoudre I"éguation (t :) du § Je. On pose Pg =p? + &

4) a) Calculer :[Jg.

b) Exprimer | sin (pa)[ en fonction de p et py.

¢) Avec l'expression de |sin (pa)| et en tenant compte du’ signe de

tg (pa), donner wune interpréiation graphique des solutions de (c,).

Ecrire une relation : E; = F(p; , m, Vy) avec p; solution graphique.
Extrait, Marrakech, MP 2 - PC 2, Mai 1986.

1°) Représentation de la courbe V(x) : Ve
. <)
]
J
2“)\3) Onexamine le cas ol =V < E <0 ~J & x
L =2 )
L'équation de Schrédinger du systéme s'¢erit E ‘:
®y  2m J © | ®
a;‘g + 37 (B -V(x)y=0 () .
=
b) # Dans la région 1, 'équation de Schrddinger )
e st FEy  2m o
géerit: o= + TF (E + Vo)y =
La solution est: _ . v =Aer + B e-fﬂx 2) avec p?= oo (E + Vo)
".

tFt,tl («217:[.) W =0

ce™+ De-= (3)

# Dans la région II, I'équation [1] s'écrit :

avec k* = -i?E

La solution est : V: =

3°) a) Ecrivons les conditions de raccordement. de la fonction d'onde et de sa dérivée en
x=0etx=a:
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Pour x = g A+B =9
‘ “@
A -
Pourx=g { &M+ & e on =Cet + peg-4g &)
ip(A ¢ ipa_ Be i) = Qe “aL p'a Ska )
b} L'équation 4) fournje 4 = -8 §)
Les equauo_ps (5} et (6) deviennent « 2iAsinpa = Ce ks D g—ta
ipf2Acospa) = k(Ce ka_ D ¢ —4a)
2iA sin pa = ¢ o'k
au encore : [ ’ PR @
1 2iA e—ca
_ FCos pa = (C g ka D g —ka 8)
On tire des re I;u:ions. (Ne |
L{8): C=2 3
: 2iA{sin pa + -k&co.s'pa] e —ka
D=2 ;
ﬁ(sm pa - }& cos pa) e ka (s)

c) ] g i
¥ (x) doit étre bomée dans la région II. 11 Faut done que C=0_Clestadj
e

: P2
St pa + T Cospa =0 (10)

s0it .
I = -& i
, el % , (1n

d) a) Compts teny de (4) eL [9], nous avons :

¥ = ZiA sin px 0
<x<qa

Ua = 2i4 1 i
2 fih pa — -‘E- cog pa)g—:cf’x-a) >a

E) CC“IFU:" tenu dﬁ []OI Si) A -l ' ) 1 = ; 7 —Kf.
n pa pﬂ 1] x y]
k Ai S] (,[!2 = 54 srn pPa e [}

T} En définitive, nous avons : w; (x) = 244 sin p
a

0<cx<g
W2 (x) = 4id sin pa e ~kix - a x>
a
4Q :
} a) Posons P =p s 2 = Z:IV"
~ ; o b
) Exprimons ; |sin (pa}| en fonction de p et p,
L'équation (11) nous permet d'éerire - cotg pa = -k
p
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7 B Pk P
—— wrpopn =1+ —= - = ————
d'aulre part ¢ e I + colgt p 7 e .,(ﬁ
Soit ‘lsinpal :.-%]
<) L'gquation (11) pemnet d'écrire © tgpa<? ¥
| sinpal = =

L'équation (11) est donc &quivalent au sy steme. T

rninés par l'intersection dune droite, de pente J / Pp -

i ! i 1t alors déte C : 4
o e e T renons done un certdin nomhre de niveaux d Encre

avec des ares de sinusoides. Nous ob
{figure ci-dessous)

4 y='sin pal eveclgpa< 0.

amja dnifa Smfe

des solutivns de Tégnation (L,
s lifs. (en gras sont les  arcs

s} UL q Il

Résclution graphigue
donnani les énergies des éitat! : \
|sie pel répondant 3 13 condition g pa <

2 i nip? _
™ - 0, =
A partir de U'égalité P= = (E + Vg), on tire: B

quation (11) . Soit:
(12)

Remarque : Ce résultat peut &lre obteny différemment & partir de 1'é
pa cotgpa = —ka

mVe o _
de plus {pal + (kaf = (paf = “px- & = 0
2mVe
C'ost Uéguation d'un cercle de rayon : R=pa = T

Léquation (12) exige qu'il y a des asymptotes pour pa = as (n entier).

Dans le plan repéré par 485 axes P ct

i ecti cercle avec
alors les inersections de ce _ nal
le premier quadrant, Ces ingersections sont en nombre fini.

ka1, cene Gguation estcelle d'un cercle. Nous éwdions
les courhes d'équations pd colg pa = ~ku ctce dans

EEEEEEEEEEERERE
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Supposons @ donné. 5i Vy dé&croil, le rayon du
cercle décroit et le nombre d'états liés décroit.

Sik = ﬂﬁm_ﬂ, % < 2£ , il o'y a ancon érat l
lié.

Si '21':}? = N2mVy %< @, il n'y a gu'un seul

élat lig.

I
|3
]
]
t
1
1
I
I
i
+

i
I
I
'
+

gy e

2n 3w 4m  pa

14 . Etats liés d'une particule dans un puits en fonction delta.

On considére ume particile dans un probléme 4 wne dimension dans un
poicntiel de la forme

o : constante positive
Vix) = — adix)

S(x) : "Fonction™ de Dirac
On suppose que U'énergic E de la particule est négative (état lié), dans ce
cas la fonction d'onde s'éerit
x <0 wix) = A 9% + Be 97
x>0 wix) =C e 9* + D e ~9*
ou g est une constante gqui dépend de E et m.

I9) La dérivée premiére (y'(x)) de la fponction w(x) présente une
discontinuité en x = 0 Aw'(0) = 0. On donne : y
@«

2
Ay = yU0%) - y07) = - T y(0)

En utilisant la continuité de wix). Donner Ia mérrise M définie paf &

()= (5)

2° a) Sachant gre wix) représente un {tat physique, donner les
expressions normalisées de y(x). En déduire la valeur de l'énergie E.

b} Représenter graphiquement ces fonctions en précisant leur portée 1| en
fornetion de g. En déduire leur largeur Ax (Ax extension spatiale
de w(x)).

3°) a) Calculer la transformée de Foumier-qwfp) de la fonction w(rx).
b} Calculer | of{p) *, que représenie ce lerme ?
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¢) Pour gquelle valeur p, de l'impulsion, | @(p) |? est maximale ?
d) On définit Ap (dispersion de ['impulsion de la particule dans sen état

1P = Lew.) I?

lié) par Ap.= p — p, o@ p vérifie la relation 3

Calculer Ap.
¢) Evaluer le produit Ax. Ap. Conclure.
Extrait, Casablanca ¥, PC 2, Juin 1986

Cénsicﬁmns une particule dans un potentiel V(x):  V (x) = —~ad(x)

On s'intéresse au cas des &tals liés (E' < (). Dans ce cas la fonction d'onde s'écrit ¢
wix) = Ae¥+ Be —9* x<0
wix) = Ced™ + Dg—9« 250

0l ¢ est une constante : 9t = ggi-_;—s; (2 partir de I'équation de Schrédinger)

17} Ecrivons les conditions de continuité de la fonction d'ondeenx = 0 :

A+B =C+D (1)
La dérivée premidre de la fonction y (x) présente une discontinuité en x = G :
2mo
vI(0%) - g (0) =~ W) @*
or ') = [¢(C e 5" D e -4)],_, = qtC=D)

y'0) = [atae—Be—)), = qa-5)

_ 3
Liéquation (2) devientalors: g ((C -~ D) — (A - B)) = —5— (A+B) 3
C+D=A+8

On obuient alors un systéme : i e
C-0D = q# A+ B)+(A-A8)

R . .5
posons : k = =

C=A(1 + k) + kB

Le systzme d'équations nous permet d'avoir : { ()
D = —kA + B(1 ~ k) :

* veir démonstration pb°15.

|
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qu'on peut écrire sous forme matricielle - [ C ) = (1 il \ 4
S D —}:_f—kJ(BJ
W (x) représente un état physiqoe it & :
P g physique, donc elle doit étre bomée, il faur alors choisir
0
Le systéme (4) devient s { Al o &
D = g4 ()
L'équation (5) nous donne - k=] soit &
1 &2 =1  etdonc 4 =p.
Les foncti | .
onctions d'onde correspondantes sont done - Wix)=Ae? x<gp (7-a)
-a
l Vix)=Ae—* x5 (7-b)
L i s
-a condition de I]UAI‘I'.I'IallSﬂ.ﬂ(}n."' w(x) Pdx =1 nous exige :
2 po -
4] [f € 24x pdy +J‘ e -2qx dx] =7
— Q °
Soit A=+g
= Vg (on choisit 4 rg
‘ réei > (1)
Les équations (7) deviennent ; [
P ¥ i) = g2 e~ | pour tom '
x
* Nous avons : \
, Eowl, ; B
. soit ZT =1
& -2m E
¢ = 2nk :
I1 vient donc ¥ G ' m: o . e o
ekt T T ITmERE ” 2m E RZ
Soit B om S8
. 2k
b) Ces fonctions d'onde sont représentées W=t
sur la figure ci-contre (leur portée érant
oy,
q
L'extension spatiale de W(x) est done :

[}

£y

Ax = 2 _ _27 :
q \/-—2;__5_ = g
: q

I

1
1
1
q

— )
Ax

3%)a)L i
- ) 3) La transformée de Fourjer P (p) de la fonction w (x) est donnse par :

| .




418 MECANISUE QUANTQIUE

p(p} = \l'%rr_ﬁ J.H‘Fs‘x} e-ipx I dx

= ‘r_ q'-’?'- 0 g xlg-iplhy dx+J” g-x(g+iplh c]x]
2nn o 0

I L —)
" Vem? \a-ipi® " ogxipiFW
N %
* T ® @ NP
2 _{g”
Soit ) ¢(p) = % RG + p?

; s : )
b} |:p {p) i représente la probabilité de trouver la particule avec unc impulsion p @ 'instant

y 2 bre |’T P
¢ =0.8avalenr est: 1!?({’.:1 = m

2 . .
¢) Elie présente un maximum pous p, = 0 . En ce point, la valeur (lekp (P} I* est égaled:
2 2
#hg x N =2mE

2
| 7 P I@fﬁn) |
d} Nous cherchons & rouver pour quelle valeur de pona: @ip) = <=
2 (fig ) . Wi
Soil : o —-wi——(kzq' + pif = Uiy
11 vient donc : 2{?&;}2 = pZ ou p‘ = () (inacceptsble physiquemeal)

On définit 4p par: Ap = p - p, = 2hg

2 omg = 4%
¢) Le produil Ax Ap vant donc : dx Ap = " 2hg i

i i - t
Comme d'aprés la relation de Heisenberg, Ax dp 2% [ 2, on voil que cette valeur €3
supéricure i la borme inféricure.

Complément @ Kefrouver I'expression de v(x} et l'énergie E de I'état lié
& l'aide du théoréme du Viriel

Le théorame du Viriel nous permet d'crire :

EEEEER

—
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v
2<E . p=Cr— > = —@ x|l,£((r}|2 iS(x,l dx
ox ax

Pour une fonction continuement dérivable au point x = 0, ladenvée de 4 (x) est définie par :

P P
J(g a(xJ)frx) dz = [—-5 ffxil_a

o - _r 2
En utilisant la condition de normalisation | A I = g, on aalors :

[ d
2<E > = ~ix [— > {xq}:L . (5744
D'autre part la valeur moyenne de I'énergie potenticlle est donnée par ©

RV ¥ -o:J'I v 66x) dx = e 1AP = —ag

Nvientalors: E= <E,> + <V> = % g = :%q_ avee g7 = 2;12!5
_ﬁ! 2 i = i (x

donc:  E = —% = =4 = a=—-ZF—""~ etdonc g = m;‘
2m 2 m 5

o -, me

d'ot E = T =

15 - Caleul du coefficient de transmission dans le cas d'une
particule dans un puits en fonction delta.

On considére un "puits delta" centré sur le poini a correspondant au
potentiel singulier V(x) = =n d{x - a} (n=0)

oR &(x — a) représemte la distribution de Dirae.

1% Déterminer les conditiens salisfaites par la fonction d'onde w(x}
représentant un état stationnaire d'énergie E associée a4 ce puits.

2% Montrer gu'il existe un état lié dont om déterminera {'énergie et Ila
fonction d'onde correspondantes.

3% Dans le cas ot E > 0, calculer le ceefficient de transmission T(E) en
Sonctien de I'énergie. Donner sa représentarion graphigue.

Extrait, Rabat, PC Z, Juin 1985,

1°) L'équation de Schrédinger indépendante du temps qui détermine les états stationnaires de
la particule dans le polenticl — 7 &x -~ a) s'écrit:
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. (2 Y- (2
2 &£ (nsx-a)+Eyymx =0 D .
ol v b L (n stx ) -
¥ (x) est continu pour x =@, mais ¥ "{x) est discontinue en ¢ point. En intégrant Ou encore E = - J_zﬁz

I'équation (1} entre @ - € €1 4 + e(e —0; &> () onobtient :

L.a fonction d'onde correspondante est donc = | wix) =Ad e~-lglix=a] pour tout x

3 A i . ate - =
# [yare-yla-g]-n [Tax-aywd-E | vEds =0

12 3°) Cas out E > 0 : cefficient de transmission.

- “_,)ﬂo J-"E y(x}dx = 0 cary(x)estconiinue enx=a “ Dans les deux régions que fait apparaitre Ie puits, I'équation (1} s'écrit ; Fb’ + ‘},z_f' w=0
lim (78— a) w(x) dx=wla) Les fonctions d'ondes correspondantes s'écrivent par commodité de calcul :
; (
- e—=0 Jo e {v{‘x)=de"*f"-“f + B e —ik(x—a) x<a
11 vient alors : fﬁ'[W'ffl+E)—V'fa”53]‘n v(aj=0 Wix) = L@ HE=2) & DiEp-N¥-al ¥ a
. ZmE
—2m aves Bi= i
Soit wilave - y(a-g) = 73"?@ #
Prenons D = 0 (particule incidente venant de x = —c)
2 > TRy i = ( e} ‘
Posons : -?”-I-TL: Y l-u; (a + & -y (a=¢) ""V'aﬂ @ - On exprime la continuité de y(x)enx = getonexprime (2);onadunepart :4 + B=C
2°) Etat lié : E < @ _ ¢t d'autre part : ikC—ik(A — B) = —yC
Le potenticl est nul presque partouz Pour x # a, l'équation (1} s'écrit & BB e
2m E Soit !
+ (FEE)v =0 _ ' e {A - B = c[c,-+.l)
] ik
1.a fonction d'onde de I'état lié pcutdmc s'écrire : , W T P ¥ -
wix)=Aetx-a + R pourx<a D'oi I'on déduil que : A=Cll + 57 et 8= E‘t‘c
yxl=Ced=-4 4+ De —a(x=aj pourx>a Le caefficient de ransmission T est donné par :
-2mE Ly, P lcP
s, i :B=0 e C=0 by " 14l '1 Y
Comme W (x) doit &tre bomée dans les deux régions, il favtque : B = = ™ 2ik 4k?
v ij = AGE gfx -a) x<a i soit T = 4@
Soit { 42 + 2
- —g(x—a) x> a
Vg De 3 ! En enant comple des valeurs de &2 et ¥Z, on obtient :
T es conditions de faccordement en x = —a donnentalors: A = D 4 4 (2m E)
4 .
L'équation (2) sécrit alors —~D - gA = -A ¢ -‘ - L i a = 1 7
) — 2mE m E) m 7
: =3 avec }’F——-ml et 4 = T3z 7 » 7 1 + SRE
Compte tenu de (3),on a: Y=xq »

~
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Axr = <yltx — a)? |y>

E g

ou encore r = m 12 Calculer Ax, dans l'étas Walx) el Ax; dans 1'état w,(x). Comparer Ax,
E + =53 et Axy,

Donner une interpréfation physigue du résultat.
my? TE) On utilisera les intégrales :
o AT 2i cst toujours +oo 2 1.3.5 Zn-1) . —
‘ I_admvé-edg = M'-'I’?‘ 2 1 J‘ yZ.e_cx szy 3 . ;:;"'r,_,\,‘] '\."ﬂ'
E + = 2 2 @

positive ; donc T{E) tend vers la valeur limite

Extrait, Fes, PC 2, Mai 1985
l, 7T =1 (figure ci-contre)

o 1°) L'éguation de Schridinger indépendante du temps qui détermine les états stationnaires de

| ibrati é HCI. Lagome d'Hydragenedans lc potenticl 2—" E(x—a) sécrit:
‘ 16 - Etude de la vibration de la molécule

Py Zm I
w‘?('ﬁ““"—ﬁ)’~5)w=ﬂ )

2°) Cette équation admet par hypothése, une solution de la forme :

!‘ Dan;c fa molécule d'acide chlorkydriqgue HCI l'aromz_ Ct e{l assezhizr;;::
L peut étre supposé fixe, L'atome H de masse m est maintenu 2a une dis .
! | moyenre a de l'atorne CI per un potentiel  V(x) = k (x — a)? 2 ou x {e)s
l- la distance algébrique de H a Cl et k. est la constante de _:rorce .:'esdzzzcé!s ;
|| s'intéresse aux mouvemenis de vibration de la molécule dans lesg

Wolx) =~ Age~ tx—a)? (2

29 La fanction d'onde de {'élat fondemental est de la forme :

. d
|||\ 19 Ecrire I'équation de Schridinger indépendante du te{rzps q:u décrit les :
w états stationnaires de vibration, représentés par les foncliohs d'onde W(x). - g — [a, —y ]]
‘|

: il L'équation (1) étant vérifié =i , elle s'écrit alors :
Wwelx) = Ay -a? (x - a1 2 Ag € « réels ef positifs. : pour ¥ W

‘ En vérifiant qu'elle est bien fonction propre de I'équation de 1°) déduire

Vo (x) [ﬂ‘z f(x—a)? - 1la? + 2-——-:25 = ”';x—gk(x—ajz] s

T

« et la valeur propre correspondanie E,, de I'énergie en fongtion de h, m

| ee-NE

3°) La fonciion d'onde du J€r état excitd est de la forme :

Soit aprés groupement des termes semblables ¢

wifu-ar (o - 58] + [ - ]

i Le polyndme en (x — a) est identiquement nul lorsque ses ceefficients sont tous nuls. Soit :
e P2 (z=a) 2 A, e B réels et positifs.
wi(x) = Aplx - @) AT o
r -3 — : —
- .. Déduire P et E, valeur propre de¢ P'énergie. x
; 2m E,
4°) Normaliser \o(x) ef wi(x). On donnera les valeurs de A, et A; en :1 8 s . @
forction de o. ) —
iri ; de v est bien fgafe 4 & dans
59 Vérifier que la valeur mayenne < * >, ; ; " : - mw
_chacun des états représentés par Wo(x) et yi(x). L'équation (2) de degré 4 en @fa > 0), admet la solution o ke

6° On définit Fincertitude Ax Sur la distance de H a CI par :

EEEEERRRERERED
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- ’ ; 2mEy, m @ - Fow
L'équation (3) : = = o = 7 , soit * Ep = 3
3°) La fonction d'onde du 1% état excité est par hypothse ;
vie) = Ajtz-a)e =22 B12[1 _ p2(x-ap]

et %éfizwlm[—i-rﬁz(xwaﬁ]

L'éguation (1) est vérifie pour w = yr, . elle devient aprés groupement des termes

semblables :
(2m E; 3,3:)] =

w; (x) [(x—a}"' (ﬁ‘ )

Le polyndme en (x —a) est nul si tous les cefficients de ce polyndme sont nuls . Soit :

mk n W
e = B=a 5
2m E, SU 3@2 H? 3
s = 2 3 =0 — e ha
4*) Bcrivons la condition de normalisation : b

J” fwo [P ax =
@ Pour y = y; ona: lAglz'rwe—“?f‘—“)z dx = 1

On fait le changement de variable : ¢ = x-@a

F 4, f r’"“y‘“ = |4l Iz, ,

2o
i . A )2 e _ mo
ainsion a : |Ao| ;\,’; = o g

ey
@ Pourw = Y ona; IA;F‘[ {x—al e i-a? gx = 1

P, J'*‘zze—a“" &t el
a

+oa 3
or: J s
(]

s AE

T 22gl

EEEEEREREERERERD
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tone ] IA;]:= 208 = 2 m.ﬁ)ﬂz
Vr vz a

5%) Calculons Ia valeur moyenne de Ia coordonnée x dans I'état wix) :

’<X>v= *WO‘IWG - 2 e 2 a
@ o dx = | 4] xe-ix-af g,

Onposex—a = ¢ ,
2 o
{x>—Vu b ’Aﬂl [I+ It’."‘“z IE dr + J+u6r—lz'2f2 d..J
Vet ]
2 &£ —atd R
= Aﬂ X 1
' l 202 2 -+ a P

|44 |
Lo
soit m

= b 2 a 2
.{x>'ﬂ = .[“ ¥ h;VII'.I)I dr = IAJ |" j+ xf{x—-ajle -.uz{x_ajﬁ A

| 4, ° j+-(r+ajﬂ e2 g,

| 4, ,2[}:‘*1‘36-_‘52;2 di+ af:”:?e -FF ¢ dr]: [A; {za !

[ e

L=0 card g -F 2

6°) Par définition, Vincertitude Ar sur la distance de 7/ AClest: dx=Vaylix— a2 | y>
¢ Calculons Ax, :

oo
TR - j__ (c-a)? |yp (P dx = | 4, B J-M(.x—a}ze - z-a)? g

=2]4,[ J‘*“'Fe__az,z di
0

est une fonction impaire

En utilisant - J""c?e--a"lz dr = Vrx /2207 -
o :
ona: (Ax)? = 2| 4, I“‘G - ('-49]2 - 2
o Vr )
LY
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g =
soil ¢ aza = m @

& Calculons Ax; : - -t (x—a) £
{Ax; )2 =Im(x—a)3 |y ﬂx:l“‘!lzj (x-a)'é o

-

V)

_alaf [Ceete
]

' LR _ 3=

En utlisant lintégrale : J i e _ dt = TR
- ’ 20 3Nm _ 3
ona: (AP = 2 Ez—- 23 o = 32

; a
s0it * ﬁIJ = 2 i

i e avient net
car linfluence des états excuus_ dev

L'écart enlre Ax; et Axp est important,
négligeable. ' .

% 17 - Particule dans un double puits de potenticl.

Dans un probléme d_ulne J\r’(;} ]
dimension, on considére i
une particule de masse m :
confinée dans la region de ,;
{respace définie par ] .
0 < x < 2a + b sous Vo - E 5
I'effet de p‘?mm;erp;rar?ﬁ e .- .-
symétrigue conn P
figure ci-contre. @ @
On se propose de chercher - o —
la fonction d'onde 3 7 A
@(x) 0 € x a

p(x) =y oulx) » @

lplll'(x) , @
décrivant celte particule dans
positive E < V.

=
r 2a+ b
p <xs2a+t+ b
stationnaire d’émergiec propre

+ A

un état

> b fon
1 Ecrire el 1 soudre dans les trots re ion I i T de 1 es‘Pﬂ(!’ 1 equﬂr
J € g ¥ 1, L

o _—-L \
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de Schridinger indépendante de temps.

2% Montrer, & partir de Ia continuité de la fanction d'onde stationnaire

@(x} aux points x = 0 e x = 2a + b, que @i(x) et @uu{x) peuvent
s'écrire : '

P,(x) = A sin kx
enx) = D sin k [x - (2a + b)),

en A et D sont des nembres dintégration de k est tel que: & = 2mE / B?

3° D’aprés les conditions de raccardement aux poinfs x = a ¢t ¥ = a + b,
établir deux relations différentes enire les amplitudes A et D,
Er déduire i'équation de guantificaiion des niveaux d'énergie sous la forme

L o = 4
(k ty ka+1)£9"—i-(k rgku—l)

an q est un paraméire réel positif : g? = 2m (Vy - E)/ R?

4% Dans le cas ou gbh >> I, déterminer a l'ordre zéro en kig les nriveavxy
d'énergie quantifice de cette particule.

Extrait, Fés, MP 2, Juin 1958.

1°) @ Six <0 oux 2 2a + b, la particule ne pouvant par se trouver dans cette intervalle,
Ia lonction d'otide ¢ (x) est alors nulle.

+Si0<x<a oua+ bsx%52a+ b, ke polentiel V (x) est nul ¢t la fonclion d'onde ¢
{x) de la particule d'énergie E, vCrifie I'équation de Schridinger @

@ Zm E o
@?—+ maz =0 ou §+k2¢=0 avec R

Les solulions de cette équation sont donc sinusoidales. Mous donnerons a ces solutions Jes
formes suivantes, pour alléger les écritures

I2mFE

@r(x) = Asin (ke + ¢)
o () = D sin [k(x - (2a + b)) + o]

® Sia<x<a+ b le potentiel V{x) cst épale & ¥V, et la fonction d'onde o (x) de la

particule d'énergie 0 < E < V; vérifie : %” i %” (E-Vo) @ =0
d? 2 .
ou H-xi-’ - Fp=20 © avee @ = ?”—‘rv,,_f:,-
Pour tenir compte des propriétés de symétrie du puits, nous donnens a la solution de cettwe
équation la forme suivantle :  @y(x) = B e 1=+ B2 4 C g —ql=—(a+(5)]

2°) Les conditions de continuité de la fonction d'onde aux frontigrss du puits (x = 0 ¢l
x=2a+ b) sécrivent :
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@ (0)="0 s0it Asin =0 4 donc 0=
(o (2a + b)=0 soit Dsing =0 ; donc o=

i récrire *
Les fonctions ¢ , 9, O peuvent done s&CTI

) = Asinkx
:;;f(i) = Bealx-la+®2l 5 Ce —q = (3 + (52)])
oufx) = Dsink [(x—(2a + B}]
I d
i inui ions d'onde @(x) et de leur dérivée ExE = @
1°) Les équalions dc continuité des fonctions
s'écrit: _ .
- " I}
@fa) = ppla) soit Asin ka = Be ~1¥2+ Ce q

em ¥ = &

—qbt? _ e b7
@' )(a) = ¢'ula) soitkAcoska = 4 [Ee gar ce 4 ]

@u{a + b) soit Reyiz + Ce=9%2 = — Dsin ka

?ﬂ(ﬂ + b} - (2)
i pula + b) = g'mla + b) soil ¢ [BG s Ce_.;wz] = LD coske
. tire
Des équations (1) et (23, 0n Be 1'% + Cé —gbi2 @

—gb bia
4. B¢ e Lo (3) -f‘ ig ki =

= : = qbiZ2 _ (¢ —ghi2
; 8% =ge-ar_Ce Be

L'égalité de ces deux relations pous donne * 1
(Be ghiZ_ Ce-qh.iZ)(Be—qb."Z +Ce qm) - (Be_qm _Ce? m)(gg qbiz 4 Ce qwz)
pr_c2apcfer-e -] = ~(52- c*- pcfe v -e-7)
-G =-8+
B =i

®

Introduisons ces égalités dans {(1)et(2):
Asinka = B (e —gbi2 , @ qwz) )

_Dsinka=8 (e qbi? 4 g -.;wz) @)

1 5
¢ 85ip=-C,ilest facile de montrer par un raisonnement analogue qu

s0it

1l vient alors

¢ 5iE=C
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En tenant compte de 'égalité (5}, les équations (3) et (4} deviennent confondues.

Soit donc :

i (B = T B s S gb
Si(B=C,A=-D): b gks = —— oy = coth % ©®
Ou encore : L g ka —Lﬂ:

; [ T i-eat
(-—E—rg ka - ]) - eqi’(-";::g ka + I) =0
done ; (-f-:gka+!)€4”= (—f—:g ka — Z) (7)
~ghi2 biz e

Y = 1B ), BT s ab
SiB=-C,A=D): ke‘_gka sl g —th > (8)
o encore par un raisonnement analogue, on obtient ;

(%tgka+.i’)e‘ﬂ’=— ('::Q rgka-)‘) ©
En résumé, nous avons : )
pr{x) = A sinkx
2R ch q(x —{a + %)) solution symeélrique
V5 (x) = b
2B sk qr(x —{a + 5}) solution antisymétrigque
Quixt = FAsink [x—(2a + b)]
Les équations transcendantes (6), (7). (B), (9) s'écrivent :
%lgkﬂ = — coth g.'Ei pour  solution symélrique ©)
-E-rg ka = —1th -%-b— pour solution antisymétrique (8)
ou encore (f—:g ka. + })e 9 = 3 (-f»;g ka - I) (et (9
4°) Nous reprencns les équations (7} et (9) que nous écrivons sous la forme :
¥k I +ed®? p e -4 1]
igka = = = =
B =9 1T _eaqt g e ~90_ ] a0
k 1-eidb R e |
cl tgka =~ = = 11
- 9 I+eqb 9 e~ 41 an
Si gb est trég grand, € ~9P est petit devant I'unité ; T
¢ -9t F )
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: k b b
(1) devient : tg ka =—?(J+€"?){I+E‘4"}

P (I+2e-3) au second ordre
q

igka = -qﬁ (e -av_1) (i -~

wr L1 2e-0t)
g

{11) devient :

- an second ordre

Si de plus on néglige e~7" devant 'unité, les deux types de solution précédentes deviennent
confondus.

k
tg ka = = 7
4 kb
qu'on peul écrire aussi: leka =~ 'qb_
iy AL
Si g — o, on obtient alors tgha=10 avee o= 37
Les solutions d'unc telle équation : ka=nt ou Bt =r o
2mE, ;
s0it alors : e & = e
. W
d'al Ey = Fom3

. Ce résultal était prévisible, car lorsque ¢ — 2o, ¥, — cc et le double puits

Remarque oTév que g -
de potentiel devient donc un puts gimple de potentiel infini.

5 - n B =
Les énergies pour un tel puits (¢l exercice 18) sont =5

1 &
Camplément Résoudre graphiguement les égquatigns abtenies en 3% en
xlr plagant dans le cas ot E << Vg

2mVy
Tians cecas, g »=> ketdone § = —

I1+2e -9
Nous pouvons alors éctire: g ka = - ka (T-E)

Le signe + correspoad A @, (soluticn syméirique), le signe — & @ (solution antisymétrique).
Celie équalion permet de calculer les valeurs quantifiées de ka. Ces valeurs sont ohtf:kl;ucs .
graphiquement aux points d'abscisses des intersections des arcs successifsde y = 18 avec

deux droites d'équations : .
{—.ta Ag (figure ci—dessous)
H -ka A:-g

:
-
"
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A, et Ag sont deux constantes, petites par rapport & I (¢>>k), voisines et telles que A, < 4s.

¥

g

- e ———— . —

o 18 -Particule dans un puits de potentiel infini -Etude physique -

Evolution de la fonction d'onde et de la forme du paquet
d'ondes - Mesures de l'énergie.

Natation : lwix, ti> désigne 1'état quantique d'un systéme physique a

Iinstant t, w(x, t} est la fonction d'onde correspondante & cet état.
On considére une particule de masse m, soumise au potentiel V{x).

3 " 4 P2
L'hamiltonien de cette particule s"éeritr @ H = e + V(X).
1% L'évolution de cette particule est régie par !'équation de Schridinger,
écrire cette équation dans les deux représentations {| x >} et {| p >} ?
2°) La particule se trowve placée dans un puits de potemtiel infini de
largeur a :

Vix}) = 0 si 0 <x<a

Vix) = 4 ailleurs,
Déterminer les étals stationnaires de la particule et les valeurs propres
qui leur correspondent lorsque 0 = x < a.

3°% A Ulinstant ¢ = 0, la particule a pour fonction d'onde :
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) = I—{SER(J-:'E-) + sin (2-—-’”)} i 0 <x <a
wixd) = T\ = p i X =
. va
yix0) = 0 ailleurs

a) Vérifier que celte fonctian d'ende est normée ?
b) On mesure & cet instant Vénergie de . la particule, guelles valeurs

trowve—t—on et avec guelles probabilités ?
&) Quelle est In probabilité de trouver une valeur de I'énergie supérievre @&

2r*R2,
ma?

47 Calculer w(x, t) et démon

frer gque la densité de probabilité de

@
présence de la particule, dépend de la fréquence de Hahr—z—:—:- dont on

précisera Pexpression en fonction de m , a et k.

52 Calculer la valeur moyenne de observable X :

< X5 = I“_’ vt (nHx win ) dr

Conclusion, .
N.B : Pour éviter trop de calcul on peut poser, par raison de syméirie,

X' =x - all g
J“ (z — a/2) sin? (H—ﬁi)dz =0
4 @

“ sin- Z2) gin (FE\dz = ———--—16 =
o Lz or) o ,.=—.337‘~"

Extrait, fe’!}mnn,l MP-PC 2, Juin_ 1986.

On donne :

17} Considérons une particule de masse plongée dans un potenticl V (X}. L'hamiltonien
de cette particule sécrit: H = -é'; + V(X)
Rappelons Y'équation de Schridinger dans les denx représentations {‘ x>)el [l p>)

4 Représentation {]x >):  ih -‘-;—l,crfx )= [— X 3—2—4- V{x}]ur{x, )
i a 2m gt

3 — o —_ =
4 Représentation {lp >}: iﬁ; wip, :}=-;; wip th+ (2ahiy'? jdp' Vpp) wip o

avec ;{p. fet V_(p) sont les ransformées de Fourier respectives de y(x, &) et V ().
2°) Dans lintervale 0< x < 4, I'équation de Schrddinger indépendante du temps s€crit :

 EREEERERERRER
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Py 2mE
dx? * IE] v =0 1
Cetlg Equation admet comme solution : w=Aeky Be= (2)
avee &2 = %

Les conditions aux limites de la fonction d'onde au point x = 0 etx = a exigent que:

w(l)= yia)=0

As+B =10

50il dolt S

e ke 4 B g ika - 2iA sinka = O
La solution (2) sécritalors:  y(x) = A(e i — ¢ -i*r)l' = 2iA sin kx
avec la condition : sinka=1{ soit alors ¢ ka = nx
n élant un nombre cﬁluc’r positif, carsin =0, yw=0.
On en déduit les valeurs quantifiées de I'énergie: | E o e n? =1

- S aZ n=1,2, ..

L'énergie de la particule ne peut prendre i
i que des valeurs discrétes défini { '
avecn =1, 2,.... Ty a donc quantification des états d'énergie de la pﬁfg et

nxx)
a
f

La constante K se détermi s E— -
ermine par la condition de normalisation : J." Y (x) yix) dx = 1

La fonction propre carrespondante ;

Yo (x) = Ksin (

En choisisant K réel et positif ; on a:

“g? iy K “(1_ anu) K2 - ; 2 o
Jﬂ a 2y cog == ) dx = 'Q—“[a __-2::::(‘”" —-—':;I "‘)g]
K?
=Feel
D'od : K=q’£
a
cl
vl = A2 s (———” z 1)
a 7 D<x<a
Yalx) = 0 ailleurs

3°) A l'instant ¢ = 0 , 1a particule a pour fonction d'onde :

(5.0} = % [sz‘n (%) + sin(gaﬂ)]

O0=x<ea
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a) Calculons :

27x o, . BX . 2HX4.
I[fa . ;X 2 gip?t=—=dzx + J. 2sin BT
I‘hﬂf"-wlzdx = E[L sin? = dx + jﬂ a " a
0

1Ja 14-0]:1
=a[2+ 2

Nous vérifions bien que cetle fonction d'onde est normée.

b) y(x, 0) est une combinaison lindaire des €1ats w; (x} et ys (%)

J ( 1 ) 2
V‘ (X 0} u‘ (X R x )
.L-ES valeurs des éner s on peu trouver 1or mesure de I'énergie A= () sont Ao
nergie qu P L trof lors de la mes l'ﬁ 0 C
soi E}' s0LL EZ-

4 La ilité % u g Ital E que L) donl 1la mesure de l'obser \"ab}ﬁ H h t= 0
er (et d b
| 1 pr-obﬁb 1 ﬂﬁj) d l'é . p qu P 1 I

I S 08
FEY) = l<wyl lﬁ'fx-oPF = (ﬁ) =

est donc :

- L
& Par un raisonnement analogue on a: SEs) = | < e lyix 0> = 2

il n=2.
c) La valeur de I'énergie E; = o correspond & 1 =

i i = Jestalors
La probabilité de trouver une valeur de I'énergie supérieur aE,(n=3,4._)es
FHE>Ey) =1 - [P(E) + P(E2))

Soit =R
I ,_ dEm X
{sinZE v ain }
2 . 2mx }
(B (2 N >

= ‘Né_z (VJ {x) +oy; f-"))

a4 & |y 0)> =

a- =i

iEgtff ] y, >
Appliquons la formule ly(xg>= % Ca0; € ©» "

}{ i é .‘ = _..I - i/ ‘ + e—llssz 1'0“ > l
5 ' I LE i1 i
aus Qb enons imm diatﬁ“lﬂnl M1 {x. ﬂ} - € ! ‘P I -

2
#2 ™ i.’i.—

oy et 2 = 2ma?
avee E, = omd

EEERE
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ol encore en supposant un facteur de phase global de |y (x, 1) > :

5 _“42:@4_4;;3:;
|V(I-l}>0r:~{}——- |vi>se = 2md " ma |y, >
Soit Iwrx,:}>ocFL;-[| :p,>+e‘“’°“’|f.r,>]
avee 7y =E’;E’ - ;f; (*)
ou Vai =_ZEE.L - ?3.1’:;‘

4 La forme du paguel d'onde est donnée par la densité de probabilité :
| wex, off = <wix 0 byee 0>

i 1 : ! Z
-('——WI+<—-—E““ﬂ‘w|]|i——-lv:;.+e—'¢’u'lw..)
[ Y V2 e

1.2 T . i . -
3‘5—?!; (.I) +—2_I}J} (IJ + -:?_W% [e fag;t L @ —i@yy 1]
1

I
=y l.tf;z (x} + 5 wfm + Wiyg Cos Wt
On voit que les variations dans Ie 1emps de la densité de probabilité sont ducs ua torimo

. E,.-L ki
d'interférence en v, 5. Une senle friéquence de Bohr apparait: ) = 72:'! hI " !: .«:]’

5°) Valeur moyenne de P'observable X.

Calculons la valeur moyenne < X >,de la position de la particule & Iinstant ¢ ;

<X> = J-w yiix, 0x wixr) dx = -'-"' xl yix, 1) l’tl\

—ma

Pour éviter trop de calculs, il est commode de poser : X* = X — a/2 car, par syméiio, fen
éléments de matrice diagonaux de X” sont nuls, En effet :

% = ) cipa X =
‘erlxl%> oc Ju( - z)sm ~ dx (

“'ﬁlrl'r"‘z:" o J.ﬂ(x - ?a) sin? 2:‘1’ dy = ()
a

11 nous reste  calculer alors ©

. 2 ;. A
<y | X > = <y | Xl we> ""22": v lva> =";2‘J"x sin _7:x xin --—-—~:: L
1]
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o 2 J62Y _ —lba
<wixlw> =7 (” 8] = 197
: o (x) cos apyt dx

On a alors : <X > L.r i (x) a2
=16a

= cos Wyt < lxl Ya> = —9;' cos gl
5 . a
Donc <X> = <X>,; +75

a _ 16
<X > =3 " 9f cos Wzp b

Relmarque . & < X >, teprésente le mouyement de centre du paguet d'onde.

4 La valeur moycnné de T'énergie de la particule dans r'état | y(x, ¢) > s'obtient par:

1 1, _ 35
-:H>,=2—E,+ 21—.2 = zEf

1o, lgp 17
ainsi que : <H2‘>;=E*Ezr+25§—2 1
TR S
Ce qui donne : AH = N< H* > >
On voit que < H >, < H? > et AH sont indépendants du temps, ce qui cst évident car H cst
n i

une constante du mouvement. . . ’
@ Le paguet d'onde évoluc de maniére appréciable au bout d'un temps de l'ordre de :

Al = -!— (4 cause du rerme co¥ @37 )
hr ;
: i T, Vi
Soit alors : AH At = 5 £; o
3E,
Compie tenu de (*), on & : Wy = f
3. Ak
Soit AH &t = 5 T >

Nous retrouvons donc 1a relation d'incertitude temps—Energie.

es
5 riations

les <cour bes corrESpnndante aux variati le
COlllp]éme!ﬂ Tracer £

fonctions 1,;!,’ (x) , yi® (x) et V2 (x) ya(x).
= i + 4
; vf (x) + 3 wg (x) + yiix} yalx)cos Wzt

1l

2
La densité de probabilité : | w (x. £) |

2 . mx 2mx
sina'z%x': wilx) y(x} = 5 sin =" sin e

a Jho

avec wf{.x) =% siﬂz%; wf{x} =

-

-

1il[tittilllll

-

i 4

s
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Les courbes correspondantes aux variations des fonctions l,vf LW § et Y s sont tracées sur
fes figures a, b et c.

VAS _ p Vi

)

L3 x " ”
0 a2 a a o0 &

ligure a : Densité de probabilité de
présence pour le nivean fondamental (n = I).

figure b : densité de probabilité de
présence pour le Ler nivean excité,

=

4 w0 yalx)

figure ¢ : Tenme d'interférence responsable de 'évolution de la forme du paquet d'ondes.

19 - Postulats de la mécanique quantique appliqués % une
particule confinée dans un puits de potentiel infini.

I) Trouver les états propres et les valeurs propres d'une particule dans un
puits de potentiel V(x) = 0 pour 0 < x < a et V(x) = o= a ['extérieur.

2} La particule dans le puits précédent se trouve dans I'étarl f{x) = (a — x)x
pour O<x<a ef P(x) = 0 a Pextérienur. Trouver la probabilité pour gu'un

résultat de mesure donne la valeur E, & llinstant 1. (Attention touses les
fonctions d'onde doivent étre normées I).

Calculer numériguement en particulier les probabilités Py, Py, Py et P,
correspondant & E;, Fs, E; et E; : Conclure.
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I'énergie moyenne de la particule en fonction de Ej, Ez ... €l

P 5 sachant uéi‘, "'"'a.-i
142 = q o (ZP""IJJ 96

3) Exprimer

Rappel :
-r {A’x'z+ Bx' + C) sin x* dx' = (ax? + Bx +7) cos X + (Ax + p)sin X

a
a, f. A H doivent btre calculés en fonction de A, B, C.

Extraif, Rabat, MP 2, Mai 1985.

¥ - .y f B (n T X
1°) Rappelons les résultats obtenus (cf exercice - ¢.(x) = b sin .

# n?
E"‘=2mdznz

(n entier=0)

¢(x) = Axia—-x).
141 ‘r Rla—xP dx = 1
o

' . i 430
En choisissant A réel et positif, on obtient: A = = 3

B \é{x)=‘\i%—2-x(a~x)

Les ceefficients C, sont déterminés par la connaissance de w(x.0):y(x0)= ZC_ O, (x)

2°) La particule s¢ frouvée dans l'état :

1.a relation de normalisation nous impose :

(5 : symbole de Kranecher)}

Compte tenu de - j*" P, P dx = dnm

On adonc: Cn= L‘: P W(x0) dx (n
30
dans notre cas , yix.0) = ¢ (x) = -a-; xfa — x)

La valeur C, est, dans ce ¢as (1):

a ’2 . R mX fi(_)_ g
C, = ja "y sin -—-'a . x(x—-a) dx
- ‘\ii—{:- J-ﬁ X sin (%)x{a—x} dx
0

EEEEEEEERERER]

-
-
-
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£ = ‘i—f‘ [aj: x sin (”:x)dx - I:xz.sfn(":x) dx]

avec r= [ xsi (ﬂ J'I'x)
f .I" PN A ek ‘2=J.:x’ss‘n(":x)dx

Ces deux intégrales se calculent aisément par la méthode d'intégration par parties, soit :

-a nex\'  _a (e nw -a?

n'—'—x(xr:a.v = )9+ . ocos( a‘-t)d.x = ua?r —ipr
& . 2z

I — Lk

2 ﬂx(f)"+nﬂj'ﬂxcos(n:x)dx

- e 22 a
—1) ﬂ-ﬂ'+fnﬂ:)-‘ [~1)"-1]

1

]

1l vient alors : _ V606 248 -
Ca =gt fuup U-CD7]

0Ou encore C, = 41'(1_5 »
" n 5 7 ~-(-1)" 1] @
L'€at yr (x, 0) est donc égal a :
.0) = ¥ B -
Vo) = X Cutux) = 3 o U=(-D") 2 gin LEX
. [30 '
2= Es-;r(a—.t} 0 €£x < a 3)

Ce développement est celui d'une série de Fourier.
Comme il y a2 conservation au cowrs du temps :

IW‘P’(I, yix, ) dx = J-“'w’{.r. 0)ywrix, 0) dx = [

——
—a

s "yl P =1
I~

soitd‘apr&s(?): 5 16::615 [}_{_é” n];': P
n=F [

d'od v II—]—JE E =4
.§r n = 240

.Siﬂ%lpﬂh’(ﬂ=2“j:

U-(-1)"Pr =0
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* G n est impair (n =2n"+ 1) : [=(=1)"PF= 4
z? - 4 (n°=p)
dod W0 = @+ 1P -
i i 1
sait 960 = & @p+IPF
960 e ) lI C lz
ou encore 1 = =3 E,o B+ 1 P
| 1 ! 1 ) "
1= %(1 +¥ + F + ? L e @
2
Il P + 1P + 1Cst s (5)
orl C. 1 représents Ia probabilité P, d'avoir le systeme dans Téiat ¢,.
2 960 i E
En identifiant (4) et (5), on obtient: Py = leF ==z ;
PZ = ng]z = 0 — Ez
960 1
E; = Le, == " F . E
P"=IC¢|E =0 o E‘

3°) ¢ L'énergie moycnne de la particule & l'instant r est :

< H>,

. & L'énergie moyenne dans V'élat ¢ est: < H>,

Soit d'apres (3) :

< H >y

|l

<yl Hlyxg>

- Ye 1o P =BE.P.
_”Z_}E,, A E}n

<o ilox)>

=§E,|C.|3
20 Ezpsr Z,::?Q _ﬁ?‘i—ﬁ?

2 5, GpeIr e
960 %_+%1+%’—+ .........

=

]
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"5 = Ima? o 4
32 52

95501 2p+ 1 :
<H>, = rr_‘"E‘ (1 + —3'5—1— F+...H +......)

Donc :
_ 960 — 1
=B EL X G Iy

_, ; 5

En utilisant :E,o Pp+ 17 T obtient :

960 10

P
<H >y = 'FE; E=?"E‘~E;

? 20 - Etats d'un systtme de deux particules - E.C.0.C. -
Postulats de la mécanique quantique.

@n considére 2 particules de masse M n'interagissant pas enire elles et
Vix) = ;— Mon?x?

L'Hamiltonien du systéme est donné par H = H; + H;, H; ¢t H,
respectivement les hamiltoniens de la particule 1 et de [a particufe 2.

soumives & un- potentiel.

érant

1°) A gquelle grandeur physigue est associé l'opérateur hamiltonien 7
Donner les expressions de H,; et H;.

2% On appelle |@,> I'état propre de H,, correspondani a la valeur propre
E ., dans l'espace des états 3}, |@p> I"état propre de H; correspondant i la
valeur propre E, dans l'espace des étals 3'3 L'état propre de H est défini
par le Ket |@p.> & |p,> appartenant & 'espace & = E; @j’z appelé

_produit tensoriel de & et &).

Les actions de Hy et Hy sur |, ,> sont telles que :

H ;| @up> = Eq | n‘p_,,,,>_aﬂ E, =(n+1i2) B o et Hs [0n,,> = Ep | 0n,p>

ed E, = (p+ 1/2}' R @, n et p sont des entiers nratfurels.
Ecrire I'éguation aux valeurs propres de H.

37 Quel est le degré de dégénérescence des niveaux d'énergie suivants :
k w, 2% w, 3h w, Ecrire les kets propres |p,,> correspondants & ces
J niveaqux d'énergie.

4°) Lesquels des ensembles suivants forment un E.C.O.C :
(H,} dans 5? 2,(H;} dans 3;.’,[”;} et {H;) dans 5’?‘, {H;, H:)} dans & 2,
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(H) dans &7 et (H;, H} dans &?
Justifier volre réponse dans chague cas.

§) L'étal du systéme 4 [linstant t = 0 est décrit par le ket :
lyr(0)> = %(M’o.a} + 19ou> + 191> + 191> )

a) Quels résultals peut—on trouver gquand on mesure l'énergie du systéme a
Vinstant + = 0 ? Avec quelles probabilités "
b) Méme question pour ['énergie de la particule 1.

6% La mesure de I'énergie a 1 = 0 a donné Ie résultar 2h .

a) Quelle est U'influence de la mesure ? En déduire ['état du sysiéme a
I'instant t gquelcongue. . )

B) Caleuler @ l'instant t la valeur moyenne de I'énergie de la particule 1.

Agadir, PC_2, Mai 1987,

1) Ta grandeur physique & laguelle est associé I'Hamiltonien est l'énergie.
2
; ! 4 1 z
L'Hamiltonien du sysiéme s'écrit:  H = gj, (E-m w? X‘2 + g= P ,-)

2°) L'éiat propre de Ff est défini par le ket |q:,,_p s B |rg:i.t >@| @, > . L'équation aux valeurs
propres de H s'écrit done : H_l Pop> = E|@ap>

(H; +Hp) | ¢p> = Bu+E)| 9np>
Les états stationnaires du syst2me global sont des produits tensoriels de la forme ;

le.> @ | g>

leurs énergies étant : Epp = E,+E, = (n¥p+iJh @

3°)# n et p sont des entiers, le nivean fondamental est donc obtenu lorsquen = Qetp = 0.
L'éncrgic comrespondante est 1 Egy = @
Ce niveau n'est donc pas dégénéré.
# Lc premier niveau excité est obtenu scit pour & = Jetp=0,soitpourn =0etp=1:
I Epp = Enp=2Fow
Cle niveau est deux fois dégénéré puisque a ce méme niveau correspond deux ¢lats différents
qui sont indépendants : | @;0> et | @1 >
# ] ¢ second niveau excité correspond & n =2etp=10,cunr =Qetp=2,oun=detp=1r
Ep = Ep = E;; = 30
Ce niveau est donc trois fois dégéaéré.
@ Les kets propres | 9,, > correspondants A ces trois niveaux d'énergie sont :

2 |
51
-
2
® i
T
By
T
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[l (Pa.a}} ; [I 'Pa.;’e‘j'?’:.o}} v {['Pz,o"-l @o2 > et | Q‘m)l

4°) D'aprés les propri€iés de l'oscillateur harmonigue & une dimension, E, est non dégéndsd
dans &7, et E, dans & ; par conséquent [H;) constitue 2 lui seul un E.C.O.C dans ] o1
(#:} constitue également un E.C.O.C dans &5.

[H;} ne constitue pas 2 lui seul un E.C.O.C dans & car les valeurs propies
correspondants & H,(E, = {r + ‘-;-) *h a}) sont associées A wne infinité de vectonm

propres | Pap > (n é1ant fixé, p peut prendre n'importe quelle valeur). Le raisonncment ouf
analogue pour {H:) dans &

Nous avons vu a la troisicme question qu'a un couple (n, p) comrespond plusicurs vecten «
propres | @,,> de & ® & = & donc {H; + H; = H} ne constitue pas un 10O
dans & Par contre, I'ensemble des deux hamilioniens M et H; constitue, lui un E.C.O(

En effet, il n'y a pas deux vecteurs | @np > qui aient les mémes valeurs propres, b In foin
pour H, et H;. Clest pourquoi, le systéme de vecteurs propres communs & I et I, oal
unique (4 des facteurs de phases prés).

(H; H;} forme 1ui aussi un E.C.0.C dans & En effet, les valeurs propres de /1, ot H
sont respectivement (7 + %) ho et(n+p+1)ho. Pour lout n, il existe plusicmm

vecleurs [ @.p >, mais le vecteur propre associé 2 M exige que l'on fixe de méme p 1l 'y

a pas donc deux vecteurs propres | $np > qui aient les mémes vecteurs propres i ki [ois b
H; et .

59) L'état du systéme A ¢ = 0 est décrit par le ket ¢
| "."fm>=?} [l o> + |@os> + | 910> + | '\T'i,:'l

a) Les résullats de mesure de I'énergie sont les valeurs propres des vecteurs | g, -

constituant l W (0). Soit alors, # @, 2A @ et 34 @. La probahililé ._'9’;'? d'obtonis comimne
résultat Ia valeur propre a,,, de observable ff correspondante ¢st :

& ; 2
- F,=Zl<e la0>|
oik g, est le degré de dégénérescence de a,, el I 'p:p > un systéme orthonormé do veoleurs
formant une base dans Ie sous—espace propre &, associé 2 la valeur propre By el

Soit : FHo = |<oslwr>f = 114
Fha= < lvO)>F + <ol wor >l = 12

o = <o lvis>] = 14
-—ﬁu"’ ﬁim"'ﬁlm:lr

Remarquons que :
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h) Energie de la pariicule 1 :
1
E, ={n+ 5}'&&)

e H, [wfﬂj>=§(ﬂ‘o| Pop> + Eql ?a_,} +E ) pia>+ Erl 91 >)

2 o avec les probabilités

- N o
Les scules valeurs possibles sont done E, = -5 et E,

respeclives ! Lﬁo =| < %ﬂl w{d)= I2 iy l{ Wi lw‘,{” - lz = 12
ﬂi=]{¢;ﬂlvfﬂ}}r + < o lweoy>F = 12

§°) La mesure de I'énergie totale & ¢ = 0 a donné le résultat 2hw=Ey; = Epp L'éiat dn
Pl wi0)>

Ve y @) | Po]wio)>

systéme juste aprds la mesure est la projcction normée

de | W (0) > sur le sous espace propre associc a 2k @.
Sait dong : Po=| i< qor |+ |@o>< @rol
P.| weo) > =2L [Iﬁﬂu.r} + | ‘F-'-'.o?]

1l vient alors : ' : = ] 1 i 1
<¥10) | Pale0i> = 5+ =3

1
d'oi 'éat du systeme est = to> = = [l 9or> + | 020> 1
On voit que la mesure de Pénergie a perturbé 1'état du systéme.

L'état du systéme 2 un instant £ quelcongue est donné par :

A Eny £1F
lofy> = TCutne & Sl

Pnp >

I [ —iEg)li® —iBpti R ]
soit  |em> = -=Lle | oa> + € | @r0>

Az

EEREEEEEEER

Comme Ey = £y = Zhm, alors: i @ (L) > =j%e -2“"‘[| Pos > + | 9'.';_!;.:»]

Remarque : l & {0)> et l m_’r) = ne différent donc l'un ds l'autre que par le [acteur de
phase global & -2i®f Ces deux élats sont physiquement indiscernables : tnutes". les
propriétés physiques d'un systéme physique qui se trouve dans un éuat propre de H ne
varieut pas au cours du temps. Ces &tats propres sont appelés pour celle ralson

états stationnaires.
b) La valeur moyenne de I'énergie de la particule 1 est donnée par :
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Compte tenu de 1a remarque précédente: < H, >, = < H; >,

Soit <H,>,=<o) |11 g0 >
v .
“"2“[‘: Pa,1 I”f lﬁf’o,f:' < g i, l%.a:” + < @y ; iHJ"PJ,n > <y I”f I‘Pa.f >]

-_-21 [2Fiw + 2Fw)|

Danc < Hy»p = Za

21 - Postulats de la mécanique guantique - Ensembles complets
d'ohservables qui commutent : E.C.O.C.

On considére gque ['espace des flaty @ frois dimensions est rapporté a la

base erthonormée {l u;>} i = 1, 2, 3. L'Hamiltonien H et dewx
observables A et B somt représenides par les malrices -
oo LR 010
H=Fo,| 020 A=a|0 01 ,B=b {F 00
00 2 L 601
Wy, @ et b sont des constantes réelles positives. A Uinstant t =. 0 le

systéme physigue est décrit por :

I I i
I]y(ﬂ) LT l“l} L e Ill’g > '-H_l Ill__r >
V2 z 2
t%) a) On mesure a I'instant initial I'énergie du systéme, quelles valeurs
reui—on frouver et avec quetles probabilités 7
b) Caleuler dans Pétat |w(0)> < H > et AH,

2% a) Au lieu de mesurer H & linstant f = 0, or mesure A, Quels sont les

résultats possibles et leurs probabilités ? Quel est le vecteur d'état
immédiatement aprés la mesure 7

b} H et A formenti—¢lles un EC.O0.C K
37) Calculer |w(t)> d Uinstant .
49 Caleuler les valeurs moyennes < A >, et < B >, de A et B & l'instant ¢

5 Quels résultaty obiient—t—on si l'on mesure & IU'instant t I'observabie
A 7 Méme gquestion pour U'observable B, avec gquclies probabilités ?
Retrouver < B >, en wrilisant les probabilités.

Extrait, Casablanca I, PC 2, Mai 1985.
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| “‘ . 446 ' MECANICUE SUANTIGUE .
| | \ ] lp> = T—"' [l gy > — | uy }] e (valew propre )
- 1) a) L'hamiltonicn H est diagonal dans la base {lu> Vuz>bus> 2
1k ! Les résultats possibles de T'énergie sur une mesure de I'énergic sont les valeurs propres de H | s ‘ s kR e 1l

qui sont: 7 ay (valeur propre gimple)} et 2% ap (valeur propré double). Les résultats possibles lors de la mesure de A2 ¢ = 0 sont +a ¢t —a avec les probabiliey , 2%

babilité qu n.;mcsuredeﬂdunne?im:csnﬁ: F = l<y ly(0)>F =_zf' et FZ, wlles que : F, =< lvwo)s |’ et F . 9,
La e quu .
pro P Notons que I'état | w(0) > peut s'écrire en fongtion des | ¢, > :
La probabilité qu'une mesure de donne 27 @y est 77 ¢ " I Jp oL Py > = (I ¢0> i | )

o= < Ly (©@)>! + e ly()>1 =3 v J?—_ﬁ Po> + i@ > m

. = | i) > g
b) & La valeur moyennc de lénecrgic cstdonnée par: < H>e = < v |y (© Il vient alors : F.=|l<elyvosF = ;TI
Il vient

Comme H est diagonal, il n'y a que les termes diagonaux qui ne sonl pas nuls.

1
alors : . y f( . ) ﬁ:l—fun-g—
2 p—— —\2h oy + Zhoy i ;
<Hzp = 2;, Ic.vl < VH > 2 Rop + 5 4 Sila mesure de A a donné (+a), 'état du systéme immédiatement aprés la mosure st o
3 ) ket normé I¢|¢> = L) !—y'r {0) >
<H>g =73 Btk I —— Vewior | Pl weo) >
! o . AN = Ne H2> — < H >? :] ol P, est le projecleur défini dans Ie sous espace associé 2 la valeur propre (-4 @} engendid pun
& L'écart quadratique moyen est dEfini par: 2
.,_....,;.--v—--; I( 2 ) 3) | @o> et | @, > . Soit: Po= o< + lo> <ol
i _1 L 472 of
1y = |zl y)> =5 n2dh + " @ +
Avec <H=*> _<V{0) W(} 2 4 y Pﬂlw(f})}=% |%‘> et cw(ﬂ)lpniwﬂ“) & ,Jr
5
<H?> :ET-h (lg D'on Iﬂa:‘ = |¢’a} & un facteur de phasc pris.
3 72 6 # Si la mesure de A a donné (—a}, I'état du systeme juste aprés la mesure est
5122 _ Bgag = P
On en déduit : B, = _z_ﬁ ap — FRGEY C 4 |
{5 - abe Palwio)> G
g = avec !,=|q»>-q-|
= V< w0 | Pyl w(0) >
Soit : AH =73

Donc P ly0)> =——]o.> a N<y(@|P.]y(0)> =
: ﬁ-l(r e <wio) ) Py 7

Il vient alors : | o> =i 1 > Cu encore | Pg> = I Qo> & un facienr do phese jwhe

b) Les vecteurs propres cominuns a H et A sont donnés par :

2°) 3) La matrice représentative de A dans 1a base {1uy >, 1 ug 1 us>) seéerit:
1 00

_Al:ﬂ 0 0 1

EEEEEREREREREENRTE

& g valeur propre de valeur propee e A
g . 55 =0
Les valeurs propres de la souns—matrice non diagonale sont A 4 telles que Z_-a [ = = | wi i .
1
Soit : l Ag=%a |9’+>=“J"5'[| uz> + | s> 2h ap a
i e lgs= bt — |ag] 2hay u
1@:}:—\[1:- [l up > +iu,>] ¢ (valeurpropre +a) 2 .
+
2
) L ]
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On voit sur le tableau que /A a une valeur propre dégénérée deux fois (27 @) etﬁ a elle aussi
une valeur dégénérée deux fois (a@). Donc, aucun des ensembles {(#)} ou {{4)) ne constitue
4, lui seul, un E.C.O.C. Par conrre, l'ensemble des deux obscrvables [(H, A)} constitue,

lui, un E.C.O.C car il n'a y pas deux vecteurs | ¢;> qui aient les mémes valeurs propres, 4
la fois pour H et A. :

3°) L'état du systéme & un instant ¢ ultérieur est donné par :
|y =2 Co(0) e Eat'T | >
n

En utilisant le tableau ci-dessus et Fexpression de I W (0) > (1), on obtient :

b}

. . T
L [ [ g5 4 eiro-D | o5 ]

\(_2,

Qu'on peut écrire autrement en supprimant un facteur de phase global (€ ™*0°).

2 W
iuf(u>a-—l-—[iquo:v+e"{mﬂ'"?’ |¢|_>] (2)

V2

4%) 4 La valeur moyenne de A est définie par :

<A> = <y@) Ay >
1 i = i
=T[({ g0 | + e"“‘ﬂ’+2"<q’_|) A (| Qo> + e @0+ F) |¢_>)]

=?"[¢; polAaloo> + <o la]le->]
.L-_—.a L=—B

| <4n, = 0}

Soit alors :

% 11 est facile de remarquer que B est i ne commutent pas et donc B n'est pas une
constante du mouvement : le résullat de < 8 >, va dépendre automatiquement du

temps.

Ecrivons : | w(1)> en fonction des | &;>
|y.r(:)> =3 C,(0) eEdlF |y >

e —fﬁmat

-

| ;> + :;— e—?"o-!?fluz}—?i-e—z"ﬂhﬂu_,)

RS EEEEEEEREE)
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Ou encore 'wﬂ)} o ﬂ L
N > +'2—(|u1-> ) 2 Catt) lu,>
- i3 e fapr
nveg C; (1) = —_— [y = x -
. @ vz 4>l GNP om - 3l

La valeur moyenne.de B A I'instant ¢ est

<B> =<y@ IBlyw> = EC‘.C;C,&, 18] ws>
ij *

Avee <u [Blus = 5.
a i sjont II > = Bjles €léments de matrice de B dans la base des |y . > Les sculy
b : < uy; IBIH,::-:{azlﬂli‘;}=<HJIBIH‘>.=,};

Il vient dong + ; )
i ‘:B}r =C3CJBH+ C_;Cg Bzf + C; C;B_;_?
Compte 1enu des définitions des €, on obtient ;

wls; g ST e N (i
S CREOTO]

EB5, = (i (2 =~ g-Tuy 1
V2 2i Ly

7
<8 >, = b(’? e Sin &gt )

V2
La valeur moyenne de 8 oscille alors entre 5 ('I- . et b ! 4
b R B~

5°) # Les résultats de mesure de A A+ > 0 sont {a) ou (

respectives .72 ¢ S llesme s a) avec les probabilités

* = z : -
G =l<plymsP l<o lywsP < 1
i *Fa=l<p lyw>P = 12
résultats possibles lors de Ia
la diagonalisation de 1a sous_mau-.rclesduf Bdedf m; les valeurs propres de B. Pour cela,
vecteurs propres correspondants s'écrivent i O ~b comme valeurs propres. Les
‘ i o
Iﬂhb=ﬁ[lu;>+'uz>] “ b
‘ i —; —-’-—
P> ﬁ_ [I u;>—|uz>] Py -b
I%‘} = [l uJ >] — b

La probabilité de trouver la valeur (—b) est - P =l<o lywsP
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En utilisant {3}, on obtient :

£

l L 'l—iu
S, = <o Nz S

:>+<(p_" }—‘u;}l

2
|e='ﬂh’ i lz='§J' C‘GJ’W“.(T;—-_'SIIHW‘}|

2 Wz
1 :
-41 [wsz wot + f'J—;— sin @ol F]

n

3 sin @at
Soit : P =3 ——2\1‘,2_
Nous avons : Py Ty = 1, on en déduit 77

sin Mgl

5 3
F =3 2

<B> =Y b, %,

4 FEn utilisant la relation :
sin gl (3 sin {ﬂg{)
—|-bi *

Wz 8 242

f3
On obtient : {B)t-bkg +

I sin @ot e.q.fd
= b —_— e — .
< B >; (4 7 |-—2

f

=" 4 &/ 22 - Postulats de la mécanique guantique -
e Mesures simultanées.

cidére un Ssystéme conservatif a r
ﬁ;anfi?;?nfgm Ha ; les trois états de base du sysrdme sent rep

les trois vecteurs |@1>, |92>

valeur propre Eg. " s
Holpi> = Eo lop> 3 Holez> = Eoloz> ;3 Ho 193> = Eo |95
Ie couplage entre les différ

i nt :
homilienien V dont les seuls élémenis de malrice non nopls s0

—

<@y |V 19> = <94 |V 1@a> = <@z |V jpr> = o

<cg iV lgsz =

on A est ume conmsianie réelle telle que 0 < A < Ep

trois niveanx déerit par
résentés par

, lpa> états propres de Hy avec la méme

ents états précédents est décrit par un

1i8ssr-ssBRUR

e\ o
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1% Ecrire la matrice représentant ['hamiltonien total H = Hy + V dany
base [|¢1> y lez2>, los> }

2% a) Déterminer, en fonction de E, et de A, les valeurs propres c©_, vy,

v, de [I'Hamiltonien total H (remarguer que 0 < £_< £5< £)
b) Déterminer les kets propres correspondants aux valeurs propres duc
'on notera respectivement |y >, |wo> ef |w.> ef que U'on exprimera

dans Ia base {Iqa;)- s loa>, lps> }

3" Le systéme est & Uinstant t = 0 dans ["élat |870)> = lo>,
a) Diierminer I'éiat du systéme & un instant | ultéricur que ['on noiera
[3’(‘:}>. Le systéme a—t-il évelué ? v

b) Calculer la valeur nmioyenne de H dans l'érat [_Sfu:-.
Retrouver la définition classique d'un sysiéme conservatif.

4°) Soit l'observable A dont la matrice dans Ia base { lw_ >, [wez, Iy, >

"-a 0 0
st - a 0 @
g # +a

§i om mesure simultanément les observables 4 et H a [llinstant 1.
= L'état du systéme éramt |&(t)>, gquels résultals peut—gn frouver ef avec
quelles probabilités !

5% On considére ("observable B dont la matrice dans la base

5 0 0
{lv_> lwes, tw>} est: B =0 0 b
n b» Q0

a) Si I'éeat du systéme 4 linstant t = 0 est :
1 1 1
lﬁﬂ):- = ﬁ ly_> + 3 |we> + 7 |wao> ,

«f si on mesure l'observable B, guelles valeurs peut—on irouver et avec
quclles probabilités ? Doil-en s'attendre @ ce résultat 7

b) Déterminer [état |g'(t}:- du systéme & un instant (¢ ultérieur. Le
systéme a—t—il évolué ?

¢) Quels résultats obtiendra—i—on si 'on remesure a ('instant ¢
l'observable B et avec quelle probabilité ?

Retrouver le résuligt de [a question a).

Méknés, PC 2, Mai 1987,

« 1) Sur fa base | g, >. | @,> , | @3 >, 1a matrice représentant H = Hy + V s'éerit :
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g A= B
i
-1 7 Ep 0 avec 0 < A < Ep
A ’
—— It Ey
V2

-2°) a) Les valeurs propres cherchécs sont racines de :

Soit
On voitque :

b) Les kets propres correspondants aux valeurs propres €

g
o— & ﬁ ﬁ

Dét Hye% =0

0 Ey -«

S

(B - @) [(Eo-a)? — 22] =0
g = Ep £ = Eg—A ; € = Ep+ A4
0< & < & < £

respectivement | y_>, | wp> et Ly, >

@ On fait agir le ket |
I'Hamiltonien £ :

w>=xlg >+ yl > + 21 ;> sur la matrice représentant

A\ Q!
Nz 2 x
" :
H = TE E, 0 y | =(E-A
z
L
N2

-

A
Egx +—=—=(y+2)=(E, - 1)x
> TNE
A
———x + Epy = (Eg— A)¥
Y2
A
—_—x + Egz =(Eg - 4)z
Lx’z_ g

. Ep » €+ SONL NOtés

¥

E
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On en déduit : x = —‘\12.2 =-v2 ¥
Soit ) x=1: —& o Sl

- = S €
vy Nz
Le ket ly > = \’___; |¢,>-TJ(]¢,> + |q;3:») correspand dong 2 la valeur (Ep — A).

# On fait agir de nouveau le ket | w, > sur 4 : H [ v.> = (Eo+ A) | v, >

On en déduit facilement : x=V2 2z =42 ¥
Soit IV+>=~\{-T_;_--|¢;} +?"(l P> + [¢3>)
# Par un raisonnement analogue on obtient : ]%:-:ﬁf([ 92> — | ap;‘))
En résumé, ona : -
(6} lm}:#lqw,)—-g-[] @ > +|¢13>] — £ = E~-%
@ I‘Fa>="\(;=[l 9:> - | g3>] - &=E

3) !%>=F;{%} +?I[I¢2> +lg>] - B, =FEy+ 1

3°) a) Le systéme est & Iinstant ¢ = 0 dans l'état | 0)> = | ¢, >.
Exprimons d'abord | ¢, > dansIabase | y. >, | yp>, [y, >
lgfﬂ)}=|qx>=—1 fly_)-rl i S {4)
e el 4 Deeal

A un instant ¢ > 0, I systéme sera décrit par le vecteur | &) >:

2
| &> = %, Ca(0) e-Ent'% ly>

Soit: &) > =4i_£ (e ~itEg ~A)t 1T |y > 4 e—i(Eo+ )t /%] V+3')

|§‘?r}:—=%e h.'q,us[g PLedE ] g > +e—“-”31v,>]

ou encore A un facteur de phase global prés ;

lc?ij>oc::;—§ [iw_>+e*m“‘ |ur+:>] ©)
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La présence du couplage (V] introduit donc un terme @ 444/ & gntre Je cefficient affecié au
ket |y, > :le systtme a donc évolué au cours du temps.

b) Par défintion, }a valeur moyenne de £ dans I'état | &) > normé est :
<H>, = <) 17181 >

Dapeis (6): HI&nN> = -%[[Bg——ﬂ.)[ w5 4 18 €. 8~ AR y;,>]
~

<&yl = L [< v l+e 2";‘”];~:w+|]

V2

<H> =3[ -1 + 15+ 1]

Or

-1l vient alors :

< &>, =E, |

4°) Soit l'observable A dont la matrice dans la base {| v> vzl v, > }csl :
-« 00

a 0 0
0 0 a

On voit aisément que HA = AH : donc il est possible de mesurer simultanément A et H.

Les vecteurs propres communs 3 / et A sont donnés par :

valeur propre de H valeur propre de A4
ly > £ =E-2 =1
up> g = Ep 0
IW+> £y =E+4 a

Les ré_sultats de mesure de f7 et A simultanément a 'mstant £ donnent les couples suivants ;
(6..—a) ; (&, @} Les probabilités comespondantes sont =

{P{F_..‘d = (jﬁi—j = ;_

; i 2iltt R
ﬂq-ra}=|“€e - l

P o
—

n
5%) Considérons l'observable B dont la matrice dans la base [ fyvos.lwo> | w, >}

est !
b 00O

6 0 b
0b o0

A= 4}

In

REEEEREE
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Les val .
curs propres sont : b, b eg —b. Cherchons les VECLeurs propres assaciés a B -

® [l est facile de rema
rquerque B |y > = p .
au vecteur | W= v ' p-» i doley estunc valeur propre associge

® Nous avons d'aprés (4) -

B == .

On en dédui - 3[[ Yo >+ IVJ’] =3[l'r'fo>+'|{f+>]

Donc & est une valenr Propre associée au vecteur propre | o> + | i
norme & 'mit, devieng ler> = —I-[] Vo> + |y ;‘] roTdesonte
0Lcke1]¢2>as ol *

SOCI¢ & la valeyr propre {(-b) se déduit facilement du Fait que :

<t ld> =1

<¢2I¢13"=0 et <¢2|¢_>=0

Soit :

oy i
| l¢2>“ﬁ[IWG}‘]Wf:']
On pent v&ifiﬁal@émenlque:ﬂl%; ='-bl¢h>
En ré ?
SUME, ROUS avons: Bly>=_ply>. Blg,>=blg,>: Blgy>=_plg»

Avec

I 92> = _J;'[’Wa}i‘ | w, >]

a) LCat du systeme a linstant £ = ¢ e - 1 & w0 s = —L|w >+ !—hp' L3
I : Ly 5>+ =y
fduon peut écrire en fonction des vecicurs propres moci;gﬁ" : o
1&70) > = -L -
= [y >+]0, 5]

=ley [ &0>F + ‘cq&,ié"'m)>l? = ]

Ce résultat est &vident car a
MEslire =
A i T R oy ure de B ne peut donner que la valeur & 3 coup siir, done

b) L'état du & e} > 3 B
systéme | & (¢) > 2 un instant £> 0 est obtenu en utilisant Ia formule général
E ale:
0> =3 c 0 e-Earem '
- Ya

1 —-i(Ep - 1
= —p 0o—A)tr & I &t
vz 'V_)+§'€ E"”}ilwozs-pg-g—"(sai‘““?flw:’

I [lé‘"r;j_-, 4 ~iEgts E[ i
== ] e-f-u.{f'ﬁl % I T i1
£ - Lo ~ides
N ¥ + F—zf-'#-'a> -f-ﬁe AL [y;+-,-.—'
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e

#iA 1A affectés aux
| &> et |EO> different Pun de lautre par des termes €

fricients de | w_> et | w, >. Le systeme 2 donc évolué. )
c® Z »
rant ¢ I'observable B, on trouve b ou ~b avec les probabilites

= |<w | Fw>l+ <o) &> T

¢) Si l'on rgmesure 3 l'ins
S7b) a1 F7(-b) telle que
. i

D'une part Iél}l_l?'{‘f}?‘z T, ) l
L (1) +19'(U:“
D'autre part : I<¢;13’TU>|Z=(¢—2‘T41pul3"ru}+€‘ff |

_.‘-.!..l%.“+£—ikf‘ﬁ;|2

-2
A L e
[(I -rcos'%—]z + sin? i—:\=2w.s T

I )3
Soit alors : by = -;;(1 + cos® 53

pty= <t |80>F =5l wlEW>- SALA T |

I
Som

o 2
12;” +e-uufﬁjl

B~

At 18 A
=§[(!-cos%{-2 + sin? I =§.ﬂn2 >h

' Y !
F(-b) = L gin? T
Soit donc 3

il B donne
On vérifie aisément que la probabilité pour ?_-ue} la mesure de
estégaleal: Fb) + F(b) =

o AR
‘Sit = ra?%:l el sm'*"?—’g_ﬂ

b)) : ; ot FP(-bjup = 0 résullats que nous avons (rouy
[

indifféremment & ou—b

ésala
1l vient done

question 5°)a).

: ble
273 . Mise en évidence de la fréquence de Bohr - Observa
% dépendant du temps.

PHJ‘II pOE

¥ q lii a irois ivealx a
Oﬂ Caﬂs!dé]e un 5 S‘émﬁ ﬂﬂﬂ‘lqua conserva ra v r
! l i » ‘ Uz e l g les ‘fﬂ'rs P y i es nor més

hﬂmlf‘aﬂiﬂn .Hﬂ. sﬂi8" uz > > et > ropr

de H d energie lsspcl'f ¥ E, et E . On Sﬂppﬂse E; < E - EJ;
o g ive E]J 2 3 1 z
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1) L'état du systéme a l'instant t = 0 est donné par

7 I

ly@> = == lu;> + ——luss>

. \F] _
a) On mesure a4 cet instant !'énergie du systéme, Quelles est la probabilité
de trouver la valeur E; ? Dans gquels {éfats peut-on ftrouver le systéme lors
de cette mesure ¢! avec quelles probabilités ?
b) Calcuter In valeur moyemnne < H,>,.o, dans I'Stat w(0) > .
c) Déterminer, a partir de |y{0)>, Uétat |\w(t)> du systéme a Uinstant f.
L'état |y(0)> egst—il stationnaire ?

d) Pouvez-veus prévoir sans calcul lg valeur moyenne< Hy>, 4 ['instant (7

2°) On considére 'observable D attachée & ce systtme et représentée dans
la base {[|u;>,|uy;>,| #3>]) par la matrice dont les seuls éléments
nen nuls sont : < uy |D uy> = <uz | D u;> = d
a) Cette observable esi—elle uen constante du mouvement ?
&) Calculer a ['aide de Uétat |w(1) > déterminé @ la premiére gquestion ia
valewr moyenne de D 4 Finstant t. Donner le résultat en fonction de
E;— E,

n _ % v .
En déduire la fréguence susceptible d'étre émise ou absorbée par le
systéme (fréquence de Bohr).

Wiy =

3°) On suppose maintenant quele systéme est décrit par I'Hamiltonien
Hety = Hyg + H(t) ok H (1) est une observable dépendant au temps.

a) Ecrire I'éguation de Schr¥dinger qui d'écrit Uévolution dans le temps de
I"¢tat \y{t}> de ce systéme.

b) On pose \w(t)> = e ~iHotih |g(t)> ; gquelle est l'équation d'évolution
dans le temps de I'érat [p(t) > 7

c) L'observable H(t) est représeniée dans la base (|uy>, luz>, |luy> Jpar
une matrice dont les seuls éléments non nuls sont !

ey [H (8 luy> = <uy [H (1) lug> = av; sint o @, est une constante réelle.

Par ailleurs, la décomposition de |@(1)> surla base [|u;>, |[u3>, |[uz>)
s'éerit : |lp(t)> = a () |up> + ax() |wy> + azt) |luz> .

Déterminer @ Vaide de Péguaiton trouvée aw 3° b), le systéme d'éguations
différentelles satisfaites par o(f), () ef a;(1).

(E;—Ey)

On posera ' - = @y,

On rappelle que si A lu>=alu > alors : €4 j[u> = ¢ ° |lu >

4°) On suppose que a;(0) = 0x(0) = j—z-; @s(0) = 0 et on propese

d'intéger le systéme d'équations précédent. Pour cela, on admettra que lon
peut négliser dany ces équations les termes en :
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=
g tilo+©32) 00 Wiz = (B, — Ez) /H et que @ 32

Montrer alors que - 3 - i 4 . " .
ff) _I_. ﬂj(:) = T cos za, et !J‘.'j( ';'E H

oy = \I_ ] 2

2

i é?
X Fdui f)> ; cet érat esi—il morm 5
e e (V0 Extrait, zadir PC 2, Muai 1936,

Fh * Wy =, | U™
1 L-dlllﬂui‘.-ﬂtc{“éwlldn[f‘ﬂ &SL daag € S dans la base {IH; ,l 2 !
) di Dﬂﬂ‘e ell &t S =

P ar : E’
Hy = E;
Ey

f, le systéme soit dans I'éiat

Supposons qua l'inslant £ =
L 1""(0)}:;%”“')+“3?)

: leur propre E; {non dégénérs).
> de H, correspondant 2 la val
a).', 1z > est le vecteur propre U

T S¥ ity L ’ £
1 Oba 1 de uot E; 1 Squ {ESI.II'EH.; Sur siem a 1 y-"f ,1

ap bl‘ o 1ver iy 10 41 T e L+ eral | ) > vau
jEEJJ = l <3 l 'F(Gb‘ l 0

- == - fite
& e syslém 1 2 lrouver A= a & Wy > 0Ou l 2> s ﬂbab]

B dans I'étatl l !
L ¥ 14 p | - It Les T 1&g

: 1
-OITe dantes sont @ B \ 2 I
m— FE) = | <u |w@> f-t o ) - | <w | w©>1=3

A B . . = o) | Ho | wi0) >
b) La valeur mO?C“m‘fHuPoﬂa“sré‘ml w(0) > séerit :< HoZo <y(0) | Ho

sait I_“:Hﬂ’-'? = E-'"'E_JI

vec rae = T'in - r
< L en d'état l Vr } el stant f est obtenu-en 'Ilullsail‘ la 1.1)!1111110 gé].élﬂ.l.&
) =

| () NPT Ca0 €Tt/ F Ju>
E

i A e 2
__.I_[e—izf”'ﬁlu.;) i & e | uz ]
soit : 4 |wi> = rz

) i{Es - Ep)t1h ]
| weo> =4f__ o —iENE [lﬂJ"' + g-itE2 = ED¢ | 42>
2

’l.
-
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ou encore, en suppriment un facteur de phase global € —“E1¢/ 3 de | w(r) > :

Ly > xfr}’[“‘f’ v e-ion: [us] ®

L'état | w (1) > introduit un terme € #¥2/ ¢ comme ccefficient du ket | 1, > (différent de celui
alfecté 2 | w; > 3. L'é1at du systeme a done évolué.
d) Appliqnuns,l_e théoréme dThrenfest 2 'ohservable f; :

ad I aHy a
i.‘dr(H"} = m-c:[Ho.Ha]:>+<—-—-a: i:-/
d Hg d
Hfp ne dépend pas du temps, donc-—ar-*- = 0. Donc: a?<Ho:- =10

On en déduit < M, >, est une constanre. Suil;l < Hp>,= < MHyg>y=(Ey + E?--')l

2°) La matrice représentarrice de I'observable I s'écrit dans a base {| ;> , [ >, | us>}
0 d 0
D = d 0 0
o 0 0

a) Nous pouvons vérifier aisément que D ne commutte pas avec Hy, donc D n'est pas une
constante duo mouvement.

b) La valeur moyenne de D dans I'éiat | yr (1) > (Equation (*)) s'obtient par :

<D> =<y@ |D| v >

=§ [c “ l + 8o oy, 1]5[' uy >+ & 2| o, >]
=% [<u,| D Jug> +< | D |y > gy | D Jup > @ 4921 ' <uty | D Juy > € 1921 ¢ ]
% [0 + 0+ die2ity ging! )]
E;J_"'F.’;
soit: r“ D>y = dcos (@) I e B =g
' _ ar E; - E;
Onen déduttigia‘!euﬂvlﬁffiéqm—_dﬂ BO‘“ WJH Egg D R

3°) On suppose maintenant que le systéme est déeril par ['Hamiltonien H (£) = Hy + H, (1)
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a) L'évolution de | w (1) > en présence de £, (1) est donnée par I'équation de Schrodinger :

@wa:}> = (to + Hy()lww> o)
b) Soit : | y@)>=eHo i | gy » )

Calculons :  i#l %[vﬂ)} = if :_t [e -ifgt 1 F | o (1) )]

— if v i
ik [(__;;._E e ~Hot 1K | g () > 4+ ¢ ~Hot I R f}.'¢}(”>]

Hoe =0l 1% | o> + ih e —Hot! & Ed:'l (1) >

Calculons :  [Hy + H, ()1 | w(t)> =Hy, e F0 B |g)> + H, (1) e Hot! 5 | pit) >
On en déduit d'aprés (1) :

:‘7:’_3.—“”'0' ‘3 ag,'] o(t)> =1 {1)'_2__1ﬂi:ir'-’ Ele > 3)

©) H, (1) est représenté dans la base {f up>, | s> | us >}parlamar.rice:

0  wysin o 0
Hi(t) = | 0 0 @y sin Wt {4)
0 0 13

Par ailleurs la décomposition de | @ (2} > sur la m&me base §'écrit :
lews> = aq@ |w> + a@|n>+ ) |wu> O

En utilisant (3}, (4), et (5), nous pouvans écrire 'équation de Schrodinger sous la forme :

iHe =Hot I K [Edz'&; ff)l u; > +Ed[-a2 {I)I Hz > + Ed;agff}l M3z >]

=H‘”":,!e"““"l'l“'x (a,q’:)i wy> + a;fr}| Uy > + & {:}] Uz >) (6}

Projetons T'équation (6) sur les vecteurs d'états | i; >, | 14 > et | u3 >, nous obtenons :
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ihe-igprn 99 (1)
dr F %))
ine—iBaern 49 (1) ,
e = ax(i) e BRIy, o o ®
i e i€z 1 n 1O () p '
dr = Q1) e -iE2:t ®, sin @ (9)

40 ‘ 1 -4
)} * L'équation (7) permet de trouver : &Glt) =cte = gu0) = -——,__1 o
* Les équations (.8) et (9) peuvent s'écrire : 2 i
d o, (t)
i% Td& = Q) o, sin o e ~HEz - Eziri%
da; (1)
‘ﬁ —-L..._ =
r dr = ay (t) @, sin @t e {MEy~Ezii%

|

Soilavccm:u ='&E:'Ei=m

ik de (1) _ )
& = (1) w; sinewt e —ianzr

deey (1)
ih *—-&L— = & (1) @; singy ¢ +ivg:
Or sinat = o : é i
2 + €es cquations devienncnt :
dar, (1) a;it) o i
th T = L—znl—-.i[e '(ﬂ'-mjzil —e —ifw + m32}‘]
- dayie) aa(t) o 2
B = ] o I [e Ho+ @zp) e —irm~m32)£]

da; (1) — s (t)
2n @ (10)
das(t) +ao (1)
dr 2K i (11)
Dﬁrivons clﬂ)par]appm-lm mps: dzai'(f) = — ¥, dor (.{) —mﬁ.
e T TR @
Ol encore : Py (1) ﬁf
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La solution dane telle équation est oft) = Asin 5 + Beos h

1
=8 ==—
orat=0 [£7] (0) ‘JE
Dérivons (12) par rapport a t et utilisons 'équaton (10) :

Wt o/
dﬂzf”’ = %[A COS‘EL"_B sin —{—]r_ -—G{; {1) 7H

d 2h 2k
- i L an
On en déduit : o (1) = Aco:-z? — Bsin 3¢
Orat=0 a0 =0=A4A

E |9 1 et 1 v it rs €n en L compte d&s Valcuts dc A C'-‘.B %
P
s)d{f- 10y En‘alo < &0 enan
LC:; mp‘rBSSlDT‘IS )-( 2) (

2 (3] ! cos L./ T oG ft) == -—j—z sin ﬂ;;;
= M az = "= Qﬁ L]
af{ﬂ = "J— * \{5
2
On en déduit 'état | w (1) >:
gl
! @t —‘-I-—sm—-‘tu‘;}
: + == 0§ | uz > 7 %
lpiw = glum v S 2
2
11 est facile de montmrqual wi1) > est normeé :
I zm,r+sin2m:)$1
<wily@> =3+ 7\ 2 J—Zﬁ

: F jac NH3 (systeme 2 deux
¥ la molécule d'ammoniac s
e Lt“n(:ffe:ﬁx} . Influence d'un champ électrique.

H a la ormeé d'une pb' am de i bas
La H!O‘fculﬂ d dmmol‘llac N 3 f i €

triangulaire 4
§
H
f L. ¥ v
H H
L)
o} u | N
: ', 12>

1>

'une des deux po
l'atome d'azole 5e rouve dans

sitions symétriques par

SESSSSSRRRRES
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rapport au plan des atomes d'hydrogéme, la molécule NH;3 possdde
moment dipolaire élecirique permanent pouvant prendre les valeurs :
5, = £+ d

X <

mn

1°) Nous supposerons que les états de base nécessaires pour la ::r:u'm.";:rhm
de la molécule NH; sont :

{I:»:(;) et |I2>=(j)

et gue dans cette base son hamiltonien est :

Ea - W
Hg - ’
= w E,

Déterminer J'_énergie des états stationnaires de NH; el exprimer conv ¢f
dans la base {11 »,12 >},

Egy, w constante € IR*

2° Expliguer pourquei dans la base [| I >, | 2 >}, I'observable D
associée @ la mesure du moment dipolaire &, de la maolécule est :

d 0
D,:(
0 - d

3% On suppose maintenant gue la molécule est placée dans nn

L]

champ
électrique statigue R‘zj paralléle 4 oz. On rappelle que classiquemont

I'énergie d'interaction d'un dipole électrigue S_’darss un champ {flectelque

- —3 -3
€ est : ¥ = - & _ ¢

Construire dans la base {| I >, | 2 >}1'hamiltonien de la molécule NI,

— F

dans le champ & en supposant gue celui-ci est la somme du hamiltonien
Hy et d'un terme d'interaction obienu en remplagant Ie moment dipaiailee
par Vobhservable convenable dans ['expression classique de ['énergie

4% Déterminer lV'énergie des nouveaux états stafionnaires de la molécule

=
dans le champ € .

5% On suppose maintenant que le champ E-('z) est faible (ed << w) maly
&2 présente un gradient dans la direction z.

Montrer que des moldcules NH; dans des états stationnaires différents sont
soumises a des forces opposées que l'on déterminera.

Tétouan, PC2, Juin 1984

1°) §i I'on veul trouver les valeurs propres des états stationnaires de N/, il faut alors

: fy -w
diagonaliser l'opérateur hamiltonicn total f,, dont la matrice s'écril : Hy = ( - ]
—w F,
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Un calcul dlémentaire donne les valeurs propres de Hyt dét |Hp— A0 = 0
soit (Eg— AP —w? =0

E,—w comespond an ket propre | 9;> 3 Eo +w correspond au ket propre | ¢;>

avec lq);>-—j,_;[|}_>—|2>] el lrpzb=-:r§[|)>+|2:-]

2°) Sous 'effet du couplage fa molécule d'ammoniac s'inverse de manigre périodique. Donc,
le moment dipolaire €lectrique de la molécule dans les états | 1 > et | 2 >, prend deux
valeurs opposées notées +d et —d. L'observable D, associée  la mesure du moment dipolaire

&, de ta molécule est représentée dans la base { l1s.12> ] par une matrice diagonale
dont les valeurs propres sont +d el -d:

d 0
u,:( )
0 —-d

|
3°) Lorsque la molécule de NH; est placée dans un champ glectrique statique £ paralidle a
Oz, Téuergie d'interseclion avec o champ s'éerit : U =—D
Ce terme de Thamiltonien est représenté daus 1a base {l 1>, 12 >} pariamarice:

- a E .0
vce) = —
(e 5(0 —I)

Ecrivons done la matrice représentative. dans Ja base {I i>,12> } , Topérateur
hamilionien total de la molécule Hy + U(€):

Eo-—-de —W
H = Hy + Ule} =
W Ep + de

4%) Cette matrice peut éire facilement diagonalisée ; ses énergies propres E,etE_etses
vecteurs propres | w, > et | yo> sont donnés par': dét(H — Al) =0

(Ey — de — A} (Eq tde~A-w=20

(E; — AT (B¢ + w) =0

soll : E, = E; + “sz_+a‘3;

E =E,,-\fw=+d='-e?

1

Le ket normé le plus général est de la forme : lw> =all>+pl2>

avec _ laf +18F =1 m

EEEEEEERERER

L]
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Compte tenu d , il exis : = (7] g
pte tenu de (1), i existe forcément un angle el que: lal = ‘-'055"“” = sin

Dong les éats | y,.> el | y > sont donnés par :

so ,,8_ 5., O o
|'V;)- COSQIJ}'—IIHE'IE) % IW—-:’: J"‘”Elz}'*‘ Coﬁ'glz}

o I'on a posé : el = ;_“"
&

<@

5"y En champ faible (£ d <<w), on peut développer E, et E_en puiss de (E d) ]

W
E, =E; £ w \’I + (L:?T
=Eo:tw(f e (d_e)z L )
2 \w

s0it E.=FE —w-— éap—"&z e 2)
w 2
E, =Fp + w + }_dz_si L T
2 w

Supposons que Ies molécules d'ammoniac qui 2 : z
) ;s qui se déplacent dans une région olt £ (& t
tnible, mais présente un fort gradient dans la direction Oz de I'axe des molécules : e

i

Ley=a

D'apres (2), les molecules qui snt dans I'état | w_> sont soumises 2 vne force paralléle 4 Oz

qui vaut : F___.—.—(E) T =L didifz_'!
dz 2 w o de
1 d* A
Fo=F o
D'aprés (3) et ; ’ " dE,
pres (3) et par un raisonnement analogue : F, = - =
=i d?
s 9 =~

Cette égalité mont - i ns I
i gal;lc.msr;:.trc que les molécules de NH; qui sont dans 'état | y, > sont soumises a

Remarque : Ce résuliat €st 3 la base de Ia i

ue : (¢ méthode qui sert, dans le MASER 2
a::;:nlt:u .’;rhcr les mdécu_ les. et sa_‘,lf:cti?nmr celles qui sont dans 1'éat d'énergie 1a plus
i , . En effet, on utilise un dispositif oi régne un fort gradient de champs élecirique ; les
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molécules waversent cefte région et suivent selon le cas de leur état |, W= ou I Yy, > des
trajections différentes. Par un diaphragme convenable, on peut isoler 'un quelconque des
denx états. ;

¢ 25 - Oscillateur haurmonique chargé placé dans un champ
électrique uniforme - Equation aux valeurs propres de H en

représentation {|x >}

O considére un oscillateur harmonigue a une dimension constitué par une
microparticule de masse m, soumise @ une force de rappel F = —kx (k';l-f}).

1% Ecrire ['équation aux valeurs propres de [!'hamiltorien de V cet
escillateur dans la représentation {) x >}, puis dans la représentation
{le =}

2% Soit @.(x) les fonctions propres relatives aux €rais stationnaires de
cetre microparticale. Rappeler ['expression de la valeur E, des nireaux
d’énergie correspondanie.

3% Onr suppose maintenani que cette microparticule porte une charge q et

>
soumise, en plus de la force F = —kx, @ un champ électrigue uniforme £
paraiiéle a I'axe Ox. 'Ecrire . I'éguation aux valeurs propres de
I'hamiltonien de ce nouveau systéme dams la représentation {| x >}.

4% Déterminer les étals stationnaires et les niveaux d'énergie de ce

systéme respectivement en fonction de ¢, (x) ef de E_ . Quelle remarque
peut—on faire sur l'ensemble de ces niveaux d'énergie.

Exirait, Casablanca I, MP2, Juin I936.

12) Pour une particule plongée dans un potentiel scalaire V(X), l'opérateur hamilonien H
it - R

s'écrit : H =P s V(X)

4 Nous cherchons i écrire cette quation en représentation { l x> ), c'est-a-dire en faisant

iniervenir ia fonglion d'onde wi(x, 1) définie par: wix 1) = <x | yrin) >

L'équation de Schridinger: i %hlf(l}; =H|lyws 1

En prajettant cette €quation sur | x >, nous obtenons :

i

i %—<xli‘;{(:)> = 3%(1:“’2' Yi)> + <x IV{X}[W{'&‘))

Les équations qui interviennent dans celte relation peavent éue exprimées en fonction de
i

| —

AN Bl
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. 3 3
W (x ¢} ; en effet, nous avons - 3 5 Wi > = =y

di
<xlv | ww> = vim) wix o
L'¢lément de matrice < x| p?| W (i) > peul &re calculé en wiilisant ic fait qu'en
représentation {| x ] - P agit comme Ly- T—I a
: ! gdx
2

32
<x|P|wr)s> = -2 W) =-17 Ay

L'équation anx valeurs propres devient alors :

; 2 _ 2
in x Wiz, t) = [-'2—”:—;:14- V(X)]W!rx,ﬂ

# En représentation {| p >1,la fonction d'onde est représentée par I;(P. )= <p | vl 1) >

En projetant (1) sur le ket | p >, nous obtenons :
i -é‘_ < I (> = _}... 2
Ey Ply - <pIP ny{'.rjb_ + <p]V(X)|'I;.f(x. >

o Loplyws - Ly 2 e
FY: P wip, t) et cp]P-hv(:):- =p wip. 1)

1

Cetlenlons le guaotisd <plvix)lviy> = jdp’ <p|vix) | ><plvws

e <pVixX)|p> = e 12 Vg py

awvec Vip) = (278 )2 J‘dx e~ oy
Il vient alors :

<plvixilyi > = fzf"f}'"""-"dﬂ'f’_(p—p');rp'. )

I'équation de Schrodinger en représentation {| p >} s'éerit donc -

3 — il —
S TR - A +f3ﬂr”’j'cwrp—pv“ﬁ(p'. 0y

ol wip, t)et ¥V (r) sont les wansformées de Fourier respectives de w(x, ¢) et V(x).
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2°) En représentation {| x >}, I'équation (2) aux valcurs propres s'écrit :

%2 P 1
Zm 47 TR R) el =Bt O

La résolution -de cette équation nous donne lfes valeurs d'émergic acceptables que nous

rappelons : E, = (”. + IE).& @ Ol n est un nombre entier positif.
3°) Supposons de plus que cetle particule porte une charge g ¢t qu'elle est plongée dans un

=3
champ &lectrique uniforme £ paraliéle a I'axe Ox. L'énergie potentielle classique d'une
particule placée dans un champ uniforme vaut : W=-gex
Pour obtenir en mécanigue quantique l'opérateur H (&) en présence du champ &, il faut donc
ajouter A I'énergie potenticlle g—mzeﬂﬂ de l'oscillateur harmonique le terme Wie) = —g X

Ce qui donne : 5 s ;—ma:ﬁx? —geX )

T 2m
Soit | ¢ > un vecteurproprede H': H'| ¢'> = E'| ¢' >

En utilisant (4), on peut &crire cette éqnation en représentation {| x>} -

%2
{% % + %mw’x? | sx]cp’ (x) = E9 (x} (5

Dans le premier membre de (5), groupons dans un carré les termes en x% eten x;

X € L g L€ 1) = B
[3”3 a " zmaﬂ (x T ome?) Zmaf]w e £ 2 &
Remplagons la variable x par une nouvelle variable i, telleque = w=1x - -?-a—;-
m

¢ estalors une fonction de « et I'équation (6) devient :

&2 . . N o oo, 8 N munsi
[_2’" + W+ zmaﬂu’]p‘(u}-[E + Zmaﬁ)qo(u)—fﬁﬂ‘(u) n

L'équation (7) est la méme que celle qui permet d'obienir les états stationnaires de
T'oscillateur harmonique en T'absence du champ électrique (3). Nous savons que Jes valeurs

acceptables ae E” sont donmées par: E; = (n + gz-)ﬁ @ )
ol n est un nombre entier positif ou nul.
On déduit daprés (7) et (8), les énergies £ des é&tats sitationnaires de l'oscillateur

! =~
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harmonique : E = (n % z)n i E 2g2
. = 3 =E + g <3
. 2ma?
ROIL : “
E, = (H + IE') D W q g2 "
. 2ma? ©)
¢marque : i) Le spectre . _
g2ez pectre de Foscillateur harmonique est donc décalé “en bloc” de Ia
(uantité —— *
2mear

* Les (onctions propres o .
P. (x) associfes aux Sidis
des @, (x), par une méme wanstation, valeurs propres (7) s'obticnnent toutes 4 partir

Fin effet, fa solution de (7) correspondant 3 une valeur donnée de n est ¢ (u) :
‘P; '{“) = @, (x - -ﬁ
g fii

i1} La i i i
) La translation provient du fait qQue ke champ électrique exerce une force sur la particule

Complément : Représenter V., W(e) et ViWie)

La présence du cham i 3 g s
P Electrique uniforme
V de l'oscillateur S, u:.q tntlorme £ a pour effet de déplacer Ia parabole représentant

V +Wig)

X

-q%2/ 2




&
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26 - Propriétés des états |a> (états propres de l'opérateur
d'annihilation a) - Valeurs possibles de 1'énergie.

Seit H ["hamiltonien d'un oscillateur harmonique @ une dimension de

masse m et de pulsation . Salent !lp.:- et F, les états propres et

valeurs propres de H : H |p,> = E |¢,>

Considérons "opérateur d'annihilation a dont- les états propres |a> et les

valeurs propres «, sont déﬂuisrpar 2 a la> = ala>

avee | a>=3% C, (a})|p,> oi Cy({a) est réel positif et <o |a>= 1
n

1°) L'opérateur a esi—il une observable ?

27 Montrer gue Cppy (@) = V,Q_I C, ().
n+

En déduire C, (a) en fonction de Cy (@), et calculer C, (@) en fonction

de n et « (utiliser le fail que %, ";—r = &),
L

3°) A Vinstant + =0, le sgystéme est dans Uétat |w(0) > = |a>
On mesure l'énergie @ cet instant. Quelles valeurs peut—on (rouver et avec
quelles probabilités ? Exprimer ces probabilités en fonction de n el «.
49 Calculer la valenr moyenne de H dans ['état |a>.
5°) Calculer I'état du systéme 4 l'instant t, ainsi que < H >(f).

Extrait, Casablanca I, MP2, Janvier I987.

1%) Rappelons tout d'abord quelques définitions.
On définit les observables X et P sans dimension par :

f:\!i’;ﬂx et ﬁ'—‘ . ! o

i
La relation de commutation s'écrit : D? 5 ?} =
L'hamiltonien s'écritalors:  H = % + -;- marX? = Z—m ()?2 + ﬁz)
1 A 1 A A
Nous posons * a=——(f + xP) et a*:-—(x - L.P)
A2 : vz

Fal
% et Psont hermitiques, @ et a* ne le sont pas a cause du facteur i mais sont adjoints l'un
de l'autre. Dolic a w'est pas une observable.

2°) @ Ona '|a>= a[a:- m

.
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L8]]

I reportant cette égalité dans

wh C, ey = SaloNn
&

* Celle relation nous permet d

de Cyfex):

ROt

ala>=3Chda | p>=3C ) Vn g, >
(1), etavec I x>= A?;Cn—l e} l%.: =, oblenons -

SCuaVn g, > =ala> = & 3 Cot (@) |0y >

aC.(e)

=
Vo + 1 o

oblenir par récurrence tous les ceeffic ients C, (@) en fonction

Ou encore

Cif{a) = %Ca {a)

i

Cy(0) = —=C, ()

V2

o

Cale) = ﬁ(l‘n_, (@)

Cut@) = = 2= & = L
Vn n-1 a2 V2 7 e
Cn(aj = £ C, o
P e ofca) @)

® Ecrivons Ia condition de normalisation du ket | > : < o la> = T | cuaf =1

remplagons C, (¢x) par sa valeur

[l

Utilisons [e fait que ¥, T o
e |

avec la convention prise oli C, (@) est réel positif :

L'expression (2) devient alors -

el finalement : ]

obtenue en (2) :
I o IZ. 2a
L ——lG@f = el 3 f‘i,l ",

| Cotar [P €' **" = 4

Ca(ﬂ) - e-[ur?u

Co i (e
’L"

= 2
e o 1* 12

~talrz @
o> = ¢ S >
; s le
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3°) Alinstant! = 0, le sysiéme s rouve dans 1'état

|w)> = la> = 8"“'?"'*@ % lg.> O

On voit que dans | &> fgure | . > qui sont états propres de l'oscillateur harmonique avec
1 '
valeurs propres E, = (n -+ —2-) .

i I i
Dong, une mesure de I'énergie peut donner le résultat £, = (n + E)TL @ avec la probabilits

5 SE) = |<q:l,,|cc>]2 = 1Cnfd)'l2
ltlF’ —t1a?z
soit FAE) = nd ¢ s &

4°) Pour calculer 12 valeur moyenne < i >¢ de T'énergie, on utilise !
cH>e =<a|Hla> = <ol ZCTHLG | o> = L En | Cata I
_——
= Iﬂr E.n ‘-?:‘EIIJ //

' 1 |C~'|h e-nzl?fz
soit <H>q= ; (R+ f)ﬁm n!

- ho (}: nFUE) + 5 B 9‘35.))

Remarquons que la distribution des probabilités F5(Ep) est une distribution de Poissan.

11 vient alors ¥4 =1 et En.?;=(0+ 235"’,.)

n= 0 nw=d
onpose |af’=4 e e 12- A
' ' an , —lal? 2
! nlal"e
en utilisant l'expression (4), on obtient : ‘%nﬁ_"; = .T__,j -
: e an e L.CT - .
Z"ﬁ =An21(”"‘[)! s pl'-l:lﬂll-f n'JY:Qn‘-’
sk 2
=14 ¥ F=12 = | af
nowd
| -20 (Il + %) ®
L'expression (4) devient dong: |< H 2a = I} 5

Remarque : Ce résultat heul 2tre abtenu autrement en remarguant que :

EEEEEEERERERES

3
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Vala> = ala> - <alat = o <l

dod <a|a‘a] a> = |ap
i H = Hm(a“a -+ L
2

ainsi <H>a=?rcu(|af + "2—)

5§°) L'éiat du systBme A un instant ¢ > () est donnée par :

lyti> =3 Cya) €%/ Flg,>
4 L =
soit RACE =E\T-—’8_'“'2’28"E"””-|¢;>
» nl

cn utilisant le fait que E, = (n + é—)ﬁ @ , On obtient :

; 2 r o —inat
'i}/(;)}z e —iou2 g-lal®i2 a”*e -
2"l {;!' |l Pn >
Si on compare ce résultat a I'état | y (0) > (3), il apparait que pour passer de | y (0) > a

| w¢e} >, il suffit de changer @ ¢n @ € ~@ | et de multiplier le ket obteny par e ~ie¢/2
(facteur de phase global sans censéquences physiques). Il vient alors :

Nwm> = -2 | ge —Swis

9

On voit done qu'un €tat quasi classique reste loujours vecteur propre de @ an cours du tamps

avec une valeur propre o € —%
"
<al|X|a> = "\}2—'Re(a)
ma

<P>; = calP]a»_ = '\J?m?zc; Im ()

En utilisant (7) et en changeant dans ces dernitres expressions & par & € —%%, on obtient

aisément :
< X>, == '-gjiRe(ag“WJ
mo :

<P> =  2mtir It {ae )
L'énergic moyenne est donc indépendante du temps. En effet :

]

Rappelons que <Xy
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< H >, ='&m(la[2 + %-)

27 - Oscillateur harmonique 3 une dimension - Fonction d’onde
associée a 1'état fondamental - Mesures de l'énergie,

Les parties A et B sont indépendantes.

A/ I° Soit x> 'un guelcongue des étars statlonnaires normés de cefte
particule d'émergie propre E,, trouver ['équation différentielle satisfaite
par la fonction d'onde @u(x) = < x lp,>. '

29 Montrer que @u(x}) = N e.rp[—(m m.’?ﬁ)xf], N étant une constante de
normalisation, est une solution de cette équation ; en déduire la valeur de
I"énergic propre correspondante E, :

3°% Donner une détermination réelle de la constante N,

4% Calculer les valeurs moyennes de la position <X>, ef de l'impuilsion

<P>, de l'oscillateur harmonigue dans !'état fondamental décrit par la

fonction d'ende @u(x). Calculer de méme les waleurs mzyennes. <X?>, et
<Pi>,,

5% En déduire les dcarts gquadratigues moyens de la pnsfrigg
(AX)y = (<X-?::g - -::X:-f,) et de Uimpulsion (AP)g = (<F=>9 - <P>f,)
dans ['état fondamental de Vescillateur harmonigue. Le#s interpréter
physiquement. Le principe d'incertitude de Heisenberg est-il satisfait par

I"oscillatenr karmonique dans ['étad fondamental ?
On donne les intégrales d'Euler :

2 2
ke J’*“ e P dax = (mp)? e I =J'“° e =" ax = (12 By,

- L

ot B est une constante réelle positive.

B/ Dans le cas géndral, on monive que les énergies propres de Posciliatenr
harmonique unidimensionnel correspondantes aux états stationnaires

orthonormés |@y> sont données par Ey = (k+ 12}hw, k € IN
1% Ces niveaux d'énergie soni-ils dépénérés ? Pourguoi ?
29 A Uinstant iy , 'oscillatenr considéré est dans l'éiaf

lwito)> = N2 loo> + 2) [les> - 102> ]
Lars d'une mesure de ['énergie de. cette particule & linstani fp, esi—il

possible de trouver la valeur Rw? Pourquoei ? Est-il possibie de trouver
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la valeur 7Hhmi2 ? Pourqueoi ?

1% Quelle est Ia probabilité 5% (
comme résultat de mesure de I'énerg;’c a I'Iustq;; ::o;:ver e TR wkz
i -

4°) Aucune mesure n'étant eff
' effectuée entre oo ; :
Fétat |p()> du systéme a linstane f, g e By St
5°) Calculer la probabitité 9 (1, 3K @/2) de 1rg

de la mesure de ["énerei i
LA rgie a4 ['instunt
interprétation Physigque & ce résultat, 3

uver la valenr 3R w/2 lors
Conclure. Donner une

Extrajg, Fis, mMp2z — PC2, Mai 1987

oNnr: i . & :
I'1°) L'énergic totale d'une particule de masse m soumise 4, potentiel V(x)
En mécanique quantique, les grandeurs X etp sont rem

observables X et £ qui vérifient : [X, P] = ix,

= ;—mmzxz
plac€es respectivement par les
On abtient alors aisément I'opérat iltoni . 2

pérateur hamiltonien du Systéme - & = Zﬁn?" % mai X?
2°) H étant indépendant du [Emps : sysieéme conservalif,
I- A 1°) L'éwde quantique de oscillatenr harmonique se

. N Taméne 3 [a résalyt
I'équation aux valeurs propres : S

Hlp> = E|lo>
qui s'écriten représentation ([ x> :
g
- |2m a2 2 MO i(x) = By gufx) m
2°) On a 2 résoudre une équation différenticlle du second ordge - sa solution générale est -

Polx) = Ne—mm.:zfﬂ‘ﬁ N éta
Ntune constante de normalisation

mea
Posons 1 = 7 » il vient alors @, (x) = Ne -3

dey (x) : 2 d—'&-—.z
= 2lxNe-1 dxzm
SPolx) et = (-22 + 4222 ) gy ( 1)
L'équation (1) devient + [2‘—'1 - :
3 (1 -24x%) + T mo Zf]%ij = Eg @p(x)

i 4122 #2,
x’(z ma? — _-2m }-b(;:-—_ E0J={}

Lo
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B _Eime
Le terme constant est son identification 3 2€ro eX1ge - B = ™ e 2
i o
soit : o = 2

2 -
3°) La condition de normalisation, soit ici || @ox) | dx =1 nous permet d'éerire {on

s Sl AR A
choisit N réel positif) : N2 j* e A = 1

ol '&2 = £
or _ ' j__,. £ & B
122 [ mw)
T _ Al A= =
LT = N
donc eV b7y . % *
ma Y
SOiL N = (?r-?-i_‘,

= ﬂ]. M max? 1 2R
et donc la fonction d'onde du fon@amcntal est: pplx) = pur e

4°) 4 La valeur moyenne de la position est, pour un état @p (X1,
‘ e L= »oae —23.!2 dx
<x>p = J-“' Qo () x Po(x)dx = I* x@f(x) dr = N j_“ x

e
ey

fa fonction A intégrer étant une fonciion impaire et l'intégration étant sur un mlerva&lzl)c
symétrique par rapport al'origine,ona: x> =0

(xz>0=~2 +“‘xze—2;\).2d_x

& La valeur moyenne < x? >¢ est:

& 1g _E Wz bient :

en utilisant :_x’eﬁ"zdxuzﬂ ﬂ»““"
22
T £ .. A (Nz = -—-)
<P >p ;Mz-i 22 a1 b4
fi 3

2 = =

soit : bt 2maw

@ La valeur moyenne de l'impulsion p est, par définition

<P> = j;" o' (-m %wmj ax = J'“" woie) [-m (22500 @) @

o

EEEEENEEEENEREI
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<P> =J'*“’ 2ik Ax @l (x) dx

done <P>=0 4) pour les mémes raisons que (2).
= prx) (42 gy Jax
- Po az P

2f323 [J‘“’ tng(I) e X I*" x2 qa":,(x) dx]

¢ Dautre part, < P?2>,

]

—

=2H?4 [I -2A < x3>o]

Compte tenu de la valeur de 4, on obtient aisément :

5%) L'équart quadratique moyen de la position 2 pour expression :

(AR] w N X2 g = o X 2

soit d'aprés (2) et (3) : Axy = \) il2mo

On définit également d'aprés (4) el (5), 'équart quadratique moyen de I'impulsion par :
Apy = Nfimam [ 2

De (6) et (7), il résulte : Axp Apy = .2’?.

Comme d'aprés la relation de Heinsenberg, Ax Ap = g on voil que la borne inférieure g
est atteinte dans le cas de I'état fondamental de Voscillateur harmonique.

B-1°) Les énergies propres de 'oscillateur harmonique sont dennées par :

E, = (k + %—) #iw avec k € IN. E, est non dégénéré : a tout valeur de k correspond un
vecleur | @ >, Unique.

2°) A l'instant £, l'oscillateur considéré est dans 1'€tat :

i 1 1
| v ) > =ﬁl%> + 3 | ¢ > —‘z'l%b

€ Aucune valeur propre ne peut &tre égale A im, donc lors d'une mesure de I'énergie, il
n'est pas possible de trouver la valeur fiw.
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@ Par contre la valeur £5 = % hay est unc valeur possible qui correspond & 1'état propre

| ¢ >. On voit que dans I'état | w(2p) >. | @ > estaffecté dun cefficient nul. It nest donc
pas possible de trouver cette valeur lors de la mesure de I'énergie & l'instant ¢

3 fiw
3°) E, = valeur propre correspondante i 1'élat propre | @; =. 11 vient alors :

2
1
HE) =<elvw>F =3
4°) L'état du systéme & un instant 1 > 1, est exprimée par ! b

BT
2 iE
ZLxe” k! j.q)/{l Pk >

lww> =

SOt ;

Iwm>=(:%]€ ~1'wrf-f0“1'i¢n>+§e —Siwft—iplr2 |¢,">

) (.52 ) - #eE) - l<alyosf

I ¥
..@(:,—2—-]= v,

s0it

Nous retrouvons la méme valeur que celle obtenue a ¢ = 1. Ce résuliat est évident car H est
une constante du mouvement.

7 28 — Opérateurs a et a* - Valeurs possibles de I'énergie.

Dans tout le probléme X et P représentent respectivement les observables

position et impulsion.

L hamiltonien d'une particule en mouvement oscillatoire unidimensionnel
2

s'éerit : H = 2P_m' + 2—1 mmiX 2 of m et o désignent respectivement la

masse ef ia pulsation.

Soient a et a* deux opératenrs adjoints Uun de autre, agissani sur [es

états stationnaires |¢.> du sysiéme ftelles que :
alfa> = Vn 19as> ; @ 190> = Va +1 [§aus>; [a, a*] =0

19 {1$.>} est une base orthanormée et compléte. Généraliser les

EESEENEENENERE
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relations gu'elle dois vérifier.

2° 7 '
) CI'Mc:.ifcr les éléments -de matrice - Pnr ] a [@,> Ou- | @t |g.>
' £ nr A
‘31'55 aa l'ﬁn;: <Pp:lata l¢n>: ":¢n' I a? I¢n= el <¢'u’ |'a*? “b > '

2
39 On pose X = | -F_ = s
(mm i (@ +a) et P=(mn )12 ‘.(2_;-(“*_ a)

= ie: €tals quadratiques ma;yens' (AX)? et (AP)?
— %es valeurs moyennes des deux €nergies cinétigue et

pofentie"e 2 Lg radﬂf.f A =
d’incertitude d'fiefse:bs,g 4 X . AP est-il confarme a la relation

G e LX)
écrit * H = -Z;—(aa* + a*ta)

ayeant rour wvale .rl ¥ Y L3 1 n r
[41 0 al urs y < opFBS, assocides auxy Elaty stalio nairey

B (n e )
&JPI*!-E

a3 e
5% A linstant ¢ = 0, I'état du systéme est donné par :

o
4°) Démontrer gue Phamiltonien dyu systéme s

avec n =0,1, 2, 1.,

= )
e = e oy =g & ok s

5=

@) On mesure @ cet inst ]
stant 'énergie
on et avec quelles probabilités d Y e yiate

I O s
) Quelle est la probabilité % (4, pour gqu'é I'instant r > 0, une mesure

valeurs frouve—t—

i j
de Fénergie donne un résultat supérieur a 2k o ?

c) Cﬂicﬁ!e' h!x Fﬂ:e"]s moyennes de X et I a !iﬂ'] f el manirer que
- s = % 5

Stan f

le‘ﬂ é?ﬂfl‘nﬂﬂ da"s le leﬂ"pf Fé’lf‘e Ie -“Ilﬂ'ﬂffmg 4 EJ'ﬂe}lfesl

Rappel de formuies - [X,F(P)] =ik EI;“'P@A ;P G(X)] = & Mj—
X
- <d»?

Lxtrait, Téwowan, PC 2-MP 2, Jarvier 1987.

Ecars quadmrfque_moyeu d'une observable A- {A4)? = < A2

1Yy He it

orrho nna‘a“[ l?ennmque, leskets | ¢, > correspondant 2 des valeurs de  différentes sont
: £0naux ; comme chacun d'eux est norme¢, ils vérifient alars la relation

dorthonurmalisation : < ¢, | ¢,.> = &t

* H est une oh. 2 i
servable : I'ensemble des | ¢, > constitue donc une base dans &7

s‘exprime par la relation de fermeture Yl o< =1
L3

. ce qui
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# Nous avons a* | ¢y > = ‘\G | 0,>

1 i T B R SR S
suil.i ¢ﬂ>=7_2—d*|¢ﬂ_;:“$\r; m(af i'?n-ﬂ“ _\"; ‘\(;,—-_f _\[

1 a
soit I ¢I‘l > = '\/;;-_; [’ﬂ"’} ‘ o =

2°) Nous avons : al¢.> = '\rﬂ_| $,> et a | 4> = V4l | $esr>
L.cséqI:.atimsadjointessmtx«tvn]a* =Vn<tsl o <gula= Vsl <ouul

Les &léments de matrice des opérateurs a, a*, aa*, a%a, ael (d}}i en représentation { | ¢n> }

sont i< l‘zl $.> = <Qu |‘\":l_] Pus > = Jﬂ_su'{u——)} C m
<t |at] > = <t |Vt [ dnur> = Vutl 8wy @

<¢ | aa*| 9> = mimfmfl%p—r—«mHnT—lw.r-(n«ru&,. 3
< ¢y laa| 9a> = < lﬂ‘ﬁ|¢n-r>“’rf¢n‘\r[¢n3’-—ﬂ5u o)
<ty | @ |05 = <tu | V| 4> = Vn<te | Vot | 0> = T 5.0, ©
et l@Plo> = <ty laVas T Wor>= VRrL < dn | Vn+2 | fui>
=N+ Dn+2) Sy | ©

noa
z m

3°) @ Posons X = (at + aj et P = 3 ifa* —¢)
Im @
Nous avons :
NE= o -y
X |gu>= ﬁm(a+-+a)1¢n>= me[n+1|¢,+;>- 7| P
LX) ]
Plop>=i ‘”faua;lw.:,--\/”“z [*Jn_+r1¢m>-v’?l¢..4>

Les €léments de matrice des opérateuss X et P sont donc :

“é‘pn' |Xl¢n> ad \} 2 : @ [ ‘\IT‘TI an'.-nl ""J’_’ 'Sntfn-j)] (7)

< P iplﬁn} =10 z 2 “ ['J-H_:—I 5-'n+} "'Mr; 6,,1',,_”] (B]
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Pour n = n’, nous voyons que les valeurs moyennes des deux observables X et P sont
nulles.

# Pour obtenir les écarts quadratiques moyens (AX) 2 et (AP )2, il nous faut calculer les
valeurs moyennes de X2 et P2 ;

xz2 e (A e = A @+ aat vavata) ©-a)
m
; ;|
P = m2 L (a*-a)fa-a*) = - m;Tw(ﬂ*z—m*—ﬂ*ﬂH’z) ©-b)

Les termes en a® et a*Z ne contribuent pas aux éléments diagonaux (d'aprés (5) et (6)). Par
contre daprés (3 et @), ona: <g, [a*a -ma.'*l > =02n+1)

11 vient alors ; 4x==<¢,112|¢,:-—(< ¢,|X|¢,>)2=-:¢,]X3I¢-_>
I\ %
“2mmf2n+”‘("+2)mm 10y
4
4P2=<¢anzl¢n>—(<¢'.{P|¢uP) =<l P| >
b ’”;0’ (2n+1) = (n + —21-) m#% o an
# On en déduit le produit AX . AP - AX . AP = (n+’r-2—)5

Nous trouvons qu'il est supérieur ou égal h—g—- . La borne inféricure est atieinte pour 1'état
fondamental, ¢'est-a-dire pour n = 0 (cf exercice 27).

2
4%) L'hamiltonien du sysiéme s'€crit : N = = + L mar X2

2Zm 2
en utilisant les expressions de P2 et de X2 (9)
P2 =;.:'313';.£‘l f&+2-aa*~a+a +d?) X1= I (@ + aa* +ara + )
2 Z2ma
; ~hw ke, .,
D'olt H —'—7’-—-5:1’ —aat-ata+a?) + -—--(a‘f +aar +a*a + &)

T
H = -;—’(a.:r + a‘*a)

On en déduit les valeurs propres, assocides aux états stationnaires :
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/]
E,=<H>=<¢, | H|$,> = 122 <¢.| taa* +a*a)| 9.> = —3,”—’(2;:”)

avecn=0,-1,2,...._.

soit E, = %o (n+15)

Remarque : Ce résultat peut ére obtenu 2 partir des résultats {!0} et (11) en calculant

E, = <E,> + <E,> Eneffet:
fiw
T(?n-l-f)

<E¢)=—L<P3:- = !42-{2:“-}) el qE,)a%mafﬂxzy =

2Zm
=ha& (n+é~)

Les énergies cinétigue et potentielle moyennes sont donc égales.
5°) A l'instant r = {0, L'oscillateur harmonique est dans 1'état :

On en déduit :

lv@>= 5 1>+ = o>+ 3 1>

a) Remarquons d'abord que | w (3) > est normé. La mesure de I'énergie du systeme 2
l'instant ¢ = 0 peut donner comme valeurs, celles correspondantes aux €lats | o= I ¢ > on

o 3 5
Ey = = E; = "'2"“&&), E; = Eﬂm.
Les postulats de la mécanique quantique nous parmettent d'obtenir les probabilitss S7(Ey)

des différentes valeurs E, ; en effet ;

| ¢ > :soit:

FE) = | <t | wo)>F =5 FE) =l <d|lyo>F =1

L
4

1
et FE) = | <elv@>F =7

b) L'état | w(r) > 2 linstant ¢ > 0 est donné par :

2
| wety> = Efnfﬂl' eEntiF| g > = E.C ) e—;{nq- LI

1

R* / Cof0)=2—" ; C;r0J='-N,-;= s Gaf0) =5

Soit & l'instant ¢ > 0, une mesure de 1'énergie donne un résultat supérienr 8 2 7i @ (c'est-a-

' direg—'ﬂm qui correspond & n = 2),

La probabilité de se trouver donc dans I'état | ¢ > s'écrit :
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Pi) =<t lvsf =Gl =|cof

1

Mol : P(t) = Y

¢) La valeur moyenne d'ure grandeur physique quelconque A est donnée en fonction du

mps par : < ()| Aly@>= % 3 Corf0) < ¢y | A| $,>Co(0) €iEn-Enit 1 F
= T ¥ B0 C(0)A,. ettn-a)or
L
nvee Awn = <@ | A |0.> etn’ nsontdes entiers.

# Appliquons ce résultat aux observables X et P.

l)nprés I'égalité (7), les sculs éléments de matrice X, €t P, non nuls de X et P sont tels
(que n’ = n = 1, Par conséquent, les valeurs moyennes de X et P comprenncm uniquement
es termes en € T ®1

Hcrivons alors les matrices correspondantes 2 A = X et 4 = P dans ia base
{|¢,ﬂ} | 9:> et | 92> }.Smld"apr&s(?)et(ﬁ).

01 o0 ; 0 -1 0

i L. 1 0 V2 e Rty BEE |y oy B
2mao 2

0o vz o 0o N2 o

La valeur moyenne de X est donc -
<X> =Co(0)C;(0) [Kor €~ + Xjp€i2 + C,(0) C3(0) X2 =9+ Xy €01
$0it d'ﬁpr&s les valeurs de C(]. CJ, Cz et Ao‘.A‘!g. Afg €l Az;

k| -J—E_(grim!..,eimrj

<X> = )F— (e—;wt+elml)+

2v2

——-—‘\,—2::” (1 +v2)

Par un raisonnement analogue, on obtient :
<P> = Col0) Ci(0) Por € 1@ & P i®%4 Cy(0) Co(0) [Prz € 984 Py e 101

o ‘ L]
=1 —”z L -‘!_ [re lm e -—lw!} + -\!_ (8 taor - € —:ml)]

—-"-iz—ﬁ—ﬂ-l (I +\G)s:‘na;r

cos ot az)

<P =—

£
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% Appliquons le théordme d'Ehrenfest anx observables X et P :

d ] O k)

) <X> = i X, H] = = (14}
L cps = L P H =na? <5 (15)
dr ik : -

. s d o= A 5 ;
D'apris (12), nous avons : < XS =g 1‘—-—mm (1 ¢ 1"{..3) sin ¢

=1 ,#ﬁ'w =X <P>-
= 5 P (i'-b".'l?).smmr— pe

——plzﬁ—gj- (I-!-\‘r_.?-)

Donc I'"équation (14) est vérifide.

Daprés {13) : 4 <P>»=-@ cos wf

dr
= —m@? %‘\Hﬁ (I + ﬁ)cas&u:-—moﬁ <X>

L'équation {15) est donc véﬂfié‘e.
29 _ Les matrices de Pauli.

Considérans les trois matrices de Pauli o, , o, et O, qui, dans la base
des vecteurs propres normés |+ >, et |- >, de g, avec les valeurs
propres respectives +! et ~1 , s'écrivent :

0 1 0 -i 10
oy = s O dlE et o, =
* (10) Y [i o] * [e _r]

Et considérons les trois observables S, =(Ri2}) o, ; §, = (kRi2)0, et

S, =(Ri2)0.

Pour la terminologie, les observables 8., S, el S, représentent [(rois
grandeurs physigues mesurables attachées d ['électron appelées compo-
santes du moment cinétigue de spin de ['électron. Ces malrices agissent
dans un espace & deux dimensions appelé des états de spin de l'électron et

noté &,.

1% Quelles sont les valeurs et vecreurs propres de S, ?

2°) Déterminer les mleulrs propres et les vecteurs propres normés notés
(l+ >,1—>) e+ >,|- >)de o, ¢ o, respectivement.

En déduire les valeurs et étals propres de S, et 8.
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1Y) Montrer que o, , ¢, et 6, obéissent aux relations de commutation
O 0,] = 2Ho5(0,, 0,1 = 2ic, et [o,0,] = 2i g,.
£in déduire les commutateurs [S., 8,), (S, ,S:] et [S;, SI].‘

4% Soit 82 Il'ebservable associde au carré du moment cinétique de spin de
U'#lectron définic par : S* =82+ 8,7+ 8,7, évaluer le commutateur
[S7, 8,1. Que peut—on déduire ? S?et S, représenteni-eiles des grandeurs
physiques compatibles ?

5% Evaluer I'action de S?sur les états |+ >, et |- >, . Conclure.

6% S? et S, forment-elles un ensemble compler d'observables qui
commutent ? Que peui-on conclure 7

77) On mesure l'observable S5*, l'électron étant dans ['état de spin décril
par le vecreur |y> = x|+ >, + B |- >, («, f) € C* de l'espace &,,
quelles valeurs peut—or trouver et avec quelles probabilités ?

8% La mesure de §* n’étant pas effectuée, une mesure de S, donne Ia
valeur Ri2, quel est l'état de spin de ['électron immédiaiement aprés Ia

mesure ? (Juelles valeurs peui—on alors trouver lors d'une mesure de S, et
avec gquelles  probabilités ?

Extrait, Fés, MP 2-PC 2, Juin I1986.

1°} o, est une matrice hermitique, diagonalisable. Ces valeurs propres sont donc @ + 1. Les

vecteurs propres de o, sont | + > et | — >, Ces mé€mes vecteurs propres sont les mémes que
ceux de §,, par contre ses valeurs propres sont + %/ 2.

2°) o, et o, ont wutes la mé&me équation caracténstigue A2=1=0

Les valeurs propres de o, et g, sont donc: A=+ 1,

Donc les valeurs propres de §, et §, sont £ # / 2. Cherchons les vecteurs propres de o, qui

sont aussi ceux de §,
0 1 Gy (43
(s edla) s

Enreprésentative | + >, = ¢;| +>, +e2| =>4

On choisit : o = ﬁ 7 6 o= % pourque | + >, soit normé

11 vient alors : |+;z=7’_;(|+>,+[_,xj
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| est facile de montrer par une raisonnement analogue que : I-— >, = _j—--_- ( | Py = = ) "
, 2

uenremarquant que < + | - >, =0,

‘ C; 7
our o, , on fait agir le vecteur cglonnc ( ] pour trouver + / ( )

s [#] ’
0 SNfC P % /
( i 0 ) Cz - (57
—icy =0¢; et Iy =
2 2 . 1 i
e plas i+ =1, Il vient alors : = = i & ==
z vz

oit : |+>J=$([+>,+i|—>,)

eket | —>, doit étre normé et orthogonal 2 | + >, , il vient :

|- =—-?-(|+>, + —:']—::-)
¥ _\[2_ z

n résumé :
Supe | 2500 = 5 |25,
avec |i>,=1— (|+>,i|—>,)
vz

’) D'aprés la définition de: maltrices oy, gy, 0; il est facile de vérificr les égalités

livantes ; of =gl=0f=1 (/:matrice mitd 2x 2) (1)
0,0, =— 0,0, =i0; @

nsi que les équations qui se déduisent par permutation circulaire de x, y etz .

e (2) on Lire : [6:,G) = 00y — 0,0, = 2,

nsi que les galités obtenues par permutation circulaire.

it ; [oy,, 0, = 2io, - oy, o] = Zig,

2 | 2 !
(%) (0.0, = (%) 2icy = inS,

(S..5,] =i#%S, :

n en déduit : [Sx. 8]

S,.5,) =i 5,

I
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4°) Commutateur [S2 , Sz] :

52, 8)= 152 & S 4558w (5551 15,53 % 5248

¥
o 152 5] = 5.05:.5] + [5,.8] 5. =-in RS, + 5,5
IS, .S = §,[5,.5.] + [S,.5]S, = ih[S,S+ 8S,]
S; .S =0
d'olr : L[52, 5,1 =gl

On voit que §2 et §, commutent. Ils ont donc des fonctions propres communes et, pl
précisément, ils ont une base propre complte commune qui est celle de S, ( | + =,
[->)

5°) On voit que le caré de chaque matrice de Pauli est la matrice unité :

2 2
Donc : S*z%(oﬁ+a§+a§ =3Z I
2 1 0
Ou encore S:*=5H‘i ( )
4 0 I
2 2
D'ou S3|+},=‘?—z-]+>,: $2]| ->, = 3; | ->

On conclut que : S| #>=m255+1) | +> S étant un demi-entier = =

2

6°) S7? et S, commutent et forment une base propre complte. Donc 'ensemble (S Z .S,
constitue un ensemble complet d'observables qui commutent (E.C.Q.C). Par conséquent .

résultat de 1a mesure par les différentes observables $? ou S, est suffisant pour détermin
I'état du syst2me aprés la mesure.

7°)L'électrmsatmtived.ansl'étaldcspindécritparie:vect:nr:| > = al +>,+ﬁ| -

. p
Les valeurs propres de §7 sont 3: (valeur deux fois dégénérée) et les vecteurs propre
- 2
de §%'sont| + >, et | — >,. Donc, la mesure de §2 donme 2 coup siir 7 avec
2
probabilité - f(E:T—)=|,<+Iw>|’+|,<_|qf}t’

Soit : ?(Ew%z)ﬂalzw*lﬁlz
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2
> doit &tre normé, done | af + = 1.1l vient alors: (B=rgl=d
it & 2 2 . y 33

87) ® Remarquons d'abord que les valeurs propres de S, et §, sont+ % /2. Pour §, ,ona

obtenu : | , | I —
*>, = = ( + >, —>,) . (€8]
2
Lok ¢ J
et pour S, , on a obtenu : Ii}y:ITE (|+>ai‘|-3'z) e)

4 Lamesure de §; donnant la valeu.rg- montre que 1'état de la particule est f + >, . Léat

de spin de I'électron immédiatement aprés Ja mesure est le ket normé :

Pl w>
Vev [P ly>

ol P, est le projecteur défini dans le sous-espace associé a la valeur propre + g engendré par

[9>= @

| + >, . Soit alors P, = |+> .<+] )
Exprimons léiat | y> en fonctionde | 5, et | —>,:

Les relations (1) nous donnent : |+:=z = . i (I + >, + | - :»,)
_ V2

-5 = (e 2a-1-5.)
1
done ¢ [w>=¢-5((ﬂ+ﬁ)|+)x"’(a"m|_>") ©

_ P.ly> =j—-ra+ﬁ)l+>;
On déduit d'apres (4) et (5) : 2 |
<viPdy> =50 + ) a+B) <+ |+ >,

2 2
=3 |+ 8|

L'état de spin de I'électron immédiatement apres la mesure est d'aprés (3) :

|¢>;MI+>:
le+ 8]

l

= E . EEEEEEEMEMEBE
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IG.‘.’?: I-l-)z & un facteur de phase prg

# La probabiliié qu'une mesure de la variable 8, donne, dans 1'état | >, un résuliat égal A
i

£ T est égalcalaprobszi!ité qu'a I'état | y > d'éire identique a | 2 >, . Soit:
i
,_9’(.5" =-2-)=’y<+;w>r -2 (S} =—g-)=|r<_|w>[z

Compte tenu de (2) t, on tire -

.?(S,=g)= , J-—E-(,<+[— i,q—,l)(al+ >, + ﬁl-’:)lz ‘

=plecipb = L(lal® + 1pP)-1

LS""’”(S, £ ‘-zﬂ)*—- %(,<+| + i,q—{)(a|+>z + ﬂ,—b,)‘z
=flevisf = (el « 151)-1

Remarguons que la probabilité de 1a mesure de Sy donne indifféremment -ZH- ou ﬁcst bien
dpale i 1:

2
ﬁ”(s, = -z—)hw(s, = _—25) =%[2Ifn{|2 + 2 Iﬁ[z]zf

e 30 - ll!ustra}ion des postulats sur le cas d'un spin 1/2 -
réparation de I'état le plus général - Evolution du spin 1/2 dans
- un champ magnétique uniforme. ‘

7% B . ; ; 7
n considére une particule de spin § = 77 et seit la direction de

vecteur unitaire @ d'angles polaires € et P,

1%} Rappeler les matrices re
L présentants S, , S el S. dans la b
propres de S, qu'on notera |+ > et }=>. T - B

29) Trouver la composante 8. du spin de lg particule, le long de la direc-

_’
tion u, ef donnmer la matrice qui représente S, dans la base des états
&
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propres de S,
3% Donner les 2 états propres de S, gqu'on notera |+ >, et |- >, .

I - Soir la méme particule de spin 5 = %— ; on considére dans &,, Uespace

des étars de spin de cette particule, la base formée par les états propres de
s 5

I°) Quel est sur cefte base I'état de spin (rormé) |w> le plus général de
la particule dans l'espace 5‘: ? )

st
-
—

279 Montrer que cer état peut s'écrire 4 unme constante de normé 1 prés :

ly> =
3% Montrer (en utilisant les résultat de I) gue V|y> 55’:, §I existe un

8 2]
cos5—e€ P2 |+ > + sin 2—&' 9t | =

=k 2 .
vecteur unifaire u tel que |w> soit colinéaire avec un état propre de §,.

HI — La particule considérée dans I et II de spin -;-— est plongée dans un
champ magnétique wpniforme E’o et l'on choisit l'axe Oz suivant B_:).
L'énergie potentielle du moment magnétigue ?:I’ = }'.S; de cefte particule
est @ = — E; " 5:- ~y By 8.(y rapport gyromagnétigue, B, module du
hamiltonien correspondante est

champ magnétigue) et [Tobservable

H = wy S, = -y Bo
1% Trouver les vecteurs propres de H et les niveaux d'énergle.

2% On suppose gu'da Uinstant ¢ = 0 I'éfar de spin de la particule est donné
par l'expression (rouvée en II 2° ;

lw(@)> =
donner ['étar de spin |y{t)> 4 un instant ¢t > 0.

oi @y

8 b ’
cos5- & —i9i2 |4 & sin e ipl2|_

39 En comparant 'expression de |y(t)> 4 ['un des états propres de §,

—’
reste constant et gue le vecteur unitaire u(t) tourne autour de Oz & la
vitesse angulaire w, (précession de larmor).

4°) Calculer les probabliités d'obtenir -%- et — l;- dans une mesure de §,,

dans  I'ftat {y(t)>.
5° Calculer les valeurs moyennes: <y{t)|S.|y()>, <wy()IS, |yif)>
et <y(0| §,lwi)> et que pouvezr—vous conclure ?

Rabat, Juin_ J980.
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1- 1°) Considérons une rticul in 5 = A
particule de spin s = 5 Rappelons les marices Teprésentants &, |

S,etS,dsmIabasadcsé!mspmpre.sdes, {l+>.,]-5}:

2 I 0 _'r_2 ‘_o) sx:E(o 1)

2°) La composante 8, du spin le long du vecteur unitaire

_)
u,camaénsépxrlesanghspolairesseldps'ém-it:
3= ? i

N o= S u + Sou,+ 8 u
= 8, 5in O cosp + Sysin @cos + 8, cos@

En utilisant les définitions de S §
Y 8, 6L S, , on rouve 1
. ; =18y ¢ la
mamceqmrep:ésemc;lobsn-vablc correslx:ndanle S, dans
labase { [+>,[-> ):

5. = g cos8 sin@ e ¢ " e
. sin@e?  _cuep / . T O~

3°) & Valeurs propres de §

=

L'équation caractéristique de la matrice {1): ;
Det [(§,) - Al = — Ecas’“‘ﬂ' az L A

7 — ~ g sin 8=y

donne immédiatement les valeurs propres E, et E_ de SJ): E

On " . . 2 g “
remarque quelles sont bien réelles {propriété d'une matrice hermitique).

Remarque : On voit que §, a les mémes valeurs propres + . el - 2 §
gc résultat est trés important physiquement ; ou peut en faifto 2 q:: l' —
o : nement ; umer en bloc 1" i
-_}at Gerlach de facon que l'axe défini par le champ magnétique soit pam]lé?g];aroc:l Se
ou . Les phénomenes observés sur Ia ¥ il doi :
K e plaque de I'appareil doivent 2ire inchangés
ons. La mes_lme de 5., §y ou S, ne peut donc donner que l'un des deuE régflrtad;
i pil

+5 et—z—

4+ Vecteurs Propres normés de S,

Soient eret B les composantes de] + >, on | +>et | ~>. Elles doivent vérifier -
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- cosf siuGE“iWJ(ﬂ} - ﬁ(a]
Zz = 8
2 (siue e —cos B B
' 5 cos@—1 sin@e-i? [ o J ( 0 )\_H o
2 ’ ~ Lo
o : o sin@ € '? —cos8 -1 B
l'on tire : {casﬂ—}:]a +sinfe—®f = 0
s'g ) 9 2 i - -
A-dire : (-2sfn25)a+ 2sin Fcosy € PR =0
2] A 2)
ICOTE ; ( —sin EJ(x+ cos 5‘8‘*9’)3—0 (
e ,
- = p —ig
d'apres (2) : x=clg 5 & B

9. 51 ]
clcur propre | + >, s'écrit donc: [+ >, =ﬁ[cozg§-e i+ + | p ]

g
il [rosge ol e > + singl '>]
g8 Y

stn 2

N @

cteur | + >, doit étre normé, donc: B = sin

cleur propre normé [ + >, peut donc s'écrire :

g .
9 . h. Y ipi 2 - > (3)
|+>u=cos§-£"¢"2|*_‘>+ T § [

cteur propre normé | — >, doit &tre orthogonale | + >, :
| |-:=,‘=a'[—>+ ﬁ’]—>

) o &

nt alors : <+ |—>u
g 5
6, 3 e T lga.i'z
o = —sz‘nie“‘wz et 7= cos> €
. 6 i 2 g ielz | _ 5
i |_>“= _gmi-g”ﬂf + >+ co.s'ze |

érific bien que | — >, est normé. | o
} Le ket normé le plus général de I'espace des états de spin de cette particule es

e e
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forme : Iw>=a|+>+ﬁ|-—>

. 8
| @] goss e | Bl = sin 5
Si de plus, nous imposons ; 0<@<gn
i B e : .
L'équation | = | = g 5 détermine @ de fagon unique.

que par leur différence. Soit alors * @ = Arg B - Arga X=ArgfB + ¢4
On a alors : Argfl = 'L;—E ct Arga = ‘12;12

i 0 iz - p) 2} . ir +
Le ket | V>s€critalors:| w> = opp 7€ 2 &> 4 sin 5 &2

5. g . de : -
|y/>=ez[cog§-e 2f+>+sin§ezf—>]

3°) Si on rapproche l'expression (3) trouvée en 1.3°), on voit que | y> (4) ne diffe

-3 ;
| + Zu COmespondant au vecteur unitaire 5 que par un terme de phase € /2 qui

T 1°) L'hamiltonien £/ qQui décrit I'€volution du spin de la
H = —'730 S.s = mﬂSz

Comme S, est un opémteulr qui ne dépend pas du temps, la résolution de 'équ.

Schridinger se mméne a celle de I'équation aux valeurs propres de H qui sont ceux d

particule dans le champ

Fles e ———-ﬁ;)a l+>:0=|_5 :h-—-_H;"’

Remarque ;: On 3 alors deux niveaux
d'énergie. Leur Séparation ke, est .
proportionnelle au champ magnétique o

ol e " E+-r- I + >
% yYB, ; ils définissent une fréquence de f :

Bohr unique :

1
I
‘
0w B . EE Bep e _ 4
i 2~ 2pm < k
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2%y A linstant [ = 0, le spin est déerit par I'état @
g 22 .-
| w(0)> = cosz e 7 |+> +sing 2 |-

Liéwt | y(t)> hun instant > 0 est done : | w()>= % Cal0) e~E11E | @>

R - . 4. 28" .
| wy>= cosz € 2 e—"f‘f+“|+'p+ sing= € 2 e-itE_1E | 4>

En considérant les valeurs de E, et E_, nous oblenons :

; & .
| wt == cosg-t!"(?““n”"? |+>+ .sinie'(‘i”"’gﬂ” |->

—
. La présence du champ magnétique Bo introduit donc un déphasage

Remarque
affectés aux kets | +> et | —>

proportionnel au temps entre les ceefficients

3%) En comparant I'expression de | w () > a léuat propre de S, | + >, calculé dans 13°). On

- =
angles entre u et By resto constant

voit que (figure 1) ey =0

—3
gt} = p + Wol angles uft) toume autour de Oz & la vitesse

—
angnlaire o (proportionnelle au champ Bg qui
: porte le nom de "précession de Larmor”
4°) L'aprés l'expression de 'hamiltonien, ['obervable §, est une constante du mouvement.

Les probabilités d'obtenir + % ou— % dans une mesure de S; sont indépendantes du emps :

je module de e *{#+al = I

a
f(+%—)=[<+w(:}}|’ = cos’ 3

F(-D)ml e lw> 1" - 50 3

dante du temps pour la méme raison

5°) # La valeur moyenne de §, est également indépen
(8, commute avec H)

qued®) : <y S|y > =<5
-1,:— (cos*g ~ sin? g-):-g-co.s‘o

*uvaleurmoyenncdcs,dansl‘élat] w (1) > nous domne : < Sx>¢ = < wi] Slw@>

=

e —

-

— e wk W = B

A

PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE ag5

<S,>, =< Y(1)|S. cos 2 e~oravy!
|5, cos 5 e~Pravd 2 |45 4 <y |8, sfuzge-'(wawrzh)

Or n
_S,f+>=5|—_> et 3‘|_}=§|+>

-]

DOI[C < ;1:}: = ﬁ--- o8 — e_,{‘ ".nnﬂ,z n 9
2 < w £ e ot i
j‘. (‘J I > + 2 Sin = elfwn;ut}f} f}!

]

En tenant compte de : < %
- (’f = - g . g i i
¥ = cosz @i 2g 4| + sing e-iteran)i2c_|

11 vient alors = _k 8 (i
<§,>, = 5 cos E sin 5 [e —ifp+rept) L p :’f@-pnm]
K B
2 oo E s E cos (gt + @)
Soit : ft
< 82>, = gsindcos (@t + @)

QOn trouve aisément par un raisonnement analogue :

=

<8,>, = Fsin@cos{wgl + @)

L]

Conclusion :

1} .i‘ ct .s ne comm Vi H c ne sont [ tantes dua
x bl oy um“tpﬂsaec ,dDﬂch IS_, pﬂstCDl‘lS
mouvement. (<] S .

. melﬂ'cﬁn q“ﬁkseﬂwmsd < ,},el {S’.}[Idémdml du temp‘s
l.l] lans les e pf:-SSlOﬂSdﬁﬂS.'b'.e y=in 2!
D 5 X s L < S > on refrouve la iléquelm & Bohr Ulllqile

du Syslbme =
iii 1483 \‘ale Enm de eL s, se COIMPOT ten e I ent les C(ll[lsﬂ)saﬂws
) Urs moy« cs S; » SJ e t comme le cTal
qu ment de précession
e s 1 serait aﬂl.“lé du mouve P S10






