
Exercices et problème.s 
. , 

corriges 
(Mécanique Quantique) 

Aimez notre page sur Facebook pour plus des exercices et' des cours : 

https://www,.faoebook.com/SciencesPourTous2014 



~ // ( 
1 

i 1 

1 

i: 
1 

• 

,,. 1 _ Paquet d'onde. 

d d'énergie E dont l'état 
1 - On considère. une particule libre e masse m, 
peut étre décrit par la fonction 'l'(x, t). 

( t) A e i(k.r - lOI) 
1) Soit la fonction d'onde li' x, = (x 1) soit 

Donner fa relation qui existe entre œ et k pour quedeV'J,/nergie E 
:!1ution de l'équation de Schrodinger. E n déduire la valeur 

en Jonction de Cü • 1 1 licule L 'étal d u 
b) Calculer la densité de probabilité \ ip(x, t)I de a par . 
système peut-il être décrit par 1/f( r, I) ainsi définie ? 

2 c; On propose ra fonction ljl(X, t) définie par 

J + M (k) e ikx e -l wl d k 
1/f(X, t) = C _ _ g 

-+ 
où g(k) est ~ne Jonction du vecteur d'onde k , . . 

a Justifier (sans faire de calculs) p ourquoi 'I' (X, t)_ est so'.ution? de 
/tquation de Schrodinger. 1/f(X, t) représente-t-elle un etat physique . 

b) A t = 0 l'état du système est représênté par ljl(X, ?>· d Fourier d_ e la 
- Pour quelle yaleur de c, g(k) serait la transformee e 

Jonction \/f(X, 0) ? VI (X, 0) soit 
- Quelle co11dition doit satisfaire g( k ) pour que 

normalisable ? 
Extrait, Casa l, PC 2, Juin 1986. 

'dè .. on·1cule libre (dont l'énergie patentielle est nulle o u constante). 
1 c) a) On cons, re une P= • 

iJ 1i2 d2 
lfl ~ (X,/) = - -2 L-' 1/f(X, IJ ( J) 

dl m ur L'équation de Schréidinger s'écrit: 

. e i(la - w1J solution de cette équalion différentielle. Il vient alors : 
So1t 1/f (x, t) = A . 

i)IJf . 
,;:;..i;,.= -lliJ l/f 
ar 

L'équation (l) devient donc : 

k et m sont donc liés par la relation : 

L'énergie E est alors : 

d2 V' . 
c1x2 =-lé21/f et 

1i2 k2 
1i w = 2m 

'1! k2 

(l) = 2m 

PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE Jt, 

b) Calculons la densité de probabilité: 1 V,(x, t) f = y/ 1/f = 1 A 1
2 

On voit que la probabililé de présence est uniforme dans tout l'espace. Un telle one! n'tijt 
pas de carré sommable, en toute rigeur, elle ne peut donc représenter un éL1t physique (} UI 
la panicule. · 

2") a) Le principe de superposition indique que toute combinaison linéaire d'ondes pion li 

1f k2 
vérifiant co = 

2 
m sera ainsi solution de l'équation (1). Une telle superposition s'<lcrlt: 

1/f (x, 1) = c s:- g(k) e i/b: - m,) dk 

Donc V' (x, l) représente un état physique ; elle peut parfaitement être de c arré somn1abl , 

b) à l'inslant t = 0, l'état du système est représenté par 1/f(X, 0) = c J:- g(k) e ila dk , 

O n voit que g(k) est tout simplement la transformé.c de Fourier de y/(x, 0) à cond ition ((tJ 11 

soit égale à /.:- . [; vient alors : g(k) = .·~ J •- 1/f (x. 0) e - ih dx 
-V2n: '· "12,r -

~ 2 - Paquet d'onde - Relation d'incertitude, 

1- Donner, en justifiant, la forme gén érale de la fonction d'onde de Cl'i f/~ 

micropartic ule. 

l- S upposons que la fonction d'onde de cette microparticule est donnée d 
t'iflstant t = 0 par : 

y/(x, 0) = ✓:n:71 J_•: e -lpl /Po e lpr / Ji dp 

m} p 0 est une constante positive el N une constante destinée à norm(/r lu 

Jo11ction 1/f(X, 0) . 
a) Quelle est la transformée de Fourier <p(p) de lfl(X, 0)? 
t>t1nner l'interprhation physique de 1/f(r, 0) et <f)(p ) . 
h) Calculer 1/f(X, 0) et donner l'affure · de i lfl(X, 0) 12 et I cp(p) \2• 

c) S upposons que 1 1/f(X, 0) 12 et I rp(p) \1 ne pre,;nent respe ctivem ,rn t 
tll'i.~ ,aleurs appréciables que dans des interYaUes L\x et Llp. Que peut-1111 

,lire ,tu pro duit .il :r Llp ? Donner la signification physique d e Ll x , Ll p e t 
/\ X 6 p . 

,I) Queite est la probabilité .? (p 1 , 0) pour qu 'une m esure de l'impulsion 
effflctuée à l'instant t = 0, donne un résultat compris entre - p1 et + p1 ? 

l:tmlier sommairem ent la fonction .!1' (Pr, 0). 
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e) Donner la fonction d'onde vr(r, t) de cette microparticule à · l'instant t. 
Que d evient la probabilité ci-dessus .? (p 1 , t) si la mesure est effectuée à 

l'instant t ? Interprétation. 
Extrait , CASA I, MP 2 1 Mai 1986. 

1 °) D'après l'hypothèse de DE BROGLIE : à c haque micropartic ule, d'énergie E et 

d 'impulsion,! on associé une onde plane: l/fk (x. t) = A e i(Ja:- mt) où E = nw etp = n.k . 

Pour la microparticule, il peut exister plusiew-s états possibles et donc d'après le p rincipe de 
superposition, l'étal Je plus général est une combinaison linéaire de tous les é tats probables 

Soit: 1/l(x. t) = J:- g(k) e i(Ja- "'t> ,d @i. • 

Chaque onde pla ne est affectée d'un poids g(k). Physiquement I g(k) \~ dk représente la 
probabilité de trouver le nombre d'onde k compris entre Je et k + dk. 

2 °) La fonction d'onde de cette microparticule est supposée à l'instant t = 0 exprim~ par: 

1/f (X, 0) = ...J!_ s+- e --/p/ lPo e ip:rl li dp (]) 

~ -
a) La fonction d'onde à l'instant t = 0 est de la forme : 

'!-N 5+~ 
ljl(X, 0) = . r,:-: 

"\/ 2n:1i -

e ipx I 1i rp(p) c1p (2) 

où ip(p) représente la transformée de Fourier de l/f(x, 0). En identifiant (1) avec (2), nous 

avons : rp(p) =Ne - lpl 
I 
Po 

♦ 1 lJl(x, 0) 12 : représente la probal:lilité de croûverla'microparticule au point x à l'instant 

t = 0 
♦ 1 ip(p) 12 : représente la probabilité de trouver la microparticule avec une impulsion p à 

l 'instant/ = O. 

b) Calculons la fonction d'onde à t = 0 : 

e ipx l li dp 

e ipx I 1i dp + f o+- e - p I p D e ipx I 1i dp] 

_ J!._{ [e p(IIPo + ü 11i)l 0 
_ [ e -p( l lpo • ix I n)l - } 

- ✓2 ,r1i l lp. ~ ix 111 J__ l lp. · ix / 1i. "J o 
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Soit 'I' (r , 0) 
N 

= ✓ un 

On en déduit : h,r(x, 0) 12 = N
2 

( 2lp0 
· y 

21fli x 2 I 112 ,.. ] l p ~ ) 

Nous remarquons que lon;quex- +"" 1 r' o 12 un maximum en x = O. - · 1/F x, ) __, 0 et que cette fonction présente 

Les fonctions 1 ,,, (x, 0) (
2 

et 1 12 
· .,, <{J(p) sont représentées par les courbes ci-dessous : 

hV(x.o)l2 1 q,(p) 12 

c) ~ -~ JJ,p : ~e produit est borné inférieurement et la valeur de cette borne dépend de la 
défm10on précise de ilx et de .1p. 

: 1/F (;,;JlaeSl_ une co_urbe de Gauss, de largeur L1x : c 'est l'intervalle dans lequel on peut 
ouver microparùcu1e locs d'une mesure de sa position à t = O et centrée au point x = o. 

: Lo;.~ d'unalle mesure de l'impulsion de la microparticule, on ne peut trouver des valeurs que 
ans mterv· e .1p (cenlrée sur p = 0). 

♦ L~ prod_uit .dx .1/J est constant. Lors d 'une mesure de la coordonnée x de la panicule avec 
une mcenitude sur le résultat de mesure .t.x, on lui communique alors une impulsion p de 

~~~~ dett1p :,ais d~t il est ~possible de connaîlre à la fois, avec précision la position 
1m~u St0u une m1cropart1cule. Ainsi lorsqu'on essaye de localiser la mi~roparticule 

clans l'mtervalle L1x on a gm te r· · · · f da , . u en mcenitucle sur son 1rnpuls1on. Cette impossibilité est 
on mentale el constJ.Lue le principe d'incertitude de Heivsenberg. 

d) La probabilité .?(p1 , 0) est définie par: 

.?{p1, 0) = 1: 1 rp(p ) 12 
dp 

=N2 J::;1 e - Z lp l l p 0 dp 
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=N2[Jo eZplPo dp + J:1 .e -~p l Po dp] 
-PJ 

1. 2 1 e 2p1IPo)l I .,9f(p1, 0) - N Po ( - _ 

La déTivée d.!Jl' = 21'12 e -:Zp 1 I Po est toujours positive. 
dpi 

be '-d ssous . 
La fonction .f?(p i, 0) est représentée par la cour c1 e . 

e) A l'instant 1, la fonction d'onde de celte microparticule est définie par : 

N J +- - lpl / p e i(px I 7i - Ol l ) dp 1/f(x, t) = _ e o ~-
avec 

Soit alors 

Cf(p)= Ne-lpllpo e-iOJI 

1 q,(p) 1,2 = N1 e-21,;.1 P a = l <p(p) l,2. o 

j .!r<Pi• 1).,, .!?(P1, o>J 
Donc · ·a1 

obabilité .?est indépendante du temps : résultat qui est tnv1 

Nous Temarquons que la pr d le potentiel nul (elle est libre). 
puisque la microparticüle se trouve ans 

. D ri tion par vecteur d'état et 
<1. 3 . Opérateur d_e1!sité • e~;t , P _ Populations et cohérences. 

par opérateur densite - Propn es 

, if une base orthonormée {lu.>} 
On considère dans l'espace des etats ' 

Un 11ecteur d'ét~t llf'(I)> peut s'écrire sous . la forme 

tv(t) > = I, Cft(t) - lu. > 

ft doivent vérifier les coefficients, c.~t) pour 
1 ") Déterminer la relation que (ce que l'on supposera par la suite) . 
que I ljl(t) > soit normé à l'unité 

--
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2 °) On définit l'opérateur p (t) = 1 iy(t) >< lf(I) 

p,1 (t) représente ses éléments de matrice dans la représentation {lu,.>} 

a) Montrer que p(t) est hermitique 

b) Montrer que p(t) est idempotant, soit p 2(t) = p(t) 

3 °) Calculer la trace de p(I), soit Tr p(t), dans la représe ntation {ju .. >} 
(On rappelle que la trace est la somme des éléments de la diagonale 
principale). 

4 °) Démontrer q ue la trace d'un produit de matrice est invariante par 
permutation circulaire, soit : Tr A .B .C = Tr B .C.A = Tr C.A.B 

Pour cela, commencer par u,z produit de matrice ; et i11droduire la relation 

de fermeture ~lu . .,>< u ., 1 = ll entre les 2 matrices : 

5 °) Le système étant dans l'état 11Jf(f)>. Déterminer l'expression de la 

valeur moyenne d'une observable A .· en fonction de p(t) et A. 

Pour cela, partir de Tr pA "' Tr p 2 A et uti!irer l e résultat du § 4. -------

6 ") En utilisant l'é quation de Schrodi11ger (l'équation~ 

déterminer l'équation d'évolution d e p(t), SQit ; 
1 

p (I) . (Po ur cela, 

dériver p(t) comme un produit). 

7°) Les valeurs propres de A étant notées a,. calculer en fonction de p(t) 
et P., = lun><u,.I la probabilité de trou~er comme résultat de mesure de\ A, 
l'une des J>a/eurs propres a.,. Pour cela, utiliser la propriété 

Pa.,= <vr(t) 1 P,. (ljl (t) > = < P,. > _.,,,/'-

8 °) Dans le cas où les Ju,.> 
a) montrer que l'on a 

ïT1 :, Pn , mU) = (E .. 

b) Calculer alors p,.,.,,( t) 

sont les états stationnaires de H. 

- E,,.) . p., ,.. (t) et 
d 

1ïi dtp ., ,,.(t) 

/ 

0 

Extrait, Marrakech, PC 2 - MP 2, 1985 

. 'i 0 ) Soit IV, (1) .> un vecteur d'état : 1 1/1' (i) > = L, C • ( I ) j Un > où les ( 1 Un >} formen t . 
une base orthonormée de l'espace des états. 

lljl(t) > est normé : < ljl(t) 1 'l'(t) > = L, 1 c. (/) 12 = 1 ,. 

2°) On défini t l'opérateur densité : p(t) = 1 1/-(t) > < tp(t) 1 

L'opérate ur p (t) est représenté, dans la base ( 1 u. >). par la matrice densité, dont les 

1 
1 
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éléments sonl : 
p;j(t) = < U; 1 p(t) 1 r.i; > = < U; l 'P(t) > <1/(l) 1 Uj > 

Soit 

• 
Pii<r> = c; <r> ci (tJ 

(1) 

a) p+(1) = p(,t): l'opérateur densité est donc hermitique. 

b) r:l(t) = fX.t) p(t) = \ 1/(1) >< lp(t) lljl(I) >< '141) 1 = p(r) 

. "' c• (1) C (c) = 1 indique que la somme des élémenlS diagonaux. (1) de la 
3°) La relauon ~ " • ' . 
matrice densité est égale à l. 

En effet: 
1 = L,C: ( t) Cn(t) = L, p •• (r) = Tr p(t) . . 

(2) 

4 0) 
"' . IA(BC)lu > = L,< u. IA lu,,. ><u,.. IBCju. > 

Tr (ABC)== .L.J< u,. " " ·"' 
" 

= L,.< u. l A \u .. > < Um I B I Up >< uP I C I u. > ·-
1 u. > < u. 1 ALI u .. > < u,. 1 B ' ll p > 

Donc : 

Lt 

= 2, < 1-Lp \ CAB I uP > =Tr(CAB) 
p 

'" 
L t 

L I B " 1 u >< u I C'"' 1 u.>< u. l AI u,,, > = < u,. .L.J p p .L.J 
~ ~ ~ L 

L 1 1 

= 2, < u,. \ BCA I u,. > = Tr (BCA) 

"' 
1 Tr ABC - Tr CAB = TrB CA] 

s o) Si A est une observable , on a : · 

Tr pA = Tr plA = Tr Ap2 = Tr pA p 

Soit d'après (2) : 

PROBLEMES CORRIGES DE PHVSlQUC 

Tr p,t = Tr I IJl(tJ >< lp(t) 1 A 1 'l(t) >< IJl(t) 1 

= <A >1 Tr I IJl(t) >< IJl(c) 1 =<A >1 Tr p{t) 

1 Tr p A =- < A > t ) 

6°) L'évolution dans le temps de l'opérateur p(I) se déduit de l'équation de Schrôdinger : 

z7i '9; 1 'l'(rJ > = H (l) 11/'(c) > 

(3) 

(4) 

Le conjugué de celle équation s'écrit: - i1f ! < lp(I) 1 = < 1/1(1) j H(1) (Htu,,t hc.muûque) _ (5) 

d 
Calculons di p(I) : 

. d di° p(C) d 1 . 1 1 d ) (di v,(t) >) < l/l(t) + v,(t) > dt <lj,{'t) 

Compte tenu de (4) et (5), on obtient : 
d 1 1 dt p(t) = itl H (t) p (l ) - "Ji p(t) !J( t) 

Soit: 1 ¼ p(t) ., kt [H( l) , p(t) J 1 (6) 

7°) Calculons la probabilité .?(a,J pour qu'une mesure de l'observable A donne le résul14t 

a,,. Soit: 

en uùlisant (3) : 

soit alors : 

<P.> = Tr p(t) Pn 

j&"'(a,,) = Tr(p(t)P,.) = Tr (P,.p( r))I 

8°) a) Si les I Un > sont les états stationnaires de l'h.uniltonie.o Il, on a : 

H I u,. > = E,. f u,. > 

A partir de (6), on obtient : d 
,7i dt p(c) = [H, p(t)J 

Les éléments de matrice des deux membres de l'égalité nous exige : 

d'une pan, - d I d 
< u,. I iJi dt p(t) 1 u,,. > = l1i < u. p(c) lu.,.> = in ëii p..,.,(t) 

' (7) 

D'autre pan, < u,. 1 [H, p(1)J I u., > = < u. l H p(t) 1 u., > - <u,. 1 p(I) H I um > 

=En< u,. J p(I) J u,.. > - Em <UA I p(t) 1 Um > 

= (E,. -E,,J p,.,..( l) 

Il v-ient alors d'après (6) : i1i ¾ p,.,._(1) = (E,.- E,..) p,.,..(l) (8) 

• 

1 
1 
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d 
Les tennes diagonaux (n = m) : i1i dt p_(t) = 0 (9) 

b) On en déduit : p,.,,,( t) = constante 

p,.,,.(I) = P-(t) e-i(E,.-EmJ 117i 

Remarque : On dit donc que les populations Pnm sont constantes. et les cohérences 
En-E'" p oscillenl aux fréquences de Bohr (m = 

11 
) du système. 

Compléments 

9°) Supposons que H(I) puisse s'écrire sous la forme H(t) = Ho + H1 (t). 

On pose: p (t) = e iH,,1111 p(t) e -1H0 1 I 11 

/j 1W = e illoll 1i H /t) e -iHotl Il 

Donner l'équation d'évolution de p (t) 

10°) Supposons maintenant qu'il s'agit d'un système conservatîf ayant 
pour hamiltonien H = H 0 ( H 1(t) = 0) et soit A une observable attachée au 
système. A l'instant t = 0, la mesure de l'observable A donne la valeur 
propre a que l'on suppose non dégéliérée. 
Montrer que l'état du système à l'instant t est un état propre de · 

l'observable An avec la valeur propre a 

Extrait, CASA I, MP II, Juin 1986. 

9°) L'évolution dans le temps de l'opérateur p(t) s'écrit: 

d A i ,'\ ' H ,. d ' H Ili i -p(t)=-HciJ{l)+e ... al n-p(t)e' ol - - eiHal l lï p(t)H0 e-<Hall'li œ ~ œ n 

¼HoP(rJ + e iHall'li (fh [H 'p] )e-iHc1l1i 

i ,'\ L { " R /'li = 1( Ho p(!) - 1J € 1 o 1 (HO p - p Ji O + 

-feiHo111i p(t)Hoe-iHa11 li 

H1 p - pH I )e -i Jf,t l li } . 

- L eiHoll1îp(t)Hoe,-iHofl1i 
1i 

¼ e iHoJl '1i(H1p-pH1) e-<Holl ;r; 

= :1i (eil-fotl1iH 1 p;-ilic,ll1i_eiH0 111i p Hi e-iH0 t/1i) 

Introduisons entre H1 et p d'une part et entre p etH1 d'autre part l'unité: 

1 = e -i Ha1 J 1i e i Hal I 1i 
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Il vient alors: d ê{t) _ L 11, 

dt - i1i [ 11 , • /(,)] 

10°) s 
upposons qu'il s'agit d'un système conservatif où H "' H 

Soit A une observable attachée à ce système La d o . 
(non dégénérœ), donc: . mesure e A à I = 0 donne la valeur + a 

A l'P>=a Jq,> 

L'état du sytème immédiatement après la mesure est: jq, > = L Cn(o) 1 u,. > 

A l'instant t > 0, l'état du système est : l " . 
V,(t) > = "'-' Cn(o) e -i E,.t I 1i j u > 

_. n 

SiAll =e-<Il1/)îA eiHll'Ti al~ Â , =~ ona H 1 V,(t) > = a 1 'ql'(t) > ! 

Soit: 

An lvr(1)>=e-<H11 '1iA eH-1t1 li l 'l'ft)> 

=e-iHll'TiA 1:Cn(O) e-iE,,1/lî eiHl!n I 
. • . ~> 

"'e-iHi!'li A .._..C.(o)e-ir•11i ·H 1' j 7 ..,,. e• 1 'fi u.> 

,,,,e-iHt1'/iA LC.(o) lu.> 
n 

=e-<HiJ'1iA l'P>==e-iHlln a l'P> 

=ae-iH11'1il'P>=a 1:C~(o) eiH111ilu.> . 
-a.._.. C () iE,.117,

1 - ~ • o e u,.>=aJy(t)> 

l AH IV, (t) > a I V, ( 1) > 1 

4 · Opérateu_r d'évolution. 

I ) Soit A une observable agissant 
dimensions. Et soit (l q, 1:>) la 
(A l'P.ic> = at 1 'Pt>, le 

dans l'espace des états frx à n 
base orthonormée propre de A 

"' 1 • 2, ... , n). On dé'ini't l' é 
J' op rat,;ur linéaire 
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U(k, I) par U(k, l) = lq,., >< q, 1 1 • 

· 1 ") Calculer l'adjoint u+(A:, I) de U(k, l). 

2 ") Evaluer le commutateur [A, U(k, 1)1 et en déduire [A, U(Jc, l)]. 

3 °) On appelle trace de l'opérateur linéaire B el l'on note Tr {B} la somme 
des éléments diagonaux de la matrice le représentant ; soit ,. ,. 
Tr (B} = I, Bu= L <'Pt IB!q,t> dans la base {lq,.1:>} . 

.l:=l 1:~1 

Calculer la trace Tr {U(k, l)} de ;U(k, l). 

4°) Démontrer la relation : B = L B.1:1 U(k, l). Pour · ce/à on écrira 
k,l 

B=llBll. 

5°) Mont;er que : Bt1 = Tr {Bu+ (k, l)). 

Extrait , FES, MP 2 - PC 2, Janvier 1988. 

li ) Dans la description de Schrljdinger les états d'un système quantique 
évoluent avec le temps co,1/ormément à la loi : 

aYec U(l 0 , t0 ) = Il 

U(t, t0) est un opérateur d'évolution. 

1 °) Montrer que l'opérateur U(t, t 0 ) sati:rfait à l'équation : 

i 1i dd~ = HU (1) (H itant l'Tlamiltonien du système). 

En déduire que u+ = U-1 en utilisant (1) si H est hermitique. • 

2 °) Donner l'expression de l'opérateur U(t, t0 ) si H ne dépend pas du 
temps. 

3 °) Donner l'expression de l'opérateur U(t + dt, t). 

Extrait, CASA I, PC 2 1 Mai 1988. 

I) l 0 ) L'opérateur linéaire U(k, l) est défini par : U(k, l) = 1 f/)k >< <p1 1 

Calculons son adjoint: 

< 1/111 U+(k,IJ 1 'Ili>=< '112 1 U(k, I) 1 '111 >• = < '112 f. ~>•< 'Pl l "'1 >• 

= < q\l'lf2><1Jf11 <A > = < Vti 1 ~ >< 'Px 1 'Ili> 

= < 1f/J I U(I, k) 1 'Ili > 

Soit donc: ! u~(k, /) = U(l, k) l 
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20) Appliquons le commutateur [A U(k /) 1 
' • sur un état quelconque 1 1// > : 

[A, U(k, /)] 11/1 > = (A ,U (k, /)-: U(k, l)A) 1 'P > 

=A '"'-'?"<ci>illf'>-l'P.t><q,,jA l'i'> 

= 04 l q\> < q,if vr>-1 'P.t> <in l a,.I 'Il; 
= ra.. -aJ 1 !A-> < ~ l vr> 

car A est une observable donc henn. . . 
, . 11.Jque et ses valeurs propres sont réelles. Soit alors . 

On en déduit 
[A, U(k, [)] = (a._ - a1 ) U(k, /) . 

[A, U(lc. k) J == O 

J") Calculons la frac~ de U(k, I): Tr (U(k, /)) == f.<q,,,,j U(k, l) lq,,,,> 
.. _, 

Soit : 

4 0) Démontrons : 

écrivons B: 

soit 

Tr U(k, /) == Ôü: 

B = L Bk/ U(k, {) 
u 

B = l B i 

r 

( 8 é1.an1 le symbole de Kronecker ) 

= L l'IP <q\ 1B l'1't><rp1I 
.t,/ 

<.Bu es1 l'élément de matrice de B) 

B = L B~ U(k l) 
k,l ' 

5°) Calculons : Ti (Bu+ ~ · 
r (k, /)} = ~ < tp.,j BU+(k, l) j ~ > 

-1 .. 
,. 

""L <q,,/ B l<p1 > <'}),t: Jm > 
~ / Tl 
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.. 
Tr (BLJ+(k, I)} = L, B,, 01• 

,-.J 

Soit: 
[r..- BU+(k , l) - 8--;] 

. i rmet de détenniuer l'état lvr(t) > 

0 définit l'opérateur d'évoluuon U (t, t.) qu pe 
II 10) ♦ n 1 ' (1) 

. I ( ) par . I IJl(t)> do U(t, ta) \v,(to)> 
à partir de "' ,. > ' 

i 1ï dU ., HU 
Nous allons cherchCI" à montrer que: dt 

·11dlv,> =H liP 
L'équation de Schrôdinger s'écrit: ' dt 

i1(-dtd IV> = i 1f dtd V (t, le) lvr(to)> = H U(t, to) \v,(to)> 
ou encore 

qu'on peut écrire sous la forme : a' ...,. 1 ) 

'

"*lo)> = [H • U(t, lo)] ll/ll'to) > v 1/l(to > c i1i dÏ u <r, toJl 'f'' 

Soit : 

♦ Montrons que U+ = u - i : 

i1I :,U(t,to) =HU(t,to) 

i1I <!Q. = HU 
dt 
dU+ , 

(2) 

(3) 

(4) 
· 'écn't · i1i - = u•H · é de cette équauon s · - cil 

le conJugu u à droite 
b de l'égalité (3) paru+ et ceux de (4) par . 

Multiplions à gauche les deux mem res 

dU U i1i u• - = u•H 
dl 

• .è équations nous obtenons : 
En faisant la difféïence de ces deux oenu res ' 

U d LJ+ ) 

Il vient alors : 

soit 

Commelekel 

donc 

in ( u• dru + di" u = o 

.!!.. (U'U) = 0 
dt 
U+U = Cte = u+(to, to) V (to, ta) 

) U(lo, to) = 1 
\y(to)> est quelconque, il ressort de (1 que: 

U'(l, lo) U (t.to) = t 
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soit ' U~(I, lo) = U-
1
( 1, to) ' 

L'opérateur U est donc unitaire. 

2°) L 'équation (2) peut s'écrire : 
dU (t, lo) 
U(I , lo) 

H 
i11 dt 

soit en intégrant (H étant indépendant du temps): U(t, 10) = e-i H tJ 1i 

3°) Expression de U (1 + dt, t) 

37 5 

Calculons l'opérateur d'évolution entre deux instants infiniment voisins. Pour cela, écrivons 
l'équation de Schrôdinger sous la forme: 

li vient alors : 

on obtient donc : 

d 111(0> = l 'lf(I + dt)> - '"' (/)> 

= -½H /IJl (l)> dt 

lvr<t+dtJ> = (1 - ~ H ct,) l'l"(tJ> 

IU(t+dt, t) 1 - j_ H dt 
1! 

5 - Etalement d'un paquet d'ondes libres. 

Soient X el P les opérateurs de position et d'impulsion d'une micro
particule libre. 

1 °) Montrer en appliquant le thlorème d'Ehren/est (microparticule libre) 
que < X > est une /onction linlaire du temps, la valeur moyenne < P > 
restant constante. Que peut-on dire de < P l > ? 

2 °) Ecrire les équations d'évolution des valeurs moyennes < X 2 > et 
<: XP + PX >. Intégrer ces équations. 

3 ") En dédu_ire qu'a11ec un choix convenable de l'origine des temps, l'écart 
quadratique moyen ilX est donné par : 

1 2 l 
(.6X)' = mi (.6P)o t2 + (L1X)o 

où ( .1X)0 et ( .61')0 sont les icarts quadratiques moyens à l'instant initial. 
Comment 1>arie en /onction du temps la largeur du paquet d'onde Ll.X. 
Donner l'interprétation physique . 

Rappel : On définit l'écart quadratique moyen AA d'un opérateur A, par 

.6A = ✓ (A - <: A >)i "" ✓ < A >' - < A > 2 • 

4 °) Supposons maintenant que la microparticule subit l'action d'un 
potentiel V(x) = - ax où a est une constante. Comment évolue les Mleurs 
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moyennes de la position X et de l'impulsion P de cette microparticule ? 
Comparer avec le mouyement classique. 
Peut-on généraliser ce résultat à un potentiel quelconque ·? Pourquoi ? 

Extrait CASA 11 MP 21 Mai 1986, 

1°) Pour une observable A qui ne dépend pas explicitement du temps, le théorème 

. d'Ehrenfestmontteque: d<:r > = ~< [A,H] > 

L'hamiltonien du système est : · P2 
H = - + V(X) 

2m 
t_ ici V(X) = 0 (particule libre) 

Appliquons le théorème d'Ehrenfest aux observables X et P: d < d~ > = ; 
11 

< [X, H l > 

[ 
p2 ] J iP1i 

or. [X.HJ= X,ï;;+ V(X) = 
2

m [X,P 2]+[X,V(X) ] =---;;:--

soit 

♦ Si A= Pon a : 

or [P,H] . 

soit 

ld<d~>=~I 
~- .L [PH]> dt - ill < ' 

[p, ~:] + [P,' V(X)] 

L=o 
= - th~ ax 

d< p > 
dt 

av -<-> ax. 

dans notre cas V = 0, il vient alors : 1 d<d~ > = O 1 

L=o 

Remarque : 
d< p > 

dt 
av 

=-<- > ax. soit <F> 

Cette relation représente la loi fondamentale de la dynamique. 

L'équation (3) montre que: ! < P > < P >a = Cte ! 
la relation (1) devient: d< X > = < p >o = Cte 

dt m 

• Voir démonstsalion au complèment de ce problème 

(1) 

(2) 

(3) 

d< p > 
dt 

(4) 
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Soit en intégrant : l <X> = ~t + < X >o 1 (5) 

• Si maintenant A = P 2 , le théorème d'Ehrenfest s'écrit: d < p 2 > - .l_ · 2 
dt - i li < [P · H ] > 

avec 

On en déduit : 

soit 

H = p2. 
2m ' 

d< p2> 
dJ 

on a: [P 2,H] = 0 

0 

L'observable P 2 n'évolue pas au cours du temps. 

2°) ♦ Par un raisonnement analogue, nous avons : 

or 
[X

2
,H]= [X 2. {~l= 2~ {xrx.P 2J + [X, P 2JX} 

1 
= 2 m 2 in [XP + PX] 

Il vient alors : 

♦ Si A = XP + PX: 

or 

ld<d~
2

> = J l _ ;; < XP +PX~ 

d~ < XP + PX > = i~ < [XP + PX , HJ > 

[XP + PX, H) = [XP, H ) + [PX, li] 

p2 
avecH = ï;;; 

"" X[P, H] + [X, HJ P + P[X, HJ + l P, HJX 

Il n'apparait dans la solution plus que les deux commutateurs: 

[X, HJ = + in f.. 
m 

et [P, Il] = 0 
d On en déduit : . dt < XP +PX> = 2 ' 

-<P2> 
m 

comme < p 
2 > n'évolue pas au cours du temps, on a aJors : 

1 :, < XP + PX> = 

Nous obtenons donc un système de deux équations : 

(6) 

\7) 

• 
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Intégronsl'équation(7): < XP +PX>= ~< P 2 >or+< XP + PX > 0 1 (8) 

Introduisons cette égalité dans l'équation (6) : 

d 2 1 
-d <X 2 >=-::ï <P 2 >0 t+-<XP+PX>0 t m m 

Soit en intégrant : 

1 < x2 > = ;;!r < p2 >o 12 ; !;; < XP + PX >o t + < x2 >o 1 

3°) On définit l'écart quadratique moyen M d'un opérateur A, par : 

M= ✓< A2 > - <A >2 

Donc pour A= X, on a: (L1X)2 =<X 2 > - < X >2 

En tenant compte des relations (5) et (9), nous aurons : 

1 1 (< P >0 )2 (L1X)2 =;;; < P2 >o t2 +-;; < XP + PX >o t + < X 2 >o - -m--t + < X > o 

(9) 

1 2 ' 2 1 2 
=~(<P 2>0 -<P>0 t2 +<X 2>0 -<X>0 +-<XP+PX>0 r--<X> 0 <P>0 t 

"r m m 

Si de plus on choisit à t = 0 < XP + PX >o = 0 et < X >o = 0 

On a donc: (.âX)2 = 1 2 2 2 m2 ( t.P) o t + ( L1X) o 

Si raugmente, la largeur du paquet d'onde L1X augmente, ce qui correspond à 
l'étalement du paquet. 

4°) Supposons maintenant que la microparticule subit l'action d'un potentiel 
V(X) .. - ax. Le système d'équations d'évolution des valeurs moyennes de X et P devient (en 
tenant compte des équations (l) et (2)) 

{

d <P> - < X>=---
dt m 
d av 
d!<P >= - < ax > +a 

Soit en intégrant : ~ <P> = at+ <P>o 

a < p >o 
<X> = -12 + ---/ + <X>o 

-2m m 

En mécanique classique : P = mV, V 
dx 

= dt' F = 
dP 
dt 

my, les valeurs 

moyennes < X > et < P > évoluent donc comme pour une pa.rticule 
classique dans le pontentiel V(X) '"' - aX • 

Remarque : Ce résultat ne peut être généralisée à un potentiel quelconque car en général : 
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< d!;'k,X) > ~ (d~X),. • .< x > 

Compléments : 1 °) Montrer que .!!.. < A > = L < [A 
observable A · dt i1r ' H 1 > /N/ Ill 11 "~ 

qui ne dlpend pas explicitement du temps 

2 0) ,.~ 
Démontrer que (A, B•] = L B'[A, B J B ,._,_J et 

.. o 
[P, X"] et plus généralement (P, F(X)J et IX, G(P)] 

1 o) On définit la valeur moyenne de A dans l'état 1/' par : 

< A > = f lJI • A y, dx 

calcule r (X, / ' " 1 , 

J.. J • '!Y Jdv," dt vr A ~ dx = TA ljl dx + f ry· A 
11111 
-'- ,1 ' ,1, 

or 
H 1/1 = in. ~ et 

dt 
<1111. 

'I' • 1-1 = - ill ....i._ 
111 

Il vient alors : ! <A> = - ! f '1'
0 

HA 1/f dx + i~ J 'I' • Ali y, d , 

· = i~ J 1/f• (AH - HA) ljf dx 

D'où en faisant intervenir {A. li] =(AH_ HA) ; 

l t < A > = f;; < [A. HJ > Théor~m~ d'lo:h, tif, î l 

_, 
20) ♦ Pour n = 1, [A, B"] = L B• [A B] B J -c , .,.._ est vérifié. Supposons que ('1111 _ , lnl loiti 

est vraie pour n-1 soit 
,..J 

[A, B-11 = L B' [A, B] a--z 
Monrrons que c'est vraie aussi pour n : 

,-,l} 

[A, B"] = [A, BB-1J = B [A. B•-1] + [A, B] B•-1 

,..:z 

= 8 L B• [A. B] 8"·•·2 + [A, B] B ,._J 
,r-i} 

-2 

= L Bs+l [A , B] B-.-2 + B 0 [A. BJ fJ" I 
r-lJ 

11- 2 
Ls--, 

= L B•+l [A. B] B--2 .,,.._, . 

• 
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Posons s' = s+l (A, B•] 
,...1 
I. B•· CA, n1 s~·-1 

s•.,,,.o 

Soil pour s'=s, on trouve sans peine que: 

... 1 
= L B' (A. B] n---,-1 

,-1) 

♦ Si A= X et B 

a) 

Soit avec [X, P] i1i 

b) 

p 

[X. P•] 

[X, P"] = 

[P, X•] = 

..... 1 
~ p, [X , P] P....,..1 

,..., 
.... 1 I. p-1 I. t/i P' P.....,_, = in 
,-() ,=(/ 

... 1 

x• (-in) x• .... -1 - 111 n x•-1 
I. = 
s-0 

D~terminons t'aclion de [P, F(X)l sui une fonction 1/f(x,y,z) arbitraire: 

i1! n p•-1 (10) 

(11) 

a (. a~_ ?fl!1. 
[P. F(X) ]V'= PF(X) 'Il - F(X)P V' = - in ax (F(X) l!')- F(X) -i'li iJx )- -i11 ax li' 

aF 
[P, F(X)] = -ïli -ax Par définition, F(X) 'Il = F(x) yr , d'où 

(ll)cmrespondàF(X) =X• . " 
• t analogue on peut montrer aisément en développant la fonct:Jon G(P) 

Par un nusonnemen , ac; 

en série de puissance de P : [X. G(P)] = r1I i}p 

Nous remarquons que si G = P•. la relation (10) est vérifiée. 

6 _ Point de vue (ou représentation) d'Heisenberg. 

, • - anti ue dont le ket d 'état à i'instant t est I yt(t)> 
011 etudie u11 systeme _qu q ce s sttme, pau11ant dépendre explicitement 
et une grandeur phys,_que de Yié st A(t) (par exemple, pour un. 
du temps, dont l'operateur assoc e 
"quanton" l'opérateur X + vt ll.) 

d la yaleur moye11ne < A >, de la grandeur 
l ") Rappeler l'expression e 

physique à l 'instant t. 
du ket d'étal à l'instant t en fonction du kel 

l'opérateur V d'évolution du système. 
2 ") Rappeler l'expression 
d'état initial I IJl(t.)> et de 

· et trouver. en l'expression en Jonction de A et 
3 °, Montrer. qu'il existe - 'é à ta grandeur / . A,·,,·,.(t) _ dit opérateur associ u _ un opérateur unique , 
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physique, en représentation du Heisenberg -, tel que sa valeur moyenne 
dans l'état initial l1fF(t0 )> soit toujours égale â < A >,. f.. 

4°) Le système a pour "q - hamiltonien" H(t). Rappeler l'équation de 
Schrodinger pour l'évolution de I IJl(I)> adoptant le point de vue de 
Heisenberg, pluttJt que de calculer < A >1 au moyen de la valeur moyenne 

de A(t) dans l'état 11/f(t)> variable et régi par l'équation de Schrlldinger, 
on va calculer dans l'état fixe lvr(t0 )> la )la/eur moyenne de An,,/1). 
Il nous reste donc à trouver l'équation d'évolution de l'opérateur 
A n,,.(t) correspondant à l'équation d'évolution de Schrtidinger pour l'état 

IIJl(t)>. En utilisant l'expression trouvée au 3 "), donner l'expression de 
èA 

Au,,/t+dt) au premier ordre en d 1, en fonction de An,,.(t), U(t, t0 ),-- et 
a I 

du commutateur [A(t), H(t)J. 

5°") Quelle expression en déduisez vous pour I'oplralion i1l :, Au,1,(t) ? 

6 ") Montrez que l'opérateur Au,,,(t) obéit finalement à l'équation du 
mouvement - dite de Heisenberg -

i11 :, An,,it) = [ A 8 ,,.(t), HH,,0 (t)] + i11 (~~) , 

~ 
H,ro 

comme Heisenb~rg, 

comme Ha,nilton ... 

7 °) On va maintenant appliquer ce charmant formalisme à un quanton dans 
un environnement que l'on espère bien représenté par le modèle de 
l'oscillateur harmonique à une dimension, à savoir un hamiltonien. 

p2 1 
H = Ïm+ T m œz xz 

En reprenant l'expression d 
trouvée au 5°) exprimez alon, dt XH,,

0
(1) et 

d dt PH,,0 (t) en fonction de Xn,,o<t), PH,,o<t), m et œ. 

8 °) Quels sont les opérateurs initiaux Xn,,,(t) et Pn,,of t) en fonction de X 
et P ? Intégrer ensuite le système d'équation couplées trouvé au 7°) pour 
avoir les solutions Xn,,,(t) et PH,,0(1) en fonction de X, P, m, œ et t - t0 • 

9 °) Quelles sont les valeurs moyennes < X >, et < P >, en fonction de 
< X >,0 , < P >10 , m, w et t - ,0 ? 

1°) On définit la valeur moyenne de A dans l'état lyr(t)> par: 

<A>, ,,, <IJl(I) 1 A lv,(t)> (]) 
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• c · de jw (to)> par la relation : 
20) Le vecteur d'état l'{'(t)> à l'instant r s'expnme en ,oncuon ,. 

1 
(2) 

ll/f(l)> == U(t, to) 1J1(1o)> 

où U(t, ta) est l'opérateur d'évolution (cf.exercice 4) 

< AH.fo >1o" <A>, 3°) Par bypotllèse, nous avons : 
(2') 

C'est à dire 
<V,(to) l,An,,., jy,(10) > "" <ljl(t) 1 A lvr(t)> 

Soit en utilisant (2) : 

Cetle égalité est vraie quelque soit l'état 111' (to)> • Donc : 

1 AH,ro = LJ+(t, to) A(I) U(t, lo) J (3) 

. 'éc ·t. i1i ..!!..111,(t)> == H(I) jyt(l)> 
4o) + L'équation de Schrôdmger s n · dr ,. 

. , ~.s A entre deux instants infiniments voisins en écrivant la 
♦ Calculons 1 ov-,rateur H,<o d ) A (t) 

d AH., (l + t -- H.r0 

dr An,ro (l) = dl 

·AH!o (t + dt) = AH,'o (1) + ! AH,r,, (t) dt 

définition de la dérivée : 

Donc 

= An.la (t) + ! (U•AU) dt (4) 

. tir I propriétés des opérateurs d'évolution établies 
Pour calculer cette expression, on u ise es du+ 

dU HU . -fil-"' u•H (5) 
dans l'exercice 4 . Soit : i1l dt = • dt 

Calculons: 
..!!,. (U•AU) 
dJ 

e~+) AU + U• (~)u + U+A dx 
Soit en tenant compte des relations (5) : 

.!!.(u+AU) = ~! u •HAU + -!- u+AHU + u• ~ u 
d! '" dl 

dA 
= ~(u+(AH-HAJU) +u+ diu 

En utilisant le fait que (A, H] = AH -- HA • on a : 

.!!. (U+AU) 0: u+ dA u + !. u+ [À, H]U 
di dl Ill 

La relation (4) devient alors : 

[ 
+dA 

An,,o (t + dt) = AH,<o (t) + U dl U 
+ ~ U+ [A, H]U dt ] (6) 
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5°) On en déduit : 

dAn,1o _ AH.,0(t + dt) - An.,0 (l) = U+ dA U J 
dt -- dl dt + i1Ï U+[A, H]U 

Il vient alors : 1 i1i t An.,. (1) = i7lU+ ~ u+ + u+ [A, H]U 1 (7) 

6°) Dans le deuxième terme du second membre de l'expression (7), insérons entre A et H le 
produit UU+ qui est égal à l'opérateur identité (cf exercice 4) 

in :,AH.1
0

(1) = i1ïU+dd~ U + (U•AUU+HU - U•HUU+AU) 

D'après la définition [3], nous trouvons : 

i11 !AH,1o(l) = mu+~ U + ( AH,ro Hn,'1)-HH.,,,AH.to) 

finalement : (8) 

7°) Lorsque le système est représenté par le modèle de l'oscillateur harmonique à une 
p2 1 

dimension, l'hamiltonien est donnée par: H = im + 2 m œ 2 X 2 

En reprenant l'expression {7) et en l'appliquant à A = X et A = P, nous obtenons en 
utilisant le fait que les observables X et P ne dépendent pas explicitement du temps : 

i1i dXu.,Jt) = u+ [x J:..:... + Lm Cl) 2 x2] u - u+ [X p2]U ._ 
dt '2m 2 - 2m • 

Il n'apparait dans la solution plus que le calcul du commutateur: [X , P 2 ] = 2i1lP 

On en déduit: 
dXn.Jri(I) 2 i1f 

i11 -dt--= 2 m i1i (U+PU) = ;; Pu.f/J(t) 

soit (9) 

Par un raisonnement analogue, on obtient aisément : 

1 dPu~t) 1 -dt--= -- m Cû 2 Xn.,0(t) '(10} 

8°) Nous désirons calculer les o~rateurs initiaux X 8 ,,,,(t) et PH,r,,(1) • En effet, d'après la 
définition (3), Xn,,,,(t) = U+(t0 , 10) X U(t0 , 10) = X 

Pn~t) = U+(to, to) P U(to, lo) = P 

car U+(to, to) = U(l0 , 10) = 1 (cf exercice 4} 
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♦ Le système d'équations couplées est donné par (9) et (10) 

{ 

dXH.til) = L p (t) 
dt m H , ro 

dPH (t) ---/;f-- = -mW 2X H,10(1 ) 

(9) 

(LO) 

En dérivant les équations (9) et (10), on obtient: 

* dXH.,Jt) = 1..., dPH,Jt) = _ Il) 2 XH,fc,(I) d 'après la rclaùon (10) 
dl m dl , 

La solution d'une telle équation différentielle du second cxclre est de la rorme : 
XH.,,,(r) = C1 cos co(t - lo) + Ci sin ax.1 - lo) 

dXH.tt,(1) 

On en déduit P11,,,,(tJ à partir de (9); PH.'<J(t) = ,m ~ 

PH,ro(t) = m co (- C, sin m(t - Co) + C2 cos (J)(I - l o) ) 

En tenant compte des conditions initiales à r = to,. 

Soit: 
et 

P11,,.,,(t) = m@Cz = P 

p 
C2=-

mœ 

(l l) 

(12) 

finalemem (11) et (12) d;:e_:,:vi:,:e:.:_nn:::e::_n:.:_t :._: --------,,-------:----:::7 
X () = X cos aJ(_t - 10 ) + ..J:._ sin O)(t - to) (13) 

H,•o ' m (I) 

p HJ.(t) - P cos co(t - to) m@ X sin (J)(t - t0) (14) 

· ) p ( ) \ squelles d'après la définition (2') nous 
9 °) Calculons les moyennes de X11.,/ ' et H.tc t e 

< x,,,'o(I) >, = < X >,_el< PH,,,,(/)> ,=< p >te donne: -v 

D'après (13) e t (14), nous obtenons: 
< p >t • n.J ) 

< X >ro = <X>, cos co(t- to) +- szn WII - to 
m w 

( 15) 

< p >1o = < p >,cos co(t - t0)-mro < X >ta sin ax_t - to) (16) 

· ( 6) - 1 - os œ(t - t ) et en ajoutant les 
En multiplant (15) par sin ro(t - lo) et 1 par m 00 c 0 

équations obtenus membre à membre, on oblient: 

< p >, = < x >1om w sin ax.1 - 10) + < P >1o cos ax.r- to) (17) 

En repportant (17) dans (15), on a : 
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< P >10 
<X>,., =< X>, cosœ(I - t0) + < X >,

0 
sin2 œ(t - t0 ) + ---- cosco(t - t0 ) sin(J)(t - t0) 

m w 

soit 
( 

< p >10 

<X >ro coilco(t-t0) = < X >, + 
m(J) 

D'où finalement 

En ,ésumé: 

<X > 10 
< X >, = < X > 'o cos <.0(1_ - lo ) - sin W(t - lo) 

< P ·>,o . . . . 
<X>, = < X >, cos W(t - t0)----sin œ(I- 10) 

o m<.O 

(18) 

< P >,:am <.O < X >,
0 

sin (J)(t -10 ) + .< P >10 cos œ(l - l o) 

Remarque : Les équations (9) et (10) généralisent le théorème d 'Ehrenfes t. Elles sont 
semblables à celles qui nous donnent l'évolution des grandeurs classiques x etp. Le seul 
avantage dans cette représentation de Heisenberg est de conduire à des équations qui 
rappellent d'une certaine manière celles de la mécanique classique. 

7 - Inégalité de Heisenberg. 

1 °) Soit lvr> le ket d'état d'un système quantique, A et B deur opérateurs 
hermitlques. 

Montrer. que la condition nicessaire pour que Jq, > 1f (A + i).B) )l/f> ait 
une norme carrée non négative V .l e IR est que les valeurs m oyennés dans 
l'état IV'> satisfassent : 

<A 
J Li.z,B l "i < ; > y, 

A propos ... un nombre réel ? pourquoi ? 

2_0) On a (ou on devrait avolr) coutume d'appeler "dispersion quantiqu e'" de 
la grandeur physique d'opérateur associé A ; dans l'état l l/f>, 1~ quantité 
( LiA).,, non négati11e telle que : 

(Li A ): d,J < (A - <A>"' Il )> ; . 

Montrer que : ( LiA) V' (LIB)., ..- ½- 1 < ~ >11'1 (inégalité dé H eisenberg, 

théorème qui n'a plus rien à voir avec un principe) (peur cela il pourra 

être urile de ·cons idérer les opérateurs ,Î ., dJ A - < A >., l , 

fJ V' dJ ••...•... ). Qu'en est-il pour le produit ( LiX) v, (.ti. P) "' dans le cas 

d'un quanton à une dimension dans l 'état IV'>? 

3 °) On va maintenant se placer du point de vue de H eisenberg problème 

• 
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Z 2 
précédent. Montrer que (âA), = (A 8 ,,.(t) ).,, 

4°) Monlrer que 
1 1 [A H,,.<t,) , B H.,,U,)] 1 

("1A) 11 (/J.B),~ 2 Ï < i >,0 • 

5 °) Appliquer cette inégalité au produit (LlX),0 (âP), dans Je cas de 
l'oscillateur harmonique, à l'aide des solutions lrou»ées au problème 
précédent 8 °). Quelle est la borne inférieure de (/J.X) 10 ("1P), lorsque 

t = to + ,r / 2 {i) ? 

1 °) Considérons Je ket : 1 cp > = (A + iAB) 1 IJ' > 
où Â. est un réel quelconque; quel que soit À, Je carré de la norme <<p l,p > est positif, ce qui 

s'écrit : <'Pl'P> "'<IJ'I (A - iAB)(A +i?.JJ) 1'1' > 

=<\VIA 2 11P> + iÂ q,I [A,BJ 11/f > + ).,2 <l;'I I B 2 lljl> 

Le discriminant de ce trinôme du ~econd degré en Â est donc négaùf ou nul . Soit : 

Nous avons donc : l<A 2>., <B2>YI 2<11.fl->2'11 1 (1) 

♦ Les opérateurs A et B sont supposés henni tiques. donc [A. B] est antihennitique ; il 

vient alors que {A,_ B] est hennitique . De plus la valeur moyenne d'un opérateur D 
1 

hennitique quelconque <1/fl D hf> est réelle quel que soit llJI>. 

On en déduit que < [A'. B] >yrest un nombre réel. 
1 

2°) Considérons les opérateurs : ÂII" = A - < A >., ]. et fj YI = B - < B >., ]. 
A 

L'inégalité (1) est vérifiée quels que soient A et 8 hermiliques, ce qui est le cas pour A'I' et 

e, . t-2 l:>2 1 1ft , ~, 2 (3) 
JJ'I' . Donc d'après (1), nous obtenons: < A >\V < lJ >\V ;;: 4 < i >'I' 

En se rnportant à la définition de l'écart quadratique moyen et en utilisant (2), nous avons : 

et 

L 'inégalité (3) s'écrit alors : 
2 &J :i J [!h 2 

(.1A)\V ( ).,, ,! 4 < i >., 
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remarquons que [Â',É) = [A, BJ (évident) et donc: 

l (L1A)., (,1B)., ~ + 1 < ~ > YI 1 (4) 

♦ Pour le cas d 'un qanton à une dimension dans l'état hy > : 

l
r------1-,-[X-,i-P-] >-w-,--1 -

(.dX),, (llP)., ;:: T < • =- y"'h 

Remarque : Si deux observables sont conjuguées, il existe une limite inférieure précise au 
produit dX tlP. Cette borne inférieure est atteinte pour l'état fondamental. 

J Q) On cherche à montrer que (Ml = (LiAH,1.o(t) J! 
Par définiùon 

D'après l'exercice 6 on a : 

(MJ; =< (A - <A>, 11)2 >, = <A 2 >, - <A>t 

<A>, = <XH.Jo(t) >'o 

Montrons que< A 2 >, = < At,,,, (t) >..., ; en effet: 

Il v icnt alors : 

= <gr(to) lu .. A, uu+A,U l'l' (to)> 

= <iy(to) 1 Ai,'o (t) 1 ljl(to)> 

2 = < An,'o (I) >,o 

4°) En considérant (5). on a: (M),~ = .d, AH,,)! 

Soit d'après (4) : (.6.A),~ (.d B)?, 2 : [ <[AH,,/11) ,Bu,,/12)] >,oJ 

donc: > tr, 1 
5°) Appliquons cette dernière expression à X et P : 

(5) 

(6) 

... .1.1 [xH ,,/to) , Pn,,lt1)] j 
(.M.),,, ("1P), .c. 2 < _....;..;:. __ -=.,:_;~ >to <:T) 

or d'après l'exercice 6, on a : XH.1of to) = X 

Cl PH,,p) = P cos ro(t - t0 ) - m w X sin w{t - 10) 
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Soit 
[X • P cos w(t - 10 } l == i1I cos w(t - t0) 

L'expression (J) devient alors : 
( .6A),/'1P) , :2 fn I cos W(I - lo) 1 

t = to + Zro 
7t 

Lorsque 

7t 
cos w(c - 10) = cos T = 0 

d'où (M)'o ( M'), ~ 0 

La boTne inférieuTe de (,1AJ,. (LlP), est donc nulle. 

8 - Particule confinée dans une boîte cubique. 

II On veut étudier une particule quantique de masse : m, confinée dans 
une portion cubique de l'espace. Dans cette portion rJgne u11 potentiel nul 
et en dehors, le potentiel est infini. 

V(x) = 0, pour : O<x<a, O<y<a et O<z<a. 2. 

V(x) "", ailleurs. 

1 °) Q uelle e~I ta probabilité de trou·ver la particule da ns la région où le 

pote11tiel es t infini ? 
2 °) Les fonctions d'ondes solutions de l'équation aux énergies sont de I a 
form e : -1/f(x, y, z) "'A,.(x) ,.B,(y) .C.,(z) avec : n, 1, m entiers "non nul". 

L'hamiltonien est alors : H = H ,, + Hy·+ H , et l'énergie est : 

E n lm = E,. +Et + E,. , 
Donner les fonctions propres et les valeurs propres de l'Hamiltonien H. 

3 °) Normaliser la fonction d 'o nde l/f(X, y, z). 

4 °) Etudier la multiplicité (la dégénlrescence) des 3 premiers niveaux 

d'énergie . 
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E.,,. multiplicité 

5 °) Calculer le commutateur [x, p i J 

l'eut-on alors mesurer la position et l'énergie simultanément ? 

Extrait, El Jadida I PC2, Janvier 1987. 

1 °) La particule est confinée dans l'encei I l b bT de la boite cubique est donc nulle. n e, a pro a i ilé de trouver la particule en dehors 

20) 11 s'agit de résoudre l'équation aux valeurs propres : 

Hlp(X, Y, z) = E~.1,m ljl(X, y, z) (1} 

avec H = _..!!.:.. ~ 
2m iJx2 

On _cherche les solutions particulières de la forme : 

(V(x, y, z) = 0) 

1/f(x, y, z) = A(x) B(y) C(z) 

L'équation de Schrôdinger (I) devient. !:.Y + 
"à,? 

~ + !!,:.:l, _ 2mE.,1... . 
ilf az2 - - Ir vr =- k:"11/f 

ct2A d2B 
B(y) C(z) dx2 + A(x) C(2) dy2 + A(x) B(y) dJ = - k2A(x)B(y)C(z) 

Divisons les deux membres par A.B.C, on obtient : 

I d2A (-1 d2B 1 d 2C 
A dr2 - - B djl + C dz2 + k2 ) 
fonction de 

JC seul 
fonction de y et z 

Chacun des membres est donc constant et vaut : 
1 if 
Adr=-~ 

On a également: 

et 

avec 

Les solutions de (2), (3), (4): 

L<FB _ (ld 2C ) 
B dy2 - - c dz2 + k2 - e. = 
1 d2C c ciz2 = - ~ 

k~+ ~ + k;=k2 

A(x) = A 1 sin (k,.x + q,1) 

B(y) = A2 sin (kyy + Q'.>i ) 

C(z) = A3 sin (k,z + q,3 ) 

(2) 

(3) 

(4) 

• 
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et donc YJ(x, y, z) s'écrit: V'(x. y, z) = .A sin(k~ + q>1) sin. (k.,Y + (/)2) sin (k, z + <j)J) 

Or la fonction d'onde est identiquement nulle à l'extérieur de la boite et en particulier pour 

x=O ; y=O; z=O 

Ces conditions nous exige : 

et 

et pour x = a ; y = a et z = a. 

({)1 = (f/2 = <{>J=Ü 

{ 

sin k, a = 0 
sin ,ky a = 0 
sinjk, a - 0 

k, = nnla 

k~ = /,ria 
k, = m,r;/n 

La fonction d'onde V'(x,y,z) s'écrit donc : 

--------. -(-:-n-1rx--:)--s1-.n-(:-ll!J:.:-a-~)-s_i_n_(-:;-m-an:-z:-:;)7 
Vf(.x, y. z) = A sin -;;-

Les valeurs possibles de l'énergie s_ont : E avec k2 "" k~ + k; + k~ 

soit: 
~ (n2 + [2 + m1) ou n, /, m sont des entiers positifs. 

E n,l.m = 2mci2 

L'énergie de la particule est donc quanùfiée et dépend des nombres quantiques n, l et m. 

3°) La condition de normalisation de la fonction d'onde s'écrit: 

J J r- 11/l(x. y ,z ) 1
7 

d:c dy dz = 1 

soit alors: A2 J:sin2 e:x)dx s: sirr2 (~)dy 

,il 
Chaque intégrale vaut} · li vient alors: A 2 

8 = 1 soit 

fa (mnz) 
0 

sin2 - a- dz =1 

I A ~·1 
40) A une même valeur propre E correspond plusieurs fonctions propres différentes. Dans 
une telle situation, on dit que la valeur propre est dégénérée, le degré de dégénér~ence étant 
égal au nombre de fonctions propres indépendantes correspondant à cette meme valeur 

propre. 
La multiplication des trois premiers niveaux d'énergie est représentée dans le tableau. ci

après. 

31ï2ti1 
On pose : E1 = Zma2 
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n 1 m n2 p m2 E,.,m multiplicité 

1 1 1 1 l 1 E1 niveau fondamental 
1 fois dégénéré 

1 1 2 1 l 4 2E1 ~niveau d'énergie 
l 2 1 l 4 1 2E, 3 fois dégénéré 
2 l 1 4 1 1 2E1 

1 2 2 1 4 4 3E1 3ème niveau d'énergie 
2 1 2 4 1 4 3E1 3 fois dégénéré 
2 2 1 4 4 1 3E1 

5°) Commutateur [ X, P 2 ] : 

' 
[X,P 2] = P [X,P] + [X.Pll' = UlîP 

L 'énergie de la particule étant;; , ne commutant pas avec la position X . Donc, on ne peut 

pas mesurer simultanément l'énergie e t la position de la particule. 

9 - Puits carré de potentiel Etats liés et non liés. 

On considère le puits de potentiel défini par 

V(x) = 0 pour lxl > a 

V(x) = - Vo pour 1.rl < a ; V0 > 0 

1 °) Discuter la nature du spectre d 'énergie d'une microparticule dans ce 
· potentiel. 

2 °) Calculer les Jonctions d 'onde . associées aux états stationnaires d ' une 
microparticule de masse m, d'énergie E > 0, arrivant de la région x = -~ . 
(dans la région x > a , on cherchera la solution dont le comportement e~·r 
celui d'une onde qui a pour amplitude r et qui se propage dans la région 
des x positifs. Les conditions de continuité en x = a et x = - a suffise,,r 
alors à déterminer les amplitudes des différentes solutions en fonction 
de y). 

3 °) Calculer les cœfficienls de transmission el de réflexion. (toujours 
dans le cas E > 0). 

Extrait, casablanca 17 MP2, Janvier IVH7, 

f 
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1°) Représentation graphique du puits de pcmtentiel : Y(ll--) 

E ! -..l-------------1----- ---- ll 

® @) 

_,.,...,:,_ .,.,. ~,•,1, .... ,.,...._. ... ,~·--....-·.-..-~ ..,..,-~-~·•------~· ..... ·- ·- ----- . ' ,, ~·- ·-· . ··~·· ... ,-,~ ... . -- -- -~ ... --~--~--

1. · Si- Vo < E < 0 ; Les états sont-liés et le spectre d'énergie est discret ) 

\ ♦ Si E > 0 ; Les états sont non ~~~ e-~-~~-s~tre_d'énei:gl~J~/;lt conùnul:_) 

~~-élud~ se limite au c-;;;;ù Ê-;:;,·. Dans ce cas, on distingue trois régions I. /1 et Ill. 

Ecrivons l'équation aux éiats srati.onnairc:s d'éneq~ie dans chacune de ces trois régions: 

· région I : 
d21j1j ~ÎL 0 -;ri-+ 112 -

La solution de l'équation (1) s'écrit_: vrif x) = A1 e i!a + B I e -ib 

- région Il 

(l) 

2mE 
avec :k2 = 7 

(2) 

solution: 
· 2m 

avec : q2 = 1l2 (E + Vo) 

région m : Le raisonnement est analogue à (1) et admet comme solution : 
1/'3(x) = ye ih: + B 3 e -Jo: 

A
1 
e iJoc représente l'onde incidente, BI e - ib; l'onde réfléchie par le saut fini de potentiel. 

y e_ ib: est l'onde transmise qui s 'éloigne vers l'infini, B 3 e -ilcx est l'onde de retour de 
l'infini. Ainsi par hypoLhèse, on auraB3 = O. En résumé, nous donnons les fonctions d'onde 
sous les formes suivantes pour alléger les écritures et par commodité des calculs qui 
suivent : 

1/fJ(X) = A, e ik(x + a) + B 1 e ik(x + a) 

Vf2(X) = A2 e i~x - a) + B2 e --ilif" - a) 

l/f3(X) = ye i.J<(x - a) 

X <-a 

-aSx S a 

Ecrivons les conditions de raccordement d.e la fon·cuon d'onde et de sa dérivée en x = - a et 

x= +a: 

{

A1+B1 = A2 e - 2iqa + B2 e 2iqa 

x=-a ~ 
ik(A

1
-B1) = iq (A2 e -liqa - B 2 e 2 i'1°) 

La résolution des équations (4) et (5) nous permettent d'écrire : 
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{

2A1 =A2 (1 + f) e - 2iqa + B 2 (1 _ f) e 2iqa 

2B1 = A2 (1 - -f) e -Ziqa + B2 (1 + f) e Ziqa 

Remplaçons A2 etB2 par leur valeurs respectives dans (7) et (8) : 

(6) 

(7) 

(8) 

2A1 = ;1 [ (1 + f)(1 + :) e -Ziqa + ( J - f)(1 _ :) e 2iqa] 

2B1 =f [ (1 - f)(1 + :) e -Ziqa + (1 + f)(1 :) e 2iqa] 

uu encore A
1 

= ! [~ + q)
2 e -2iqa _ (q - k)2 e 2iqa] 

_4 qk qk 
(9) 

-- l k2 - qz ( B1 4 qk e -2iqa_ e 2iqa) == - fi k2 _ q2 
kq sin 2qa (10) 

3°) ♦ Le cœfficient de transmissioo est défini par : 

Compte tenu de (9), on obtient : 
L _ (q+k)' + (q- k)4 - 2(q2 - k 2 f cos 4qa 

Or 

Il vient alors : 

ou encore 

T - 16q2Jél 

(q+kf+(q-k)'=2{(q2 - k2)2 +8k2q2] 

L = 2(q2-k2)(1- cos4qa)+I6k2q2 
T 16li2q2 

1 1 + (q2 - k 2 ) 2 sin22qa 
T = 4k2q2 

♦ Le cœfficient de réflexion : 

Compte tenu de (9) et (10) , nous avons : R 

R~rnarque . : i) On véi:ïfie aisément que R + T = 1 : donc la particule est soit réfléchie, 
sou ~~sm1se. Contrarr~ment à la mécanique classique où les prévisions donnent une 
p~babilité n~le à la ~cule de revenir en arrière (c'est-à-dire d'être réfléchie). Nous savons 
qu en mécamque quanoque, les calculs montrent que la particule incidente a une probabi-füé 
non nulle d'être réfléchie. 

• 
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T 

' 1 
t 
t 
t 

' • 1 

ii) Pour E ::> O. les résultats peuvent 
se présenter graphiquement. Si E "'Vo, 
le cœfficient de transmission T < l, 
c'est-à-dire, .il y a une réflexion 
partielle. On obtient T = 1 que pour 
certaines valeurs de E/V0 qui 
correspondent à R = O. Les calculs 
montrent que R = 0 pour qa = mr:: Ce 
phénomène est ondulatoire et le 
système similaire est l'in_terféro,' mètre Perot-Fabry. -4'<----+--____ ...___ ____ E/llo 

(qa=rm) 

Complément : Etudier le cas où - V O < E < 0 pour le cas du puits étudié 
dans l'exercice précédent. 

Il s'agit maintenant des états liés. Le raisonnement est analogue et la solution des équations 
de Schr&linger nous imposent : ·· 

x5 - a : 

-a.S:xs+a: 

x?a: 

2mE 
avec -4 - -,_, - 112 yti(x) = A e p (x +a)+ Be -p(:x + 0 ! 

'l',(X) = C e iq:,; ... D e -iqx 2m 
avec q2 = ,iT(E + V0) 

'l'J (x) = E e p(:x - 0 ! + Fe -p(x- a) 

Comme 1/f'(x) doit être bornée dans les régions/ et Ill , il faut donc imposer : B = 0 et 
E=O 

Les conditions de raccordement en x = - a et x = +a donnent : 

{

A = C e -iqa + De iqa 

x=-a 
pA = iq(Ce -iqa - De iqa) {

Ce iqa + De - iqa = F 

x=a 
iq(Ce iqa - De -iqa) = - pF 

Soit alors; D = e -,,·qa ~ A 
q 

(Il) 

F = 2Ce ;q,, _j__ = 2e 'Ziqa iq + p A (12) 
iq - p iq - p 

et 
in ia - pA F = 2De-;qa __,;;;,_ = 2e -Ziqa ~ 

iq + p iq + p 
(13) 

L'égalité (12) et (13) nous exige : e4iqa= .(~Y 
1q + p) 

. (14) 

Comme pet q dépendent de E, l'équation (14) ne peut être satisfaite que pour certaines 
valeurs de E : c'est la quantification de l'énergie . Deux cas sont possibles : 

a) si 

Soit : 

Soit: 
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P - iq . ._ __ .._ = _ e 2iqa 

p + iq 

p (1 + e 2iqa) = -iq (e 2iqa _ ]) 

e. . e iqa e iqa - e -iqa 

q = - l e iqa e iqa + e - iqa 

[ i = tg (qa) 1 

✓2m V0 ✓ Posons : q0 = --;p- = p2 + q2 

On obtient alors : ~ = 1 + rg2 qa = 1 + : = (q; J 
. . 

L'équation (15) est donc équivalente au système: 
{

lcos qal = .!L 
qo 

tg(qa) > 0 

395 

(15) 

2i sin .!l.E.. 
2 cos qa 

L~ .résoluti?n graphique de ce sy~tème nous donne les énergies quantifiées des états liés. Ces mvear d énergie sont détermmés dans le plan (y. qa) par l'intersection d'une droite 

(y= ~(qa)) de pente l Jqoa avec des arcs d'une fonction sinusoïdale (en traits gras): lcos qa l 

avec la condition tg(qa) > O. 

y 

Nouey obtenons donc un certain nombre de ni veaux ct•énergie dont les foncùons d'onde sont 
paires : Il est facile de vérifier que f/1(-x) = IJl(x) (en repponant (15) dans (11) et (12) . o n 
obtient F = A et C = D) 

b) Si p - iq = e 2iqa 
p + iq 

• 
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Un raisonnement analogue nous conduit à : 
J lsin(qa)I = ~ 

tg(qa) < 0 

Les niveaux d'énergie sont obtenus par l'inters~ctio': de la même droite el des arcs (en 
pointillés). Les fonctions d'onde sont dans ce cas impaucs.: 

10 - Puits infini (centré en x = 0). 

On considère le potentiel V(r) définit par la fonction : 

V(x) = 0 
L 

pour lxl S 2 
L 

V(x) + ""'' pour lxl > 2 
J 0

) Représentez la courbe V(x). 

2 °) a) Ecrire l'énergie totale E de la particule. 

b) En appliquant le principe de corresponda11ce, _donner l'hp_m_iltonien 
(it1dépendant du temps) de la particule. Ecrire l'équa tion de Schr(;dznger. 

3 °) Détermfoez la forme générale (exprimée par des exponentielles) des 
Jonctions d'onde vr(x) solutions de l'équation aux valeurs propres. On 

' ✓ 2mE 
posera k = H 

4 °) a) Ecrire les conditions aux limites (que l'on justifiera rapidement). 

b) En déduire une condition sur k. 

c) Déterminer l'énergie totale de fa particule, montrer qu'elle est 
quantifiée. 

s 0) Déterminer les fo nctions d 'o11de 'Il .(x) 

a) Sous forme d'exponentielles, puis sous forme 
alors . que ces fonctions Vf,.(x) sont de parité (ou 

trigonomitrique. Montrer 
symétrique) bien définie. 

~e,fJaS confondre parité de n el pariti de v,,.(x)l. 

•!J;°~No;"mer ces Jonctions et montrer (en le justifiant) qu'on peut les 
prendre réelles. 

br Sul·vant. (on précisera dans la 4ème c) Reproduire et compléter le ta eau 
colonne si <p,.(x) est symétrique : S, ou antt- symhrique : A .S) 

___________ PR.0--'-"-BLE=-M~E~S~C_O_R_R_IG_E_S~D~E~P~HY-"-"S_IQ_U_E _ ______ _ _ ._i ' I / 

n E,. yr,.(x) symétrique 

J 

2 

3 

4 

d) Représenter les courbes 1/f ,. (x) puis l l/f ,. ( X) 12 pour n 

représente ll/1Ax) l2 ? 

e) Donner, en le justifiant, le degré de déginérescence de E,. 

1) Avec < x I yr,. > = V" n (X) 

Vérifier que < yr 1 1 y; > = o 1,1 iJ = 1 ,2,3,4. 

1,2,.1,J. (.111,, 

[Il est utile de considérer l'intervalle d'intégration et la 1rnrl1,1 ,/~,, 

fonctions à intégrer pour limiter la longueur des calculs]. 

6 °) L 'itat décrivant la par_ticule à l'instant t = 0 est : 

ltf>(OJ > = C, lyr, > + C2 lvr2 > + C, 11P'3 > + C-1 1 Vf,1 > 

a) Quelle est la probabilité, lorsqu'oll mesure l'énergie de la 1mrtln1lt1 ,,,. 

• 3 ,r211 2 
trouver une valeur infi rieure a -;;-g- ? 

b) Application numérique : C:1 = C2 
C 3 C, z.= T 

1 

m 
7 °) On montre que la probabilité pour un système quantique, d'rff1•1·t11M 
une transition entre 2 états décrits par les foncti'ons d'onde y,, "' V' 1 , 

sous l'action d 'un rayonnement ilectromagnétique (polarisé ,a1iPa111 , 'Il 
est proportionnelle au carrl du m oment de transition µ, soit : 

a) Déterminer la matrice reprlsentative de l'opérateur position x 1/1111,f /11 

base · {I y,1 >} i _ = 112,3,4. [voir remarque § 71)) 

b) Montrer alors que . de ulles transitions entre IVf.,. > et 1 11-'• > "" ,r,1111 
permises (possibles.) que si les nombres m, n obéissent à u11 11 Ill/ ,1•/111pJ,. 
(règle de sélection) que . l'on précisera. (Les autres tra11sitio11s .rn111 1/l lr~ 
interdites) . 

8 °) Calculer dans l'état : Jvr .. > (n 1,2,3,4). 

a) <X> et ,1X = ✓ <X 1> 

b) <P..-> et ilP ..-

• 
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c) L1X . d.P • . Conclusion ? 

9 °) Peut-on mesurer simultanément la position et l'énergie 
l'Olre réponse par un calcul). 

? (Justifiez 

J0°) Peut-on mesurer simultanlment Pz el E? 

Formulaire 

f L/2 2 1t f L /2 2 1t d X = 4L L 
Q sin n L x.dx = 

0 
cos n Lx. 

sin(m - n)~ si n(m + n) }] 
iL/2 . rr 1t L [ 2 

sin n -x d.r=-sin m L x L ' 2 1t m - n rn + n 
0 

1t sin(m - n) ~] f" 11: n L [ 
sin(m + n)2 

cos m L .r . cos n -x dx = - m - n L ' 211: m + n 
(J 

_ _ L'Z [sin(p + q) ; + s ln(p - 1/) }l 
(

0

Ln.r 1t ,. d J J, sinpTx . cosqLX, x- 2 ,.2 (p+q)2 (p-qF 

_ !L cos(p + q) 2 + c_o_s_(_P ___ _ 
[ 

n :) ~2] 
4n • P + q P 

JO

L/2 y 2 . • 1t 1C dx L 1 (!.- cos ,or:) 
~ sin• n L x • L .r . = 8 • 6 n 2 ,rZ 

roL/2x2 1t LJ ( !.6 + COS n n) J, cos2 n Lx. dx = 8 . nz 1t2 

Extrait, Marrakech, MP2 - PC1, 1984. 

l 0 ) Représentation de V(x) 

2°) a) L'énergie totale de la particule est donnée par: E = im + V(x) 
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b) A l'inpulsion P est associé l'opérateur~ ~, donc à P2 est associé l'opérateur -1i 2 !!.:._ 
' iJx ax2 

Au potentiel V(x) est associé V(XJ_ Il vient alors, l'hamiltonien du système indépendant du 

temps : 
- 1i2 cF 

H= 2m dx2 

L'équatio!l de Schrëdinger s'écrit donc : [ ~ ! 2 

+ V(X). 

i + V(X )] 1/f = Elf 

ou encore: 
d2v, 2m dx2 +,T (E - V(X)) yr= O ·. { ] ) 

3°) Cette équation a des solutions quel que soit E > O. La particule est confinée dans la 
O::gion II. Le potentiel est nul dans ceue région el égale à += dans les région I et III : C'esL 

une barrière impénétrable. Nous avom donc yt = 0 dans les régions I et III. 

Dans la région TI, le potentiel est nul et l'équation ( 1) devient : vr " + ~ i; 1/f = 0 

la solution d'une Lelle équation : 'l'II = A e iia + B e -i.b: avec k2 _ 2mE 
- 1i2 

4°) a) La continuité de la fonction d'onde en x = - L/2 et .r = L/2 exige que l'on ait : 

A e --«.UZ + B e iicLl2 = 0 ; A e i/d/2 + B e -ii.-.LJ2 = 0 

b) De ces deux relations on tire: 

A =-B 

ou 

(2) 

(3) 

soit 

soit 

c) En définitive. (2) el (3) exigent : 

Soit 1 E. =~ n 2 

-
nn 
L 

k = ~ 
n L 

2mE,. 
1Ï2 

npair >0 

n impair> 0 

n entier > 0 

5°) a ) ♦ Cas où A B (2)ona: ,y..(x) =A(e ik,,x_ e - ikn.x) = 2iAsink.x 

Soit 1 y,.(x) = 2 i A sin ( n~) avec n pair > 0 

On voit que cette fonction est impaire (antisymétrique)_ 

♦ CasoùA=B (3) ,y,.(x)=A (e ifwx + e -itnx)= 2A cos k~ 

Soit 1 
Il tr:X 

-p-.(.x) = 2A cos L 

Cette fonction est paire (symétrique). 

avec n impair > () 

• 
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En résumé. nous avons : 111= 0 
-L L 

pour x ~ 2 et x ~ 2 

{ 

( ) A
• . n1lX 

- lfln X = , S lfl L 
lJl11- n nx 

vr.(x ) = A" cos T 

n pair > 0 

n impair > 0 

(4) 

(5) 

n entier > 0 

Remarque : i) Si nous effectuons une translation de l'origine des coordonnées ; ;r. = x'-½
les deux formes de 1/f.{X) SC ramènent à la forme unique: 1/f. (x). = Asin nzx . 11 = 1,2 • .. 

ii) On retrouve les niveaux d'énergie en écrivant que l'onde de De Broglie est s1.ationnaire : 
1 h 

d'où 

L= n T = nz,;;; 
n 2 h2 n2 Il 
~= /lmE 

n'. Jr- n2n?n2 
E = 8mL2 = T,;;JT 

n = 1,2, . .'. 

b) La condi tion de normalisation, soit ici J\ ljl.(xl d.x = i, donne immédiatement: 

1A' 12 JL/2 sin2 ~ dx = 2IA' 1
2 rw siri1-~ dx - 2 lA' 12 b. - 1 

- l.12 . L Jo L - 4 -

On a donc : 

E11 choisissan t A' réel et positif (si A' E C ), la fonction ne va différer que d'un facteur de 

è d• , A' -- - fr'Lz phase pr s, ou : -~ L 
Par un raisonnement analogue, la condition de normalisation appliquée à l'égalité (5) nous 

. A" _f[""L 
eXJge: 'If'[ 

11 vient alors : 
11 pair> Ô 

11 impair > 0 

c) A partir des résul tats précédents, nous pouvons complèter le Lableau ci dessous. On pose 
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à cet effe t : 

n E. 1/f.(X) symétrie 

1 E 1 -vf: rrx COSL s 

2 4E1 ..Jfs· 21rx L szn L A .S 

3 9E1 
--jfc 3 rrx cos -y- s 

4 16E1 
~- 4,rx sm y A .S 

d) Représentons graphiquement les fonction d' nd t. 1 (
2 

• , 
densité de probabili t.é des quatre . é 5 0 e lfln ) et !Jl'n(X) qm representent la 

premiers tats. 

- 1./2 0 
W - ~W;:;-____ ...L _ ___ __J 

W. 

e) A ~bague valeur propre En correspond une seule fonc tion d'onde · 
~s"a~~ ~:. les valeurs E n sont des valèurs propres simples, leur degré de dégé nérescence est 

• 
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t) Vérifions que < 1/f; l 'lfi > = Ô;j 

nous avons montré que < 1/'i IV')> = 1 

i,j=l,2,3,4 

(condition de normalisation). 

♦ i , j sont pair es : 

f.
L/2 2 JL/2 . j;rx . . 7tX d • d - sm - sin J -L X 

< IJI; Jv,:; > = 'l'i lfli x = L L 
-Lf2 - 1..12 

4 JLfl. . !..!E:!- . • JCX dx (La fonction à l.ntégret ét.ant pair!:!) 
= L sin L .nn J L 

0 . 

En utilisant le formulaire join t, on oblienl : 

< 1/fi 11/'j > = 
sin (i - i) ;r/2 sin (i - i} 1tl2 
( i - j) ;ri 2 - ( i + j) 11:12 

1 Suile . < ,,,. 1 ,,,. > = 0 
. . . . _ 2 ( ~ ") . les deux termes sont nus et par · .,, , r 1 l<"J eo-J- n n ç/L,, 

♦ i , j sont impaires : 

2 JLf}. 
< 1/filVP =z 

- L/2 

iru: l!E. dx cos-;:- cos L 

4 Jl./2 iTt:X iJ!!.. d (la fonction à intégrer étant paire) 
= L O cos T cos L X 

sin (i + i) ;r/2 sin (i - i) 11:12 
(i + j) ;r/2 + (i - j) n:/2 

i étant différent de j tel que : i - jet i + j sont toujours paires, d'où : 

♦ Si i est paire, j est impaire : 

2 f w . i,rx iJE.. d 
< 'l'i lljl) > = L -UJ. sm T cos L x 

= 0 (cer la fonction à intégrer e.st une foncLi~n impaire) 

60) L 'ét.nt décrivant la particule à l'instant r = 0 est : 

\4>(0)> = C1 \11'1 > + C2111'2 > + C1111'3 > + C4 ll/f4 > 

. . 1 • 1 _ 0 les résultats de mesure sont les valeurs 
a) Lorsqu'on mesure l'én~rg1e de la parucu e a - , 
proprcsE.(n = l,2,3 ,4). r; 

3n2 n.2 · d " E < E < E Donc la probabilité de trouver une valeur 
L'énergie E = mU correspon a · 2 3 . 

. 31°21i2 
•• 

inférieure à ----;;u- es t · 

b) A. N: 

..9! = 1<11', IIJ>;'O)> 12 + \<'fi l«o>~\3 

jg,-=fc1f + lc2l2} 
soit 

1 
= 5 
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7°) La matrice représentative de l'opérateur position X dans la base {jl/'i > } i = 1,2 ,3,4 est 

donnée par ses ~léments de matrices : Xii = < v,, 1 X f '/li> 

Si i = j , X;; sont nuls car la fonction à intégrer est impaire. 

Si i ,_. j avec (i.j) soical toutes les deux paires, soient LOutes les deux impaires: dans ce cas 
la fonction à intégrer est x sin px sin qx ou x cos px cos qx. Ces fonctions sont impaires 
cl donc les X;; sont nuls. 

Si i ~ j (l'un est paire el l'autre impaire , la matrice est symétrique) : 

X 2 JU2 . . :lrX • 7r:X d .4 f L/2 . . 7rX . 7rX d ;; = L .r s,.n l T cos J T x = L x_ sin I T cos J T x 
- U2 0 

_ 1... { 1!_ [sin(i + i)rr/2 .sin(i - i)r.12] - L 2 
[ cos(i +i)n/2 . cos(i - i)rr/2] } 

- L 2:ril (i + j)2 + (i - j)2 41. (i + j)2 + (i - j )2 
' Nous obtenons donc : 

i j (i +j) n:/2 (i - j) 7tl2 sin(i + j) 7tl2 . (" °) 7r Slnl - J 2 . X ;i 

2 1 3n:/2 1rll2 - l I 16L/9n< 

2 3 51r/2 - 7tl2 1 - 1 - 48L/251t1 

4 I 5rr/2 37t/2 l . - 1 :... 32I.,/225n? . 
4 3 11tl2 7Cl2 l 1 96LJ49n2 

Il est facile de remarquer que celle matrice est symétrique : (X;i = X1;). 
La matrice representati ve de X s'écrit donc : 

0 
16 

0 
-32 

9 225 
16 

0 
-48 

0 
L 9 25 

X =,r- -48 96 
0 25 0 49 

-32 
0 

96 0 225 49 

b) De telles transiûons entre hp., > et l!Jf.> ne sont permises que si les nombres met n 
obéissent à la Jègle de sélection ; m = n ± 1 . 

8°) à) Les éléments diagonaux de X sont tous nuls. donc la valeur moyenne de X, quel que 
soit l'état y,.. est nulle: <X>, = < l/f; IX 1 1/f; > = 0 

b) Calculons la valeur moyenne de X2 dans l'état 'l'i- Pour celà on a besoin seulement des 
éléments diagonaux de la matrice représentative de X2. 

• 
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La matrice X est de la fonne : X 
(

0 a O b J 
_ f::_ a O C Q 

-71? OcOd 

b O d 0 

et par suite ; é'- + d2 J 
b2 + d2 

L2 L2 [ClY + ( iJsY] =J.2L2,n4 
11 vient alors : <X2>; = n4 (a2 +b2) = n4 

L2 L2 [(11)2 + ( ~~Y] = 6.8 Utrr1 <X2>2 = n4 (a2 +c2) = n4 

u L2 [(48)2 
<X2 >3 = 7t1 (c2 + d2) = 1r' 25 

+ ( ~~Y] = 75 Uln" 

<X2 >4 
L2 L2 

= rr1 (d2 + 172) = n4 [C~Y + ( R Y] = 3 9 L2/rt4 225 ' 

& == ✓ <xi> On en déduit : "'2,6Liré'-ÀX1 = 1,8 L/ir2 A\'2 
soit: 

L1X1 = 2,7 L/11:2 !JX.4 ~ 2Urr-

· •é l' •rateur !!.. Ë... il vient donc : 
b) ♦ A l'impulsion P. est assoc1 ope i dx • 

< Px >n == l/'n i dx 1/1, S 
. ?L .f!._( ;,)dx 

- - · ) donc les intégrales sont 
Les fonctions à intégrer sont de type sin x cos x (foncuon impaire ' 
nulles. Soit: < P, >n == O 

p 2 1f2~ 2 

• < ...2> - 2m < z'm >n== 2mEn=-L2 n r. n -

On en déduit: 

. b d /J.X et t!f' on obtient : c) Compte tenu des resultats o tenus e x • 

( /J.X . .t1.P ,,)I = 1,8 ~ = 0,57 h 

( L\X • t..P .h == 5 2 !!. = l ,66 h • ,r 
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1ï 
8, I ;; ,. 2,58 h 

(L1X. M',J4 = 7,84 ~ ~ 2,5 h 

p2 
9°) L'énergie de la particule étant E,. = 

2
:n et sa position est X. 

Le commutateur[ X, :~] ,te O : il n'est donc pas possible de mesurer l'é nergie et la 

position de la particule simultanément. 

. [ p 27 
1~0

) Par contre le commutateur Px, 
2

: J = 0, il est alors possible de mesurer 

l'impulsion e l l'énerg ie de la panicule simultanément. 

11 - Marches de potentiel - Coefficients de r éflexion. 

Dans un problème à une dimension, on considère une particule de masse 

{- V,, X< X(l 

m soumise à la marche de potentiel : V(x) = 
+ V 2 , X > Xo 

où V1 . et Vz sont des énergies potentiel/es constantes positives, x0 étant 
une valeur positive de la position de celte particule. 

A I On se donne un état stationnaire de cette particule d'énergie propre 
é > V 2 décrit par la Jonction d'onde q,(x) == <X 1 <p>. 

I 0
) x el P étant les observables respectivement associées à la position et 

à l'impulsion d'une telle particule. 
a) Ecrire son Hamiltonien H. 
b) Cette parJicu/e · est-e lle conservative ? Pourquoi ? 
c) Dédui,:e de l'équation aux valeurs propres de l'observable H l'équation 
de Schrlfdinger indépendante du temps. 

2 °) La particule se déplaçant dans le sens de croissance de x, écrire et 
résoudre cette équation dans chacun e des régions de l 'espace 1 et II 
respectivement définis par x < x0 et x > x0 . 

3 °) En identifiant chacun des termes de la solution et en écrivant les 
conditions de raccordement au point de discontinuité du potentiel, évaluer 
les amplitudes des différentes ondes planes monochromatiques associées à 

. cette particule en Jon ction de · l'amplilude de l'onde incidente. Présenter le 

résultat sou.s la forme : "'(X) 
--{ <pi(x), x < X o 

</J11(X) , X > Xo 

• 
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4°) Calculer les cœfficients de réflexion R et de transmission T ainsi que 
leur somme. Conclure. 

B I On s'intéresse maintenant à un état stationnaire de cette particule 
d'énergie propre positive E<V2 décrit la fonction d'onde· t/J(x) "" < x 1'1> > 

1 ") Ecrire et résoudre l'équation de Schrô.dinger indépendante du temps 
dans les deux régions de l'espace I et Il. 

2 °) Calculer les différentes constantes d'intégration en fonction de 
l'amplitude de l'onde incidente, la particule se déplaçant toujours dans le 
sens positif. Présenter la solution sous la forme 

t/J(x) ={t/1,(x) 
t/Ju(X) 

3 ") Calculer le cœfficient de réflexion R 
transmission T. Conclure . 

X< X o 

X>Xo 

et en déduire celui de 

Extrait, Fès, MP2 - PC2, Janvier 1988. 

l I Marches de potentiel 

V(x) 

JI 
- - '--'-"'----+-- --.__-...:"""------x 

0 

A / Cas où , > V2 ; réflexion partielle. 

1°) a) La particule m est placée dans un potentiel V(x) constant dans certaines régions 
p2 

l'hamiltonien du système est: H "" 
2

m + V(X) 

b) Les observables X et P sont des constantes du mouvements (indépendantes du temps). 
Ainsi H est indépendant du temps : propriétés générales des systèmes 
conservatifs. 

c) En représentation {lx:>}, l'équation aux valeurs propres de H: F-i <p = E <p s'écrit : 

[
- 1i. 2 (j ] -- -- + V(x) <p= Eq, 
2m dx2 -
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ou encoœ dicp(x) 2 m 
~+ r(ï (E - V(x)) ({)(x) = o ( IJ 

Z") E . , _ . équation aux états sta1io111rni11, N ,r,,1111 11! 11, 
cnvons I equation aux états stationn · d ' · • 

aires energie dans chacune des réid ons , ,.1 11 

• Pour .r < Xo, l'équation(]) devient: d
2
'f'~.r) + 2m 
ur F ( e + V1) rpi(x) "" 0 f ' I 

Comme e > V2 > 0, il s'ensuit que e + v, > 0 

Posons alors : 
a= ✓~m (e + V,) 

L'équation (2) admet des solutions de types .. • ; 
<pi(x) = A e •a(x - .xo + lJ e w (, 

où A etB sont des constantes complexes. 
' ,;J ( 11 

• Pour x > Xo ; l'équation (I) s'écrit : d2</};/(x) 2m 
~ + 71" (c- V2) </>2(x ) = 0 

Comme e >V2 alors e _ v
2 

> 0 

L'équation (4) admet des solutions auxquelle 
alléger les écritures (surtout lors des co ct· . s dnous donnerons les formes suiv11u1n1:. p 111 11 

• n Ilions e raccordement) : 

'l'i.(X} ~ C e ip(;r: . xo) + D e - i/1{r - "o ) 
( 'i l 

30
) ♦ D e -if3(x-xo1 est l'onde de retour de l'infini A· · · . 

inconnues B et C (A étant l'amplitude d I' d . . . ms , on a D = 0 et il Y a <1011,• il•· 11 ~ 
e on e incidente). 

♦ Ecrivons l es conditions de raccordement de la fon . , 
ce qui nous fournit du fait des expre . (

3
) ( cuon d onde et de sa dériv,~c ,.,. 1 111 1 

ssions et 5) (D "" 0) les deux relations : 

{
A+B:C 
ia(A - B) = i/JC 

De (6) et (7) , on tire : 2A = C (1 +~) 
Soit 2A 

1 + f3ta 

Les expressions de <p{x) sont aJors : 

(8) 

{

rp, (x) = A[e ia;(;,c - xoJ+ 1 - /3!a Je 
<p(x) "" 1 + Pla 

(/)2(x) =:c 
2A e if3(r - XQ) 

1 + /Jla 

' (/,) 

( /) 

28 = C (1 ','.) 
et B = A 1 - [}ltt 

( IJ) 
/ + fil a 

-ia ( .x: - zo ) 
t ' · 'ri 

X ';> t I l 

• 
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éfl • R sont définis grâce à la noûon de 
40) Les cœfficienlS de transmission T et der ;x1on 1 12 

courants de probabilité par : 

Il vient alors : 

soit 

Compte tenu de (9), on a: 

soit alors 

f3 Ici s 
T = ;; IA 12 et R = IA 12 

T 
l le 12 [ 4 
a IAf a (1 +{Jlaf 

T 
4 {3a 

= 
(a+ {3)2 

IB 1
2 (J - {3 laJ

2 

R = IAf = 1 + /31 a 

R 
( (X - {3)2 

(a+ /3)2 

On vérifie aisément que R + T = 1 : 

4{3a + (a - /3!2 = 1 
R + T = (a+ /3 )2 

éTieures à zéro ; la particule es t. do_nc soit 
Conclusion : Com_me R el_ T sont /~P mécanique classiqoe où 1a particule mc1dente a 
transmise, soit réfléchie conu:arremei:it a 
une probabilité nulle de revenu en amère. 

B / Cas où ,;;< y 1 ; rénexion totale . 

1 o) Dans la région ([) , on a comme en § A : 

,t,i(x) =A e ia(x- xo J + Be -ia/x-:coJ 

région II : 
d' i/>i(x) ~ (V

2 
- E) rp,{x) = 0 

dx2 - 1ï 2 

La solution est : 
,t,i(x) = C e - ·q(.r - xo) + D e q/:c - XQ) avec 

, - é mmable il faut donc choisir D = 0 sinon, tfii ne 
zo) Une fonction d'onde d01t etre de carr so • - q/x - "o) 

é h · ue Ainsi · tfii(x) = Ce 
Pourrait pas représenter un tat p ys1q . . c· t "a(A - BJ = - q C 

d ent · A + B = e 1 
Les conditions de raccordement en x = Xa onn · 

On tire : 
2A ·c = -.;a.---

1 + iqla. 

La solulio n se présente donc sous la forme : 

et 
B = A _1_-_i.._ql_a_ 

1 + i ql a 

~ e - ia (x - xo)] 

a+ iq 

{

tfi1(x) = A[ e ia/x - ;co ) + 

,t,(x) = 2Aa e _ q (x - .x0 J 
• ~2(X) ;;:;-;;; 

X< XQ 

X> Xo 

__________ ...;...PR_O;;..8L=E'-'-M.;.;;E~S...aC..;O;...;R.;;.Rc..lGc..E~Sc.;;Dc.;Ec.;P..;.H.;cY...;;;SIQ...;.c.;Uc...;;E'-----------•10') 

3 °) Le cœffic ient de réflexion R vaut alors : 
l
~ ll=I 
a+ zq 

Conclusion : On voit q ue R = 1 (réflexio n totale), comme en mécanique classique où ln 
particule est toujours réfléchie. Cependant dans la région II la fonction d'onde n'esr p11·1 r111lln 
(onde évanescente e -q(x -Z(ll). Ainsi la probabilité de présence de la particule porn J • , ., 

n 'est pas nulle qui, classiqucmenl, lui serait interdite ; mais le courant a ssoci6 par ·0 111 11•, , , ~, 

nul. Ce fait ne se rencontre pas en mécanique classique, c'est un fait purement qu,1111i11rn : , 11 
phénomène a donné naissance à l'effe t Tunnel. 

• 12 ~ Potentiel en escalier Etats liés. 

Con s idérons une particule de masse m se déplaçant dans le 1wtt1111/ ,, f 
cféfinie par : 

V(x) "" +oo x<O 

V(x) 

V(x) 

O<x<a 

a<x<3a 

V(.r) = 0 x>3 a 
où a el V0 so111 des réels positifs. 

- Donner l 'allure du puits de potentiel. 

- A quelle condition existe-t-il un niveau d'énergie e = - V0 • llltJ.,•rr ,,, 
votre réponse par une résolution grap.hique. 

Extrait, Carnblanca 11 PC2, Mn/ lYiH 

L'équation de SchrOdinger indépendante du temps 
d2 l/l(x) 2 m 

s'écrit: ëix2 + V (E - V(x))v,(x) = 0 

. On cherche à trouver une condition pour que E 
soit égale à- V0. L'équation (l) devient : 

&iKx) 2m °ëix2 + 1i2(- V0 - V(x))=O - Vo 

d2'f(X) 2 m 
Région I : dx2 + ti2' (3V0) 1/f(x) = 0 

Cette équation admet comme solutio n : 

'l'lxJ = A e ih + B e - i1ac 

6mV0 avec lê1 = 112 

V ("-) 

0 a 

® 

0 © 

• 
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Région II 

Solution : 1/f2(x) = C x + D 
qu'on peut écrire par commodité du calcul : 

y,2(x) -::C'(x - a) +D 
(2) 

région lII : 
&v,<x) 2mV0 .,i' O 
-;g- - r[r 'l''x)= 

solution : 
,,rj(x) =E e-ar +-Fe +ax avec a 2 - 1!!:!.v - -;,2 0 

La foncûon doit être bornée (de carré sommable), on choisit alors F = O. 

Soit : Vfix) -:= E e - ax 

1/11 (x) = E'e - a (x - Ja/ 
(3) 

cl par commodité de calcul: 

Pour x <0, V(x) = + oo donc v,(x) dans cette région est nulle. Les conditions de raccordement 

en x == 0 nous impliqne : 0 = A + B ~ A = - B 

soit 1/fi{x) = A ' sin kx 

En résumé et tenant compte de : k2 = 3 a 2 

1/f1(x) = A' sin (Vax) 
l/f2(x) = C'(x - a) + D 

0 < X < a 

a< x < 3a 

X> ]a 

(4) 

1/f ,(x) ,. E'e - a(x - Ja) 

Les condiûons de raccordement de la foncùon d'onde el de sa dérivée en x = a et x = 3a nous 

permet d'écrire : 

{

A' sin --f3 a a = D 

x == a ""3aA' cos ..fJ a a c' ' (6) 

( 5) 
{

2aC' + D.= E' (7) 

X= 3a 
C' = - aE' (8) 

ffi Q2. 1 r: D 
(6) el (

8
) nous donnent : ✓3 a . 1g 'I 3 aa = C' (9) 

2a + g. = -al (10) 

D remplaçons C' (9) par sa valeur dans (10): 
2a + -

1 - tg ..f3 a a = 
-✓3a 

=.l. 

soit 
tg ( "i3 aa) = - 'J3 - 2 ( a€ a) 

[f g X = - 2 X - ✓T J (11) 
posons X = a --f3 a : 
Le niveau d'énergie E = - V

0 
existe si l'équation (11) est vérifiée. Les solutions de cette 

équa tion sont les points d'intersection de la fonction tgX avec la droite d'équation, 

y = -2X - --f3. (figure ci-après) 
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tg X 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

---:::::::::::j~-~~~Xf11_î-,.~-1ff°h~--,~~--,,.--~: X~J _ _ _ 5n X 
- 1 
21 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

figure : Résolullon graphique de l 'équation ( 11) d 

( 

~ ) , onnant les v i.k·u r"' •h• 

X= t1"Vi a l ' pour esque lles on obtient un ftat lié d•én-crgic E ,. - V11 •• 1111,. 

S

~o•lupt·,•ointss d(•X potXentiel en m arche. Dans le cas présenté- sur la 1 , 2 ou X J}. figure, U 1•.dd-., , 

.,. 13 Etude très simplifiée du Deuton 

On considère le potentiel d if," V(x) = +oo e mi par la Jonction V(x) : 
pour x < O 

V(x)c,-V0 < O 

V(x) = O 

pour O < .r < Il (région 1) 

pour a < x (région JI) 

pote ntiel. 

., 11 

V; 

l) Représenter la courbe V(x) . 
On étudie seuleme11t les états liés pour lesquels /'é nergie 111111/11 /\ _,, 
telle que : _ v O < E < O. 

2) a) Déterminer l'équation de Schrtid" . 
b) Déterminer la form e é é tnger du system e. 
parties (régions 

1 
li) so~ n ;ale de la fonction d'o11de yr(x), 

, , s Jorme d'exponentielles. On posera 

p = ✓ 2 m ( E + y o) .,, k = ✓ -2mE 
Il 

Garder tous les cœfficien1s sans en donner l'interprétation. 

''", 

• 
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Introduction de fa quantification. 

3) a) Ecrire les co!lditions de co~Jté §JL~ - 0 et e.n.-X-=-m· 
~ Jonciîon du cœfficiiiiî.de e ipx, calculer le cœfficienl de e b:, et 
celui de e -kx. 

c) Ecrire la condition limite 

équation : ( e 1 ) : tg (p .a) 

d) Ecrire alors (les cœfficients 
normée de la particule. 

(que l'on justifiera) · sous forme d'une 

= F(p, k) .. 
étant interprétés} la fonclion d'onde non 

e) Dans lJlu (x) mettre si111 (pa) · en facteur, faire apparaftre tg(pa) que 
l'on remplacera par sa valeùr trouvée en § c. 
f) Ecrire la fonction définitive non normée lJl(X). 

On veut résoudre l'équation ( e 1 ) du § Je. On pose pg = pt + k2 

4) a) Calculer Po. 
b) Exprimer \ sin (pa) 1 en Jonction de p et Po. 
c) Avec l'expression de lsin (pa) 1 et en tenant compte du ' signe de 

tg (pa}, donner une interprétation graphique des sol~tions de ( e 1). 

Ecrire une relation : E; = F(p, , m, V0 ) avec p 1 solution . graphique. 

Extrait, Marrakech, MP 2 - PC 2, Mai 1986. 

1 °) Représentation . de la courbe V(x) : 

2°~ a) On examine le cas •où -v0 · < E < 0 

L'équation de Schr6dinger du système s'écrit : 

â21/f 2 m 
dx2 + 1Î2 (E - V(x))l/f=O (1) 

b) ♦ Dans la région I, l'équation de Schrodinger 

~ 2m 
s'écrit: dx2 + h2 (E + V0)ljl = 0 

La solution est : .. . 

♦ Dans la région II, l'équation [l] s'écrit : 

La solution est : 1/12 == c e b:. + D e -n (3) 

V(x) 

a 

2m 
avec p2 = tT (E + Vo) 

avec k2 
-2 mE 

1i 2 

3°) a) Ecrivons les conditions de raccordemem de la fonction d'onde et de sa dérivée en 
x = D et.r =a; 
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Pour x O 
A +B = O 

{

A e ip.~ + B e -ipa C le Pour x = a = e O + D e -kj 

ip(A e ipa - B e - ipa) 
= k(C e Ica_ D e -Ica ) 

b) L'équation {4) fournie A = - B 

Les éq · · 
uauor (5) et (6) deviennent: 2iA sin pa = Ce ka + D e -kn 

ip(2A cos pa) = k (Ce ka - De - k;,) 

ou encore: 

2· p 

41: 

(4) 

(5) 

6) 

. (7) 

{ 

2 iA sin pa = C e ·ka + D e -1:a 

1A k-cos pa = c e Ica - D e - Ica 

On tire des relations. (7) et(&) : 
C = 2iA (sin pa + f cos pa) e -ka 

D-2iA( · P ) c . • - T1 sin pa - T cos pa e ka 

) 1/f (x) dou etre bornée dans la régio II Il f 
n . aut donc que C = 0 . C'est à dire : 

(9) 

sin pa + : cos pa = 0 
(10) 

soit . I 0 ] 1g pa = _ ~ 
. k 

d) a) Compte tenu de (4) et [9], nous avons: 
{11) 

l/f'1 = 2iA sin px 

\ 
' 1/12 = 2iA (sin pa f- COS pa) e - /r(I - a) X> a 

e) Compte tenu de [IOJ . sin pa - p · - - y cos pa. Ainsi: 

f) En définitive, nous avons : 1/1 I (x) 

v~ (x) 

l/f2 = 4iA sin. pa e -/<{x- a) 

ZiA sin pa 

4°) a) Posons : 

4/A sin pa e -k(~ - a) 
X> a 

b) Exprimons : lsin ( 1 
pa) en fonction de P et Po 

L'équation (11) nous permet d'écrire·.- k cotg pa = 
p 
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d'autre part : 
.2.. _J_ = J + cotg1 pa = 1 + p2 

sin2 pà 

Soit \ 1 sin pa 1 

c) L'équation (11) permel d'écrire: 

L'équation (11) est donc équivalent au système: 

tgpa < 0 

{

I sin pa \ = ~ 
rg pa < 0 

• . . é r l'intersection d'une droite, de pente 1 I Po , 
Les niveaux d'énergie sont alors deterrnm . s ~ certain nombre de niveaux d'énergie 
avec des arcs de sinusoïdes. Nous obtenons one un 

(figure ci-dessous) 

y= lsîn pal avec tg pli< 0 . 

0 
. . a hi oe des solution~ de. (•é quation __ (~1), 

Rés olut,on gr P q l"é (en gr•s son•t les arcs 
donn:ant le·s é nergie5 d-cs ét::a ts l s. . 

l•i" p o.1 répond-anl à la condition lg p a < 0 ) 

n2Pr 
2m · E , = - Vo 

A partir de l'égalité pl "' V (E + Vo), •on we: 2m 

R arou
e. Ce résultat peut être obtenu diffé remment à partir de l'équation (11) . Soit: 

em, . . (12) 
pa cotg pa = -ka 

de plus 
12 - ~ ri = Ci e 

(paf + (ka)2 = (poa, - n2 

C'est l'équation d'un cercle de rayon : 
R = poa = ✓2~;o a 

. ,. d totes pour pa = n:it (n entier). 
L 'équation (12) e;,.1ge qu il Y a es asymp é . . t celle d'un cercle Nous étudions 

, de pa et ka cetl:C quauon es · 
Dans le plan reperé par 5 axes · ' be d'é;:[uations pa cotg pa = --ka et ce dans 
alors les intersections .de ce cerde av,ec les cour s fi . . 
le µremier quadrant. C es intersections sont en nombre im. 
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Supposons a donné. Si V0 décroit, le rayon du 
cercle décroit et le nombre d'états liés décroit. 

S !. R -- · ~o ~1i - -
2
,r: · 1 ' é '/ .:mv,, - , 1 n y a aucun rat 

lié. 

Sif<R 

état lié. 

✓2mV0 i < ,r: , il n'y a qu'un seul 

ka 

1t 
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14 - Etats liés d'une particule dans un puits en fonction delta. 

On considère une particule dans un problème à une dimension dans un 
potentiel de la forme 

{ 

a : constante positive 
V(x) = - ao(x) 

o(x): "Fonction" de Dirac 

On suppose que l'énergie E de la particule est négative (itat lié), dans ce 
cas la fonction d'onde s'écrit : 

x < 0 . 1/f(X) = A e qr + B e -qx 

x > 0 1/f(X) = C e qr + D e - g,: 

où q est une constante qui dépend de E et m. 

1 0) La dérivée première (l{f '(x)) de la fonction '/f(X) présente une 
discontinuité en x = 0 Ll l{f '(O) ,;,! o. On donne : 

,1 1/' '(0) ljl'(O•J - yr'(O-J 
2m a 
"'riz 1/' ( 0) 

En utilisant la continuité de l{f(X). Donner la matrice M définie par 

2 °) a) Sachant que v,-(x) représente un état physique, donner les 
expressions normalisées de vr(x). En déduire la valeur de l'énergie E. 
b) Représenter graphiquement ces fonctions en précisant leur portée l e11 
fonction de q. En déduire leur largeur Llx (Llr : erre nsion spatiale 
de 1/f(X) ). 

3 Q) a) Calculer la transformée de Fournier q,(p) de la fonction v,-(r). 

b) Calculer [ <p(p) jl, que représente ce terme ? 

• 
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c) Pour quelle valeur p0 de l'impulsion, 1 q,(p) I' est maximale ? 

d) On définit /J.p (dispersion de l'impulsion de la particule dans son état 

lié) par tJp_ = p - p • où p vérifie la relation 1 <p ( p J 12 = I P~ .) 1
2 

Calculer /J.p. 
e) E~aluer le p~,oduit /J.x • LJ.p. Conclure. 

Extrait, Casablanca I, PC 2, Juin 1986 

Considérons une particule dans un potentiel V (x): V (x) = -aô (x) 

On s'intéresse au cas des états liés (E < 0). Dans ce cas la fonction d'onde s'écrit : 

l/f(X) = Ae'IX+ Be-qz 

l/1 (x) Ceqx + De - qx 

x<O 

X> 0 

où q est une constante : ,.1 = _ 2mE 
<{ V (à partir de !"équation de Schrôdinger) 

1 °) Ecrivons les conditions de continuiLé de la fonction d'onde en x = 0: 

A+B=C+D 

La dérivée première de la fonction vr(x) présente une discontinuité en x = 0; 

or 

L'équation (2) devient alors: 

2ma 
Vf '(O•) - rp'(O-) = -y 1/f(O) 

Vf'(O+) = [q(C e qx_ De -qx; ] , ~ o = q(C-D) 

'l''(O-) = [q(A e qx - Be -qx) ] ,.o = q(A-B) 

- 2m a 
q((C-D)-(A-BJ)= 1t2 (A+B) 

(1) 

(2)* 

(3) 

On obtient alors un système : 
{

C + D =A+ B 

C - D -lm a (A + B) + (A - B) 
qtf 

-ma 
posons : k = q1t1 

{

C = A( 1 + k) + kB 
Le système d'équaûons nous permet d'avoir : 

D = -kA + B( 1 - k) 

• voir démonstration pb•J5. 

(4) 
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q"'"" "'°'écrire"'"' forn,, m,<rideJle, ( C ) ( I + k k ) ( ) 

20) a) ♦ 1/F (x) représente un état h . D = -k . 1 - k . : 
B = 0 et C = O. p ys1que, donc elle doit être bornée, il faut alors choisir 

Le système (4) devient : {O = A(l + k} (5) 

D = -kA (6) 

L'équation (5) nous donne : k =-1 soit 

Les fonctions d'onde correspondantes sont donc : 

ma 
qî 2 = 1 e t donc A = D. 

I{/ {x) = A e qx X < 0 

1/f(x) = A e --qx .r > o 
La ~ol1dition de no_rmalisationJI "'(X) 12 dx = 1 .,, nous exige : 

Soit 

IA 12 [J_o_ e Zqx bdx + fo- e -2qx dx] =l 

(7-a) 

(7-b) 

A = "'Jq 
(on choisit A réel >a) 

Les équations (7) deviennent : rr.:11r~(x~):--,:::-----:-:-----:.__ 
- .,, = q 12 e-q lx I pour_ tout .r J 

♦ Nous avons ; 
k = -1 , soit ma 

q 11 2 = 1 
or ,-,2 -2mE 

'i, = -p-

n vient donc m2 a2 m2 az 
l = ~ = 2m E n2 = 

Soit 
. IE =-W] 

~) Ces fonctio~s d'onde sont représentées 
sur la figlure ci-con tee (leUJ" panée étant 
,,, = -). 

q 

L'extension spatiale de 1/F (x) est donc : 

2 
q 

2 71 

q 
,.. .., 

- m a 2 

2m E n2 

3°) a) La transformée d F • /),;<_ 
e ouner 'P (p) de la fonction 'I' (x) est donnée par; 
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<p (p) . r!:---: s- 1/f {x) 
'l 2 rrli -

e - ipx, 11 c1x 

] [JO --q/12 

..fw --
e :x (q - ip l h) dx + J: e-x (q + ip/ 1') dx] 

_l_qu2 ( 1 + 1 ) 
r:.-; q - i p ! fi q + ip f 1i -v 2nti 

_]_ ql/2 2q 
.r::-: rf + p2ff12 
'12:trn 

Soit 

b) l<p (p) 12 représente .la probabilité de trouver la particule avec une impulsion p à l'instant 

2 2 (nqY 
t = O. Sa valenr est : 1 <p (p) 1 = -;ï (1i2q1 + p2J2 

· 1 12 c) E lle présente un maximum pour p" = O _. En ce po mL, la valeur de <p (p.) 
est égale à: 

2 2 
. ,rhq = n: ✓ -Zme° 

d) Nous cherchons à trouver pour quelle valeur de Pon a: 1 <p (p) 12 

2 1 
Soit : rr; r.q 

Il vient donc : 2(1iq}2 = p2 

1 p = 21iq 

ou p2 ~ 0 (in•cccpuble physiquemc:nl) 

d'où 
2 ✓~ 

On définit dp par : /J.p = p - p. = 211q 

e ) Le produit Ll.x /J.p vaut donc : 
2 

/J.x /J.p = q . 21iq = 41i 

· · H · be .,._ /J.p ~ 1i / 2, on voit que cette valeur est 
Comme d'après la relation de eisen rg, '-"' 
supérieure à la borne inférieure. 

complément : J< etrouver l'expression de 1/f(X) et l 'énergie E de_ l 'éta t lié 

à l 'a ide du théorème du Viriel. 

Le théorème du Viriel nous permet d'écrire : 
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2<Ec> = <x av> = -(l f x l 'l' (x) 1
2 i.. ô (x) dx 

dx éJx 
Pour une fonc.tion continuement dérivable au point x = O. la dérivée de 5 (x) est définie par : 

En util isant la condition de normalisation I A 12 = q , on a alocs : 

2< Ec > = - a [- 2- (xq)] ax X - 0 
aq 

D'auue pan la valeur moyenne de l'é nergie potentie lle est donnée par : 

< V> = - ex JI f//(X) (
2 

o(x) d.x = - a I A 12 
- aq 

Il vient alors : ·E 

donc : 

d'où 

_ _ t,_ 2q2 

E - 2 m 

< E c > + < V> 

-2!L 
2 

a = =-1:f...g_ et donc 
m 

2mE 
avec q2 = ~ 

-m a 
q =Ji2 

15 - Calcul du coefficient de transmission dans le cas d ' une 
particule dans un puits en fonction d elta . 

On considère un "puits delta" centré sur le point a c orrespondan t au 
potentiel singulier ; V(x) =- -1J ô(r - a) (1J > 0) 

où ~(x - a) représente ta distribution de Dirac. 

1 °) Déterminer l es conditions satisfaites par la fon ction d 'o nde ljl( x) 
représentant un état stationnaire d'énergie E associée à ce puits. 

2 °) Montrer qu'il existe un état lié dont on lliterminera l'é nergie et fa 
fonction d'onde correspondantes. 

3 °) Dans le cas où E > 0, calculer le cœfficient de transmission T(E) en 
fo11c tion de l'énergie. Donner sa représentation graphique. 

E xtrait Rabat PC 2 Juin 1985. 

1°) L 'équation de Schrodinger indépendante du Lemps qui détennine les états stationnaires de 

la particule dans le potentiel - 17 fxx- a) s'écrit ; 
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1î2 d2 ( ) ;m dx2 1/f (X) - 71 ë(x - a) + E yr(x) = O_ (1) 

yt (x) est continu pour x = a , mais 1Jf '(x) est discontinue en ce poinl. E n intégrant 

l'équation ( 1) entre a - e et a+ e (e ➔ 0; e > 0) on obtient: 

;! [ 1Jf '( a + e) - VI '( a - e)] - 11 s:t o(x - a) yr (:x) dx - E J
>+~ 

l.Jl(x) dx -- 0 
•-E 

or 
lim Jut Vf(x) dx := 0 car vr(x) est continue en x = a 
e--+0 a-e 

et 

ll vient alors : 

Soit 

- 2m1} 
Posons : -ti-- = r : 
2°) Etat lié : E < 0 

lim s•+E o(x- a) v,(x) dx := 1/l(a) 
e--+Ü >-< 

2! [ IJI '(a+ e) - vr' (a - e)]-11 lJl(a) = 0 

, ( , ( - 2mT} (. ) 
lJI a + e) - 1/f a - e) = 112 1/f a 

1 lJI • (a + e) - IJI • (a - e) = - r vr (ai] 

Le potentiel est nul presque partout. Pour x # a, l'équation ( l) s'écrit : 

~ + <-2:;i E) lJI = O 
La fonction d'onde de l'état lié peut donc s'écrire : 

V' (x) = A e q(x - a) + B e --q(;c - a) 

Vf(X) =Ce q(;,:-a) + D e-<l(x-a) 

-2mE 
avecq2= 112 

(2) 

pour x < a 

pour x > a 

Comme 1Jf (x) doit être bornée dans les deux régions, il faut que : B 0 et C 0 

Soit {

V' (x) = A e q(x -a) 

VI (x) = D e -q(z-a! 

Les condilions de raccordement en r = -a donnent alors : A D 

L'équation (2) s'écrit alors : 

Compte tenu de (3), on a : 

-qD - qA 

i'= 2q 

-yA 

avec 
-2m1j 

r=,r-

X < a 

et 

(3) 

(4) 

-2mE 
q=~ 

,u:·, 

Soie 

ou encore 
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(T j = 4 (-~n;E) 

IE~-~I 
La fonction d'onde correspondante est donc : j V' ( x) = A e _1 q 1 1 i _ 0 )1 

3°) Cas où E >- 0 : cœfficient de transmission. 
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pour tout x 

Dans les deux régions que fail apparaître le puits, l'équation ( I ) s'écrit .. d
2
1f 2mE dx2 + 1Ï2 1/1" = 0 

Les fonctions d'ondes correspondantes s'écrivent par commodité de calcul 

avec 

{ 

ljf (x) = A e ik(z - a) + B e - H:(x - a) 

1/f (x) = C e ik(i - a) + D e -ik(x - a) 

,.2 - ~ 
1(,- - 1r 

Prenons D = 0 {particule incidente venant dex = -oo) 

x<a 

X> a 

On exprime la continuité de V' (x) en x = a et on exprime (2); on a d'une part : A + B =C 

et d'autre part: ik C - ik (A _ B) = -rC 

Soit : 
{

A+ B 

A - B = 

D'où l'on déduit que : A=C(J + 'Y) 2ik 
et 

Le cœfficient de transmission Test donné par : 

11/1,12 lcl2 
. T = ' "'· 12 = ÏAÏ2 = l 1 

1 .Ll2 
+ 2ik 

soit T= 
4k2 + y2 

En tenant compte des valeurs de lé'- et y 2 , on obtient : 

T 

1 
-y 2 

1 + 4k2 

1 
m 772 

1 + 2"112E 

• 
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ou encore 

La dérivée dT = 
dE 

T 

+ 21T (E m 172)2 

positive ; donc T(E) · tend vers la 
T = 1 (figure ci-contre) 

E 
m 1(2 

E + 2ÏT 

est toujours 

valeur limite 

T(E) 

0 

16 - Etude de la vibration de la molécule HCI. 

Dans la molécule d'acide chlorhydrique HCl l 'atome Cl est assez lourd 
peut être supposé fixe. L'azome H de masse m est maintenu à une di,çtance 
moyenne a de l'atome Cl par un potentiel V(x) '" k (x - a)

2 
/ 2 où x est 

la distance algébrique de H à Cl et k est la constante d e force réelle. On 
s'intéresse aux mouvements de vibration de la molécule dans lesquels x 

..,,a rie de - oo à +oo. 

J 0) Ecrire l'équation de Schrô'dinger indépendante du temps qui décrit les 
états stationnaires de vibration, représentés par les fonctions d'onde i,r(x) . 

2 °) La fonction d'onde de l'état fondamental est de la forme 

1/fo(X) = .Ao e -0:
2 

(x - a)
2 

I 2 A o et O'. réels et positifs . 

. ,Èh vérifiant qu'elle est bie,n. fonction propre de l'équation de 1 °) déduire 

a et la ..,,a/eur propre corresponda.l)tè E0 , de l'énergie en fonçtion de 1i, m 

etw ~ 
.3 °)__ La fonction d'onde du 1er état excité est de la forme : 

IJI 
1
(x) = A

1
(x - a) e -P2 (x - a)

2 1 2 A 1 et fJ réels et positifs. 

Déduire {3 et E1 valeur propre de l'énergie. 

4 °) Normaliser 1/fo(x) et ljl1 (x). On donnera les valeurs de A 0 et .4 1 en 

f<,mction de a. 
5 °) Vérifier 'que la valeur moyenne < x >, de x est bien égaie à a dans 

.chacun des états représentés par 1/fo(x) et vr1(x). 

6°) On définit l'incertitude Llx sur la distance de H à Cl par : ... 
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Lix = ✓ < y.rl(x - a)Z llf> 

Calculer L1xo dans l'état v,,,(x) et L1 x 1 dans l'état ( IJl1 x). Comparer Ll x 0 

et LI X1, 

Donner une interprétation physique du résultat. 

On utilisera les intégrales t•-y2• e -al ,z dy = l.3.5 ...... (2n 1) ✓--;;-

2" + 1 a2•+1 

Extrait Pes PC 2 Mai 1985. 

10) L'équaùon de Schrôdingedndépendante du temps qui détermine les états staùonnaires de 

l'aLOrne d'Hydrogène dans le potentiel i k (x - af s'écrit: 

~ _ 2m ( J <Jx2 1i yk(x-a)2 -E)v=O 

2°) Cette équaùon admet pru- hypothèse, une solution de la forme : 

!l'o (x) = Ao e -«1- {:x - aJ2 1 2 

On en déduit : 1/'o ( - a'Z (_x - a~) 

Cl a2 'f/o (x) [ a 2 (x - a) 2 - 1] 

, L'équation (1) étant vérifié poor 1ff = 'l'o . eJle s'écrit alors : 

(1) 

V'iJ (x) [ aZ [(.r - a)2 _ JJa2 + 

Soit après groupement des termes semblables : 

2m E m k ] -1Ï2 - ,:;r (x - a)2 = O 

tp'0(x{[<.x -a)2 ( a~ _ '; /)] + [ 2~Eo _ ~ 2 ]} 

Le polynôme en (x - a) est identiquement nu] lorsque ses cœfficients sont tous nuls. Soit : 

~-;/=o (2) 

2mE0 
~ a2 = 0 (3) 

L'équation (2) de degré 4 en a (a> 0), admet 1a solution a 

• 
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L'équation (3): 
2mEo _ a 2 mœ 
~ - =-1i- , soit: 

3°) La foncûon d'onde du l"' étal excité est par hypothèse ; 

~ 
~ 

V,1 (x) = A1 (x - a) e -<x-ar ,8
2 12 [1 - ,lP (X - aJ2 ] 

et 

L'équation (1 ) est vérifiée pour v, = 1/fi , elle devient après groupement des termes 
semblables : 

l/fJfx)[(x-a)2 (134 
- n:i/) + (

2;f1 
- 3JP)]=o 

Le polynôme en (x - a) est nul si tous les cœfficients de ce polynôme sont nuls . Soit: 

[34 mk_o 
- 1i 2 -

lm E1 _ JfJ 2 = O 
11 2 

➔ 
- ,-;;;-;;;

/J = a \J ~ 
3132 n 2 3 

E = = -1i ro 
I 2m 2 

4°) Ecrivons la condilion de normalisation: J~- 11/f(x) 1
2 

dr = 1 

♦ Pour v, = V'o on a : 1 Ao 1
2 5:- e -«2 (r.-at dx = 1 

On fait le changement de variable : t = x - a 

ainsi on a; 

♦ Pour 1f1 = Vfi on a : 

or: 

1 Av \2 f_:- e-r?i2 dt = 1A0 12 ...r;- = 1 
Za 

l 1A, I' = * = 2 ~1 
2 J+- ? 2 J A11 _ (x- af e -a- (x-aJ dx = 1 

2 J A, 1
2 I-,2 e -a2 i2 d1 

ro- ,:2 e - r? ,2 = .✓,; 
J, 22 ri1 

1 
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donc 

50) Calculons la valeur moyenne de la coordonnée .x dans l'état 1/1' (x ) 

• < x > - J.... . l 2 r-"o - _ 'l'o x 1/fo d x = A0 / J- x e -ol(:,. - a;2 d x 

On (X)Sex- a = 1: 

< X >wo = / Ao 12 [ f_+- 1 e -al ,2 d f +- , 2 ] " 1 + _ e -a- 1 d , 

., 1 Ao l 2 [ ( - e ;;2 ,2): 
IAo

1

1
2 J + a 

Lo 
soit 

j<x> .,o a J = 

♦< x >.,1 = J~- x 11/fJ (x) 12 dx = 1A112 1~-x (x - a)Z e -ol (:c-a) z dx 

= IA1l2 
f~"(r+a) t2e -ol t2dt 

= 1 A, 12[J~-,3 e -fi 12 d l + a J~-,2 e -fi 12 d '] = 1 A; /2 a 

L ; a car ,1 e -112 ;z es, une fonction impai,e 

soit: j < X > "'1 = a / 

6°) Par définition, l'incertitude & sur la distance de H à Cl est: & = ✓ <y,- l (x _ a)2 1 y,- > 
♦ Calculons Llxo : 

En utilisant : 

on a: 

J
+-

( .1.xo) 2 = - . (x - a ) 2 / 'l'o (x) 12 dx = 1A0 1
2 

J:-(x - a)2 e - ol (:c - a) 2 d.x 

= 2 1 Ao 1
2 5o-t2 e ._d,z d 1 

J
0
+- 12 e -c? t2 d t = ·G /22a3 ; 

(LlxoJ 2 = 2 IA0 12 fi:. L 
4ci1 ~ 
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soil: 

♦ Calculons Lix1 ; 

(Llx1J' 

. 2 

2 dx= I A1 l1 J~(x-a)4e-cl-(x-•! dx J: (x-a-P l ir1 \ _ 

21 A1 12 s:M 14 e _,; ;i dl 

En utili~anL l'inLégrale ; 

on a; 

soit: 

? 3-✓,; J~ 14 e -ri r dt = ~ 
. Za:1 3 {;" 

(tui'f 2 .,r;; l37F 
..L 
2ci 

car l'influence des étals excités devient non 
L'écart entre ti.x, et .6xo est important, 

négligeable. 

dans Un double puits de potentiel. 
~ 17 - Particule 

Dans u11 problème à . u_ne V(x} 
dimension, on cons1dere 
une particule de masse m 
confinée dans la région de 
l'espace définie par 
0 S x S 2a +. b sou~ Vo 
l'effet de potent~el carre - - - - -
symétrique donne par la 

____ J_ ____ . 
figure ci-contre. Q) ® @) 
On se propose de chercher L----L- --::-~~---;:~~- -
la fonction d'onde : a+b a +2b 

{

<p1(X) , 

<p(X) = <pu(X) ' 
<p zu(x) 

0 5 X 

0 5 X 

a + b 

0 
s (1 

S a + 
5 X s 

dans un 

a 

b 

2a + b 

état stationnaire d'énergie propre 
décrivant cette particule 
positil'e _E < Vo-

les trois régions 1, Il, llI de l'espace l'équation 
1 ") Ecrire et résoudre dans 

-~ 
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de Schrlidinger indépendante de temps. 

2 °) Montrer, à partir de la continuité de la fonction d'onde stationnaire 
<p(x) aux points x = 0 et x = 2 a + b, que <p1(x) et <p 1u(X) peuFent 
s'écrire : 

q,1(x) = A si11 kx 

(f)m(X) = D sin k [x - (2a + b)], 

où A et D sont des nombres d 'intégration de k est tel q11e: k2 = 2mE / 7i2 

3 °) D'après les conditions de raccordement aux points x = a et x = a + b, 
établir deux relations différentes entre les amplitudes A et D. 
E n déduire l'équation de quantification des niveaux d'énergie sous la forme 

(-ftg ka+ 1)eqb= ±(-f-tg ka - 1) 

où q est 11-n paramètre réel positif : q 2 = 2m (V0 - E) / 7i 2 

4 °) Dans le cas où qb >> 1, déterminer à l'ordre zéro en k/q les niveaux 
d'énergie quantifiée de cette particule. 

Extrait Fès, MP 2 Juin 1988. 

1°) ♦ Six S O ou x 2: 2a + b, la particule ne pouvant par se trouver dans cette intervalle, 
la fonction d'viiôc- ii) (x) est alors nulle. 

♦ Si O 5 x 5 a ou a + b 5 x 5 2a + b, le potentiel V (x) est nul e t la fonction d'onde <p 
(x) de la particule d'énergie E, vérifie l'équaùon de Schrooinger: 

~ 2m E p _ O 
clx.2 + 112 - ou 

2m E 
avec k2 = --,:r-

Les solutions de cette équation sont donc sinusoïdales. Nous donnerons à ces solutions les 
formes suivantes. pour alléger les écriLures ; 

<p1 (x) = A sin (kx + .. 'P) 

'f'm(x) = Dsin [k(x-(2a+b)) + <p'] 
♦ Si a 5 x :Sa + b, Je potentiel V(x) est égale à V0 et la fonc tion d 'onde <p (x ) de la 

d2<p 2 m 
particule d'énergie O < E < Va vérifie: cix2 - ,r (E - Va) <p = 0 

ou 
d l <p 
clx.2 - q2<p = 0 avec ,; = 2,;' fVo - m 

Pour tenir compte des propriétés de symétrie du puits, nous donnons à la solution de cette 
équation la forme suivanLe : q,11 (x) = B e q Lx- (a+ (b12!!1 + Ce -q fx - (a + (b/2))1 

2 °) L es conditions de continuité de la fonction d'onde aux frontières du p uits (x = 0 c l 
x = 2a + b) s'écrivenc : 
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'PJ(O) = 0 

<p11J(2a + b) = 0 

MECANIQUE QUANTIQUE 

soit A sin <p = 0 

soit D sin ql = 0 

dooc 

donc 

Les foncûons q,
1 

, cp11 , <pm peuvent donc s'écrire : 

q,,(x) A sin kx 
({!11 {x) = B e q [x- (a + (b/2))1 + C e -</ lx- (a + (bl2))l 

<pm(x) = D sin k [(x - {2a + b)] 

q,= 0 

ql = 0 

3°) Les équations de conLinuité des fonctions d'onde q,(x) et de leur dérivée 
1

:;: = cp • (x) 

s'écrit: 

{

cp,( a) = 'Pfl(a) 

'{)'i(a) = <p'11(a) 

soit Asin ka = Be -qbl2 + Ce qb/2 

en x = a soit k A cos ka = q [ Be -qb/2 - ce q b
1
2] 

{

q,ll(a + b) = q,
11

,<a + b ) soit Beqb/2 + ce-qblZ = - Dsin ka 

en .x = a+b 'P'u(a + b) = <p' ,u(a + b) soit q [Be ql:>l
2 

- ce-qb'
2

] == kD coska 

Des équations (1) et (2) • on tire : 

n Be -qbl2 + Ce qblZ 
...:i.. tg ka = (3) k Be -qb/2 _ ce q b/2 

.!L tg ka 
k 

Be qb12 + ce -qb12 

Be qb12 _ ce - qb12 

(1) 

(2) 

(4) 

L'égalité de ces deux rclaûons nous donne : 

(Be qb12_ ce-qb12)(!3e-qb12 + ce qb12) = - (se-qb12 _ ce q 1,1:i)(Be qb12 + ce-qo12) 

B
2
- C2 +Bc[e qb_ e - qb] = -(B2 -C2 -BC[e +qb_ e -qb]) 

soit 

11 vient alors 

B2 - C2 = - B2 + C2 

B2 = C2 

[B = + C \ 
Introduisons ces égaillés dans (1) et (2) : 

A sin ka = B_ ( e - qi,ti + e qb/2) 

- Dsinka =B (e qb12 + e -qb12) 

♦ Si B = C 

D'où 
♦ Si B = - C, il est facile de montrer par un raisonnement analogue que : 

G = - Dl 

{S) 

(l') 

(2') 

PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE 

En_ ten~ll compte de l'égalité (5). les équaùons (3) et ( 4) deviennent co nfondues 

Sotl donc: · 

Si (B = C , A = -D) 

ou encore: 

T tg ka 
e - qbI2 + e qbI2 

e -qb12 _ e qb12 

f tg ka = 1 + e q b 
1 - e qb 

- coth qQ_ 
2 
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(6) 

( f tg ka - I) - e qb ( 1- tg k a + 1) = 0 

donc : 1 (f1gka +1)eqb., (figka-l) 

Si (B = -C , A = D) : 
.!L e -qb12 _ e qb12 
k tg ka = e - qbl l + e qb/2 

-lh '1É. 
2 

ou encore par un raisonnement analogue, on obùent : 

(k!l. t g ka + 1) e qb = (..!L ) - k lg ka - 1 
En résumé, nous avons : 

({!1 (x) A sin kx 

{

2B ch q(x _ (a + b
2
_ ) ) 

({!11 (x) 
2Bshq(x-(a+})) 

'- 'Pm(x) = ±Asink[x- (2a+ b)] 

solution symétrique 

solution antisym ét rique 

Les équations transcendantes (6), (7), (8), (9) s 'écrivent : 

fl nb 
Ir. 

tg ka = - coth ~ po 1 • 2 ur so 11110n symétrique 

.!L tg ka = - th ..E.E. . k 2 pour soluuon antisymétrique 

oucncore (frg ka - + J~e qb =±(fig k a - 1) 
ue nous nvons sous la forme : 40) Nous reprenons les équations (J) et (9) q éc . 

Cl 

tg ka = /5.. l + e q b k e -qb + J 
q 1 - e q b q e -qb _ 1 

tg ka_ = /5._ J - e '1 b 

q 1 + e qb 

k e -qb - J 

q e -qb + ] 

Si qb e5t très grand, e ---qt> est petit devant l'unité ; 
1 

e - qb + 1 = 1 ± e - qb 

(7) 

(8) 

(9) 

(6) 

(8) 

(7) et (9) 

(10) 

(11) 
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(10) devient: 

(11) devient: 
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- 2. (] + 2e --qb) 
q 

cg ka = ...1:.. (e -qb_J) (1 - e --qb) 
q 

au second ordre 

· au second ordre 

Si de plus on néglige e-<ib devant l'unité , les deux types de solution précédentes deviennent 

confondus. 

qu'on peul écrire aussi: 

Si q -; "", on obtient alors 

tg ka 
k 

q 

kb 
tg ka= - ,:p 

1g ka = 0 

Les solutions d'une telle équation : 

soit alors : 

d'où 

2m E. a2 
· t12 

avec 

l V et le double puits 
Remarque : Ce résultat était prévisible, car ors~uc_ q .~ 00

, o -+ 
00 

de potentiel devient donc un puits simple de potenuel mfim. 

L es énergies pour un tel puits (cf exercice 18) sont : 

Complément : Résoudre graphiquuntnl 
se plaçant dans le cas où E << Yo-

-✓"'2~m'"'V""o--
Dans ce cas, q >> k et donc q - 1fl 

les équations obtenues en 3 °) en 

Nous pouvons alors écrire: ( 
J + 2e -qb) 

tg ka "" -ka q a 

Le signe + correspond à <p, (solution symétrique), le signe - à q,,,. (solution antisymétrique) . 
. e é uation nnet de calculer les valeurs quanllfiées de ka. Ces val~urs sont obtennes . 

~~hi~ement~x points d'abscisses des inters«:tions des arcs successifs de Y = tg ka avec 

deux droites d'équauons : 
(figure ci- dessous) 
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À/\ et Âs sont deux constantes. petites pai- rapport à J (q>>k), voisines e t telles que À.11 < Às. 

y 

0 

t> 18 -Particule dans un puits de potentiel infini -Etude physique -
Evolution de la fonction d'onde et de la forme du paquet 

d'ondes - Mesures de l'énergie. 

Notation : 11/f(X, t)> dlrigne l'état quantique d 'un systèm e physique à 

l'instant t, 1/f( r, t) est la fonction d'onde correspondante à cet état. 
On considère une particule de marse m, soumise au potentiel V(x). 

pl 
f~'hami/tonien de cette particule s'écrit : H = 

2
;;; + V(X). 

I 0
) L'évolution de celle particule est régie par l'équation de· SchriJ'dinger, 

écrire cette équation dans les deux représentations {I x >J et (1 p >}? 

2 °) La particule se 
largeur a : 

V(.r) 0 
V(x) +oo 

trouve placée dans un puits de potentiel infini de 

si O 5 x 5 a 
ailleurs. 

Déterminer les états stationnaires de la particule et les valeurs prop re s 
qui leur correspondent lorsque. 0 5 x ~ a. 

.1 °) A l'instant t = 0, la particule a pour fonction d'onde : 
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l/f(X,0) 

v(x,O) 0 

MECANIQUE QUANTIQUE 

ailleurs 

a) Vérifier que cette fonction d'onde est normée ? 
b) On mesure à cet instant l'énergie de . la particule, quelles valeurs 

trouve-t-on et avec quelles probabilités '! 
c) Quelle est la probabilité de trouver une valeur de l'énergie supérieure à 

~? 
ma2 • 

4 °) Çalculer l/f(X, t) et démontrer que la densité de probabilité 4e 

présence de la parJicule, dépend de la fréquence de Bohr ~~1 
dont on 

précisera l'expression en fonction de m , a et 1i. 

5°) Calculer la valeur moyenne de l'observable X 

dr < x >(t) = J:: 1t· (:c, t) x v(x, t) 

Conclusion. 
N.B : Pour éviter trop de calcul on peut poser, par raison de symétrie, 

X' "' X - a/2. 

On donne Soa (z - a/2) sin7 c:z)dz = 0 
a2 tz sin (:z) sin ~ :z)~~ ~ 16 

et 18 7rl 

Ertrait1 
Tétouan; MP-PC 2, Juin 1986. 

1°) Considérons utie particule de masse m, plongée dans un potentiel V (X). L'hamiltonien 

de cette particule s'écrit: H "' :: + V (X) 

Rappelons l'équation de Schrôdinger dans les deux repr6sentations ( \ x >) et ( 1 p >} 

♦ R eprésentation ( 1 :c >) : 
a [ 1ï2 a 2 j 

i1l iJt l/f(X, 1} =- - 2m i)x2 + V(x) 1f(X, /) 

a- p, - J - -♦ Représentation (\p >}: i1iat 1Jf(p, t)=z:;; l/f(P, t) + (2:n:1iJ-
1
'
2 

dp' V (p---p') ljf(p', t) 

avec V(P, 1) et V (p) sont les transformées de Fourier respectives de 1/f(X, 1) el V (x). 

2°) Dans l'intervale O< x < a, l'équation de Schrôdinger indépendante du temps s'écrit : 

' 
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Celle équaùor{ admet comme solution : 

uvec k.2 - 2mE - 7ï2 

Les conditions aux limites de la fonction d'onde au point x = O .et x = a exigent que : 

'lf(O) = vr(a) = 0 

soit d'où 
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(1) 

(2) 

JAe+B = O 

1A ika + B e - ik" = 0 {

A = -B 

_ 2iA sin ka = 0 

La solution (2) s•écnt alors : li' (x) = A ( e ikx 
.. 

e -i.ti) 2iA sin lu 

avec la condition : sinka=O soit alors: 

n étant un nombre ~lier positif, car sin = o, V' .. o. 

On en déduit les valeurs quantifiées de l'énergie: ·E. 

1w = ntr 

1f2,r'l 
= ---n2 

2m a2 n = 1, 2, . . . 

L'énergie de la particule ne peut dl" d . avec n = J 1 Il y a do px-~nfi e _que es valeurs discrètes définies par l'équation (1) 
, , • · - • ne quanu 1cauon des états d'énergie de la particule. ' 

La fonction propre com:spondante : 1/f.(x) = K sin ( n : x) 
La constante K se déter:mine p~ la condition de normalisation : J.:- ~; (x) 1/l'A (x) dx = 1 

En choisisant K réel et positif; 011 a : 

J,~ K 2 sin2 .!!!!:!.cLr - K
2 Ja( 2n 1CX) K

2 
[ a (. . 2n- ) "] 

0 a 
- 2 

0 
1 - cos -

0
- dx = -

2 
a ,. - 2n,r Sin a X 0 

D'où: 

Cl 

K = ~ 

ljl,.(x) "' -{f" sin ( n : :c) 
ur. (x) = 0 

O<x<a 

ailleurs 

3°) A l'instant r = 0, 1a particule a _pour fonction d'onde : 

l[l(X, 0) = ,ra [ sin ( :x) + sin( 2 : ) J OSxS a 
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J
. ,r;:x . 2 nx d ] 

s : sin2 2:x dx+ o2sin-;,szn-a- X 

o] = J 

Nous vé.rifions bien que cette fonction d'onde est normée. 

b) 1/f(X, 0) esL une combinaison linéaire des états 11'1 (x) et 11'2 (x): 

"' (X 0) == L ( lj/J (x) + 1,/12 (xij .,, . ...Jz 
d l'énergie à r = O sont donc 

l...es valeurs des é nergies qu'on peut trouver lors de la mesure e 

soit E1, soit E2- ue eut donner la mesure de l'observable H à t == 0 
♦ La probabiliLé ftE1J du résultal E1 q p 2 _LJ - ,L 

.9fE1J = 1 < 1/'1 l ljf(X,0)> 1 = ( r::2 - 2 
est donc : "I :t 

♦ Par un raisonnement analogue on a : 
= 1<1Jf2 11/f(X, 0) > 1

2 =½ 

, . _ -22 n21i 2 
correspond à n == 2. 

c) La valeur del énergie E2 - 2 m a 2 

' ·e s périeur à E2 (n = 3 , 4 .. . ) est alors : 
La probabilité de trouver une valeur del énergi u 

,51fE > E2) = 1 - [P(E1) + P(E2)] 

Soit 
l ..97tE > Ei) = 0 1 

1 { sin !!..,_aX + sin 2: :x} 
4°) ♦ lvr(x. 0) > = {;" 

. -r. {-# (--R ,,. ·: • 0· ': ') l 
== ri ( iy1 (x) + 11'2 (x>) 

1 ~ C (0) e Œ,.tt1i 1 1/f, > 
Appliquons la formule V' (x. l) > = ";;' " " 

1 [ -œ , , n 1 .,,, + e -Œ2 11 -,; \ '1'2 >] 
· 1 .. ,(x t)> - - e 1 .,, Nous obtenons immédtatemenl : .,, ' - -{i" 

et 
avec 

' 
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ou encore en supposam un facrew-de phase global de liy (x, r) >: 

Soit 

tlVCC 

ou 

[ 

' ( _,,21i 4rf-1i ) 

1 v,(x.tJ> oc ri l 1/11 > + e _, ï:7+ ï;;;;;I 

11/f(x. t) > oc€ [l 1/11 > + e - i0>
21

' 1 ; 2 >] 

3 n 1i 
= 4 ma2 

♦ La forme du paquet d'onde est donnée par la densité de prnbabilité : 

1 1/f(x. l)f = < y,(x, t) 1 v,(x. t) > 

•I \ ., 

= [ < Ji 'I', 1 + < ,h e ;~1 ' V'2 1 ] [ \G 1 1/11 > + e - i 4>21 t 1 1/' / > 1 

12 12 1 [ · ] = T 1/f J (x) + T 'YI (x} + T 1/'Jlf/:l e "''.11 t + e - iw21 1 

1 2 1 :z. = 2 1/11 (x) + 2 '1'1 (xJ + l/filf/:lCOSW 21 t 

On voit que les variations dans le temps de la densité de probabil ité sont ducs 1.111 1111 111 

E2 - E, .1 11 Il 
d'interférence en v,1 1/fz. Une sewe frequence de Bohr apparait: ½i = 2nÏt = 4 ~ 

5°) Valeur moyenne de l'ol,servable X. 

Calculons la valeur moyenne <X>, de la position de la particule à l'instant 1 : 

J .. - f .. - 1 11 
<X>,= _ V (x , l)X 1/f(X, l) dx = _ x 1/f(X, 1) 111 

Pour éviter trop de calculs, i1 est commode de poser : X' = X - a/2 car, par sy111t'11 111, h 111 

éléments de matrice diagonaux de x· sont nuls. En effet: 

< \lfJ I X' l '1'1 > oc J: (x - ;) sin2 1:; d.r ~ r> 

<'hl X' l 1/1:z. > oc f: (x - ; ) sin2 2
; x 11 1 - /J 

Il nous reste à calculer alors : 

< 1/11 1 X' 1 'l'.z > = < V,1 1 X ( fh> - ; < 1/11 1 V'2 > =.2. f '.r 
a Jo 



' 1 

1
11 Il 

1 1 

1 
1 

l I i 
r 

1 1 

11 

'I'( 
11 

1,,\ 
111 :. 
' 1 

1 1 

1 

r' 

\. 

436 

Ona alors: 

Donc 

MECANIQUE QUANllQUE 

< x· >, = tx· V/1 (X) l/f2(x) cos '°21 t dx 

<X>, 

= cos O>JJ l < V/1 1 X' 1 V/2 > 

a 
<X'> 1 + T 

-16a ::: 9W COS WJI 1 

t X >, = T _ ~ cos m21 t 1 

. ♦ < X > représente le mouvement de centre du paquet d'onde. 
Remarque: , 

1 nn'e de l'énergie de la particule dans l'état 1 'lf(X, t) > s'obtient par: 
♦ La va eur moye 

1 l - ~E 
< II > l = 2 El + 2 E2 - 2 l 

ainsi que: < H2 >, = +i'i + +~ = r ~ 
Ce qui donne : 

. H ,,., > et Ml sont indépendants du Lemps, ce qui est évident car H csl 
On voit que< >, < n-

une constante du mouvement. , . 
♦ Le paquet d'onde évolue de manière appréciable au bout d'un temps de l ordre de . 

,11 ~ 
_J_ (à cause du terme cos W 21 t) 

lù.!1 
3 

E1 
_1_ 

Soit alors: t,.H .11 = 2 
<ùi, 

3E1 

Compte tenu de(*), on a: @iJ = 1i 

3 E, .L :a 1 
Soit 

.1H .1t = 2 3E1 2 

Nous retrouvons donc la relation d'incertitude temps-énergie. 

d t aux variations des 
• T acer les courbes correspon an es 

Complément • r 
fonctions V'/ (x), v,/ (x) et 1/fl (x) l/fi (x). 

12 ] 2 ( ) + L 1/f ; (x) + vri<x) '1'2(x) cos Cù 21 t 
La densité de probabilité: 1 1/f (x, t) = 2 11' 1 ;x 2 

2 2 , 2 ~ • 2 ( ) = ! sin2 ~ ; l/fi{x) l/f,{X) 
avec v,1 (x) "" ; sin a , l/f 2 x a a 

2 11:X . 21':X 
- sin- szn --
a a a 
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Les courbes corcesp:,ndantes aux variations des fonctions 1Jf; . 1/1 ; et vr, 1/12 sont tracées sur 
les figures a, b et c. 

~(x) 

0 a/2 a 

ligure a : Densilé de probabilité de 
,,résence pour le niveau fondamental (n = 1). 

0 

v;cx) 

a/2 a 

figure b : densité de probabilité de 
présence pour le 1er niveau excité. 

figure c : Terme d'interférence responsable de l'évolution de la Conne du paquet d'ondes. 

19 - Postulats de la mécanique quantique appliqués à une 
particule confinée dans un puits de potentiel infini. 

1) Trouver les états propres et les valeurs propres d'une particule dans un 
puits de potentiel V(x) = 0 pour O < x < a et V(x) = oo à l'extérieur. 

2) La particule dans le puits précédent se trouve dans l'état f(x) = (a - x)x 
pour O<x<a et ip(x) = 0 à l'extérieur. Trouver la probabilité pour qu'un 
rlsultat de mesure donne la valeur E" à l'instant t. (Attention toutes les 
fonctions d'onde doivent Ure 11ormées !). 
Calculer num/riquement en particulier les probabilitis Pr, P2 , P3 et P4 

correspondant à E 1 , E2, E3 et E4 : Conclure. 
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3) Exprimer l'énergie moyenne de la particule en Jonction de E 1
, E2 .•. el 

11:-' 
sachant que L ,1 = -

p:O ( 2 p + J) 9 6 

Rappel J: (Ax' 2+ Bx' + C) sin x' dx' = (ax1 + f3x + r) cos x +(À.X+ µ)sin x. 

a, [3, À., y,µ doivent Ure calculés '!n Jonction de A, B, C. 
Extrait, Rabat, MP 2, Mai 1985. 

1°) Rappelons les résulta:Ls obtenus (cf exercice ... ) tf,.(x) =-ff . (n 1t X) sin --a 

1i 71:2 E,. = ~
2 2 

n2 (n entier:::>O) 
ma 

2°) La particule se trouve dans l'état: If, (x) = -A .r(a - x) . 

La relation de normalisation nous impose : 1 A _12 J: x2 ( a - xf dx 1 

En choisissant A réel et positif, _on oolient : A = ~ 
donc [4' (x) = ~ :c(a - x) ! 
Les cœfficienLs C,. sont déLenninés par la connaissance de 1JI (x, 0) : vr (x, 0) = L,C. "'" (x) 

Compte tenu de : J-. _ tf,,. f/l,,. dx = on m 
(o : symbole de Kronecher) 

On a donc: 

dans notre cas , 

J
a • 

C,. = 
0 

4> • 1jf(X, 0) dx 

. /30 
Vf(X. 0) = tp(x) = '\J a5 x(a - x) 

(1) 

La valeur C,. est, dans ce cas (1): 

C. = J: ~ sin n · : x ~ x(x-a) dx 

- f6oa6 - Joa X (n ,r x) '\Jë}' sin --;;- x(a-x) dx 
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C,. = ~ [a f: x sin ( 11 
: x) dx _ f: x2. sin ( n : x) 

=~(a I,-hJ 

nvec 11 = f 4 x sin (n n x) dx a Jo a et 12 = f xJ sin ( 
11 

1C x) dx 

Ces deux intégrales al 1 . · Jo a sec eu ent aJsémenl par la méthode d'' ·é . mt grauon par parties, soit : 

11 ..:::!!._ ( r cos n n x)" + -5!_ ra (!!..2E....è.) - a2 n TC a O n n Jo cos a dx = -;-;; (-lr 

12 = ~ (-1)" + n2a11: Joa x cos (n : x)dx 

·=-<-1J-,.L 2a1 .. 
n Tt + (n 1C)3 U-:-1) -1 ] 

li vient alors : 
ffl 2a1 c,.;:; 7"'" ~ [1-(-1)"] 

ou encore 1 
4m c,. = (n]i)f [] - (- ])"] 

L'état V' (x. 0) est donc égal à: 

ljl'(r,0) = L c. q',,. (x) = i' 4✓ 15 [l • 
",-::-;,---- -1 (n ,r)1 - (-1) J 

= ✓ ~~ x(a-x) 0 a- SxSa 

Cc développement est celui d'une série de Fourier. 

Comme il y a conservation au COW'S du temps : 

-{f sin n: x 

(2) 

(3) 

f +- 1JI (x, t) v,(x, t) dx J~- 1/'
0 

(x, 0) lJl'(x, 0) dx = J 

donc L I c,. 12 = 1 
" 

soit d'après (2) : L 16 x 15 [1 _ (- 1) ·p 
,o=J 1C6 "6 = 1 

d'où L [1 - <- n "12 n:6 
-1 116 240 

"' Sin est pair (n = 2n') : [l--(-1)"]2 .. 0 
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r " * Si n est impair (n = 2n' + 1) : 

d'où 

soit 

MECANIQUE QUANTIQUE 

[1-(-JJ"J2 = 4 

6 - 4 
~o = ); (211' + 1J6 

1 
(2p + 1)6 

(n' =p) 

960 -;;;- J 6=1cpi2 
(2p + 1) ou encore 

J = ~(1 .+ ~ + ;6 + ~ + ..... .) 

= 1c
1

12 + 1 C3 f + 1 C.s [2 , ...... . . 

Or I C" 12 représente la probabilité p • d'avoir le système dans l'écat (/1,.. 

1 l'l 960 
En identifiant (4) et (5), on obtient: P1 = C1 = -;;r 

p 2 = 1C212 = 0 

P-3. :: Le, f = ~~a · .. ; 

p4 ·= 1 C.,12 = 0 

3o) + L'énergie moyenne de la particule à l'instant test: 

H 

H 

(4) 

(5) 

E; 

<Il>, == < 1/f(X, t) 1 HI iy(x, l) > == i E,. 1 C. j2 I,E,,P. 
-1 

. ♦ L'énergie moyenne dans l'étal q, est : <H>i = <q,(x)IHlt/)(x)> 

Soit d'après (3) : <H>;='f.En.lc,.12 
-1 

LE,. ..... , 
240 [.l - (- 1) "];_ 
7 n 6 

240 4 
= L E2p+J 7 (2p + 1)6 

·p=e 

960 .. 1 
"'"7° i (2p + J)6 E21>+! 

960 (E' E1 E:5 E 2p+ l + ) = --;r y+ y+ 7+, ....... . (2p + 1)6 .. . 

fi1 ,r2 ~, -'E 
Or E,. = 2m a2 ,,.. = ,,.. • J 
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Donc: 960 ( 31 5 1 (2p + 1 )2 . ) 
<H>; = ,r6 E1 1 + y+ y+ ... (2P +l)6 + ...... 

1 
En utilisant : 'J-o (2p + J )4 

K" 
96 

, on obtient : 

< H >; 

20 - Etats d'un système de deux particules - E.C.O.C. -
Postulats de la mécanique quantique. 

<Jn considète 2 particules de masse M n'interagissant pas entre elles et 
I ·so1im'irt-s· â un · potentiel. V(.r) = 2 M ro 2 :r1 

L'Hamiltonien du système est donné par H = H 1 + H 2 , H 1 et H2 étant 
respectfrement les hamiltoniens de la particule J et de la particule Z. 

1 °) A quelle grandeur physique est associé l'opérateur hamiltonien ? 
Donner les expressions de H 1 et H 2 • 

2 °) On appelle Jq:,,.> l'é tat propre de H 1, correspondant à la valeur propre 
E., dans l'espace des liais if,, IQ'p> l'état propre de H 2 correspondant à la 
valeur propre EP dans l'espace des é tats fl'i. L'état propre de H est défini 

par le Ket Ici,,.> ® IQ'p> appartenant à l'espace il'== E 1 ® _fi; appe lé 
. produit tensoriel de if, el ~-

Les actions de H 1 et H 2 sur IIP •• ,> sont telles que : 

H 1 lq,.,,> = E,. 1 <p,.,p> · où E,. =' (n + 112) 1i co et H2 Ici,.,,> = E, 1 <p.,,> 

où EP = (p + 1/2) 7i œ, n ét p sont des entiers naturels. 
Ecrire l'iquation aux valeurs propres de H. 

3 °) Quel est le degré de dégénirescence des niveaux d'énergie suivants : 

1i w, 27i co, 31i w. Ecrire les l<.ets propres l'P •• ,> · correspondants à c e s 
3 niveaux d'lnergie. 

4 °) Lesquels des ensembles sui11ants forment un E.C.O.C ; 
(H1 } dans B; ?,{H2 } dans ~?,{H,} et (H1 } dans if'?, {H1, H z } dans if'?, 
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{H) dans if'? et { H 1, H} dans il'? 
Justifier l'Otre réponse dans chaque cas. 

5) L'état du système à l'instant t = 0 est dlcrit par le ket : 

11/f(OJ> = }(1'1'0,11> + l,i,o,,> + l<P, . o> + 

a) Quels résultats peut-on troul'er quand on mesure l'énergie du système à 
l'instant t = 0 ? Avec quelles probabilités ? 
b) M€me question pour l'énergie d,e la particule 1. 

6'? La mesure de l'énergie à t = 0 a donné le résultat 21i <ù • 
a) Quelle est J'influence de la mesure ? En déduire l'état du système à 
l'instant t quelconque. 
b) Calculer à l'instant t la valeur moyenne de l'énergie de la particule 1. 

Agadir, PC 2, Mai 1987. 

1 °) La g.-andeur physique à laquelle esl associé l'Hamiltonien est l'énergie. 

L'Hamiltonien du système s'écrit : 
2 (] • .2 1 2) 

lf = i 2m (J)2 X; + 2~ J> ; 
-1 

2°) L'état propre de H est défini par le ket 1 <p,..p > = 1 ,Pn > ® 1 (f)p > . L'équation aux valeurs 

propres de H s'écrit donc : H 1 <p._, > = E 1 <p,..P > 

(H1 + H2) 1 <p,.,p> = (E. + Ep) 1 <p,."> 

Les états stationnaires du système global sont des produits tensoriels de la forme : 

1 <p,.> @ 1 (f)p > 

leurs énergies étant: E,.,, = E~ + EP = (n. + P + 1 J/1 w 

3°)♦ n et p sont des entiers, le niveau fondamental est donc obtenu lorsque n = 0 et P = O. 

L'énergie correspondanle est: Eoo = 1i w 
Ce niveau n'est donc pas dégénéré. 

♦ Le premier niveau excité est obtenu soit pour n = 1 et p = 0, soit pour n = 0 et P = 1 

Eo1 = E!a = 21i W 

Ce niveau est deux fois dégénéré puisque à ce même niveau correspond deux éLatS différents 

qui sont indépendants : 1 <p1 .o > et 1 'Po,1 >. 

♦ Le second nivea~ excité correspond à n =2 et p = 0, ou n. = 0 et p = 2, ou n = 1 et P = 1: 

E20 = E02 = E11 = 31i w 

Ce niveau est donc trois fois dégénéré. 

♦ Les kets propres I q,""' > correspondants à ces trois niveaux d'énergie sont: 

li, 

___________ PRO __ B_L_EM ____ Es_c ___ o_R_R_IG_ES __ D_E;.;.P..;.HY"'--"-S-IQ_U_E _________ _ H \ 

{ 1 'l>o,o >} ; { 1 'Po.1 > et l '1'1 .o >} ; { 1 </J2.o >, 1 'Po.2 > et I q, 1,1 >} 
4°) D'après les propriétés de l'oscillateur hannonique à une dimension, E~ est non tlfp.é 11tu, 
dans 8;, et E, dans if;; par conséquent {H1) constitue à lui seul un E.C.O.C dnns H; 1 

(H2} constitue également un E.C.O.C dans if;. 

{ H,} ne constitue pas à lui seul un E .C.O.C dans if car les valeurs I" 01 11< ~ 

correspondants à H 10. = (n + }> ""h c:o) sont associées à une infînit6 de w,· 1111111, 

propres 1 <p.,p > (n étant fixé. p peut prendre n'importe quelle valeur). Le raisonn ·1110111 1•n1 

analogue pour { H2} dans li: 

Nous avons vu à la troisième question qu'à un couple (n. p) cotTespond plusieurs vuum111 •1 

propres I q>,.,P > de 8;@ if; = if. donc (H1 + 112 = H} ne constitue pas un l!.C .C U • 

dans?. Par contre, l'ense_mble des deux hamiltoniens H 1 etH2 constitue, lui un E.C.<> c' 

En effet, il n'y a pas·deux vecteurs 1 ,p • .,> qui aient les mêmes valeurs propres , li 111 1111,, 

pour H 1 et H2 • C'est pourquoi. le système de vecteurs propres communs il Il I cl fi 1 " ~ ' 

unique (à des facteurs de phases près). 

(H, .H2) forme lui aussi un E.C.O.C dans 8: En effet. les valeurs propres de 11 1 "' Il 

sont respectivement (n + ½) 1î w et {n + p + 1) n w . Pour tout n , il e.x islc pl11•1l1 1111, 

vecteurs 1 <pv >, mais Je vecteur propre associé à H exige que l'on fixe de mê1m ,, : li 11'v 
a pas donc deux vecteurs propres I rp,..,, > qui aient les mêmes vecteurs propre~ li ln loi•, Il 
H 1 etH. 

5°) L'état du système à r = 0 est décrit par le ket : 

1 'fF(O)>=} [I f/Jo,o> + l'Po.1> + 1 'P1 ,o> + 1 (/11,1 •l 

a) Les résultats de mesure de l'énergie sont les valeurs propres des vectc11n: 1 ql, • 

constituant J l/1"(O)>. Soit alors, 1ï w, 21i w et 311 m. La probabililé ~ d'ohtc,dr i:111 1111 11 
•P 

ré.sultal la valeur propre a~ de l'obs«vableH correspondante est : 
ei . 2 

~ = I. 1 < 'I' ' 1 «oJ·> 1 
y i 11.p 

où g,.. est le degré de dégénérescence de a • .,, et 1 <p 
1 

> un système orthonormé do vr,11.,111 • ,..,, 
formant une base clans le sous-espace propre 8,; associé à la valeur propre a•~• 11l: Jf, 

Soit: 

Remarquons que 

..9f., = I< IA:J.o [ 1/f(O) >f = 1/4 

..9f~.,, = I< 1Po.1 I iy(OJ >12 
+ I< 'P,.o l v,roJ >11 

- 111 

,!Jif-,. w = I< 'P1.11 yr{O) >12 = 114 

..9f QI + .!Jl[-,;, "' + .!J'f-,. QI = J 

• 
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b) Energie de la particule 1 : 

1 
En= (n + 2 Jnco 

et l/1 11/(0) > =f(Eo 1 'Po,o > + Eo 1 ({Jo,1 > + E, 1 <P1,o > + E1 1 'Pu>) 

11 ru 
Les seules valeurs possibles sont donc Eo = 2 et E 1 L 1i ru avec les probabilités 

2 

respectives: 57f0 = 1 ~ 'Po.o l lfl(O) > 1
2 

+ I< f//o,J Jv,(O) > f 1/2 

.§f, = 1 < <P,,o I V(O) > 1
2 

+ I< ({)1,1 l!J!(O) > l2 
112 

6°) La mesure de l'énergie totale à 1 = 0 a donné le résultat 21i m = Eo,1 = E1 ,o- L'état du 

PnllJl{O)> 
système juste après la mesure est la projecùon normée ✓ I I 

· ' < l/f (0) P n 1/f ( 0} > 

de I v,(0) > sur le sous espace propre associé à 2n m. 
Soit donc: Pn = l 'PoJ >< 'PoJ 1 + 1 ({)1,0>< ({)1,01 

Il vient alors : 
{

P,.lv,(O)>=f [l'Po,1>+ I.P1.o>] 

- 1 ··1 1 1 1 <V,-(0) P'n rp(O)> = 4 + 4 = 2 

d'où l'état du système est: 1 q>(O) > = i [I 'Po.1 > + 1 <P 1.0 > J. 
On voil que la mesure de l'énergie a perturbé l'état du système. 

L'état du système à un instant I quelconque est donné par : 

-i E,.p l 1 1i 1 
1 </J (1) > = L, CP (0) e 'Pnp > 

Soit 
J [ -i Eo 1 1 1 1i l -i E 10 1 t 1i 

1 </J (() > = ✓2 e <l'o., > + e (/JJ ,0 > ] 

.....------------ - -::-, 
Comme E01 = E10 = 2nm, alors =111P (t) > = 72e -li1»t [I 'Po.1 > + 1 'P1.o >] 

Remarque : 1 efJ (0)> et 1 1/J (r) > ne différent donc l'un de l'autre que par le facteur de 
phase global e - 2iwt_ Ces deux états sont physiquement indisce,-_nables : toutes les 
propriétés ~hysiques d'un système physique qui se trouve dans un etat propre de f! ne 
varient pas au cours du temps. Ces états propres sont appelés pour cette raison 
états stationnaires. 

b) La valeur moyenne de l'énergie de la particule l est donnée pac : 

---
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Compte tenu de la remarque précédente: < H 1 >, = < H 1 >0 

Soit < H 1 >0 = < ,j,(0) 1H1 1 ,p (0) > 
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=i[< 'Po.1iH,lq,o,1> + < 'P1.olH,lq,, .o> + < <Po.1IH1IÇJ1,o > + < 'P1 .i> IH1l(f)o,1>] 

1 =2 [21ïw + 27ïm] 

Donc 

• 21 - Postulats de la mécanique quantique - Ensembles complets 
d'observables qui commutent : E.C.O.C. 

On considère qùe l'espace des états à trois dimensions est rapporté à la 
base orthonormée { 1 u; >} i = 1, 2, 1 . L 'Hamiltonien H et deux 
observàbles A et B sont représentées par les matrices 

r,i 0 , a et b sont des constantes réelles positives. A l'instant 
système physique est décrit par : 

1 I i 
lv,(O) > = V1 lu,> + 2 luz > -T lu3 > 

,,,, 0 le 

J 0
) a) On mesure à l'instant initial l'énergie du système, quelles Yaleurs 

peul-on trouver et avec quelles probabilités ? 
/J) Calculer dans l'élal llfl(O)>, < H > et LlH. 

2 °) a) Au lieu de mesurer H à l'instant l = O, on mesure A, Quels sont les 
résultats possibles et · leurs probabilités ? Quel est l e vecteur d'état 
immédiatement après la mesure ? 
b) H et A forment-elles un E.C.O,C ?f' 
3 ".) Calculer I IJF(I)> à l'instant t. 

4 °) Calculer les valeurs moyennes < A >, et < B >, de A et B à l'instant t . 

5") Quels résultats obtient-t-on si l 'on mesure à l'instant t l'obs e rvable 
A ? Même question pour l'obsenable B, avec quelles probabilités ? 
Retrouver < B >, en utilisant les probt1bilités. 

Extrait, Casablanca 1, PC 2 1 Mai 1988. 

• 
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1°) a) L'hamiltonien /-1 est diagonal dans la base { 1 u1 > , 1 u2 > ,1 u3 >) 
Les résultats possibles de l'énergie sur une mesure de l'énergie sont les valeurs propres de/·/ 

qui sont : 11 w
0 

(valeur propre simple) et 21i ~ (valeur propre double). 

· La probabilité qu'une mesure de f/ donne 1i ~ est .9f: .!?[ = l < u 1 1 'I' (0) > 12 = f 
La probabilitê qu'une mesure de H donne 21i Cl\> est .5Pf: 

~ = 1 < u 2 1 vr<O) > 12 
+ 1 < u3 l ljl(O) > 1

2 
= -f 

b) ♦ La valeur moyenne de l'énergie est donnée par: < H >0 = < Vf(O) 1 H I l/f (0) > 

Comme H est diagonal, il n'y a que les termes diagonaux qui ne sont pas nuls. li vient 

alors : 
< H >o = Î, 1 ci 12 < 11.; 1 H lu,> = -2

1 
1i<JJo "':" 4

1 (211 m0 + 211 wo) 
;,.1 

3 
< H >o = 2 1i~ 

♦ L'écart quadratique moyen est défini par: /;;;;-= ✓ < H
2 

> < H -€} 
Avec < H 2 > = . < ljf (0) 1 H 2 l 'I' (0)> = f 1ï2 <4> + : ( 411

2 ai + 41i
2 ai ) 

On en déduit : 

Soit : 

5 2 
< H2 > = T 112 li-0 

1ï COo 
Ml =-:i-

2°) a) La matrice représentative de A dans la base { 1 u 1 >, 1 u2 > ,1 u3 >) s'écrit : 

•-{::] 
Les valeurs propres de la sous-matrice non diagonale sont i. :t telles que : 

~ 

Soit: 
et les vecteurs propres correspondants s'écrivent aisément : 

lep+>= {i (1 u2 > + 1 UJ>] 
H · (valeur propre +a) 

.. , 

~ ~1/ -_____ 
7 

___ _!,P~RS:O~BLE~M1JE]S.SC;SO~RR~IG~E~S~D~E_!P:!;:Hf.!Y~SIQ9!:!U:§.E ______ _ _ 

1 <p_> = fi [I U 2 > - ' U3 >] (valeur p m p111 ,n 

_l rpo> = 1 u,> ~➔ ( valeur p, op111 1 , 1 l 

Les résultats possibles lors de la mesure de A à -et .92!._ 1 .- O sont +a el -a avec les proltnhll lti\ ,J,. 
-a telles que: .?.a = 1 < q,_ l •,,,(O} > l 2 el = - ' • .,,. .;;, • • I . •>~ • 

Notons que l'état I Y,(0) > peut s'écrire en fonction des 1 <p, > ; 

11 vient alors : 

1 vr(O) > = {2 (1 'Po > + ; [ 'I' _ > ) 

9'!.a = 1 < 'l'- I l/f(O) > 12 = i 
~ = 1-.:?!.. = i 

I Il 

♦ Si la mesure de A a donné (+ ) l'é d _ . a , Lat u systeme immédiatement après la um a11 111,1 1, 

ketnonné 1 ~,,> = Pn I Y, (0 ) > 

✓< V,(0} 1 P.I Vf(O) > 

où p" est le projecteur défini dans le sous es a - . 1 'Po> et I q, > S. . p I p ccassoc1éàlavaleurproprc(-w )c11w1rnt11• 11111 
+ • Olt . " = lj)o > < 'fJo 1 + 1 'P+ > < 'P+ 1 

P,. 1.,- (0) >=-ri l 'Po> et < 'l"(O) 1 P.I v, ( () ) ;,,- ' ( 
), 

D 'où 1 f,,> = 1 'Po> à r . un acteur de phase pri:II , 

♦ S1 la mesure de A a d é ( ) l'é onn -a • tat du système juste après la mesure est : 

14'-a> = PnlY,(0)> 

✓<VJ(O} IP,.11/1(0)> 
avec p n = 1 <p > • 'I' 

P.IVf(Ü}>=-i-1'1'-> et ✓ J _L. _ ..f2 < y,(0) P,.I y,(0} > . V'J 

n vient alors : 1 ~- > = ; 1 <p > Ou I I 'J a - encore </J- a> = <f'- > à un fuctc ut d ph•• pth 

Donc 

b) Les vecteurs propres com~uns à H et A sont donnés par . 

1 valeur propre de H valeur prup1,1 1h1 A 

1 'Po> = l ur > 1i% Il 

l'P+> = ,hD U:z > + 1 U3 >] 21i U-0 " 

1 q,_ > = 1ï [I "2 > - l u3 >] 21i% Il 

• 



448 MECA~QUEQUANTlQUE 

On voit sur le tableau que H a une valeur propre dégénérée deux fois (21f m0) et,l/ a elle aussi 
une valeur dégénérée deux fois (a). Donc, aucun des ensembles { (H)} ou {(A)} ne constitue 
à, lui seul, un E.C.O.C. Par contre, l'ensemble des deux observables ( ( H, A)} constitue, 

lui, un E.C.O.C car il n'a y pas deux vecl.eurs 1 <p; > qui aient les mêmes valeurs E2l'OPfe6. à 
la fois pour H et A. 

3°) L'état du système à un instant r ultérieur est donné par : 

1 1/f(t) :=- = 1: c~ (OJ e-i E., IT• 1 q,.. > 

En utilisant le tableau ci-dessus et l'expression de 11/f(O) >(]).on obtient: 

J [ . 1 1Y (t) > = ../2 e - ,œo , 1 'Po > + i e -2itD 0 1 1 <P - >] 
... 

1 [ . = -- e -<cq)l 1 'Po > 
../2· 

+ e-i(Zw01-}1 1 '1'->] 

Qu'on peul écrire auii-ement en supprimant un facteur de phase global (e ..;"b 1) , 

11 vr (1) > a ~ [ l <po> + e-i(tDol - ·r, 1 <p_>] 

4°) ♦ La valeur moyenne de A est définie par : 

<A>,= < yr(t) IA l y,(t) > 

(2) 

= / [ ( < 'Po 1 + e i (c,o 1 + T J < q,_ 1) A ( 1 'Po > + e - i (c,o ' + T J I q,_ > ) ] 

= ,} · [ < 'l'o I A 1 'Po > + < 'P-1 A 1 'P- >] 

L=a L=-a 
Soit alors: < A >, = 0 l 
~ Il est facile de remarquer que B est 1-J ne commutent pas et do!lc B n'est pas une 
constante du mouvement : le résultat de < B >, va dépendre automatiquement du 
temps. 

Ecrivons: 1 yr(t) > en fonction des I u; > : 

1 y,(1) > = L C,. (0) e .;e,.,n; lu.> 
1, R 

e - 2ïc,ot I i 2 . 1 i 1 E "1 > + ï e - •<»o' u2 > - 2 e - 2i"1JI u1 > 

PR081.E=MES CORRIGES DE PHYSIQUE 

11 encore 1 y, (t) > a 
e iru0, 

V2 1 u1 > + 2i (' U2 > - 1 U3 >) =L c~ (1J 111ft > 
~ 

IJVOC e ic,()I c, (t) 1 u, > ...fi C2 (t) = ...!.. 
C3 (l) , .::::..!. 2 2 

L 1î valeur moyenne-~B à l'instant t est : 

A vcc < Uj I s / U; > 
< 

8 
>, = < '1//(IJ 18 1 f/l'(tJ > = °?, C; c; < "i I B 1 "; > 

'J 

non nuls sont 
B ft les éléments de matrice de B dans la base des lu ; >. Les sen b 

< u, 1 B I U2 > = < 112 I B I u > = < u I B 1 
Il vient donc : 

I 3 U3 > = /, 
< B >, = C2 c; Bn + C c• B C • 

1 2 21 + 1 CJB33 
'ompte tenu des définitions des Ci, on obtient : 

fi e-ïo,o' 
< B >, = b 12 V2 + e,/2°'o' ( ;) + ( :;) (D} 
<B >, ~ [ i=-e ÎGt)I ;i e-ie>o') + +] 

[ < B >, == b ( J + .Ji- sin m 0 t ) I 

Ln valeur moyenne de B oscille alors entre b (L L) 
4 ...fi et b (f + l) 

l_' -fi 
5 0) ♦ Les résultat~ de mesure de A à 
l"C,'>JXX:tives ..!?! et .&r li t > 0 sont (a) ou (- a) 

a ..7:_ ,, te _es que: avec les probabiliaés 

• --9!" = I < 'Po lv,(t) > 12 + 1 < rp. l v,(rJ > 12 ~ 112 

• .!?!,, = 1 <q,_ l y,(rJ > 12 = 112 . 

♦ ~s résultats possibles lors de la m 
ln dmgonalisation de la sous-matrice es;: B ~ B son~ les valeUIS propres de B . Pour cclà 
vccœurs propres correspondants s'écriveru ~~~~ et -b comme valeurs propres. Le~ 

lq,+'> = ..J-i [I u1 > + 1 u2 >] 

'q,'_ > = ri [I u, > - j U 2 >] 

''A}'> = [f U3 >] 
u rrrobabililé de trouver Ja valeur (-b) est : .!?:. ,, = 1 < q,_• 1 "'(t) > 12 

H 

H 

H 

b 

-b 

b 



1 

1 

1 

1 

11 ( 

1\ 

:li 

1 
, 1 
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En utilisant (3), on obtient : 
. 12 

1 1 ~ U1 > + < <p_' 1 2i U2 > + < <p_' 1 2l UJ > .51!.b = < q,_' E 

1 e ;"b' _L 12 1 
= --z-- 2'12 =7 

1 ' 12 
COS Wo! - i( ✓2- Sin WoJ) 

= } [ cos2 w0 t + ( Jz-sin OJot )2] 

Soit: .!?_ 1, 
3 

= y-

Nous avons 
,_ + = = J, on en déduit~: 

..7+b .7~b 

sin <» ol 

2-E 

♦ En utilisant la relation : 

On obtient : ( 
5 si2n:;_2 ol) - b (83 + si2n ~20') 

< B >, = b B + 'I;;: 'I 1. 

--~;i ~· 

< B >, 

22 - Postulats de la mécanique quantique -
Mesures simultanées. 

c.q.f .d 

On considère 
l'hamiltonien Jle 
les trois vecteurs 
valeur propre Eo-

un système conser11alif à troi~ ni"Feaux décrit par 
. les trois ltats de base du systeme sont r.eprésentés par 
' d Il avec fa m i me lq,

1
>, l<p:i>, lq, 3> états propres e 9 

Ho lq,,> = Eo lq,i> ; Ho lcpz> = Eo lq,.2> ; Ho 

Le co uplage entre les différe1its états pré~édenls 
hamilton~er. V dont les seuls éléments de matrice non 

V l<p :i > 

IP1> = Eo l'P1> 

est dl crit par un 
nuls sont : 

oü ,t est une constante rlelle telle que 
0 < À < Eo. 

PR08LEMESCORRIGES DE PHYSIQUE 

I 0) Ecrire la matrice représentant l'hamiltonien total H 

b(ISIJ { 1 (/J J > ' 1 (/J 2 > , 1 (/J 3 > } . 

4'i 1 

H 0 + Y dan.,· /11 

2 "J a) Déterminer, en fonction de E 0 et de À, les Paleurs propres c_, r 11 , 

·• ,Je l'Hamiltonien total H (remarquer que O < e_ < e0 < e.) 
/1) I)éterminer les kets propres correspondants aux ,..aleurs propres 1111 n 

1'1111 notera respectivement (v,_>, llflo> et Il/'+> et que l'on exprimcrn 

,fans la base { 1 q, 1 > , 1 <p 2 > , 1 'P 3 > } -

') Le système est à l'instant t = 0 dans l'état l?{-0)> 
,1) Déterminer l'état du sys1ème à un instant t ultérieur que l'on 1111frrn 

18f t)>. Le système a-t-il évolué ? 

/J) Calculer la valeur moyenne de H dans l'llat 18êt)>. 
Retrouver la définition classique d'un système conservatif. 

11 °) Soit l'obser11able A dont la matrice dans la base · { IVt->, l'l( o~, 11/f .,> 1 

est [: :.J 
Si on mesure simultanément les observables A et H à l'instant t. 
- L'état du système étant la'tt)>, quels résultats peut-on trouver et 11v11c 

quelles probabilités ? 

5 ") On considère l'ubsenable B dont ·1a matrice dans la base 

{ l'f'->, 11/'o>, Il/' +>} est : 
B •{: : : J 

a) Si l'état du système à l'instant t == 0 est : 

18<0)> = ~ lvr _> + } lvro> + y llJI" +> , 

'11 si on m esure l'observable B, quelles valeurs peut-on trou11er et a vec 
quelles probabilités ? Doit-on s'attendre à ce résultat ? 
I!) Déterminer l'état Ja"''(t)> du système à un instant t u.ltl rieur. Ln 

y.Hème a-t-il évolué ? 
a) Quels rlsullats obtiendra-t-on si l'on remesure à l'instant 
l'observable B et aJ1ec quelle probabilité ? 
B11trouver le résultat de la question a) . 

Méknès PC 2 Mai 1987, 

I") Suc la base I q,1 >, I 'P2 > , I <p3 >; la matrice représentant H = H 0 + V s'écrit : 

• 
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À . À 
Eo 

✓2 ✓2 
À 

Eo 0 
H ✓2 

avec O < À< E0 

À 
0 Eo 

-{ï 

. 2°) a) Les valeurs propres checchées so?t racines de : 

Soit 
On voit que : · 

Eo-a 

Dét Eo- a 0 =0 

0 Eo - a 

(Eo - a) [<E0 - a)2 - À
2

] = 0 
e0 = E0 ; e_ = E0 - À ; e+ = Eo + À 

O_<e_<eo<e+ 

b) Les kets propres correspondants aux valeurs propres e_ , eo , e+ sont notés 

respectivement I yt_ >, 1 V'o > et I V'+> 

♦ On fait agir le kel I y,_> = x I q,1 > + y I q>z > + z l q,3 > sur la matrice représentant 

l'Hamiltonien H : 
Â À 

Eo --12 .../2 

(:J•Œ,-À(J Â 
Eo 0 

H= ✓2 

Â 

~ 
0 Eo 

À 
E 0 X + .../2 (y + z) = (E0 - Â)X 

Il 
_!_x + EoY = (Eo - ?.)y v 

À 
--x + E 0 z = (Eo - À) z v 

PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE 453 

On en déduit : 

SOil X=] ; z = -1 

-ri 
Le ket ly,_> = -r} l'P1 > - i (Jq,z > + l'l'1 >) correspond donc à la valeur (E0 - ?.). 

♦ On fait agir de nouveau le kct I V'+> sur H : H I VF+ > = œo + A) 111'+ > 

On en déduit facilement: x=--.fzz = V2 y 

Soit 1 V'+> = ./2- 1 '1'1 > + J (1 '1'2 > + 1 'l'J >) 

♦ Par un raisonnement analogue on obtient : 1 %>=Ji- (1 '1'2 > - 1 'PJ >) 

Eu résumé, on a : 

(1) 1 iy_ > = li- 1 <p, > - i (1 'P2 > + 1 'l'J >] - e_ = E0 -il 

(2) 1 V,o> = ,Ji- [1 f/J2 > - 1 '1'1 >] ➔ qi = Eo 

(3) 1 1/F+ > = 4 1 'l'l > + i [I '1'2 > + 1 'l'J >] ➔ e .. = E0 + À 

3°) a) Le système est à l'instant t = 0 dans l'état l lf'(O) > = 1 'Pr>. 

flxprimonsd'abord l tp1 >danslabasel 1/C>, 11/fo>, l v,.> 

18'(0J> = l ,p,> = Ji- [1 y,_> + 1 V'+>] (4) 

A un instant t > 0, le système sera décrit par Je vecteur l lf'{t) >: 

2 

1 if'(o > = }:; cA (OJ e-œ,.10, 1 vr,. > _, 

Soit: ll(t) > = .L ( e -i(Eo - ;l..J1 1 n I y,_> + e -i <Eo + .11, 1 n 1 'I' >) ..fi . + 

18ttJ>.:.-::Ji-e -i~t1n[e ,,._,,,.,y,_>+ e-•"-"7ilv,-.. >] 

ou encore à un facteur de phase global près : 

l~tJ > ex:: ~ [ 1 vr- > + e -w..,' 1i I v, • > ] (6) 

• 
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MECANIQUE QUI\NTIQUE 

· • _2,:11, Ji entre le cœfficient affecté au La présen~e du couplage (V) introduit donc un terme e d temps 
ket 1 'Y+> : le système a donc évolu~ au cours u . 

1 d l'état J i!,ft) > normé est : b) Par défintion, la valeur moyenne de/· ans . 

<H>, "' <J~f,; lu l~tJ > 

D'après (6) : 
1 [ 1 E ') e -2 o..11 -,, 1 'Y+ > ] H ll(I) > =- -fï (Eo - J.) 'Y-> + ( o + 1\. 

Or J [ 1 + e 2u.,.1 Ji< IJI+ 1 ] < fif{t) 1 = ✓2 < ljf_ 

. JI vient alors : <H>, = ½ [(Eo -A) + (Eo + Â.)] 

1 < H >; = E o 1 · 
. { 1 1 1 1/f + > } est : . b bl A dont la matrice dans la base ljl'_ >, lj/o >, 

4°) Solt l'o serva e ( ; ~ ~ ) 

O O a 

. HA - AH . donc il est possible de mesurer simultanément A et H . On voit aisément que - · 

Les vecteurs propres co mmuns a · e , JI t A sont donnés par ; 

valeur propre de H valeur propre de A 

1 y,_> e_ = Eo - )., a 

1%> Eo = Eo 0 

a Eo + Â. 11/"+ > E+ 

. . . 1 é ent à l'insiant / donnent les couples s ~é~ltats de mesure de H et A sunu tan m . 
Les b bil'tés correspondantes sont . . 
(E..., -a) ,- (e+• a). Les pro ,aa=•=~:.:.:_:.::_-:,::::;--,- --- --

7 · r J 1 

PrE-,-o/ = (~J = ï 

1 
] -2iÂt I 1i 12 J 

· ?re+.~a) = -fi e = 2 

uivants; 

11 · 1 trice dans la base { 1 V' - > , 1 V' o > • 1 V'+ > } 50) Cons idérons l'observable B dont a ma 

est : 

(4) 

PROBLEMES CORRIGES DE PHY~QUE 

Les valeurs propres sont : b. b et -b. Cherchons les vecteurs propres associés à B : 

♦ Il est facile de remarquer queB 111'- > = b / ry_ > ; donc b est une valeur propre associée 
au vecteur / If/_ > · 

♦ Nous avons d'après (4) : B J 'l'o> = b 1 'Y+> et B I t;r.,.> = h 1 'l'o > 

On en déduit: B [I 'l'o > t- 1 'Y- >] -= B [I 'Po>+ l 1//+ >] 

Donc b est une valeur propre associée au vecteur propre I lj/
0 

> + 11/f+ > , que si ou le 

norme àl'nnité ,devient 14'1 > = ~[I Y,o> + I If.'+>] 

♦ Le ket I cf>i > associé à la valeur propre (- b) se déduit facilement du fait que: 

< t/Ji 1 ~ > = 1 < cf>i 1 'P1 > = 0 et < "'2 1 <p_ > 

l~>=i[llf-'o> 111'+>] 
Soit: 

0 

On peut vérifier aisément que : B I th > = '-b I tf>i. >. 

En résumé, nous avons: BI v-> = - b l 1/f_ > ; B I t/)
1 

> == b I f/;
1 

> ; B I t/>i > = - h I t/>i > 

Avec f tP,.2 > = -~ [l'l'o > ± 11/F+ >] 
' -V2 

a) L'étal du système à l'instant l = 0 est : 1 ff·ro; > = ~ l v,_ > + r 1 % > + f / 'If+> 

qu'on peut écrire en fonction des vecteurs propres associés à B : 

l?·<oJ > = _fï [ I IJf_ > + 1 ç,1 >·] 
Si on mesure l'observable B. la seule valeur possible qu'on peut trouver est b (valeur propre 
dégénérée deux. fois associée à I y,-_ > et J t/)1 >) avec la probabili lé .!Y': 

..!?-= /<y,_ 1 ?roJ > 12 
+ I< q,1 1 ? ·(oJ > 12 = 1 

Cc résultat est évident Cat' la mesure de B ne peut donner que la valeur b à coup sûr, donc avec une probabilité égale à l. 

l?·r,J > = ï: en (OJ e -œ,. 11 'li hrn > 
" 

b) L'état du système / ir'(t) > à un instant t> 0 est obtenu en utilisant la formule générale; 

= ..J-z e _,. (E
0 

- .lJ , , n 1 'Y- > + f e -iEo ,, ,; .l V'o > + } e - i (E
0 

+ i..J 1 , 'Ti 1 !J'.. > 
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1 
ç, diffèrent \'un de l'autre par des termes 

e :ti-" 1 lî affectés aux 
1 ?f '(t) > et o '(0) > 

1 
1 > Le système a donc évolué. 

cœfficients de V'-> et 'I' ~ · · . b ou - b avec les probabililés 
,. t t l'observable B' on u-ouve 

c) Si l'on i,emesure à l instan I g, r > \2 + 1 < 4'1 1 ? '( t) > [2 
..?(b) et ,!?'(--b) telle que: ..?(b) = 1 < Y'- () 

1 
1 < 1/1- 1.?''(r)> 12 =2, 

1<1/111 ?·r,> > 12 = ( iJ < 11-'o l lf''ct> > + <11'+ _1 ff'·<1J > 1 

D' une part: 

D'autre part : 

_ L \ L (1 + e _,"''" J l2 

- 2 2 

= i ((i + cos Â;)i + sin2 ~j 

Soit alors : 
.9'(b) = ~ ( J + cos

2 *) 

1 Àt 
Ï cos2 21i 

P(-b) = 12 1 1 1 ,;s,,(r) > _ < "' 1 if' '(t) > f 
1 < ~ l.&"'ct>~ = 2 < Y'o O 

T+ 

- !.. 1 L (1 + e ...;"' ' " ) 12 
- 2 2 

1 [( .tr)2 + sin.2 .tli1l = 8 1 - cos n J 
L sin2 )J 
2 2R 

. r .91(-b) = ~ sin
2 
~] 

Soit donc l -
. . ur ue la mesure de B donne· indifféremment b ou-b 

On vérifie aisément que la probabil~~) ~ 1 
est égale à l : .!?'(b) + ( -

. )J )J 
sin2 2n = 0 et 

· sit=O: 

Il vient donc 
question S0 )a). 

cotTn :c 1 

!?(b),-o = 1 et .96(-b),.o ~ 
0 résultats que nous avons trouvés à la 

23 - Mise en 
· d B hr _ Observable 

évidence de la fréquence e o 
dépendant du temps. 

if à trois niveaux ayant pour 
t ' tne quantique conservl ati l s itats propres normés 

On considère un sys ~ I > 1 u 2 > et U1 > e 
hamiltonien Ho- Soie~t " 1 'd E On suppose E1 < E2 < E 3-
de Ho d'é11ergie respective Ei, E2 3· 
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1°) L'état du système à l'instant t = 0 est donné par 

11/f(~)> 
1 . 

....fi I U1 > -t-
1 

-.fi lui> 

a) On mesure à cet instant l'énergie du système. Quelles est la probabilité 
de trouver la valeur E 3 ? Dans quels états peut-on trouver le système lors 
tle cette mesure et avec quelles probabilités ? 
b) Calculer la valeur moyenne < H0 >,. 0 dans l'état iy(O) > . 
c) Déterminer, à partir de lyr(0)>, l'état lyr(t)> du système à l'instant t. 
L'état 11/f(0)> est-il stationnaire ? 
tf) Pouve:r.•l'OUS prévoir sans calcul la valeur moyenne< H 0 >, à l'i11stant t? 

2 °) On considère l'observable D attachée à ce système et représentée da11s 
la base { 1 u 1 >, 1 u 2 >, 1 u 3 > } par la matrice dolll les seuls élém ents 
non nuls sont : < u1 1 D I u2 > = < u2 1 D ( u1 > = d 
a) Cette observable est-elle uen constante du mouvement ? 
b) Calculer à l'aide de l'ilat 11/f(I) > déterminé à la premiere question ta 
11ateur moyenne ·de D d l'instant t. Donner le résulJat en f onction de 

E1 - E2 
(l) 12 = 1t 

E11 déduire la fréquence susceptible d'être émise ou absorbée par le 
sy.çtème (fréquence de Bohr). 

3 °) 011 suppose maintenant quele système est décrit par !'Hamiltonien 
fl(t) = H0 + H 1(t) où. H 1 (t) est une observable dépendant au temps. 
a) Ecrire l'équation de Schrlidinger qui d'écrit l'évolution dans le temps de 
l'état llJl(t)> de ce système. 

f>) On pose IIJl(t)> = e -lHot 11 lrp(t)> ; quelle est l'équation d'évolution 
dans le temps de l'état (rp(t) > ? 
c) L'observaflle H 1(t) est reprlsentée dans la base (lu 1 >, lu 2 >, lu 3 > )par 
une matrice dont les seuls élimenls non nuls so11t : 

<uJ Ill 1(t) lu.2> = <u2 /H 1(t) (u 3 > == <i>1 sint où œ1 est une constante réelle. 

Par ailleurs, la décomposition. de (q,(t)> surla base { ju 1 >, luz >, lu 1 >) 
s'écril : (q,(t)> = ai{t) lu , > -t- a 2 (t) lu 2 > + a 3 (t) la,> . 

Déterminer à l'aide de l'lquaiton trouvée au 3 °) b), 
différentelles satisfaites par a 1(r), a 2(1) et a 1(t). 

(E, - E2) 
1J 

On posera 

On rappetle que si A /u > = a lu >, alors : e A lu > 

4 °) On suppose que a 1 (0) = a 2 (0) = -{i ; a,(O) 

le système d'équations 

. e a tu > 

0 et on propose 

d'intlger le système d'équations précident. Pour cela, on admettra que l'on 
peut négliser dans ces lquations les termes en : 

• 
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et que co = ûJ J 2 

-1 Montrer alors que : 
1 {2 a 1 (t) = ../2 , a 2 (t) 

En déduire 11/f( t)> ; cet état est-il normé ? 
__________________ .=E::.ax;;;t""ra:;;1_,·1...,_i gadir, PC 2 1 Mai 1986. 

1°) La matrice représentantH
0

est diagonale , elle s'écrit dans la base {lui >.\ u2 >, 1 u3 >} 

par: 

Supposons qu'à l'instant t "' 0, le système soit dans l'état: 
l l}l(O) > = -fï (\ ui> + 1 u2>) 

a)• I u
3 

> est le vecteur propre de Ho corre:.--pondant à la valeur propre E3 (non dégénéré). 

La probabilité de trouver E
3 

lorsq~·on mesure Ho sur le système à;,;;~ l'itat i y,(0) > vaut: 

.9fE1) = \ <U3 \ 'Jl(O)> j2 == 0 

♦ Le système peut se trouver à t = O dans l'état I u 1 _> ou u2 > . Les probabilités 

correspondantes sont : 
. ,.?(E1) = \ <U1 1 y,(0) > f = ½ .!P(E2) = 1 <ll2 l y(O)> 12 = ½ 

b) La valeur moyenne< Ho>o dans l'état\ y(O) >s'écrit:< Ho>o = < Vf(O) 1 Ho\ Vf (0) > 

soit 
[<Ho >o := E1 + fil 

c) Le vecteür d'état I V' (r) > à i'instant r est obtenu-en utilisant la fôtmUle générale : 

\ 'i/( t) > = L,C.(0) e--iEnr11i I u.> .. 

soit : 
lvr(t) >=k[e -iê1Jlïilu1 > + e - iE2tllt \· u2> ] 

1 IJl(l)> = 4e - Œ1tl1î [1 u, ·> + e-i(E2 - EJ) ,,,. \ U2 >]. 
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U2 >] ("') 

ou encore, e~ suppriment on facteur de phase globale -iE1t1 r, de I v, (r) >: 

1 VJ(I) > CX: -- ~ [ 1 u1 > + € - i a>]_ J l 1 
"'12 . 

avec 

L'état l iy(l) > introduit un terme e -ic»i , . . I comme cœffic1ent du ket I u2 > (différent de celui 

affecté à I u1 >).L'étal du système a donc évolué. 

d) Appliquons ,1~ ~éorème d'Eh,enfest à l'observable fi . 
- --··-·- - -·- - - -- .. 7 O • 

I !J..<H > I [H rJHo ,-
'-. ~ ____ o __ :._·-~11--·~ o,Ho] > + <7;) 

Ho ne dépend pas du temps, don~ = .. -- d -iJt O. Donc: ëii<Ho > = 0 

On en déduit< Ho>, est une constante. Soit· I < H > - H · . o , - < o >o - (E1 + E 2 ) ) 

20) La m atrice représentatrice de l'observableD s 'écrit dans la base { 1 1 1 } U1 > • u2 > , U3 > 

D•(:::J 
a) Nous pouvons vérifier aisément que D ne cornmutt constante du mouvement. e pas avec Ho, donc D n'est pas une 

b) La valeur moyenne deD dans l'état I IJl(t) >(équation("')) s'obtient par: 

<D>, = <1/f(l) IDI 1/f(l) > 

U2 U1 > + e - i(i))J 1 1 U2 >] =2!.. [ < u1 1 + e i<»:21 ' < I] D [I . 
1 =2 [ <ui ID luJ> +< u2 ID lui> +<u1 1 D lu2 > e ...;'!!21 1+ <u2 1 D lu1 > e iwu 1] 

1 [ . =2 ~ + 0 + d(e -•@i11 + e ïw21 , ) ] 

;;oil: < D >, = d cos (a,21 t ) avec 

O n en déduit la valew- de la fréquence de Bohr . = @ E 2 - E 1 

o ------- :-- -- -- - - - ---·-···- · .. , · ~ 2n 'li .., 
3 ) On suppose maintenant que le système est déc ·1 1:ii· ·- il· ----~-·--··-·--✓ · n par am tomen H (1) = Ho + ,.,1 (r) 

• 
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a) L'évolution de I Vf(t) > en présence de H1 (1) est donnée par l'équation de Schrôdinger: 

~¾ 11/f(t) > = (HO + HI (l)) llf(l) _:_.../ (1) 

b) Soit: 1 'l'(l) > = e -illol l 1i ' <p(I) > (2) 

Calculons: i11 ¾ l'l'(l)> = i7ï ! [e-ifloi l 1i 1 <p(t) >] 
= i1ï [ c- ~Ho) e -iHot I 1i ' 'P ( t ) > + e -iH0 1 I Ti : 1 <p (t) > ] 

= H0e-4-loll1i 1 <p(t)> + in e-Ho11 n !I q,(t)> 

Calculons: [Ho +Hr(I)] l lfU) > =Ho e - iH011 li j<p(I) > + H r (rJ e -<Hou n 1 <p(t) > 

On en déduit d'après ( l ): 

ln e _-Œo, ' 1i (3) 

c) H, (t) est représenté dans la b;lse { 1 u 1 >, u2 > , 1 u 3 >}parla matrice : 

(4) 

Par ailleurs la décomposition de 1 <p (t) > sur la même base s'écrit : 

1 (f>(t) > = a, (t) 1 u1 > + ai (l) ! u2 > + ü) (t) l u1 > (5) 

En ulilisant (3), (4), et (5), nous pouvons écrire l'équation de Schrodinger sous la forme: 

[
d d d · ] 

1'1ie-<110 1 1 1i -a 1 (t) I u1> + -az(t)I u2> + -d a3(l)I U3> dJ dJ / 

= Hi(t) e-iHott 1i (ai<t) 1 u1 > + a2 (t) 1 u2 > + cr.1 (t) 1 u3 >) (6) 

Projetons l'équation (6) sur les vecteurs d'états I u1 >, 1 u2 > et I u3 > , nous obtenons : 

r 
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i1i e -iEJt t 1, da1 (1) 

dt 0 

i1i e -iEz1,-,, d a2 ( t) 

dJ a1 (t) e -Œ111,. m, sin w t 

46] 

(7) 

(8) 
in e -,e3 ,,-,, d a3 (I) 

= dt a2 ( l ) e -•E21 ',. m, sin M (9) 

40) ♦ L'équation (7) permet de trouver: a1(t) = cte 

♦ Les équations(~) et (9} peuvent s'écrire : 

1 

€ (9) 

d a2 (t) 
dt°"= 

{

in 

i1i da,1 (I) 
dt = a2 ( t) w1 sin mr e i (E1 - E2J,, 1i 

Soit avec mxi 

{

in 

i1i 

da2(l) 
~ = a3 ( 1) w, sinmt e - i"?lv 

da,1 (1) 
dt = a2 (1) m1 sin an e +i<n32 1 

Or sinwr e ;°" - e -iœr 
2i ces équations deviennent ; 

[

11i da2 (I) 

1
~ daz(t) 

On admettra que l'on pe r né li da . 
u g ger nsceséquationslestennesene±i(m+~zJ m = m32 • Soit: · et que 

[

da2 (l) _ - a 3 ( i) 
dl - 211 w' 

da3 (t) _ + a 2 (t) 
dt - 21i ü) I 

Dérivons (10) par rapport au temps : d
2
ai (t) _ - œ, daJ (I) 
dI2 - 211 ~ 

oucncoœ : 

2 
- mr 
4,iî CXz (t) 

( l 0) 

(11) 
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m1t œ11 

• t. a,(I) = A sin -2., + Bcos z,ï 
L a soluüon d'une telle équation es . " 

1 

(12) 

or à 1 = 0 ai (O) = B = ~ 
Dérivons (12) par rapport à Let utilisons l'équation ( I 0) : 

da2 (1) _ ~ [A cos~- B sin {i)
2

1
~ l = -<XJ (t) 

cit" - 21i 21i ,.'j 
. m1b . m1t 

a3 (t) = A cos 2n - B sin 21i 
On en déduit : 

(13) 

- a (0) = 0 = A 
Or a 1 = 0 

3 
m te des valeurs de A el 8 : 

. C9) (12) ec (13) deviennent alors en tenant CO p 
Les expressions , 1 . w 1 t 

1 1 ~ a (t) =- r: sin 2K 
a2 (t) = r:: cos 211 3 ""2 

a1 (t} = ...f2 ~2 

On en déduit l'état l vr (t) > : 

1 VI (t ) > - .Ji I UJ > 
1 

+ -✓2 
(i)J t 1 

CO S - Uz > -
211 

1 W1 1 lu3 > sin 2n 
-ri 

li est facile de montrer que\ 'I' (tf > est normé: 

J 1 ( 2 !!lL.!.. 
< iy(I) l'f'(I) > = ï + 2 cos 21i 

W21'=l ) = 1 + si n2 
,, 

24 -
d'ammoniac NH3 (système à deux 

Etude de la molécule d'un champ électrique. 
niveaux) _ Influence 

La molécule d'ammoniac 

triangulaire 

t 
Z 1 

0 

fl > 

NH3 à la forme 

H 

d'une pyramide à base 

t 
1 

H 

12> 

d Positions symétriques par 
trou»e dans l'une des eux 

l'atome d'azote se 

_ _________ ....;..PR;.;.O;;;;.,.;BL;;.;;E~M.;.;;E~S-=C;..;O;.;R.;.;.R;.;.,IG:;.E;;;S:..;O;.;E=..P:..;H;.;.Y;..;Sl;;.;Q;;;.U;:.;E:;._ ______ _ _ .11, 1 

rapport au plan des atomes d'hydrogène, la molécule Nl/3 po.-.s ,1do 1111 

moment dipolaire électrique permanent pouvant prendre les vtzl1111r.r : 

o, ~- ± d 

/ 
0
) Nous supposerons que les 

<l<r la molécule NH; so11t 
états de base nécessaires pour ltJ tl1ri!at11rlo11 

Il>=(;) et 1 2 > ;; (10) 
cr que tians cette base son hamilto11ien es/ : 

H O = ( Eo • "' ) E 0 , w constante E m+ 
_ • w E 0 

Déterminer l'énergie des états stationnaires de NH3 el exprimer u111 ri 
,lllns la base {I J >, 1 2 >}. 

2 °) Expliquer pourquoi dans la base { 1 J > , 1 2 > ), l'obscrrnt,/,r "• 
llssociée à la mes.ure du moment dipolaire ê, de la m()lécute est : 

D, = ( d O ) 
0 - d 

.1 °) On suppose maintenant que la molécule est placée dans 11 11 1·/11111111 
➔ 

l/ectrique statique E(z) parallèle à oz. On rappelle que cfo.u{11111111111,,, 

l'ériergie d'inleraclion d'un dipole électrique ~ dans un champ éfMll'/111111 

~ est : u = - ~ . ~ 
Co11struire dans la base { 1 J >, 1 2 >} l'hamiltonien de la mo/lfrul, N Il , 

➔ . 
ilans le champ e en supposant que celui-ci eft la somme du l1tlf11ll11111 1il t1 

Il O el d'un Jerme d 'interaction obtenu en remplaçant le m ome11( 1Jl11n/11/111 
par l'observable convenable dan1· l'expression classique de l'én ergie 

4 ") Dl terminer l'l nergie des nouveaux états stationnaires de Ill 11wlll'11l,r 
➔ 

dans le champ e . 

0
) On suppose mainten'ant que le champ ëfz.) est faible (ed << w) mol,\ 

lf' 2 présente un gradient da11s la direction z.. 
Montrer que des mollcules NH3 dans des états stationnaires différiwt.v s,,,,, 
oumises à des forces opposées que l'on déterminera. 

T étouan P C2 Jrllr, I CJH I 

1°) Si l'on veul trouver les valeurs propres des états stationnaires de Nl/1 , il fau1. nlo• N 

1Uogonaliser l'opérateur hamiltonie n total Ho, dont la matrice s'écrit : H0 == 
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Un calcul élémentaire donne les valeurs propres de Ho : dét I Ho - ). 11 0 

soit (Eo- lf - w2 = O 

Eo - w correspond au kel propre I rp, > 

avec 1 'P1 > = J-z ( 1 1 > - I 2 >] 

Eo + w correspond au ket propre l <i>i > 

et l<i>i>=_}z[11>+l2>] 

2
o) Sou~ l'effet du couplage 1a·molécule d'ammoniac s'inverse de manière périodique. Donc, 

le moment dipolaire électrique de la molécule dans l_es états 1 1 > et 1 2 >, pren_d de~x 
.& ,.<o~ +d et--0. L'observable D assoc1ée à la mesure du moment dipolrure 

valeurs oppo:.ves no......., - z 

li de la molécule est représentée dans la base { 1 J > , 1 2 >} par une matrice diagonale 

d~nt les valeurs propres sont +d et --0 : 

D, = (: ~d) 
~ 

3
o) Lorsque la molécule de NHJ est placée dans un champ électrique statique e parallèle à 

Oz, l'énergie d'intersection avec ce champ s'écrit: U = -1' D 
1 b { \ J > , 1 2 ·> } par la matrice : 

Ce tennc de l'hamiltonie n est représenté dans a ase 

. (J O ) 
U(e) = - de . 

0 -1 

Ecrivons donc la matrice reprêsen.taùve, dans la base { 1 J >' 1 2 > } , l'opérateur 

hamiltonien total de la molécule Ho + U(e): 

H = H0 + U(e) 
(

E 0 - de -w ) 

w Eo + de 

4
o) Cette matrice peut être facilement diagonalisée ; ses énergies propres E + et E_ et ses 

1 > et I ur_ > sont donnés par: dét (H - ï.. l) = 0 vecteurs propres V'+ .,,_ 

soit : 

(Eo - de - À) (Eo + de - 1) - w2 O 

(E0 - :lJ2 - (cfli? + w') = O 

E+ = E0 + ✓w2+cfle2 

E_ = Eo - --{wz + d1-e2 

Le kct normé le plus général est de la forme : 1 V'> 

avec 

•• !,,-

(1) 
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urnpte tenu de (1 ), il existe forcéml)nt un angle 8 tel que : \ a 1 

!)one les états I V'+ > et I y _> sont donnés par: 

0 
cos 2 , 1.8 1 

465 

. e 
sm 2 

1 vr. > =· cos Î 11 > - sin ! 12 > l vr_> = sin ! 11 > + cos i 12 > 

où l'on a posé : tg8 = ~ 
de 

") En champ faible (Ed <<w), on peut développer E+ et E_ en puissances de ( E:) : 

E± = Eo ± w ✓ 1 + ( :y 
=Eo ± w(1 + ~ (tJ + ...... ) 

soit 
1 a2 è 

E_ = E0 - w - 2 7 + ..... . 

1 tPè 
E+ = E0 + w + 2 -;- + .. .. . . 

(2) 

Supposons que les molécules d'ammoniac qui se déplacent dans une région où i (l) est 
f'olblc, mais présente un fon gradient dans la direction Oz de l'axe des molécules : 

d 
dz (e2J = ,t 

D'après (2), les molècules qui snt dans l'état I iy_ > sonl soumises à une force paralléle à Oz 

(IUÎ vaut: F_ =-(~) = -(-; d~ d(!)) 

k- ; d: :t 1 

D'après (3) et par un raÎSOfl!lement analogue: . F. = -(~+) 
= - F_ 1 1 F -:.!.. d2 :A. 

+ 2 w 

Cette égalitç montre que les molécules de NH3 qui sont dans l'état I V'+> sonl soumises à 
ucn forœ opposée. 

Remarque : Ce résultat èst à là base de la méthode qui sert, dans le MASER à 
ammoniac à lier les molécules et sélectionner celles qui sont dans l'état d'énergie la plus 
grande. En effet, on utilise un dispositif où règne un fort gradient de champs électrique ; les 

• 
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molécules traversent cette région et suivent selon le cas de leur état 1 1/f- > ou I ty + > des 
trajections différentes. Par un diaphragme convenable, on peut isoler l'un quelconque des 
deux états. 

@ 25 - Oscillateur harmonique chargé placé dans un champ 
électrique uniforme - Equation aux valeurs propres de H en 

représentation {lx > } 

On considère un oscillateur harmonique a une dimension c_onstitué par une 
microparticule de masse m, soumise à une force de rappel F = -kx (k~O). 

J 0
) Ecrire l'équation aux J1aleurs propres de l'hamiltonien de cet 

oscillateur dans la représentation {I x >}, puis dans la représentation 
{I P >}. 

2 ") Soit q,"(x) les fonçtions propres relatives aux états statio_nnaires de 
cette microparticule. Rappeler l'expression de la valeur E. des niveaux 
d'énergie correspondante. 

3") On suppose maintenant que cette microparticule porte une charge q et 

soumise, en plus de la force F = -kx, à un champ électrique uniforme ~ 
parallèle à l'axe Ox. · Ecrire . l'équation aux valeurs propres de 
l'hamiltonien de ce n.ouveau système dans la représentation {I x >}. 

4°) Déterminer les états stationnaires et les niJ1eaux d'énergie de ce 
système respectivement en Jonction de (f).(x) et de E.. Que/{e remarque 

· peut-on Jaire sur l'ensemble de ces niJ1eaux d'énergie. 

Extrait, Ca$ablanca I, MP2, Juin 1986. 

1°) Pour une particule plongée dans un potentiel scalaire V(X), l'opérateur hamiltonien H 
1 

s'éci-it: H = 
2

m P2 + V(X) 

♦ Nous cherchons à écrire cette équation e~ représentation ( j x > ) , c'est-à-dire en faisant 

intervenir ia fonclion d'onde lJI (x. 1) définie par: ljf(.x, I) = < x l lJI (t) > 

L'équation de Schrôdinger: i1i i l 'lf(I) > = H l 'lf(I) > (1) 

En projcnant cette équation sur I x >, nous obtenons: 
r 

i1i ±_ < x 11/f(I) > = _J_ <xi P2 j 1/f(I) > + < X I V(X) 11/f{I) > ai 2m 

Les équations qui interviennent dans cette relation peuvent être exprimée$ en fonction de 
: / 

,\\ 
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yt ( x, l) ; en effet, nous avons : a 
;;; < X ly,(1) > 

a 
a, 1JI' {x , r) 

< X f V (X) 11/f(t.) > = V(x) 'IJ'(X, t ) 

L'élément de matrice < x I P2 1 ,,, (t) > peut être calculé .,. en· utilisant ae fait qu'en 

rcprésencation { 1 x > } , P agit comme ~ \7 = ! .i!... 
l I é)x, 

< x I pi 11/f(I) > = -'1ï 2 ~: v,(x. 1) <= - 1i 2 tqr(x, t) 

1 .'c<.quation aux valeurs propres devieot alors : 

in a [-112 ] éJt If (x . t) = z";;;- LI + V {X) 1/f ( x , t ) 

+ En représentation (1 p > J, la.fonction d'onde est représentée par :-;;;(p. 1) 

En projetant(]) sur le ket f p >, nous obtenons: 

< P 11/f( t) ~ 

Or 

a 
i1ï-<pl ty(I)> = 

;Je 

a 
dt<Pl'/1(1)> a-ac 1/' (p. t) 

1 
2m <p IP 2 lv,(I) > + <PI V(X) f 1/f(x, 1) > 

et <PI P2 l vr1J > ,: p2 1/ffp. ,J 

alculons la quanti té : <plvrxJlvr(1J > = Jdp'<p l vrx;fp'><p' II/IW~ 

< p IV(X) 1 p'> = (2:rr1i ; - 112 V (p - p ') 
Or 

avec V{p) = (2111l ;-112 J dx e - ipx ln V(x) 

li vient alors : 
< p I V(XJ I ty (l) > = (21tlf J-112 I dp' V (p-p'J -;;; (p', 1) 

L'équation de Schrod.inger en représentation { 1 p > } s'écrit donc : 

a- L 
in a; 'Y (p, t) = 2m VÎ {p , t) + (21r1zJ-lt2 (1/JV (p - p') "°ïjr (p', 1) 

où lf(p, t) et V (p) sont les transfqnnées de Fourier respectives de IJF(x, t) et V(x). 

• 
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2°) En représentation [I x ·>), l'équation (2) aux valeurs propres s'6crit: 

(
_7ï2 cf J ) -- -- + - mœ2 x 2 m (x) = E m (x) 2m d,;t2 2 ..-n n -rn (3) 

La résolution ·de cette équation nous donne les valeurs d'énergie acceptables que nous 

rappelons : En = ( n, + ~)n w où n est un nombre entier positif. 
; ,-

3°) Supposons de plus que cette panicule porte une charge q et qu'elle est plongée dans un 
--'I 

champ électrique uniforme e parallèle à l'axe Ox. L'énergie potentielle classique d'une 
particule placée dans un champ unifonne vaut : W = - q ex. 

Pour obtenir en mécanique quantique l'opérateur H'(e) en présence du champ E, il faut donc 

ajouter à l'énergie p:>temielle f m2ro2x2 de l'oscillateur harmonique le tenne W(e) = -q eX 

Ce qui donne : H' = ;: + t mw2X2 - q EX 

Soit 1 <p' > un vecteur propre de H' : H' 1 ql > = E' 1 <p' > 

En utilisant (4), on peut écrire cette équation en représentation { 1 x >) : 

[;:: :; + 
1
2 mro2x 1 -q ex]cp'(x) = E'<p'(x) 

Dans le premiec membre de (5), groupons dans un carré les termes en x2 et en x ; 

- - + -mœ2 X-~ [ -1f2 d2 1 ( oe) 
2m dx-2 2 mai 

- <ft?- ]<p' (x) = E'<p' (x) 
2moi 

Remplaçons la variable x par une nouvelle variable u, te lle que:. 

ql est alors une fonction de u et l'équation (6) devient; 

q t:: 
u=x--

mai 

[- -
7ï 2 + _d2 + I ] ( a 2 e 2) 
'2m ru} Tmar u2 <p'(u) = E' + ~ <p'(u) = E"<p'{u) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

L'équation (7) est la même que celle qui permet d'obtenir les états stationnaires de 
l'oscillateur harmonique en l'absence du champ électrique (3). Nous savons que les valeurs 

acceptables de E" sont données par : E; = ( n + ~ )n w (8) 

où n est un nombre entier pcsitif ou nul. 

On déduit d'après (7) et (8); les énergies E' des états stationnaires de l'osc illateur 
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l1um1onique : E; = 

(9) 

llc,marque · i) Le specu d I' 1 2. 2 e e osc1 lateur harmonique est donc décalé "en bloc" d I· 
{)UlllllÎlé ~ e. ,l 

2mrù · 

♦ Les fonctions propres m' ( ) 'ée . .,,.,. .:c assoc1 s aux valeurs propr (7) , b • 
cl~ m (x) par une • . es s o tiennent toutes à partir .,,,. • meme lranslation. 

En errer, la solution de (7) c da 
OITespon nt à une valeur donnée den est <p: (u) : 

1 .: (u) = • • (· - ;;; ) ] 

Il) La tnmslation provient du fait que le cham él . 
P ecrnque exerce une force sur la particule. 

Complément ; Reprisenter V 
, W(t:) et V+W(E) 

La présence du champ électrique uniforme e · 
V de l'oscillaleur hannoniq_ue. a pour effet de déplacer la parabole représentant 

V 

V +W(e) 

• 
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26 - Propriétés des états la> (états propres de l'opérateur 
d'annihilation a) - . Valeurs possibles de l'énergie. 

Soit Il l'hamiltonien d'un oscillateur harmonique à une dimension de 
masse m et de pulsation w . Soient 1 <p. > et E. les états propres et 
l'aleurs propres de H : H lep.> = E. lep.> 
Considérons l'opérateur . d'a·nnihilation a 
valeurs propres a, sont définis ' par : 

a>'ec la>""L · c.(a) :lq,.> oùC0 (a) 

dont - les _états propres la> et les 

a la> = ala> 
est réel positif et <a I o: >"' 1 

1 °) 

20) 

n 

L'opérateur a est-il une obserl'able ? 

a 
Montrer que C,..1 (a) = -~ C,. (a). 

"'ln+J 
E11 déduire c. (a) en fonction de C0 (a), et calculer C,. ·(a) en fonction 

de n et a (utiliser le fait que 

3 °) A l'instant l = · 0, le système est dans l'état I f/1"(0) > = 1 a> 
On mesure l'énergie à cet instant. Quelles l'aleurs peut-on trouver et avec 
quelles probabilités ? Exprimer ces probabilités en fonction de n et a. 

4°) Calculer la valeur moyenne de H dans l'état la>. 

5".) Calculer l'état du système à l'instant t, ainsi que < H >(t). 

Extrait, Casablanca 11 MP2, Janvier 1987. 

l°) Rappelons tout d'abord quelques définitions. 
/\ /\ ' 

On définit les observables X et P sans dimension par : 

Q = -{w X et 

La relation de commutation s'écrit : 
/\ I\ 

[X , P] = i 

P=-1
--P 

✓mnro 

L'hamiltonien s'écrit alors : p2 1 1iw (x" i 
H = 2m + Ï molX2 = 2 

Nous posons ~ 1(" ") a=- X+ iP . -fi ' 
1 ( /\ 

et a" = - X -
../2 

J) 
/\ " X el P sont hermitiques, a et a+ ne le sont pas à cause du facteur i mais sont adjoints l'un 
de l'autre. Dolic a u'est pas une observable. 

2°) ♦ On a ' ala>= ala> (1) 

r 
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(), 

111 • porumtccueégalilédans (I),etavec I a>= 1:C,,_1 (or) 1 <p,._
1 

>.obtenons :· 
n 

; C._(a) ..r,;,_ I </Jn- 1 > = ex I a> = a ; c,.__, (a) /q,,...J > 

C,.(a)'ln ~ult ._,< ex) = ~-------
a ou encore a en (a) 

_r----: = C,.,., (a) 
-Vn + 1 

• - 'o lLc relation nous permet d 'obtenir par récurrence tous les cœfficients C,. ( a) en fonction 

tl.- Q(a): C,<a) = ..!!....C
0

(aJ 
;/J 

·oh C a a a a.a 
.(a) = . r _ r--: _ r-: -- •· • - _,:: _,. Co ( a) 

'J n 'o/ n- 1 'J n-2 'o/ 2 '{ J 

a" 
C,.(a) = -~ C 0 (o:) 

.,,., n! (2) 

• Ecrivons la condition de normalisation du ke t I a> : 

• ·rnplaçons C._( a) par sa valeur obtenue en (2) ; 

<ala> I:I C,.(a)/2 = J . 
1 a 12

• 

~ -;;_;--1 Co(a) f = 

'ar Utlllsons le fait que "" -- = ex . 
"':' n! . 1 Co(a) J2 e I ai2" = J 

H\lti<; la convention prise où C0 (a) est réel positif : 

'ôJlprcssion (2) devient alors : a" z C. ( a) :z _ ~ e - 1 a r 1 2 
'Jn! 

nl flnnlcment : e -tat212 "C' a" 1 
L., - ~ q>,.> 
• 'J n! 

• 
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3°) A l'instant 1 = O. le système se trouve dans l'état 

(3) 

On voit que dans \ a> figure 1 <p .. > qui sont états propres de l'oscillateur harmonique avec 

valeurs propres E,. = (n + t) 1i w. 

Donc, une mesure de l'énergie peut donnei le résultat E~ = ( n + ~)11 © avec la probabilité 

.!f(E,J : ..9(E,J = l<q,,.la>l2 
= \c .. (a)\2 

soit 
~EJ = 1 a r• e - 1 a 12 1 2 

~ 

4°) Pourcalculerla valeur moyenne< H >ade l'énergie, on utilise : 

<_Il >a = < a I H I a > = 

L, E,. ~(E,,) 

" 

soit 

1 12"' H "C' ( l)n a e -1a1
2

12 
< >a =";;' n + Ï ro ~ 

== 1i m ( ~ n.!?,.(E,.) + i ~ .5i!(E,J) 

(4) 

Remarquons que la distribution des probabilités ~(E.} est une distribution de Poisson. 

11 vient alors : 
et 

On pose I a 1
2 = Â. 

et e -1ai2 1 2 = A 

en utilisant l'expression (4), on obtient: 

À i ~ -= À = l al2 

,., - 0 . 

L'expression (4) devient donc: [ < H > a = "1z w ( 1 a 1
2 

+ ~) 1 

Remarque : Ce résultat peut être obtenu autrement en remarquant que : 

(6) 

d'où 
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i) a I a> = a I a > ➔ < a I a+ = a• < a 1 

<ala•ala> = (af 

uinsi <H>a=nw(lal
1 

+ i) 
L'état du syslème à un instant t > 0 est donnée par: 50) 

l l/f(1J > = L c.raJ e-œ,.,' -,; 1 
Il ({),. > 

soit IV'U)> =La• e -lai212e-Œ,.11 
,.✓,;; 

en utilisant le fait queE,. = (n + })n © , on obtient : 

l vr <1J > = e -io,112 e - 1 a 1
2 

, 2 l: a "e -,11001 

,r;;; 
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1 <p ff > 

Si on compare ce résultat à l'état 1 (0) . 

1 

. vr > (3), il apparaît que pour passer de 111' (0) > à 

'Y (t) >, il suffit de changer a en a e - iwt . . (facteur de phase global sans séq ' ~t de multiplier le ket obtenu pare -iw,12 
con uences physiques). 11 vient alors : 

1, 1 1/f(I) > == e -i()Jt/2 1 a e -iou > ' 
0 . ------~-=---_::_J_ (7) 

. n voit donc qu'un état quasi classique reste tou. urs vec 
avec une valeur propre a e -ira. JO teur propre de a au cours du temps, 

Rappelons que < X > a = < a I X I a> = - (lK Re ( a) '-J;;;,; 

< p > a = < a I P I a> = ✓ 2m1iw Jm ( aJ 

En utilisant (7) et en changeant d . . aisément . ans ces dernières expressions a par a e -ira b . · . on o uent 

<X>, = ~ Re(ae. --ï.ar; 

<P>, = ✓zmnmlm(ae-ira) 
L'énergie moyenne est donc indépendante du temps. En effet : 

• 
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< H >, 

27 - Oscillateur ha rmonique à une dimension - Fonction d 'onde 
associée à l'état fondamental - Mesures de l'énergie. 

Les parties A et B sont indépendantes. 

A / 1 °) Soit l'P.1: > l'un quelconque des états stationnaires normés de certe 
particule d'inergie propre Eb trou 11er l'équation différentielle satisfaite 
par la Jonction d'onde q,,.(x) = < x l,p,. >. 

2 °) Montrer que <p0 (x) = N exp[-(mt»l21i)x1 ]. 

normalisation, est une solution de cette équation 
l'énergîe propre correspondante E 0 _ 

---.. 

N étant u ~ <'!,nstante de 
; en déduire la\ valeur de 

1 

3 °) Donner une détermination réelle de la constante N . 

4 ") Calculer les valeurs moyennes de la position <X>o et de l'impulsion 
<P >o de l'oscillateur harmonique dans l'itat fondam ental décrit p ar la 
Jonction d'onde q>0 (x) . Calculer de même les valeur! m-:yennes. <X2 >0 et 
<P1 >o-

5 °) E n déduire les écarts quadratiques moyens de la position 

( 
2 )111 ( 2)112 

( i1XJ0 = <X 2 >0 - <X> 0 et de l'impulsion (i1P) 0 = <P z>o - <P> 0 

dans l'é tat fondam ental de l'oscillateur harmoniqu e. L es interpréter 
physiquem ent_ Le principe d'incertitude de Heisenberg est- il satisfait par 
l'oscillateur harmonique dans l'état fondamental ? 
Ori dorme les intégrales d'Euler 

Io = J_ .. : e- /J r2 dx = (rrl/3)112 et 12 = J_•: r e-P:r
2 

dx = (112 /J) lo, 

où f3 est une constante réelle positive. 

BI Dans le cas gé nérnl, an montre que les énergies p ropres de l 'oscillateur 
harmonique unidime nsionnel correspondantes aux itats stationnaires 

orthonormés lq,1> sont données par E.1: = (k + 1/2)1î w, k E IN 

1 °) Ces nive.aux d'énergie sont-ils dégénérés ? Pourquoi ? 

2 °) A l'instant t0 , l'osciflateur considéré est dans l 'état 

lyr(t: )> = (i/✓2) l,p~> + 0 12) [l<P1> l'Pi>] 
Lors d'une m esure de l'énergie {le - cette particule à l' instant to, est-il 

possible de trouver la valeur 1i m? Pourquoi ? Est-il possible de trou ver 
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la valeur 7Ti m/2 ? Pourquoi ? 

.1 °) Quelle est la probabilité ..? ( 1i 
l to, 3 m il ) qe trouver la valeur _37i m / 2 

comme r sultat de mesure de l'énergie à l'instc,n, to ? 

4 0) A ucune mesure n'étant effectuée entre l . 
l'état lq,(t)> du système à l'instant t. es instants to et t, évaluer 

5 °) Calculer la probabilité ..? (t, 31i 0)/2) d 
ti c la mesure de l'énergi·e , r•· e trouver la valeur 3n w /2 lors 
1 , . a in stant I C 

11_lcrpretatw11 physique à ce résultat. · one/ure. Donner u ne 

Extrait, P~s, MP2 PC1, Mai 1987 

( 1°) L'énergie totale d'une partic ule de masse,,:, soumise . 1 
, . au potenuel V(x) = - mm2x2 

En mecamque quantique, les grandeurs x et p sont rernplacé . 2 
es respec1..1vement par Jes 

observables X et P qui vérifient : [X, P] = i1ï. 

On obtient alors a isément l'opérateur hamiltonien du sys•L _ . p • J 
=me . H =-+- mm2 )(2 

2o) H é . , 2m 2 
tant mdependant du 1emps : système conservatif. 

1- A 1 o) L 'étude quantique de l'oscillateur hannon1que se i-: è à J - . 
, . am ne a resol ul:ion de 

1 &}uat1on aux valeurs propres : H j ,p > = E 1 <p > 

qui s'écrit en représentation rr X > ) ; 

(I} [;~ t + / mco 
2:-i'-] </J1<(X) = Ek tp,J x) 

20) On a à résoudre une équation différentielle du second or-•- . . - -
'-'-'e , sa solution generale est ; 

'Po(x) = Ne -mt,:,:x? 12 n 
N étant un . . 

e constante de nonnal!satmn 

P mw 
osons Â. = 2'h, il vient alors % (x ) 

dco~ (x) -
~ = -2,lxN e - À.,,2 

L'équation ( l) devient : · [
2li1:t 
2m 

x2 (f 

N e--42 

e t 



476 MECANIQUE QUANTIQUE 

7ï2). 1i2 mw 
Le terme constant est son identification à zéro exige: . Eo = -;;;- = -;; 2h 

soit: 

~ 
~ 

· · · · · JI (x) 12 dx = 1 nous permet d'écrire (on 
30) La condition de normahsauon, soit •~1 'Pei 

. . 2 s+-!e -2 ,.,,i dx = 1 choisit N réel pos1ùf) : N _ 

or J:_: e-fk2 dx = '1f / 

N2~= N2 -fi ~ mm) 
1 a=> 21r 

donc 

soit N (::)1'4 
et donc la fonction d'onde du fondamental est : 

(mrù~14 _ mw,<2 I 2 t. 
'Po (x) = \.-;;;;) e 

4o) + La valeur moyenne de la position est, pour un état CA> (x), 

< ;c >o = J:.- .q,o"(x) x <po(x) dx = J.:- x q,rl(x) dx = N2 J.:.- x e -2J...:? ~ 
la .fonction à intégrer éta~t _ui:e foncti?n impaire e~ ~i:tég:~ion étant sur un mterv(1\e 
symétrique par rapport à 1 ongme, on a . o 

< x2 >o = N2 J :- x2 e -2J...:? dx ♦ La valeur moyenne < x2 >o est : _ 

J +- x2 e _p,;2 ru: = 
2
1/J - ~, on obtient : · 

en utilisant _ "\J 7i 

<x2>o = . N2 ~ï. -{fi= :J.. (N
2 

= ~ 
(3) 

soit : 

♦ La valeili' moyenne de l'impulsion p est, par définition 

< p > - J:- ..,·rxJ ( ~-. ! "'(x)) dx , r- "'(xi [-,n ( -2'.x ~,(x/)] dx 
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2 
2i1i. Â.r rp0 ( x) ru: < p > = f ♦-

cJonc <P>=O (4) pour les mêmes raison• que (2~. 

♦ D'autre part, <P2 >0 = f ..,_ <ft/(x) (-1î 2 t<p0(x))dx 

= Z1ï 2J.. [J:.- <p!(x) dx - 2 Â J :_- x 2 <p~(x) dx] 

= 2Fï 2 Â [ J - 2 Â < x2 > 0 ] 

Compte tenu de 1a valeur de Â, on obtient aisément: 

5°) L'équart quadratique moyen de la position à pour expression : 

( Mo) = ✓ < X2 > o - < X >~ 

soit d'après (2) et (3) : 1 Llx0 = --..J 1i I 2mm 1 

< p2 >o 
1ïmro 

= -2-

On définit également d'après (4) et (5), l'équart quadratique moyen de l'impulsion par: 

.1/>o = '\J1imœ 12 

De (6) et (7), il résulte : 

Comme d'après la relation de Heinsenberg, .ru: .1p ~ 1 on voit que la borne inférieure Î 
est atteinte dans le cas de l'état fondamental de l'oscillateur harmonique. 

B-1°) Les énergies propres de l'oscillateur harmonique sont données par: 

Et: = (k + } ) 1iœ avec k e IN. Et: est non dégénéré : à tout valeur de k correspond un 

vecteur l 'h>, unique. 

2°) A l'instant t0 , l'oscillateur considéré est dans l'état : 

l v,(to) > = Ji I q:b> + f l 'Pr> - f 1<1'2> 

♦ Aucune valeur propre ne peut être égale à 1f<», donc lors d'une mesure de l'énergie, il 

n'est pas possible de trouver la valeur 1ïw. 
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1 al E - Z. nm est une valeur possible qui correspond à l'état propre ♦ Par contre a v eur 3 - 2 

1 0 . dans l'état l 1/1 (to) >' 1 C1'1 > est affecté d'un cœfficient nul. Il n'est donc 
C1'J >. n volt que , •e à l'instant t 

pas possible de trouver cette valeur lors de la mesure de I énergi o 

30) E1 = 3 ;ID valeur propre correspondante à l'état propre 1 <{!1 >. li vient alors : 

1 
.!ifE1) = t < 'P1 l 'lf(lo) > 12 = -;; 

40) L'état du système à un instant'> lo est exprimée par: . / 

1 - ~Ce -Œ,1:(t-t~I 'f'k> 1/F (t) > - .L.J k --
k; 0 

soitt .:_; ______ ::-:;--::----:-:-;-:---::;-;-;--:---~,_:-=~;;-;;-::--;;-;-;:--;-:~-7 
r- . ) - illl(1-10112 l1A:J>+L2e 3iill(t ioJ12 lcp,> ll/l"W > = (J-i e 

L e -5iœ (l - 10) I 2 1 [/>1 > 
+ 2 

50) _? (!, J~Cù ) = .5P(t, .E 1) = 1 < 'P111/f(I) > 12 

soit 
1 1, 1 

Nous retrouvons la même valeur que celle obtenue à t = lo- Ce résultat est évident car H est 
une constante du mouvement. 

9 28 - Opérateurs a et a+ • Valeurs possibles de l'énergie. 

P représentent respectivement les obser11ables Dans tout le problème X et 
position et impulsion. 
L'hamiltonien d'une particule en mouvement 

• . H _ E + _! mm:ZX z, où m et CO s'ecrll : - 2 m 2 

oscillatoire unidimensionnel 

•désignent respectivem(lnt la 

masse et la pul ation. . i 1, d · l'autre, agissant sur les Soient a et a+ tleux opérateurs ,adJo nts un _e 
états stationnaires l</J,.> du sysleme te/les que . 

✓- ,· a+ l,1,n> = ✓ n + 1 1<1' .. +1>; [a, a+] ~ 0 a lcJi,.> = n 14>,. - 1> .,, 

} , me·e et complète. Généraliser les 1 ") { 14> "> est une base ort ion or 
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relatio11s qu 'tlle doit 11érifier. 

2°) Calculer les éléments · de matrice : <IPn• 1 a lef> n>, <1/J,.• I a+/</},.>, 
<t/J,.. 1 aa+ l</ln>, <1/J,.• I a•a l</1,.>, <1/1,., I a 2 l'P,.> et«/!,., 1a+2 11/J,..> 

3, On po,e X• (;,:ru r ./: (.- + n) et P •(ma ruJ"' ;,- (a•- a) 

Démontrer que les 11aleurs moyennes des 2 obser11ables dans un état 
stationnaire f ef>,.> , sont nulles ? 

En déduire - Les états quadratiques moyens (L1X)2 et (11PJ 2 

- Les l'aleurs moyennes des deux énergies cinétique et 
potentielle ? Le produit LI X . LI P est-il conforme à la relation 
d'incertitude d'Heisenberg ? 

4 °) Démontrer que l'hamiltonien du système s'écrit : H n CO 

ayant pour l'aleurs propres, associées aux états stationnaires, 

E,. = nw (n + 2
1

) avec n:0,1,2,3 .. . 

2 (aa+ + a+a) 

5°) A l'instant t = 0, l'état du système est donné par : 

/ 'l'(O)> 1 
= 2 l4>o> 

a) On mesure · à cet instant l'énergie du système, quelles 11a/eur; trou l'e-t
on et ai,ec quel/es probabilités ? 

b) Quelle est la probabilité .? (t), pour qu'à l'instant t > 0, une mesure 

de l'lnergie donne un réiiu/tat supérieur à 2n œ ? 

c) Calculer les valeurs moyennes de X et P à l'instant I el montrer que 
leur évolution da11s le temps l'érifie le théorème d'Ehrenfest ? 

Rappel de formules : [X,F(P)] = i7i d~P) ; [P, G(X)] = i7i dG1{L 
Ecart quadratique moyen d'une obseri,able A: (LIA) 2 = <. A 2 > - < A >2 

E~trait, Tétouan, PC 2-MP 2, JanYier 1987. 

1 °) ♦ H étant henni tique. les kets 11/Jn > correspondant à des valeurs den différentes sont 

orthogonaux ; comme chacun d'eux est normé. ils vérifient alors la relation 
d'onhonormalisation : · < 1/1,. 1 4>,.. > = o,.,,, 

♦ H est une observable : l'ensemble des 1 ,P,. > constitue donc une base dans 11;. ce qui 

s'exprime par la relation de fermeture : 
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♦ Nous avons a+ f rp._J > = ..r,; 1 4'. > 

1 I 1 1 ;2 I 1 1 1 >"I soitl tf>,.> = _r,: a+ rp,,_1 > = _r _,-: (a+, r/J,._2> = r .--: ··· _r;:(a+ tfu> 
-,, 2 -v n -V n- 1 -V n -V n-1 -,, 2 

soit \ l 4'n> = ~ (a+)"I 1/)o> 1 

2 °) Nous avons: a 1 4',. > = .r,;-j efi,._1 > et 

Les équaùons adjointes sont: < 4',. 1 a+ = ~ < t/J,...1 1 et < / I a = •.✓,;-;T < 1/>n+J 1 

Les éléments de matrice des opérateurs a, a+. aa+, a+ a, a1 et (~/ en représentation { 1 (/l" > } 

sont:< q,,., 1 a 1 4'. > = < <P.· l ...r,;-1 1/J,._1 > = .r,;- li••<•- }) (l) 

< tf>,, 1 a+ 1 <Pn > = < q,,. 1 ✓ n+l 1 'Pn+I > = ...[;;ï" Ô••<•-t~! (2) 

<4k I aa+ 14',.> = <,P..· 1 aful 1 ,IPH1> = ~ <r/J,.· 1 ✓ n+l 11/V = (n + 1) o,.,,. (3) 
, .. 

< t/J.· laa+ 1 </J,. > = <. p,.· 1 a+.,r,; 1 r/J,._J > = ✓n < ,,, •. 1 -rn I If!.> = 'no.•. (4) 

<tp,.• 1 i1- j q,,.> = <1/>,.· 1 a✓n 1 1/J,...1> = ✓n <1/),.· 1 ✓ n-1 l 'Pll-2> = ✓ n(n - 1) l5,, ï ,.-2J (5) 

<,P,.· l(a+fltf>.> = <tf>,, la+~l4>,. .. , > = ~ < r/J,.· 1 ~, rfJ ... 2> 

= ✓(n+l)(n+2) Ô,.·(n+2) (6) 

3 °) ♦ Posons X= · r:r.. (a++a) 
'\/2mœ 

et P = ~ i(a• - a) 

Nous avons: 

X l'P > = - r=r_ (a+ + a) 1 cp,. > = - {-=r. [ ~ l t/1><+ I > + -ln 1 4'n- l >] 
• '\/2m@ -~2m@ 

Pl<fl,.>= i# (a•-a) llfl,.>=i# [~ lt/Jn+J> -~lt/1.-1>] 

Les éléments de matrice des opérateUJS X et P sont donc : 

~ q,,.. 1 XI t/1,.> = - r=r_ [ ✓ n + 1 lJ,.. ,..., + .._[; li.•rn-lJ] (7) "~(J) 
< t/J,, 1 p I t/Jn > = Î # [ ✓~ /5,., n+l - -✓n Ô,.'(,._J)] {8) 

.. ' ,~ 
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Pour n = n', nous voyons que les valeurs moyennes des deux observables X e t p sont 
r1ullcs. 

♦ Pour obtenir les écarts quadratiques moyens ( âX) 2 et ( ,11' )2, il nous faut calculer les 
valeurs moyennes de x2 et p2 : 

x 2 =2__"!!__ (a .. +a)(a++a)= _n_ (a+2 +aa+ + a+a +œ) (9-a) 
mw 2 mœ 

2 m1iœ m1i@ 
p = --2- (a+-a)(a -a+) = - -

2
- (cz+2 -aa+ -a+a +cr) (9-b) 

Les termes en a2 et a • 2 ne contribuent pas aux éléments diagonaux (d'après (5) et (6)). Par 

COlltre d 'aJ)l'èS (3) et (4) . on a: < tp,. la+a + aa+ 1 tp,. > = (211 + J) 

li vient alors : <1X2 =<t/l,.IX2 l<fl.>-(< cfl,.IXlt/1,.> Y=<t/l,.IX2 jtp,. > 

1r • ---·· ( 1) 1i = -- (211 + 1) = n + - --
2 m œ 2 mw 

(10) 

LlP2 = < q,,. 1 P 2 1 </),. > - ( < tp,. 1 p I t/1,. > )2 = < .P. I P2 I (/),.> 

(11) 

♦ On en déduit le produit .dX • ,11' : L1X. M = ( n + })n 

Nous ttouvons qu'il est supérieur ou égal à; . La borne inférieure est atteinte pour l'état 

fondamental, c'est-à-dire pour n = O (cf exercice 27). 

4°) L'hamiltonien du système s'écrit : H = E + !.. mal- x2 
2m 2 

en utilisant les expressions de pz et de x2 (9) 

D'où 

X 2 = _1f..__ (a+2 + aa->·+ a+a + a2) 
2mœ 

- 1ïœ 1îm 
H = --;;-- <a+2 - aa+-a+a +a2) + 4 (a+2 + aa+ +a+a + ci1) 

Ill = !f (aa+ + a+a) 1 

On en déduit les valeurs propres, associées aux états staùonnaires : 

• 
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E,. = < H > = < t/J,. 1 H 1 (/),. > 1i w /1 1 = -
2
- •;,If,,. (aa+ + a+ a) (/,,.> 

nw 
= 2 (2n + JJ 

I 
soit = -/m (n+½) 1 avec n = 0, 1, 2, . .... . 

Remarque : Ce résultat peut être obtenu à partir des résultats {10) et {11) en calculant 
E,. = < E, > + < EP >. En effet : 

< E > = .J_ < pl> 
C 2m 

1tœ 
4 (2n +l) Cl < E > - L m<ff < X2 > p - 2 

1ï OJ 

4 (2n +l) 

On en déduit : 

Les énergies cinétique et potentielle moyennes sont donc égales. 

5°) A l'instant t = O. l'oscillateur hannonique est dans l'étai. : 

1 1 J I J 1 1 1/f(O) > = 2 1/Jo > + -..fi 1/>1 > + 2 t/Ji > 

a) Remarquons d'abord que I yt (0) > est normé. La mesure de l'énergie du système à 

l'instant t = 0 peut donner comme valeurs, celles correspondantes aux états 1 4'o > .1 1/11 > ou 

l "'2> ;soit: 
1ïœ 

Eo == -2-

Les postulats de la mécanique quantique nous permettent d'obtenir les probabilités .!?'(EJ:) 

des différentes valeurs E11:; en effet: 

et 

.!?(Eo) = 1 < 4'o l '1'(0) >f = f 

.?(Ei) = 1 < 'h. 1 'Jf(O) > f = ¾ 

b) L'état I IJF (t) > à l'instant t > 0 est donné par : 

2 

avec 

l v,m > = L c,.(OJ e-œ,.11-,.1 t/1,.> 

Q 

1t=O 

1 
Co(0) = 2 C1 (0) = € 1 

C2 (0) = T 

Soit à l'instant t > 0, une mesure de l'énergie donne un résultat supérieur à 2 1i OJ . (c'est-à

dire f 11 œ qui corn:spond à n = 2). 

La probabilité de se trouver donc dans l'état 1 "'2 > s'écrit : 
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P(t) = 1 < t;;z l y,(t) > f = 1 C2{t) J2-= 1 C2 (0) f 

ICJ l : 1 p (l) = + 1 

1;) Lo valeur moyenne d'une grandeur physique quelconque A est donnée en fonction du 

l,mpspar: <Y,(tJIAly,(t)>= L L c;,(0) <4',.· IA l fl,.>C,.(O) ei(En·-E"Jll'li 
11-'• 0 "-" 

= L L c: (0) C,.(0) A,.·a e i(n ' -n) WI 
•·-o ,,,,,,..() 

A,.·,. = < ~,.- 1 A 1 'Pn > et n', n sont des entiers. 

♦ Appliquons ce résultat auJ1 observables X et P. 

1 i'ilprès l'égalité (7), les sèuls éléments de matrice x,..,. et P ,..,. non nuls de X et P sont tels 
que n ' = n ± 1. Par conséquent. les valeurs moyennes de X et P comprennent uniquement 
,t· iennes en e ::ti œ,_ . 

He.rivons alors les matrices correspondantes à A = X et A = P dans la base 

{ 1 t/Jo > , 1 t/J 1 > el 1 !f,2 > } . Soit d"après (7) et (8) : 

et p . - r;;;,:;; = l .\J ---y---2- (; ~ -~ J 
0 ..fi 0 

1.-u valeur moyenne de X est donc : 

<X>, = Co(0) Ci(0) [Xo1 e -i "'1 + X 1o e; "''J + C1 (0) C2 (0) [X12 e -i "'1 + X21 e I œ'] 

soit d'après les valeurs de C0• CJ. C2 et A01• A10• A 12 et A21 

<X>,= _1 __ f-=r.. (e .... "''+eiœt)+ _J _ _ ~ -fl(e-iœt+e irorJ 
2..ri"\/ i--;;-; 2../ï "\J ~ 

= ~ - CE_ ( 1 + ...fï) cos w t -a\/~ 
Par un raisonnement analogue. on obtient : . 

(12) 

< P >, = Co(O) C1 (0) [Po1 e -i œ, + P10 e i œ']+ C, (0) C2 (0) .[P12 e -i o,r + P21 e 'œ'J 

<P >, = - (i + ...fï) sin OH (13) 
• 



484 MECANIQUE Q UANTIQUE 

♦ Appliquons le théorème d'Ehrenfest aux observables X et P : 

..!!.<X>= J_ [X H] - <P> 
dt in ' - m 

:t < P > = :1ï [P, H] = -m œ2 < X > 

D'après (12), nous avons: 
d - CO 

~(1 + ..{j) sin (J) t 
dr 

<X> =2 
(J) 

-1 ~ ( 1 + ✓2) sin w l = 
2 

Donc l'équation (14) est vérifiée. 

D'après (13) : d ✓mnm ( -'-) dt < P > = - (J) 
2 

1 + "'I 2 cos a> t 

(14) 

(15) 

Q2_ 
m 

= - m w2 } ~ -~ ( 1 + -f2) cos ml = - m m2 <X> 
"'I 2 -\/ 2---;; ~ 

L'équation (15) est donc vérifié-e. 

29 - Les matrices de Pauli. 

Considérons les trois matrices de Pauli a., , Œy et a, qui, dans la base 
des vecteurs propres normés 1 + >, et 1 - >, de a, avec les valeurs 
propres ,respectives +l et -1 , s'écriYent : 

Et considérons les trois obsenables S., = (f,.12) a., ; Sy = (h I 2) cr 1 el 

S, = (Ti 12) c-~· 
Pour la terminologie, les observables S,., Sy et S, représentent trois 
grandeurs physiques mesurables attachées à l'électron appelées compo
santes du moment cinétique de spin de l'électron. Ces matrices agissent 
dans un espace à deux dimensions appelé des états de spin de l'électron et 
noté ~. 

1 °) Quelles sont les valeurs et yecteurs propres de S,: ? 

2 °) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres normés notés 

([ + >,.. , 1 - >,,) et (1 + >,, 1 - >,,) de a., et a, respectivement. 

En déduire les valeurs et états propres de S,, et Sr 

' , , 
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3 ") l'tfontrèr que C'" , rr, et u, obéissent aux relations de commutation 

[Q'.., u.,J = 2i a,; [C'_,, o-.. J = 2i a,, et [cr., a,..] li a,. . 

lin déduire les commutateurs [S,,, S,J, [S,. , S,] et [S, , S"]. 

4c7 Soit S2 l'observable associée au carré du moment cinétique de spin de 
111.lectron définie par : S 2 = S_.2 + S/ + S,2, évaluer le commutateur 
rs 1 , S,]. Que peut-on déduire ? S2 et S,, représentent-el/es des grandeurs 
physiques compatibles ? 

· 0) Evaluer l'action de S2 sur les états ) + >.. et 1 - >, . C-0nclure. 

~ 0) S 2 et Sz forment-elles un ensemble complet d'observables qui 
funmutent ? Que peut-on conclure ? 

1") On mesure l'observable S2, l'llectron étant dans l'état de spin dlcrit 
11ar Je vecteur ll/f> = a 1 + >z + fJ 1 - >,, (a, fJ) E C2 de l'espace f!', , 
{JUelles valeurs peut-on trouver et avec quelles probabilités ? 

R") La -mesure de S 2 n'ltant pas effectuée, une mesure de S,, donne la 

!laleur Ti/2, quel est l'état de spin de l'électron immédialeme1u après la 
ntttsure ? Quelles valeurs peut-on alors trouver Tors d'une mesure de S:, et 
avec quelles . probabilités ? 

Extrait, Fès, MP 2-PC 2, Juin 1986. 

l ") a, est une matrice hermilique, diagonalisable. Ces valeurs propres sont donc : ± 1. Les 

vecteurs propres de Œ, sont 1 + > et 1 - >. Ces mêmes vecteurs propres sont les mêmes que 

ceux de S,, par contre ses valeurs propres sont± 1f / 2. 

2°) cr, ec cr.,. ont toutes la même équation caractéristique : 

Les valeurs propres de a" et a,. sont donc : Â. = ± 1. 

Â.2 -1 = 0 

Donc les valeurs propres de S,, et Sy sont± 1i / 2. Cherchons les vecteurs propres de cr" qui 
SOOt aussi ceux de S,, 

(10 ol)(cc.~)--(:2') En représentative J + >,. = c, J + >, + Cz 1->,: . ~-

( ~ ~1)(::)=o 
On choisit: c, = 1 

../2 
.l_ pour que 1 + >:. soitnocmé 
../2 

n vient alors : 1 + >. = {z f 1 + >, + 1- >, J 
• 
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1 est facile de montrer par une raisonnement analogue que : 1- >,. = -{z ( I + >, - 1- > • ) 

u en remarquant que<+ 1- >.:r = O. 

~ plus 
2 2 

C J + C2 = ] , 

oit : 

Il vient alors : 1 
C1 = {ï 

1 + >y = -ri ( 1 + >. + ï 1 - >, ) 

e ket 1 - >y doit être normé et orthogonal à 1 + >y , il vient: 

1 - >y = .rz ( 1 + >. + -i 1 - > • ) . 

n résumé : 
1i 

S",Y·' 1 ±> .. JI.•= 2 1 ± >.:r,y,, 

avec 1 ( - ) 1 ± >,. = -1ï 1 + >. ± 1 - >. 

l±>y = .h (1 + >, ± il - >,) 

i 

-fi 

0
) D'après la définition de, matrices a,,, ay, a, il est facile de vérifier les égalités 

1ivaI1tes : a,,2 = ay2 = a.2 = I (I : matrice wüté 2 x 2) (1) 

a,.ay = - ayo;, = io-,, (2) 

nsi que les équations qui se déduisent par permutation circulaire ·de x, y et z . 

e (2) on tire : [ CT,:, a,) = CF_.Cly - CFi,CTx = 2 i a, 

nsi que les égalités obtenues par pennutation circulaire. 
:>it : [ a.,. . <T,] ;,,, 2ia" [<T,, CT.J = 2iCTy 

n en déduit: 
1ï 2 , 

( 2 ) 2i<Tz = i 1i s. 

[S .. , Sy] = i 1i s .. [S, , S,.] = i 1i Sy 
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4°) Commutateur [S 2 , Sz] : 

or 

d'où: 

rs 2 , s,1 = es;+ ~ + .s:. s.i = es;, s,1 + r~, s.1 +es!, s,1 

es; . S,] = s,. [S,. 'S,] + es", SJ s,. =-i7i [S,rSy + s.,.sj 

[~ , S,J = Sy [Sy . S,] + [Sy. SJS7 = i 1i [S,S,. + S,.S,.] 

lS: . s.1 = o 

1 [S2 , S,] = 0 1 

On voit que S 2 et S, commutent. Ils ont donc des fonctions propres communes et, ph 

précisément, ils ont une base ·propre complète commune qui est celle de S, ( 1 + >, , 

1->J 

5°) On voit que le carré de chaque matrice de Pauli est la matrice llllité : 

Donc: 

ou encore 

D'où 

On conclut que : 

2 _ 1i2 ( 2 2 2 ) 31r 2 
S - 4 c,, + ay + a, = - 4 -I 

s2 = 3 1i2 ( J o ) 
4 0 1 

31f 2 
S 2 1+>---1+>· z - 4 ... 

31i2 
s 2 1->,=-4-1-> 

S étant un demi-:entier = 2 
6°) S 2 et S1 commutent et forment une base propre complète. Donc l'ensemble ( S 2 

, S. 
constitue un ensemble complet d'observables qui commutent (E.C.0.C). Par conséquent . 

résultat de la mesure par les différenies observables s2 ·ou S, est suffisant pour détermim 
l'état du système après la mesure. 

7°) L'électron se trouve dans l'état de spin décrit par le vecteur: 1 l/f > = a 1 + >, + fJ 1 - : 

31ï 2 
Les valeurs p~s de S2 · sont. -;;- (valeur deux fois dégénérée) et les vecteurs propn 

Sz . 1 1 Do 1 d S 2 .d à • J 1i
2 

· de sont + > • et - > ,. ne, a mesure e onne coup sur - 4 - avec . 

probabilité : 

Soit : 

.!J21 <E = 3:2

) = 1,,< + 1 \V> r + 1 .< - 1 "'> r 
.!J21 (E = 3:2 ) = 1 a f + 1 P f 

• 
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1 1/F > doit être nonné, donc I a j2 + 1 j3 12 = 1. Il vient alors : 

go) + Remarquons d'abord que les valeurs propres de S, et Sy sont± 1i J 2. Pour Sr , on a 

obtenu: ) ________,,, 

I±>, = ..f2 (1 + >,± 1- >, Cl) 

et pour S1 , on a obtenu : 1 ±> = :.L (1 + >, ::t i 1 - >,) 
y {"ï (2) 

+ La mesure de sr donnant la valeur J montre que l'état de la particule est 1 + >., - L'état 

de spin de l'électron immédiatement après la mesure est le lcet normé : 

(3) 

1i où p,. est le projecteur défini dans le sous-espace associé à la valeur propre + 2 engendré par 

1 +>_..Soit alors: p .. = '+ >,, • < +' 
Exprimons l'état 1 1/1" > en fonction de 1 + > _. et 1 - >_. : 

Les relations (1) nous donnent: 1 +>, = .h (1 + >i + 1- >.) 
' 

1- >, = ,/ï ( 1 + > x - 1 - > r) 

donc : IIJI'>= .J-z (<a+/3) I +>, + (a-/3) 1->. ) 

. { P n I VF > = .h (a + ,8) 1 + > x 

On déduit d'après (4) et (5): I I J • /3•)( /3) 
<Vf P,. ty> = ï<a +. a+ 

= ½ la+.812 
L'état de spin de l'électron immédiatement après la mesw-e est d'après (3) : 

1 "' > = < a + P> I+ >,, 

la+ .B 1 

(4) 

(5) 

< + 1 + >i 
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à un facteur de phase prèM 

♦ La probabililé qu'une mesure de la variable Sy donne, dans l'état l 'Y>, un résultat égal à 

± i est égale à la prob~bilité qu'a l'état I ty > d'être identique à 1 ±>y. Soit: 

.!P (s, = }) = I,< + ll/'>l2 

Compte tenu de (2) et, on tire : 

.?(s_y =})= 1 Ji(.<+ 1 - ï,< - l)(al+ >, + JJl->)12 

= f I a- iJ112 =- f (1 a 1
2 

+ 1 13 /2) = f 

-/) == 1~ (.< + 1 + i,~ - 1) ( a 1 + > , + P 1- >,) j2 

Remarquons que la probabilité de la mesure de S_y donne indifféremment f ou -} es! bien 
égale à 1: 

- 2
11

) == ½ [ 2 _I a 1
2 

+ 2 1 P 12
] == 1 

30 - Illustration des postulats sur le cas d'un spin 1/2 -
Préparation de l'êtat le plus général - Evolution du spin ll2 dans 

un champ magnétique uniforme. 

l - On considère une particule de spin s == } ; et soit la direction de 

vecteur unitaire ïf d'angles polaires 0 et cp , 

1 °) Rappeler les matrices reprlsentants S,. , S, et S" dans la base des états 
propres de Sz qu'on notera 1 + > et 1- > • 

2 °) Trouyer la composante s. du spin de la particule, le long de la direc
. ~ 

lion u, et donner la matrice qui reprisente s. dans la base des é[lts 



1 

1 

1 

1 

490 MECANIQUE QUANTIQUE 

propres de S,. 
3°) Donner les 2 itats propres de s. qu'on notera 1 + >. et 1- > •. 

Il - Soit la mime particule de spin s = f ; on considère dans ~. l'espace 

des états de spin de celte particule, la base formée par les états propres de 
s %" ______./ 

1 °) Quel est sur cette base l'état de spin (normé) l y,> le plus glnéral de 
la particule dans l'espau ir, ? 

2 ".) Montrer que 

ly,> .. 

cet état peut s'édrire à 

cos~e - iq,IZ 1 + > + 
2 

3 ") Montrer (en utilisant les risultal 

une constante de normé 1 près 

sin !!.._e irp!Z 1 - > 
2 

de 1) que VI iy> E fi,, il existe un 

vecteur unitaire """ii tel que l\f/> soit colinéaire avec un état propre de S.,. 

1 
111 - La particule considérée dans I el Il de spin 2 est plongé.! dans un 

➔ ➔ 
champ magnétique uniforme B 8 et l'on choisi/ l'axe Oz suivant B 0 • 

➔ ➔ 
L'énergie potentielle du moment magnétique M "' yS de cette particule 

➔ ➔ 
est a, = - M • B0 = - r B0 Sz (y rapport · gyromagnétique, B 0 module du 

champ magnétique) et l'observable hamiltonien correspo11dante est 

H = w 0 Sz: où a, 0 = -r Bo 

1 °) Trouver les vecteurs propres de H et les 11iveaux d'énergie. 

2 °) Or: suppose qu'à l'instant t ,. 0 l'état de spin de la particule est donné 
par l'expression trouvée en Il 2 ° ; 

lv,(O)> = cos i e -t,pll I+> + sin ye üpll 1- > 

donner l'état de spin lv,(t)> à un instant t > O. 

3 °) En comparant l'expression de 11/f(t)> à l'un des états propres de S., 
➔ -+ 

calcuU àans I.3 °, montrer q::e !'angle entre :: (t) et Or. (directfo~ de B 0) 

➔ 
reste constant ei que le 'l'ecteur unitaire u (t) tourne autour de Oz. à la 
vitesse angulaire w8 (prlcession de larmor). 

4°) Calculer les probabilités d'obtenir · ~ et - ~ dans une mesure de S,, 

dans l'état lv,(t)>. 
5 °) Calculer les valeurs moyennes: <vr(t)I Sz lvrUJ>, <v,(t)IS" 11Jf(t)> 
et <V,(t)I S:, 1 y,r(t)> et que pouvez-vous conclure ? 

Rabat Juin 1980. 
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1- 1°) Considérons wie particule de in _ !_ Ra . 
sp s - 2- ppelons les matnces représentants s, , 

s, et s. dans la base des états propres de s. { f + > • 1- > } : 

S,, = ! ( 0 I ) = !!. ( o -i ) 
2 I O S, 2 i 0 

20) La composante S,, du spin le long du vecteur unitaire 
➔ 

u • caraclérisé par les angles polaires 8 et <p s'écrit : 

-y ➔ 
s. = s . u = s" u_ + s s - ylly+ ,U. 

= Sx sin 8 cosq, + s, sin (J costp + S, cos(} ît 
En utilisant les définitions de s s et s on tro la 

. . z•y '" uve 
matnce qw représente l'observable correspondante S dans 

la base { I+ > • 1- > · J: " 

s --n ( cos(} 

" :- 2 sine e itp 

sin0 e -iq, ) 

-cosB 
(I) 

z 

➔ 
u 

figure l 

3°) ♦ Valeurs propres de s. 
L'équation carnctéristique de la matrice (1) : 

Der [(S,J-~ = - (!2 

cos2 0 - ,V) - !2 
sin:ZB = O 

donne immédiatement les valeurs propres E+ et E_ de (S.,) : E+ = !!. 
On rem"mue q • ll b " 2 --. u e es som ien réelles (propriété d'une matrice hennitique). 

et n 
E_ ==- 2 

Remarque : On voit que S,. a les mêmes valeurs propres + "fl. et ~ S 
c ré l 2 - 2 que •• S" et Sy. 

e su tat est très important physiq 
Stem et Gerlach de façon que l'axe d~~~nt ; f u pehamut en fait to_umer e~ bloc l'appareil de 

1 par e c p magnétique soit parallèle à O o 
➔ x, J 

ou u . Les phénomènes obSCl'Vés sur la pl . de I' . . 
telles rotations. La mesure de S S S aque appareil doivent être inchangés par de 

. " • , ou u ne peut donc donner que l'un des deu,c résultats 

+f et-}. 

+ Vecteurs pro·pres normés de S., 

Soient a et /J les composantes def + >,. 00 1 I 
+ > et - >. Elles doivent vérifier: 

• 



1core 

l'on tire: 

-à-dire: 

1core: 

MECANIQUE QUANTIQUE 

11 ( cos(} 

2 sin0 e iip 

( 

cos8- l 
1i 
2 . 

sin(} e up 

(cos8-J?a+sin0e-iipf3 = O _ 

i 8 . 0 !!. e - iq, /3 = o ( -2 sin2 2 ) a + 2sm 2 cos 
2 

8 J cos !!. e -iq,p = 0 (-sin 2 a+ 2 

0 -itp/3 d'après (2) : a = ctg 2 e 

(2) 

[ 0 -i q> 1 + > + 1 1 - > ] ~teur propre 1 + >,. s'écrit donc: I+ >u = /3 cOlg 2 e 

= · __1!_ [m, f, -i • 1 + > + ,; n ~ 1 - >] 
. 8 

sm 2 
(} 

é d c · f3 = sin 2 ~teur 1 + >,. doit être norm , on • 

1 d 'écrire· + leur propre normé + >,. peut one s . 

1 
8 , 2 1 s;n ~ e i 'P 1 2 1 - > 1 1 - os - e -• <p + > + • 2 . . + >,. C 2 . 

é 1- > doit être orthogonale à 1 + > u : ':Cteur propre nonn " 

1- >., = a' 1- > + /3' 1- > 

(3) 

:rit alors : 0 . I 2 + /3' sin !!.. e -i 'P, 2 = 0 < + 1->., = a' cos 2 e +i 'P 2 

a' __ . (J · e -i tp I 2 -sin 2 et /3' = COS !!_ e i tp I 2 
2 

~ 0 . /2 1 
• 

0 e -i q, , 2 1 + > + cos -
2 

e ' 'P - > 1- >., == - sm 2 

érifie bien que 1- >,. est normé. . e la 

• é éral de l'espace des états de spin de cette paru.cule est d ) Le ket norme le plus g n 

forme: 

2°) Cet état est normé : 

PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE 

IV'>= al+>+ Pl-> 

lal2 
+ /{3/2 ==1 

Compte tenu de cette relation, il existe forcément un angle 0 teUe que : 

8 . 0 
1 a 1 = cos - et 1 /J f = szn 

2
-. 2 

Si de plus, nous imposons: 0 ~ 0:; 1r: 

L'équation f ! f = tg Î détermine 0 de façon wiique. 

Nous savons d'autre part, que les phases de-a et f3 n'interviendront dans les p1 
que par leur différence. Soit alors : q, = Arg f3 - Arga x = Arg f3 + } 

On a alors: 
Arg/J = z+ P 

2 et 

(} i(X - 'P) 

- ..r..::..!e. Arga -
2 

Le ketf If'> s'écrit alors :l vr> = cos 2 e i l + > + sin 
0 i(z + 

e --r 2 
;z [ 8 -iq, 

1 l/1> = e T cos 2 e T / + > 0 œ. ] + sin 2 e 2 1 - > 

3°) Si on rawroche l'expression (3) lrouvée en 1.3°), on voit que I V'> (4) ne diffè 

1 -} . +>,.correspondant au vecteur unitaire u que par un terme de phase e •Z12 qui n 

signification physique : donc il existe un vecteur u tel que l vr > soit c_olinéaire au • 
-} 

III 1 °) L'hamiltonien H qui décrit l'évolution du spin de la particule dans le champ 

H == -')' B 0 S. = w0 Sz 
Comme S. est un opérateur qui ne dépend pas du temps, la résolution de l'éqm 1 

Schrôdinger se ramène à celle de l'équation aux valeurs propres de fi qui sont ceux d, 

Il 1 ·+ > == 1i ;1° I + > ; H == 1 - > == - 1i ; 0 

Remarque On a alors deux niveaux 
d'énergie. Leur sépar~tion no,

0 
est 

proportionnelle au champ magnétique 

1i r B 0 ; ils définissent une fréquence de 
Bohr unique : 

V = ~ = +- 2,r 
E,..-E_ 

2-it/i, :::: E 

E 

t 
: 11.<q:J 

' 1 

+ > 

l-> 
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2°) A l'instant t = 0, le spin est décrit par l'état : 
() -itp 8 iq, 

1 yt(O) > = cos 2 e T 1 + > + sin 2 e T 1-~ -

L'état I yr(t)> à un instant t > 0 est donc: 
\ 1/f(l) > = r. Cn(O) e-iEn II i I q,,.> 

• 

8 - iq, 
1 Vf(O>= cos 2 e T e-, 1

~+ i 'li 1 +> + 
j 

. 8 -iq, smy e T . e - i , E_ '-,, 1 + > 

En considèrant les valeurs de E., et E_, nous obtenons : 

jiy(l)>= cos!e..;(q»llld)/2 \+>+ sin~e•(q,+"'o')/2 1-> 
➔ 

Remarque : La présence du champ magnétique Bo inu-oduit do:tc un déphasage 

proportionnel au temps entre les cœfficients affectés aux kets 1 + > et 1 - >. 

3°) En comparant l'expression de I v (t) > à l'état propre de Sw 1 + >. calculé dans 1 3°). On 
➔ ➔ 

voit que (figure 1) 8(1) = 0 

rp (l) = q, + @ol 

angles entre u et B0 reste constant 

➔ angles u ( t) tourne autour de Oz à la vitesse 
➔ 

angulaire a>o (proporùonnelle au champ B O q u r 
porte le nom de "précession de Larmor" 

4°) L'après l'expression de l'hamillonien, l'obervable s. est une constante du mouvement. 

Les probabilités d'obtenir+} ou - } dans une mesure de S, sont indépendantes du temps: 

le module de e ±if,rta:ot) = 1 

.9'1'(+})=1<+ty(t)>f = cos
2 Î 

5°) ♦ La.valeur moyenne de S, est également indépendance du temps pour la même raison 

que 4°) : < ljl(t) 1 S,11/f(t)> "'<S,>o (S,comrnuteavecf/) 

♦ LavaleurmoyennedeS.dans l'état\ i;r(t):;,, nous donne:< S,.>, = < 1/f(t) \.s.l 1/f(t) > 

r 

PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE '195 

< s. >, =< v,(r) 1 Sx cos -
2
9 

e -4fq,+~tJ 12 1 8 + > + < Y,(t) 1 S, sin - e if~fr-0/JIZ 1 2 . -> 

Or s,. 1 + > = i 1-> et s. 1- > = J 1 + > 

Donc < Sx >, - ~ cos B e -i(f'+tqJ<J 12 1 . 1! 8 - 2 . 2 , < 1/f(l) - > + -2 sin - e i(~"l:JIJt2 ( J 1 1 2 <V,(+> 

En tenant compte de: < yr(c) 1 = cos _28 e i('P+"t!') 12 < + 1 . (J • . + sin 2 e --1(q,+Ol(Jl} 12 < -1 

Il vient alors : < s > - ! cos 0 . 8 [ ·, . " r - 2 l Slfl Ï e -1 q,+ot)t) + e i(tp+ O(JI)] 

1i 8 9 
Ï cos Ï sin Ï cos ( a>ol + q,) 

Soit; < S,. > • =- 1sin0 cos (<»ot + q,) 

On trouve aisément par un . 

1 < ,~~":;::%, .. , 1 

Conclusion : 

i) S" et. s, ne commutent pas avec H donc S S , x et , ne sont pas de 
mouvernenL c• s constantes du 

esc pour celà que les expressions de < s · ü)D 1 . ,.>,et <S,.>,dépendentdutemps 
ans es ex:press1ons de ,c s > S · . " , et < :, >; • on retrouve la fréquence de Bohr . lib 

du système . uruque 2 
,r 

iii) Les valeurs moyennes de S S "' , et S, se comportent comme Je f; • 

d'wi moment cinétique ci~....;" de '1i _ eraient les composantes 
~ue module- qui serait animé d de Lannor. . 2 u mouvement de précession 

• 




