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Electrostatique des milieux diélectriques 

·· Electrostatique des milieux diélèctriques 

Introduction 

L'introduction d'une lame isolante entre les armatures d'un condensateur plan, isolé, fait 
diminuer la d.d.p U à ses bornes . 

uî 
++++++++ 
------ +() 

------Q 

Fig. I. l 

L'introduction de la lame a pour effet de croître la capacité du condensateur. On peut conclure 
qu'en présence d 'un champ extérieur, un isolant peut modifier les propriétés électriques de 
l'espace environnant. 

1. Le dipôle électrostatique 

1.1 Définition 

Un dipôle électrostatique (Fig. I.2) est un couple de charges ponctuelles opposées (-q) et (+q), 
séparées par une distance a, très faible devant la distancer les séparant du point d'observation 
M. (a<<r). 

I.2 Le moment dipolaire 

Un dipôle lA(-ql, B(+q) J est caractérisé par sont moment dipolaire : 

p=fqlAÊ, 
vecteur dirigé de la charge négative vers la charge positive. 

Unités du moment dipolaire : 

- Coulomb mètre (Cm) 

- Debye (]Debye=½- 10-29 C.m). 
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;---~~---------·· 

,1\pprox1mation àipô laire: 

AM = rA 
BM"" rs /1// 
r,., -· r13 =AH= a cos0 

;?; , 
1/ 

H _/_¼// __ __ / / )p 
/ ·,, 

/ ·-- , 
/ •, fi 

,,,L._,, . ·- .:,~ 
/ O. 0 ~-~-.,. 

AB « OM 

0\1 

a << r 

A ( -q) a/2 0 a/2 B (+q) 

Fig. 1.2 

1.3 Potentiel électrostatique crée par un dipôle 

l ( 1 1 ) l r A - r13 V(M)=--q ·--- =--q--
4nc0 \ BM AM 4nr.0 rA r0 

V(M) = __ 1 - p.cosO = __ l _ p.r 
4nr. 0 r 2 4nr.0 r, 

I.4 Champ électrostatique crée par un dipôle 

E = -grad V (r, 0) 

E-(M-:) 1 (2pcos(;)_ psin0_ ) ·- = - - e +--e0 
47tEo r3 r r3 

Autre expression du champ : 

Ë(M)=--1 {3(p.r)\-r1 p} 
4nc0 r 
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Electrostatique des milieux diélectriques 

Positions de Gau ss : 

j-( ) -( · l 2p E r,O =E r, n)=-.-~ . 
_ . ~ . 4ns0 r 
E(r,O)=E(r,n)= , . , / J _ ; -( n) -1 3n I p lE r - =E 1 r - =----

' 1 ' 3 . 2 \ 2 . 4n:s 0 r 

I.5 Action d'un champ extérieur sur un dipôle 

I.5.1 Action d'un champ uniforme 

a) Résultante des forces appliquées : 

F = F(A)+ F(B) = Ë0 (q - q) = o 
Conclusion : 

En champ unifo rme, un dipôle ne peut subir de translation. 

b) Moment résultant : 

f 10 = OA A F(A)+OB .r-. F(B) 

Positions d'équilibre : 

0 = 0 : Equilbre stable, ~' Ë) Parallèles (Energie potentielle minimale). 

0 = n: Equilbre instable, (j;j) Antiparallèles (Energie potentielle maximale) . 

Conclusion : 

En champ uni fonne, un dipôle subit l'effet du couple (rotation), qui l'oriente dans la direction 
du champ appliqué. 

I.5.2 Action d'un champ non uniforme 

En plus de ] 'effet du moment, le dipôle subit la résultante : 

F=q(Ë8 -ËA)=qdÈ 

F= ~.gract)Ë 

Conclusion : En champ non uniforme, le dipôle subit à la fois une rotation et une translation. 
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Electroûatique des milieux diélectriques 

I.6 E1iergie potentielle d'un dipôle dans un champ 

i,. 1 V..\, = 9 dV = 9 ~ V . AË 

Wp = ,p.E.cos0 

La position d'équilibre stable correspond au minimum de l'énergie potenti~lle: 

n r. =-1)E v,,.mn · · 

La position d 'équilibre instable conespond au maximum del 'énergie potentielle : 

W.,,,x =pE . 

Conclusion : 

En général, dans un champ extérieur, un dipôle libre évolue en vue de mil!imiser son énergie 
potentielle . 11 s'oriente dans le sens du champ en se lTanslatant vers la région où le champ est 
plus intense. · 

Remarque : Un d~pôle voit pratiquement un champ unifonne. 
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II. Les 1nilieux diélectriques 

ILI Définition 

Un diélectrique, ou isolant, est un corps ne possédant pas de porteurs de charges libres, ou en 
d'autres tem1es, c'est un corps où les charges sont liées. A titre de comparaison, dans un 
conducteurs , les porteuu;-sont libres et peuvent en conséquence se mouvoir sous l'effet d'un 
champ appliqué si faibi~ soit i1. 

Si un isolant est chargé, ses charges sont alors figées (fixes ou liées) . 

Remarque: Sous l'effet de champ très intense, un isglant peut devenir conducteur 
(phénomène de claquage). 

II.2 Isolants polaires et apolaires 

Un isolant est dit polaire si ses molécules possèdent un moment d1polaire intrinsèque . 

Exemple d ' isolants polaires: HCl, H20. 

Dans le cas contraire, il est dit apolaire (non polaire). 

Exemple d'isolants apolaires : 02, H2, C02. 

11.3 Isolants en présence de champ électrique - Polarisation 

En appliquant un champ extérieur à un isolant polaire, les molécules de celui-ci s'orientent 
pour aligner leurs moments dipolaires avec le champ (minimisation de l'énergie potentielle). 
On dit alors que l'isolant est polarisé. C'est la polarisation d 'orientation. 

Si l'isolant est apolaire, le champ appliqué induit dans chaque molécule · 0 un ·dipôle · 
électrostatique. Ceci résulte d'une défon11ation par le champ du nuage électronique 
moléculaire. Cette déformation consiste en un décalage des barycentres des charges positives et 
négatives au sein de la molécule. Dans ce cas aussi, ! 'isolant est dit polarisé. C'est la 
polarisation induite. 

Isolant polaire : Polarisation d 'orientation 
Isolant apolaire : Polarisation induite 

Remarque: 

La polarisation induite disparaît aussitôt avec le champ extériel,lL Par contre, la polarisation 
d ' orientation peut persister e11 l'absence du champ polarisant. · Dans ce dernier cas, la 
dépolarisa tian de { 'isolant (polaire) est accélérée par l'agitation thermique. 
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Electrostatique des milieux diélectriques 

Il.4 Effets électrostatiques d'un isolant polarisé 

Il.4.1 Le vecteur poladsati_on 

Chaque élém ent de volnme di: A, centré autour du point A d 'un diélectrique polarisé (Fig. I.3) , 
-

possède un moment dipolaire d PA . 

On définit le vecteur Polarisation au point A du diélectrique par: 
-

i\, = dpA . 
d,A 

Son modul e traduit la concentration des dipôles orientés au s~in du diélectrique. Si le vecteur 

polarisation Pest constant en tout point du diélectrique, la polarisation est dite uniforme. 

Unité de polarisation : cm·2 

11.4.2 Potentiel électrnstatique crée par un isolant polarisé en un point extérieur 

Chaque élément de volume dcA du diélectrique polarisé comporte un ensemble de dipôles , de 

moment dipolaire élémentaire d p = P de . . Le potentiel créé en un point M extérieur par cet 

élément de vo lum e d-r A est alors : 

dV(M)= 1 dp(A)AM 
· 4nE0 AM3 

dV(M)=-l_P(A)d-r AM 
4nE0 AM3 

Le potent iel créé par l'ensemble du diélectrique en M vaudra donc: 

avec ï: = AM 

E e::xt polarisant 

Fig. I.3 
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Electri:Jsiatique des milieux diélectriques 

Or 

r - . ( 1) -(·1\ 
3 = grad" -- =-grad M --J-r . AM . , AM 

On a donc 

... , 

V<1;e1 (M) = - 1-Jff P.gradA(-1- )d1:. 
4në0 " 1 AM 

De plus on a, pour tout champ de vecteurs U et tout champ de_ scalaires f , 

ldiv(f Ü )= f divÜ + Ü.~ f \ 

et donc. 

vdicl(M)=-1-JH [divJl P(A))--1 divJ']d-c. 
41tc0 ,c1 AM AM 

Cette relation s'écrit grâce au théorème de Green Ostrogradsky: 

vdiel(M)=-1-Jf P(A}ndS __ l_ fff_ .!_divPd-r. 
4n:s 0 ,; r 4rri::0 • J,e1 r 

On voit alors que ce potentiel est rigoureusement équivalent au potentiel créé par : 

une distribution surfacique de charges dans le vide, de densité aP = P.n {p9_ur le 

premier terme). 

une distrib1ution volumique de charges dans le vide, de densité Pp = -div.P (pour le 

second terme). 

Le potentiel crée par les charges de polaris_ation est donc : 

( ) - 1 ·s'scrpdS 1 JJfppdi: 
Vdiel Î'vi - -- --- - -- J--, 

4ne0 i: r 41rn0 r 

Avec: 

(J p = P.n " et Pp = -divP. 

D 'où l ' équivalence (Fig.1.4): 
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Electrostatique des ·milieux diélectriques 

Fig. I.4 

Remarque : 

Un diélectrique initialement neutre, le reste aussi après polarisation par llll champ extérieur. 
On comprend a l<ws que la somme des charges de polarisation, volumiques et surfacique est 
nulle. 

Q p I Qp --0 
vel - - sur f - • 

II.4.3 Champ crée par un diélectrique polarisé en ui1 point extérieur 

Ce champ est le même que celui qui serait crée par les deux distribution de charges de 

polarisation PP et <J P . 

et peut être calcul1é également par la relation 

Ë(M) = -gradV(M) 

N.B : Bien entendu, si l ' isolant est chàrgé avec des charges libres PL et cr L, l'expression 

globale du champ crée par le diélectrique est : 

Il.4.4 Potentiel et champ crées par un diélectrique en un point intérieur 

Le raisonnement précédent s'étend à l'intérieur du diélectrique, E(M) et V(M) ont 
respectivement mêmes expressions qu'en un point à l'extérieur 

-:( '' ) 1 [Jr1ppr Jicrpr] .E M = -- ---d-c+ ,-ds 
4m: • r 3 r 3 

0 
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Electrostatique des milieux diélectriques 

V(M) := -~! ff f P. P_ d, + f r.0r ds] I 
4n:s0 L · r ! r 

11.4.5 Etude d'exemples de champs crées par des corps polarisés: 

Exp. 1 : Plaque uniformément polarisée 
Soit une plaque homogène de dimensions très grandes devant son épaisseur, de vecteur 

polarisation P uniforn1e et perpendiculaire à ses faces. 
Montrer que le champ crée par les charges de polarisation à l'intérieur du di électrique est : 

- - p 
Ep =Ed= - -

E 
0 

et qu 'à l'extérieur du diélectrique: 

EP =0. 

En dédu ire que cette distribution est identique à-celle d'un condensateur plan dans le vide. 
Remarque : 

Ëd est de sens opposé au vecteur polarisation P qui lui a donné naissance, d'où son 

appellation de champ dépolarisant. 

Exp. 2 : Champ crée par une boule diélectrique uniformément polarisée en son centre (TD). 

Exp. 3 : Champ au centre d ·une cavité sphérique creusée au sein d'un diélectrique polarisé 
(Voir TD) 

Bllan des champs : 

En tout point M de l 'espace, intérieur ou extérieur au diélectrique, on a coexistence du champ 

polarisant : Ë ext et du champ de polarisation Ë P. Le champ total en M est donc (Fig. I.5) : - -- ·1· LE Er = :'..·~~r. "'r -1,---E - E-r 

- - -E =E +E -r .~~, JJ 

Fig. I.5 

1021 
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: . ..... ::.: .· · . . . 

II.4.6Courants de polarisation 

Lorsque le champ extérieur (pohuisant) est variable dans le temps, la polarisation ! 'est aussi, 
et on écrit 

P = P(t) 

A cette polarisc1tion correspond un courant, dit courant de polarisation, de de nsité volumique 
définie par : (' 

~ 
~ 

Ce courant s'établit aussi pendant le régime transitoire précédant la polarisation. 

ILS Le vecteur excitation électrique D 

II.5.1 Définition 

Soit M point à l'intérieur du diélectrique polarisé. D'après le théorème de Gauss local, on a : 

divË(M) = J_[PL (M)+ Pr(M)] 
Eo 

On tient compte aussi bien des charges fictives de polarisation Pr que des charges réelles Pt. __ 

Or 

IPr =-divPI 

~ 

Le vecteur excitation électiigue D est défini par: 

Le vecteur D est aussi appelé vecteur Déplacement électrique. 

De cette définition découle la rèlation importante suivante, baptisée Théorème de Gauss local 

pour le vecteur D 

divD ""PL(M) 

Remarque importante : 

Avec l'introduction du vecteurD, on ignore les charges de polarisation et on ne tient compte 

que des charges réelles Pt. 
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II.5.2 Théorème de Gauss généralisé 

JQ?,dS = JJf divD(M)dc = Lf fp Ld T 
,(E0 ) , (L,; ) 

Enoncé : Le flux du vecteur D à travers une surface fermée I: 0 est égal à la charge totale 

libre intérieure à cette surface. 

II.5.2 propriétés de Ë et i5 à l'interface entre deux milieux 

a) Relation de passa12:e pour le vecteur ô 

Soit un point M de l'interface (1:) séparent deux milieux diélectriques 1 et•2. 

( Sf ) : Surface fermée élémentaire, constituée par le cylindre aplati, de surface latérale (:S1aJ 
et de bases (ds !) et(ds2 ) (Fig. I.6). 

--··-------------·-::-:----··=-- --
ds- ; . 0 1 

n 21 = n Î .... -

2 

. 1 • 

...• •..• > :.--'\ 

--- l h--o 
. . -X M \ . 

l 

-~ D, J/ } -+ 
· • d52 

Fig. 1.6 

11 21 == n : vecteur normal à l'interface (I) en M, orienté de 2 vers 1 

M1 et lvh : deux points au voisinage de M sur la normale Mn, situés de part et d'autre 
de (I). 

D1 (M) = Iim Ô (Mi) 
M 1➔M 

D2(M)=limD CM2) 
M2➔M 

Appliquons le théorème de Gauss généralisé a la surface fermée (Sr): 



Electrostatique.J, , .. , .. miheux diélectriques 

ds1 =dsii ; d.,:, =-dsii ; d t/> 1,,.1 ➔ 0 
- - - -
D 1(M)n -D 2 (M)n =crt(M) 

-~ (ï\ - :b 2 }.n=cr 1, (M)' 
ou encore 

/D,n -D211 = 0'1, (M) !. 
Conclusion : 

A la traversée d'une interface chargée réellement, ]a composante normale du vecteur D subit 
une discontinuité égale à la densité de charges liées cr,. au point de la t~aversée (Fig. I.8). 

b) Relation de passage pour le vecteur E (Fig. 1.7) 

Ë2(M) = 1i111 Ë (M2) 
' M2-+M 

l~ 
o ___ r•_A~----c 

interface 
rni !ieu 2 

Fig. I.7 

En régime stationnaire on toujours : 

1 Ë . ill ~ j j~ Ë .. ds = O 
(ABCD) !. 

- - --
Ê2.AB+ E.BC+ E 1.CD+ E.DA == 0 

cil Ë2.t +O-d!Ë1.t + 0 = 0 

IE11 = E2tl 

. q, 21 
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Electrostatique des milieux diélectriques 

Conclusion : 

A la traversée d'une interface, chargée ou non, la composante tangentiel1e du champ 
électrostatique E est continue (Fig. 1.8). 

Fig. I.8 
Application : 

Interface métal - isolant ( Ë est normal à la surface du métal). 
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III. Milieux diélectriques Li {:: aires l:-l01nogènes et 
Isotropes (L.H.I.) 

IILl Définitions 
a) l'dilieu linéa;re : 

b) Milieu lw111ogène : 

.... -~-. 

La matrice [r.] des pe rmittivités est 

Sxy ""t] EW f,y7, ~y 
Szy sn - _ Lz 

Symétrique, c à d fc\i = E ji, donc diagonalisable. Dans la base de ses vecteurs propres, les 

composantes des vec teurs Ë el :iS satisfont la relation matricielle suivante : 

0 

Il s'ensuit qu e les composantes du vecteur polarisation satisfont aussi les relations: 

c) Milieu isotrope · 
Toutes les grandeurs physiques sont indépendantes de la direction . Ainsi : 

0 

s 

0 

III.2 Propriétés d'un milieu L.H.I: 

P. I : Dans un diélectrique L.H.I, le vecteur Déplacement:Ô et le champ total Ë sont parallèles 

et de même sens ( D // E ). 

ID=E ËI 
f, = ErE o C: 1 > 1 

Er : Permittivité diélectrique relative 

E : Permittivité diélectrique absolue du milieu L.H.l 
€ 0 : Permittiv ité diélectrique absolue du vide 
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P. 2 : Dans un diélectrique L.H.I, le vecteur Polarisation Pet le champ total E sont parallèles et 

de même sens ( P // E ). 

Fig. I.9 

111.3 Electrostatique des milieux L.H.I 

Equations locales : 

D=EE 

div:O = PL 

div(E Ë)= PL 

-EJE1 

-EJE2 

-Eo )E_1 

.. D 
'.FE 
/ 

,ide 

Théorème de Gauss local 

divË=h 
E 

{
divÈ = ~ 
Ê=-graêdV 

Equation de poisson 

t..V+~=O 
E 
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Electrostatique des milieux diélectriques 
.· . · · . .- :. 

Conséquenêe' : ·• • 

Dans nn diélectrique L.H.I, toutes les lois de l'él.ectrostatique du vide restent valables, à 
condition de remplacer la permi.ttivité diélectrique s 0 du vide par celle du milieu, 8. 

Exemples : 

.. Force de Coulomlf entre charges ponctuell:es 
- Théorème de Gauss 

Attention ! Dans le cas de plusieurs milieux L.H.I, respecter les relations de passage 
aux interfaces. 

III.4 Reh1tion entre PL et Pr dans un milieu L.H.I 

Pour tout milieu diélectrique, linéaire ou non, on a toujours ; 

·D=sË + P 
0 

Si en plus le milieu est L.H.I, on a: 

p = D-EoË:::: D- soD = l>Co Ï) = Er -1 Ü 

d'où la relation importante: 

Conclusions : 

E E €, 

- E -1 -
div P == --' -divD, 

E, 

[Er'""]] Pr=--. - PL 
f.,. 

t, > l 

Localement, dans un diélectrique LH.l chargé, les charges volumiques de polarisation et les 
charges réelles sont de signes opposés. 

Un diélectrique L.I-I.I neutre et polarisé, ne peut porter que des charges de polarisation 
surfaciques. 

(YÔ 
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VI. Energie Electrostatique en présence de diélectriques 

Un mili eu diélectrique chargé (Fig. 1.10) emmagasine l'énergie potentielle électrostatique W, 
donnée par : 

w = l_ fj-J . pvd-r 
2 · .d1el 

= -~ JrI p v d-r 2 . space 

= Lf. JTaivD.v'.d-r .. 
2 l~pace .·· · 

-----------------_,,,..,....,,.,.... \ 
/ \ 

/ M C:!:vr 1 ·1 / . • P . ) , VI( e 
~ '-. . V(M) l 

p =O \ / 
· 1 · ·-"' ·n· 1 / a 'exte1·wur ".: 1e ,,/,,.. 

'------'' 

Fig. 1.10 

w = ~ [ Jf jdiv (5. V )d-c - Jf lspace D. gradV d-r] 

= 1 JJv6.ds+l_ fff Ë.D d-r 2 2 Jspace 
Sr(espace) 

Densité d 'énergie dans l'espace: 

l 
v~-

r 
1 1 . 

D - - v D ds ~ - ➔ 0 
r2 r 

ds - r 2 

rSphère-espace ➔ 00 

w=2-fff Ë. Dd-i: 
2 lspace 

dw 1 - -
w*=-=-E.D 

d1 2 

1 fy 21 

.. •·- ·- ·· ·--· ··-- ··--.. -·--- .. ····--·-- --- --- ··· ··"···-·- ·- ·---· - ·-·-- ·•·«-•·--- ---······-··-· - •--·-- ·~ ~ ~ 



Electrostatique des milieux diélectriques 
t 

Pour un diéi~ètriqueL.H.I : 

Cas du vide : 

... 
'! ·-

* clw l .2 w ::::-==-EÎ~ 
dt 2 

dw 1 2 ,v* ==- =- f: 0 E 
cl.: 2 

Fig: J. l l 

1~ 21 

dt 
0==-y-',, 

;V\ 
,, ' 

'* : • · .. .. *_ .. ,_ .. ···-- · ....... ............... ........................................ ... .. .. ............ .............................. .. .. . .. .............. _ .... .. .... ................ ....... _________ ...... _. __ ._ .. ____ _ 



Electrostatique des milieux diélectriques 

, , . Les milieux diélectriques du point de vue microscopique 

On se limite à des diélectriques non chargés PL = 0 et à polarisation P uniforme, induite 

par un champ élec trique extérieur. 

V.1 Champ électrique macroscopique 

A l'i ntéri eur du dié lectrique, règne le champ total Ë , localement dénommé champ 
macroscopique : 

E e.r. : est le champ extérieur, polarisant (crée par les charges ex térieures au diélectrique). 

Er est le champ crée par les charges de polarisation dans le diélectrique. 
• 

V.2 Champ électrique local 

Le champ local Ë10, (M) , en un point M intérieur au diélectrique, est le champ agissant sur la 

molécule située en Met induisant sa polarisation (Fig. I.12). 

Fig. I.12 

C 'est donc le cJiamp crée en M par l'ensemble de toutes les charges (extérieures ou 
intérieures au diélect1ique) à 1 'exception de celles situées en M. 

Le champ Ës (M) est le champ crée par la ~'Phère creuse (S) en son centre M (Voir TD) . 

- p 
E =+-

s 3E o 

2Q 21 
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Le champ local E 10c est aussi appelé champ de Lorentz. 

V.3 Polarisabilité électrique 

Définition 

La polarisa bilité ad 'un diélectrique est une grandeur physique microscopique caractéristique 
du 1naté.riau . Elle relie le moment dipolaire pd'une molécule (atome ou ion) au champ local 

par la relation : 

Si N est le nombre de dipôles (molécules polarisables) par unité de volume du diélectrique, le 
vecteur polarisation est : 

p ==Np== Na.Ëloc 

d'où 

D'autre part on a : 

soit 

p = X.cEaÊm 

= (E ,. - 1) E0 Êm 

No. (e, -1) 
~= -~ 

Cette relation est dite de Clausius Mossotti. 

Elle relie la polarisabilité moléculaire a., qui est une grandeur microscopique, à la 
constante diélectrique E r, qui elle, est une grandeur macroscopique mesurable. 
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Magnétostatique des milieux matériels ~ .. ,., 

I. Le dipôle magnétique : 

I.1 Définition : 

Un dipôle magnétique est constitué par une boucle de courant (spire) de surface (S), 
parcourue par un courant d'intensité constante I. Les dimensions de la boucle sont 

· négligeables devant la distance qui la sépaie du point d'observation N. La boucle 
:n'est pas nécessairement circulaire. 

I.2 Moment dipolaire magnétique : 

1Ü=lSn 

Fig. ILI 

I.3 Potentiel vecteur A: 

La boucle de courant produit au point N le potentiel vecteur : 

A = .!:,Q_ I J d Ir 
· 4n ':lei PN 

Ce potentiels' écrit également sous la forme : 
- ~Lo _ Ï 
A=-Dl /\-

4n r3 

où 

. r=ON 
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Magnétostatique des milieux matériels 

En coordonnées cylindriques: 

- µ -1 
A = - - 0 m A 2:rad -

4n ~ · r 

Ar = 0 
-
A= Ae =0 

A = µ 0 msin8 
<jl 4n: r 2 

l.4 Champs magnétigue créé par un dipôle magnétique: 

Ce champ peut être calculé, à partir du potentiel vecteur, par la relation : 

B =: rot A 

B = .!::_Q_ 2 m cos 0 
r 4 7C 13 

B = Be = µ 0 m sin 0 
4 n: r 3 

B =0 <jl 

I.5 Action subie par un dipôle magnétique dans un champ extérieur Ë 

Cas d'un :=;hamp uniforme :ê. 0 : 

F=(J. rcti) AB0 =0 
'J,sptre) 

La force de Laplace est nulle et le champ magnétique induit un couple de moment: 

qui tend à orienter le dipôle magnétique. 
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Nf agnétostatique des milieux matériels . 

Cas d'un champ non uniformeB: 

F 
_ a:i3 

X :::)TI.---
ÛX 

f= Fv =l11. ~B 
, o y 

Fz = 111 . ôB 
· âz 

l.5 Energie potentielle d'un djpôle magnétique dans un champ externe: 

W (P) = -111 .B(P) 

Position d' équilîbre stable, W minimale ; 111 et B parallèles et de même sens. 

Dans un champ B non unilorme, le dipôle magnétique est soumis à urn: force qui 
tend à déplacer ce dipôle vers les ch amps intenses, et à un couple qui tend à 

l' orienter suivant les lignes de d1amp. 

Dans un champ . B0 uniforme, ·1e dipôle m:agnétique est soumis à un effet de couple 

qui tend à l' orien_ter suivant les lignes d e champ: 

II. Les milieùx aimantés · 

Introduction: 

. Certains matériaux peuvent acquérir une aimantation en présence d'un champ 
magnétique extérieur. Selon sa nature, le nùlieu aimanté peut ou non garder cette 
aimantation après la disparition du champ. 
Les expériences effectuées sur les aimants montrent que les courants électriques 
macroscopiques ne sot pas les seuls sources possibles du champ magnétique; le 
champ crée par les aimants possède toutes les propriétés caractéristiques du champ 
magnétique crée par les courants. En effet, sous l' effet d'un champ extérieur, la 
matière peut acquérir les propriétés m agnétiques des aimants permanents (aimants 
naturels ou magnétites). C'est le phénomène d'aimantation de la matière. 

Il.1 Aspect macroscopique de l'aimantation: 

Le vecteur Aimantation : 

Dans un rniheu aimanté, chaque élément de volume d -c possède un moment 
dipolaire magnétique d i11. L' intensité d'aimantation en-un point P du milieu dépend 

de la densité des rn.oments dipolaires magnétiques en ce point. Pour caractériser cette 
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l'vfagnétostatique des milieux matériels 

intensité, on définit le vecteur aimantation 1v1(P )comme étant le moment dipolaire 
magnétique par u1ùté de volume. 

Unité: Am-1 

M(P)= <lin . 
· d tp 

II.2 Potentiel Vecteur créé par un corps aimanté : 

Fig. II. 2 

Or 

~ = gradp (!) 
r., r 

dÂ(Q) = 1:9.. M(P) A gradp P-)d1: p 
41t \-.f 

Q 

D' autre part, on a pour tout champ de vecteurs Ü et de scalaires f: 

rot (f Ü) = f rot U - Ü A grad f 

et donc 

A(Q)=l:9.. Jff M(P)A gradr(.!.)dtp 
41t (D) r 

-( ) µo fJ~ (M) +-µo rJJ rot M dî A Q = - - Jrot -: di: J 
4n(D) 1 47t(D) r 
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Magnétosrar.ique des mifieux matériels · 

Formule du ro tationne1 : 

JJFt Ü d-r = fJ( ri r, Ü) ds 
(, ) s,.(, ) 

(I:) étant la surface délL.wtant le corps aimanté (D), d e volume -r(n) 

Equivalence : 
- -

.~(Q}= µ o #k2 ds + _ëQ_ Jf l~d-r , 
4n ,- r 4n r·o\ r 

- 'î ' / 

avec 

Le potentiel vecte:lr crée par t.m corps aim.anté. (D), .. d ' aimantation M., en un point Q à 
l' extérieur de celui ci, ést le m êm.e que celui qui serait crée dans le v_ide par une 
.distribution équivalente de courants, dits courants d ' aimantation: 

caractérisés dans (D) par une densité de courant volumique 
- - -

d'aimantation j
3 

= rotM. 

- sur la surface par une densité de courant d'aimantation surfacique ka = M /\ ii.. 

Il.2 Champ~ magnétique créé par un matériau aimanté : 

B ::c: rot A 

Remarque: 

Dans le calcu l de A et B, crées par la matière aimantée, il faut tenir compte dans ces 
calculs des distributions de courants libres, ou de conduction, si ils existent, de 

densités surfacique et volumique respectiv es k L et } L. 

III. Le Vecteur Excitation magnétique H . 

III.1 Définition 
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Magnétostatique des milieux matériels 

Soit un volume de matière aimantée ; ce volume est donc siège d e courants 

élech·iquesfictifs d1 aimantation de densité }., mais il peut aussi être parcouru par 

des courants réels de conduction de densité \ et des courants de polarisation Jp 

(
-: èI> -0 , . , , ) 
Jp = - = en regnne stationnaire . 

8t 

Dans la matière aimantée, le théorème d' Ampère local s'écrit : 

rot B = µ 0 (} a + J:_ ) 
- - - ..... -
rot B = µ 0 rot M + µ 0 jL 

On définit le vecteu r excitation magnétique 

- B -
H=--M 

µ o 

III.2 Théorème d' Ampère local pour le Vecteur H 

De cette définition découle la relation in1portante suivante: 

C'est le Théorème d' Ampère local pour le vecteur 11 en régime stationnaire. On 
peut lui associer la relation intégrale suivante, d éduite directement du,1théorème .de . ·. 
Stokes .: 

{ Hdl= Jfot H .ds= ff}L .ds 
(C) Sf(C) Sf(C) 

D ' où le théorè111e d 1 Ampère pour le vecteur H : 

III.3 Théorème d' Ampère pour le Vecteur H 

Enoncé: 

En régime stationnaire, la circulation du vecteur Ë sur un contour fermé (C) est égale 
à l'intensité totale du courant de conduction lL qui traverse ce contour. 
Unité [H] : A nr1 
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Magn.étostatique des milieux inazériels 

Remarque: 

En appliquant le théorème d' Ampère pour le vecteur H , on ignore les courants 
d'aimantation. 

III.4 Analogie milieux aimantés - milieux diélectriques: 

Une simple comparaison des expressions des vecteurs : 

- excitation 111:agnétique H 

- excitation élechique D 

- B -
H =--M 

~L o 

- - -
D = s0E+ P 

Permet.d'établir. les correspondai1ces suivantes : 

E J5 
B H I· 

p 

1 
-M 

III. Propriétés des v 2cteurs B et H à l'interface entre deux milieux 

A la traversée d'une interface séparant deux milieux aimantés différents, les champs 

B et H peuvent changer de direction ou d'intensité. 

III.1 Relation de passage pour le champ B 

Sur la figure II.3, considérons la surface fermée (Sr) , constituée par le cylindre aplati, 

de surface latérale (I-Jat) et de bases (ds 1) et (ds 2 ) . 

Le champ B est a flux conserva.tif. Ceci est traduit par la relation : 

divB = 0 
Ceci signifie que son flux à travers toute surface fermée est nul. En effet on a : 

~(sf)(Ë)= JJB.ds = Jf fdivBd1 =0 
(sr) , (sr) 

<!i(sr)(Ë) = B(M1).ds1 +B(M 2 ).ds2 +d<!iiat = 0 

<P(sf)(B)= B(M 1).dsn-B(M2 ).dsii. =0 

B ln =B2n 
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Conclusion : 

}dagnétostatique des milieux matériels 

0 
v 

(-n) 

Fig. II.3 

.. -. 
v" 

• 

A la traversée d'une interface, la composante normale du champ Best conservée. 

III.2 Relation de passage pour le champ H 

Appliquons le théorème d' Ampère pour le vecteur H en considérant le contour 
fermé, constitué par le rectangle élémentaire (ABCD) de la figure II.4 : 

fii .dl =dil 
(ABCD) 

d It étant le courant surfacique réel, de vecteur derisité KL, qui circule sur l'interface 
et qui passe à traverse le rectangle (ABCD). 

an_ =kL'dlT 

fH.ëü = fr2 .AB+ A.Be+ 111 .cD + H.DA = d n 
(ABCD) 

ef tt.ëü =a1(A 2 . î + o- H1 .î + o)= iëL .dlî 
(ABCD) 

Si iëL est supposé avoir la direction de Î, c. à .d, k:L = kL T, on peut écrire 
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ou encore 

interfaceJ. 
'I"' 

Conclusion : 

.A1agnétostatique des . milieux nwtériels 

mlfreu 1 

D 

J1 

Liî 
M1 1 ----- C 

i'i : =ntnlt t A e.n NL 
1 : tà.'1ger,t 1 t H t Mêi .t(.P...BCD) 
l- iU1î 

Fig. 11.4 

➔ ➔ 
AB=dl t 

➔ -t.· 
CD=~ dl t 

➔ _. 
BC➔ O 

➔ -,.. 
DA~O 

A la h·aversée d'une interface parcourue par des courants de conduction, la 
composante tangentielle du vecteur excitation magnétique H1 est discontinue. Cela 

. veut dire que cette composante est conservée dans le cas d'interfaces dépourvues de 
ces courants. 

IV. Milieux Magnétiques Linéaires Homogènes et Isotropes (L.H.I) 

IV.1 Définition 

Un milieu magnétique est dit linéaire et isotrope, si en tout point P du milieu, 

l'application qui fait correspondre H(P) à Ë (P) est linéaire : 

-( · 1 -() H P)=-( . . )BP. 
)..L p 

µ(P }est la pennéabilité magnétique au point P . Si le milieu est homogène, µ(P )est 
indépendante de la position et on a simplement : 

B(P)= ~LÏi(P) . 
µ est la perméabilité magnétique absolue du milieu linéaire homogène et isotrope (L.H.I). 

µ = µ, µ 0 , où ~L,. est la perméabilité relative. 
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l'dagn.étostatique des milieux matériels 

IV.2 Susceptibilité magnétique 

Dans un milie.u 111agnétique quelconque, on a toujours: 

Ë = µ 0 (H + i1) 
Si ce milieu est L.H.I, on a en plus la relation : 

B(P)=~LH(P) . 
Ainsi 

M = ~l - ~Lo H = (µ r -1) H 
µo 

La susceptibilité magnétique est définie par Xm = ~Lr -1 , elle représente, comme son 
nom l'indique, la susceptibilité du milieu à s' aimanter en présence d'une excitation 
H. 

' - - 1 

IM=xrnH! 

IV.3 Lien enh·e les courants de conduction et d'aimantation dans un milieu L.H.I 

De la relation précédente on a: 
- -
rot M= Xm rot H, 

· Le théorème d' Ampère local donne : 

Il s'ensuit que le courant volumique total est : 

Conclusion : 

-; -: -: -; µ, -; 
J toi = J a + J L = µ r J L = --

1 
J a 

µ ,. -

Un milieu aimanté LHI ne peut siéger des courants d' aimantation volumiques en 
l'absence des courants réels . 

Un milieu aimanté LHI, isolé de toute source, ne peut siéger que des courants 
d'aimantation surfo.ciques. 
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Magnetostatique des milieu..t matériels 

V. Aspects microscopiques du magnétisme : 

V.1 lntroduction 

L'origine du magi,étisme réside dans l' existence de moments magnétiques au niveau 
atomique (Fig. II.5). 
- Il provient d'une part du mouvement des élechons autour du noyau (moment 
magnétique orbital µ1 ) 

- et d ' autre part du m ouvement des électrons autour d'eux-mêmes (moment 
magnétique de spinµ 3 ) 

Le moment magnétique des électrons est la résultante de ces deux moments, orbital 
et de spin. 
Notons que les moments magnétiques nucléaires dus aux protons à l'intérieur des 
noyaux sont tTès faibles devant les moments électroniques. 
Ainsi les propriétés magnétiques de la matière sont essentiellement.attribuées aux 
électrons. 

t .... , 
L 

1 
. f 

1---- r' 
.,;, . 

Fig .II.5 

V.2 Classification des matériaux de point de vue magnétiques 

Les matériaux sont classés en trois catégories, les diamagnétiques, les 
paramagnétiques et les ferromagnétiques . 

V.2.1 Le diamagnétisme 

En l'absence du champ magnétique extérieur, le moment magnétique atomique est 
nul (compensation des moments magnétiques des électrons}. Les atomes ne 
possèdent pas de moment magnétique permanent; . le . moment magnétique 
macroscopique est donc nul. 
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Magnétostatique · des milieux matériels 

Sous l'effet d'un champ magnétique extérieur, la substance acquiert une aimantation 

induiteM .· 

Susceptibilité magJtétigue en diamagnétisme 

~Loll Ze2 

Xm =-
me 

< r2 >. 

- Z: le numéro atomique (nombre total d' électrons del' atome), 
- n: le nombre d'atomes par unité de volume de la substance diamagnétique. 
- me : la masse de l'électron. 

- < r2 > : le rayon carre moyen de l'atome. 

TI est important de signaler qu'en diamagnétisme : 
- Les élech·ons des couches périphériques jouent un rôle essentiel dans l'aimantation. 

- Xm <Ü, donc µ , < 1 ; 1' aimantation 1\1 s'oppose au champ B. En effet on a 

(M = x.mH = Xm B) .Cela veut dire qu'une substance diamagnétique ahnantée crée un 
µ 

champ additionnel qui s'oppose au champ extérieur. 
- Xm ~ -10·5, donc J.-t, = 1 et J.-L = /.-L o ; l'aimanta bon acquise M est faible. 

:- X.m est indépendante de la température. 

Exemple de substances diamagnétiques 

bi!>mu:th 

amimo1ne 

II 1 

l -l6 .6, tff•' 

t -7 ,ü · tlY-1 

1-2.9 . 10·5 

t-2 .. 6 · l !r'~ 

l-2. 1 · Hf5 

plomb 

NllC] 

cuivre 

1- 1,S · lff~ 

l-L4-Uf5 

l-LO, rn·5 

l .ft 8'8 · w·5 

' -s 1-0.21 , lO 

Pour rappel, les atomes ou molécules de ces matériaux ont un moment magnétique nul. 

V.2.2 Le paramagnétisrne 

Contrairement aux matériaux diamagnétiques, les atomes ou molécules des 
matériaux paramagnétiques ont un moment dipolaire magnétique intrinsèque. En 
l'absence du champ extérieur, ces moments sont distribués au hasard dans toutes les 
directions possibles et l'aimantation macroscopique est null~. En présence d'un 
champ magnétique extérieur, ces moments atomiques vont s'aligner plus ou moins 
collectivement et conlTibuer à créer un moment magnétique global ayant la direction 
et le sens du champ extérièur ; ce phénomène étant limité par l'agitation thermique. 
A l'équilibre thermique, la résultante des moments magnétiques sur un élément de 
volume n'est plus nulle (phénomène analogue à la polarisation par orientation dans 
les diélectriques). 
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.Magnétostatique des milieux matériels . 

Susceptibilité magnétique en o aramagnétisme 

Un milieu contenant n dipôles magnétiques par unité de volume et possédant chacun 
un moment m.agnétique in, acquiert sous l'action du champ extérieur B une 

aimantation M = 11 in L(u), où L(u)est la fonction de Langevin 

L(u) = coth u -1/ u ; 

u = m B , où k est la constante de Boltzmamr et T la température absolue. 
kî 

Ona u<<1alors cothu~J / u+ u/3+ ... et L(u):=:u/3,d'où 
2 µ 0 nm 

'\/ =--'---
/cm 3 k T 

On peut conclure que pour les 1nilieux paramagnétiques, on a : 
- X.m > 0 ; X.m - 10·3 , donc µr = 1 et ~L = µ 0 ; comme pour un diamagnétique, 

l'aimantation acquise M est faible. 

Exemple de substances riararnagnétigues 

oxygène liquid-~ 

uranil1 m 

alum'inimn 

/ i ,. rn 
1..,.400, w<• 
t+4ü. tcr5 

sodium 

ox.ygène g::lzeux. 

&ir 

.u, 11 1 

1+0.72, 10-" 

l+O. 19 , l 0"5 

l+0.03& · 10-~ 

Pour ra ppel, /.es atomes ou molécules de ces matériaux ont un moment magnétique non nul. 

Pour les diamagnétiques et les paramagnétiques, l'aimantation cesse dès que le 
champ extérieur est supprüné. 

V.2.3 Le ferromagnétisme 

Les substances ferromagnétiques sont principalement le fer (d'où le nom de ces 
matériaux), le nickel et le cobalt ainsi que de nombreux . alliages contenant ces 
éléments. Les matériaux ferromagnétiques sont caractérisés par les trois propriétés 
essentielles sttivantes: 

X.m >> l ; elle est de 1' ordre de quelques milliers, voire di~aines de milliers; Xm - 10+3 · 

Xm dépend de la température. 
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Magnétostatique des milieux matériels 

Xm = Xm (H) ; Met B ne sont plus proportionnels à H; la dépendance est plus 
complexe. Elle est non li.J.1.éaire, de plus elle varie d'une substance ferromagnétique à 

l'autre et dépend aussi de l'histoire de l'échantillon. 

Dans ces matériaux, il existe de hès fortes interactions entre les moments 
magnétiques dipolaires qui s'alignent parallèlement les uns aux autres dans des 
régions appelées domaines magnétiques. En présence d'ml champ d' induction 
magnétique extérieure B même très faible, tous les domaines vont s'aligner les uns 
sur les autres parallèlement au champ B et contribuer à générer une forte aimantation 
M. 

Domaines magnef.tiques 
Fig. II.6 

Exemple de substances ferromagnétiques 

.1 

A1nko2 

9R % Ft ; 0.86 % ù:1 ; O. 9 % Mt~. 

55 %· Ft,: i(l % Al~ J7 % Ni; 12 <k, Ct1; 6 'Ji, Cu 
.-· 

5 t t:ii f e,; 8 %, Ak 14 4(, Ni: 24 % ù,r, 3 !/,:- Cu 

V.3 Aimantation des substances ferromagnétiques 

V.3.1 Courbe de première aimantation 

La courbe d' aim.antation M = M (H) d' un ferromagnétique non · aimanté est dite 
courbe de première aimantation. Elle s'obtient par expérience. On utilise en général 
un échantillon de forme torique que l' on place dans un solénoïde de même forme, 
alimenté par une source de courant réglable. Le solénoïde est formé de N spires 
parcomues par un courant d'isüensité 1. Al' aide d'un: fluxmètre, on mesure le flux 

~ de B à travers une section que~conque du tore en fonction de I. Le matériau étant 
initialement non aimanté .. 
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Magnétostatique des milieux matériels .•. 

Fig. II.7 

~ M ~ =BS, B=-, S = nr 2
: Section du tore, H = --

S ~R 
La variation de I per.met de h·acer la courbe d'aim.antation en associant les couples 
(H,B). L'aimantation M étant déterminée à partir de la relation 

M=~-M 
µo 

~ .. ~ .... - * . -- .. , __ --- - - ----- - ·- _ .. _.. ... ... ,_..- __ ? _ ... --.. ~-- ........... .. ..... . ,..~ ............ -

dM 
,V =-·- --· 
Mü ' dH 

0 

Fig. II.8 

H (A ·l , - .. •. m J 

Lorsque H est faible, M croit lentement sur la portion OA, et plus rapidement sur la 
portion (AB). 
Lorsque H atteint quelques centaines de Am·1, la croissance de M devient lente 
(portion BS) et se terminent par une saturation pour des excitations intenses. 
Ms: ain1antation de saturation. Ms varie avec la nature du corps. 

Substance Fer Acier trom é Ni Co 
Ms Arrt-1 300K 1.7 x106 1.4 x106 0.5 x106 1.3 x106 

16/ 23 



Afagnétostatique des milieux matériels 

Ms dépend de la température 
décroît très rapidement au voisinage de la température de Curie 

- Lorsque T>Tc, la substance devient paramagnétique. 

·M t(T) 

0 

Fig. II.9 

M = X m(H) H 
X.m représente la pente de la droite OP (Fig. II.8) 

Xm et µr sont pratiquement confondus. 

·'l.. (Hl 
l.ll 

\. 
\ 
~ 

Fig. II.10 

T 

H 

Pour un corps ferromagnétique, la susceptibilité magnétique Xm est donnée pour 

des températures T> Tc par : 
C 

'V - --- ou C"" Cste (loi de Cur_ ie Weiss) 
fvm - T-T ' 

C 
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I. 
m il 

, 
1 

! 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

T, 1 

.:1 

Ettt p!l'-Un1ltnéti,ptt 
~ -----------, T 

Efat 112non1, t:t,n~tiqce 

Fig. II. 11 

Le ferromagnétisme n'existe que dans les corps à l'état condensé. Il n ' est p.as une propriété 
atomique ou m oléculaire comme le diamagnétisme ou Je paramagnétisme, mais il résulte 
d'une interaction entre les atomes d'une même structure crisra11ine. 

V.3.2 Cvcle d'hvstérésis 

Le phénomène d 'hystérésis est le dédoublement de la caractéristique B(H) ou M(H) du 
matériau ferromagnétiquequand celu i-ci est soumis à urie excitation H périodique. Le champ 
B dépend non seulement de-l'excitation H, mais aussi de ]_'aimantation antérieure (histoire du 
inatériau). Les substances fenomagné tiques sont donc dotées de mén1oire. 
Sur la figure II .12 on distingue : 

La courbe de première aimantation : courbe B = f(H) lorsque le corps ferromagnétique ne 
possède aucune aimantation. Celle-ci est obtenue en augmentant H de O jusqu' à Hmax =Hm, 

Le Cycle d'hystérésis : courbe B = f(H) lorsqu e le corps ferromagnétique possède déjà une 
aimantation. 

Tracé du cvcle : 

- On fait décroître H à partir de sa valeur maximale Hm, on constate que le champ B, donc 
] 'aimantation M, ne prend pas les mêmes valeurs que pour H croissant. Ces valeurs sont 
supérieures et la courbe de désaimantation M(H) est différente. On dit qu'il y a hystérésis. 
- Lorsque H=0, l'aimantation M ne s'annule pas, le matériau garde une aimantation Mr 

appelée aimantation rémane11te; Je champ conespondant est le champ rémanent Br = µ 0Mr. 
- Pour diminu er l'aimantation, on inverse le sens de H, M est nulle pour H=-Hc appelée 
champ coercitif. 
- On continue a augmenter H dans Je sens opposée j usqu.'à -Hm, 
- Ensuite on au gmente H j usqu 'à Hm. 

· On obtie-nt une courbe fermée et symétrique par rapport à l'origine, c'est le cycle 
d 'hystérésis. 
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Magnétostatique des milieux matériels 

La fonne du cycle dépend de 
la température 
L 'excitation maximale Hm 
La nature du matériau (ma té ri aux durs : He fort, Matériaux doux : He faible) 

Fig. Il.12 

• Matériaux durs : Certains matériaux, comme l'acier, présentent une forte aimantation 
rémanente (He très grand). Ils sont utilisés pour faire des aimants permanents. Le cycle est 
large. 

Exemple d'alliages utilisés pour les aimants. 
Ferrite ( oxyde de for) 
Saturation à "' 0,6 T 
Br:o 0,4 T 
He"' 200 k.A./111 
Samarium-Cobalt (S111-Co) 
saturation à "' l T 
Br= 0,8 T 
He= 500 k.A/m 

• Matériaux doux : Possèdent une aimantation rémanente facile à annuler (He est petit). Ils 
sont utilisés pour les moteurs et les tôles des circuits magnétiques des transformateurs. Leur 
cycle est étroit (Exp : fer). 

Exemple d' alliages utilisés pour les tôles des transformateurs: 
FeSi 3,5% de Si 
Saturation à 2 T 
Br"' O 
HczO 
µr = 7000 à 50 Hz 
FeSi à grains orientés · 
saturation à 3 T 
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J,,fagnétostatique des rnilieu:x matériels 

Br= 1,4 T 
He= 8 A/m 
µr > 40 000 il 50 Hz 

Matériaux durs : 
Le cycle d'hystérésis est large. 

Fig. II.13 

V.3.3 Circuits magnétigues : . 

Matériaux doux : 
Le cycle d'hystérésis est étroit. 

Fig. 11.14 

Un circuit magnétique est 1a partie ferromagnJrique guidant le flux magnétique d'un système 
électrique (exen,ple: le noyau d'un transforrnateur). 
De nombreux circuits magnétiques, entrant dans la constitution des machines électriques, 
comp01tent obligatoirement un entrefer. Exemple des moteurs dont le circuit magnétique est 
composé du stator (partie fixe) et du rotor (partie mobile). L'entrefer est indispensable pour 
permettre la rotation du rotor. 
Les aimants pemianents, eux n ' ont pas de circuits électriques : ce sont des circuits 
magnétiques constitués d'un matériau ferromagnétique souvent associé a du fer doux pour 
canaliser les lignes de champ. 

a) Electro-aimants 

On cherche relations qui existent entre les paramètres du circuit. Les deux lois fondamentales 

sont le théorèrn e d' Ampère (pour le vecteur H ) et 1a conservation du flux pour le vecteur B . 
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Magnétosta fiqiie des milieux matériels 

~l Tore sans entrefer 

D'après le théorème d'Ampère 

H: excitation magnétique (A/m) 
L: longueur moyenne des lignes de champ (m) 
N : riombre de spires de ia bobine 
I : courant dans la bobine (A) 

s 

Fig. II.15 

HL=-Nl 

D'après la loi de conservation du flux magnétique, on a: 

<P = fJB.ds = este 
s 

(S) : section quelconque du tore 

Si la section est droite : 

~ == BS= µSH 

Analogie circuits magnétiques- circuits électTigues 

Réluctance d ' U11 circuit magnétique : 
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Jiagnétosta tique des . milieux matériels 

d'où 1a relation d'Hopkinson 

R dJ =F . "' 

F 111 ~ NI : force magnétomotrice 

R "'·· _1 [ dl R , 1 d . . , . 
cc:- : e uctance u circmt magnetique 

~l (ê) S 

Connaissant la réluctance R, on détem1ine Je flux magnétique à travers le circuit par 
application de la relation d'Hopkinson et on en déduit le champ magnétique B. 

a.2 Tore avec un entrefer 

~~ 
I / .. ·········~--••""[ri""•, ...... , 

-;:,,-._/- ... ···' ~ /"·•, .. 
L ~7 /"X.~--

F spi,,,, f-ti //4" \\ 
lï ; : 

\ •l ~ J 

1. 
• .. ,.,. .... 

, ,,,h .. ••••·••··• 

Fig. II.16 

- Déte1mination de H : 

Théorème d 'Ampère : 

41~.dÏ=N I =Fm 
L 

Hr(L-e)..:..H, e==N.I 

L: longueur moyenne des li gnes de champ (rn) 
e: longueur de l'entrefer (m) 
N : nombre de spires de la. bobine 
l : courant dans la bobine (A) 

H f: excitation magnétique .dans la matière (A/m) 

Ha: excitation magnétique dans l'entrefer (A/m) 

N 

Sie<< L, les lignes de champs traversent l'entrefer sans tro_p de perte, l'entrefer peut être 
considéré comme un tube du flux magnétique. 

qlr.,, = ~,ir 

Bf= B,⇒ ~LO-~lr.Hr= ~w .H.⇒ µ,.Hr= Ha 
µr ~ 1000 pour du fer. H, est 1000 fois plus important que Hf. 
Donc si 1'on a besoin d'une excitation donnée dans l'entrefer, on peut calculer le courant qui 
sera nécessaire. Celui-ci sera d'autant plus faible que µrsera grand. 
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Jvfagnétostatique des milieux matériels 

D'où 

Hr(L• e)+H,e =N.l 

H i (L - e) + p,.füe == N.I 

NI 
Hr == L +e(~t, -1) 

H = ~t ,NI 
" L + e(µ, -1) 

On peut retrouver aisément ces m érnes résultats en utilisant la relation d'Hopkinson: 

VI. Energie magnétique : · 

~=~= , NI 

R 1 / L - e eJ -1-+­
~L o \ ~1,S S 

- -~ B,;,. - Bror -S 

L'énergie magnétique contenue dans un volume (r) ou règnent les champs B et H est 

donnée par: 

1 J- -W = 2 B.Hdt 

La densité d'énergie magnétique est : 

• - dW - 1 B- rër w ---- -~ 
dt 2 

Si le milieu est linéaire homogène et isotrope, on a B = µH et 

• 1 B" 1 H2 w =- =-µ 
2,LL 2 
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Chapitre 1 : Ondes électron1agnétiques (0 bT\1) 

I. Infroduction 

L' électrnmagnétisme s'intéresse à 1' étude des modifications des propriétés de 
l'espace, provoquées par des charges électriques en mouvement. Ces modifications 
sont traduites par un champ élecb·omagnétique défini en tout point par deux 

. ~ 

vecteurs, un champ élettrique E et un champ magnétique B. Ces deux vecteurs sont 
déterminés par les équations de Maxwell, qui 1nonh·ent que leur évolution .spatio­
temporelle est de caractère ondulatoire, d'où le nom « Ondes électromagnétiques >> 

qui leur est associé. 
La propagation des ondes électromagnétiques n'a été étudiée expérimentalement 

qu'en 1888 par Hertz. Peu avant, en 1887, Michelson avait mis en évid_ence I' aspect 

essentiel des ondes lumineuses qui ne sont qu'un cas 11artjculier d'ondes 

élecb.-omagnétiques; elle sont caractérisées par l'invariance de leur vitesse de 

propagation (célérité c) par un changement de référentiel Galiléen, et par l'absence de 

support matériel à cette propagation, ce qui les distingue fondamentalement des 

ondes mécaniques. 

Le domaine d'application des ondes élech"omag:nétiques est h·ès vaste : il s'étend 

dans l'échelle des longuem·s d'ondes de 10·15m ( ordre de grandeur de la dimension 

du noyau) à plusieurs Km (ondes radio). Dans cet éventail, les phénomènes 

lumineux ne concernent qu'un domaine restreint de longueur d'onde 

. 400nm< }. <750nm. 

II. Propagation dans un milieu dépourvu de charges et de courants: 

Dans un milieu Linéaire Homogène et lsoh"ope (L.H.I), on a : i> = s Ë et Ë = JI li . 

Les quab·e équations de Maxwell devie:nnent, avec P1. = 0 .et J L = 0: 

div E = 0 

- - as 
rot E =- -

àt 

III. Equation de propagation 

• Pour le champ électrique E : 

div B =0 

- BE 
rot B =µ & -

ôt 

A partir de la relation : rot rôt(.)= grâd div(.)- LÎ (.) 

et des équations de Ma:>0vell : 
~ aË 

rot l!, =- -
Ôt 

àivË=O 
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i ,: r 
L·· 
f 
r:- .. 
L 

\. 
~. ·. 
~ : 

on obtient l' équation de propagation du champ élecu-ique 

- - 8 E -
iJ. E -µ & --;-;-= 0. (*) 

ôr 

• Pour le champ magnétique B 

Le champ magnétique Ë vérifie également la même équation (*) . 

- - aË -
iJB -µc -

1 
= O. ar 

Ces résultats sont généralisés à toute grandeur X(r, t) vérifiant l'équation de 

propagation, dite aussi équation d 'onde : 

!,X- k" ,325: =Ü 
o2t 

où l'onde X(r, t) se propage à la vitesse v telle que v 2 = 1 / k'. 

L'équation d' onde peut êh·e condensée en inb·od uisant l'opérateur d' Alembertien : 

□(.) = t.( .) -~ ,32 2(. ) 
V O t 

Le potentiel scalaire V et le p otentiel vecteur A obéissent également à la m ême 

équation de propagation que les champs: □(Ë, Ë,A,ou V) = Ô ou 0 

Dans le vide l'équation de propagation devient 

où c = --==c=- est la vitesse de propagation des ondes électromagnétiques dans le 
.J,:;o µo 

vide. 

1- L'Onde plane 

L'OEM est plane si Ë (et donc Ê ) ne dépend que du temps t et d'une seule 

coordonnée d 'espace, associée à la direction de propagation. Si par exemple, la 

propagation se fait dans la direction de Ox, à un instant t donné, le champ E(x,t ) 

est le même pour tous les points d'un même plan perpendiculaire à Ox appelé 

plan d' onde. 
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E(M ,t) = Ë (x,t) 
- -
B(M ,t) = B(x,t ) 

0 X 

,, 

Fig. 5.1 

La solution la plus générale pour □(Ë , Ë) = Ô est de la forme : 

-· - X - X 
E(x,t) = E1(t--)+E 2 (t +-) 

- - X - X 
B(x,t) = Bi(t - -)+B2 (t +-), 

C C C C 

où nous excluons toute solution indépendante du temps. Un champ constant est 

toujours solution de l'équation d' onde (il est sans intérêt). 

• le champ (Ë1, Ë1) correspond à une propagation dans le sens positif de Ox. 

• le champ (Ë2 , Ë2 ) correspond à une propagation dans le sens contraire. 

2- L'onde plane progressive (OPP) 

Chacun des couples (Êi, B1), (Ê2 ,.B2 )caractérise une onde électromagnétique du 

type onde plane progressive se propageant parallèlement à Ox, soit dans le sens 

positif ( couple (Ë" Ë,) ) soit dans le sens négatif ( couple (Ê2 , Ë2 ) ) • 

Considéro~s par exemple le champ 
- X 
E1(t--), on note que 

C 

OÊ1 1 8Ê1 -=---
&x C àt 

Sous forme opérationnelle, ces relations peuvent être condensées. 

1 ô 

C iJt 
0 

0 

soit 
- 1_ o 
v' = - - u . - où u., est le vecteur unitaire de Ox. 

C ·' ot 1 
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Ces deux relations monh·ent que (Ë, Ë,ü) est un trièdre direct et \jËjJ = c l[ëj[ 

-r 
I.3 -~ 
~ li 

Fig. 5.2 

IV. Ondes planes progressives wonochrornatiques dans le 

(OPPM): 

. , 
v1ae 

Soit Ox l'axe de propagation. L'onde plane progressive rnonochroma tique, se 

dirigeant dans la direction positive de Ox, est caractérisée par une dépendance en 

cos(k x - ())t + CfJo), avec : 

k : le module du vecteur d'onde 

m : la pulsation de l'onde 

(f)0 : la phase à l'origine. 

Une telle onde fait apparaître une double périodicité des composantes Ë et Ë. 

a) une périodicité temporelle: pour x donnée, les composantes du champ sont 

des fonctions sinusoïdales du temps, de période T = 
2
'\ correspondant à la 

{f) 

1 CV 
fréquence temporelle 11 = -= - (en Hertz). 

T 21r 

b) une périodicité spatiale: A un instant t donné les composantes du champ sont 

des fonctions sinusoïdales de la vru:iable d'espace x, de période spatiale, ou 

br 2TC 
longueur d'onde À. = cT = - = - c. La longueur d'onde correspond à la 

k m 

distance parcourue par l'onde pendant une période T. On définit aussi le 

nombre d'onde q = !_ (en m·1). 
À, 

Les difffaents domaines de longueur d'ondes (OEM) 
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On peut gén éraliser ce résultat à toute onde plane progressive OPP se propageant 

dans le sens positif d'un axe quelconque défi.ni par le vecteur unitaire ü, 

- l _ o v = --u - (*) 
C Ôt 

Cette relation ne s'applique qu' à une onde plane progressive. 

3- Structure de l'O.P.P: 

Soit une O.P.P ( Ê, Ë) se propageant dans la direction d'lm axe de vecteur 

unitaire ïi. Compte tenu de (*), les équations de Maxwell en l'absence de source 

(pL=O ,]L ::::O ) s'écrivent: 

l- divE = 0 ~ .È= O 

2- divB =-=· 0 \' .Ë =0 

3-
- - -· 8B 

rotE=V AE=--
ôt 

_ - - - l OË' 
4- ro tB = v /\ B == · -:c- -·­

c 1 Ôl 

. 1 _ oË 
0 soit --u- = 

C Ôt 

soit 

soit 

soit 

1 _ ôË 
--u -=0 

C ot 

1 _ oË ôË 
--u 1,-=--

c ôt ot 

1 _ ôË 1 oË 
--U/\-=---

C Ôt C
2 ot 

On ne s' intéresse qu'aux champs variables. Tout champ G constant, est considéré 

nul (ë = 0 ), comme il est supposé être avant l'arrivée de l'onde, d'où : 

ô(ü.Ë) =0 
ôt 

(1') 

(2') 

(l') 

(2') 

⇒ ü.Ë=O 

⇒ ü.Ë=O 

u - -
ô(-AE-B) 
_c"-·---=Ô 

8t 

- Ë 
ô(ü AB+-) 
---~c-=Ô 

ôt 

le champ E est h·ansversal 

le champ B est transversal 

Donc le champ élecb·omagnétique est transversal. 

(3') - u -
⇒ B=- r. E donc Ë l.Ë 

C 

(4') => Ë = c B /\ ü 

(3') 

(4') 
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1- Champ électromagnétique d'une OEPPM se propageant suivant Ox: 

On sait qu'une onde plane progressive est b:ai,sversale, c1est-à-dire que Ja 

composante de E suivant la direction de propagation est nulle . 

Pour une pulsation • m donnée, l'OEPPM se propageant suivant Ox est 

caractérisée par les composantes de Ë : 

Ë 
[i) 

avec k =­
c 

Ë0_., , EQ, sont des a'mplitudes, et rp, et rp 1 les phases à l'origine. 

Les composantes de Ë s'en déduisent ainsi: 

B~ = 0 

B = - E, 
y C 

EV 
B =-· 

' C 

2- OEPPM de direction de propagation quelconque 

Quelle que soit la direction de propagation de I1 onde plane, le 'champ est 

uniforme dans un plan d'onde, 

y 

Fig. 5.3 

E(r,t) = E(OH,t) = E0 cos( K.X - OJt + cp) 
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⇒ 

X=r.ë 
Avec _ "' 

K=K.ë 
·' 

K = (K ,,Ky, K=) 
r = ('x V z) , _. ' 

E(r,t) = E(OH, t) = Eo cos(K.r -{j]{ + rp) 

= E, cos1x.K + v.K . + z.K. - Cùt + m) 
l.J \ ;,: •. )' ,:. Y' 

- . e -
B=....!.. AE 

C 

- K -
⇒ B =-A E 

Cù 

Le vecteur d'onde K est toujours dirigé dans le sens de la propagation. Ses 

composantes K_, , Ky , K, sont liés à la pulsation cv par : 

? 

K 2 K2 K-2 or x + . y+ ,=-, 
C -

V. Polarisation des ondes planes progressives monochromatiques 

a- position du problème : 

Etudier la polarisation d 'une onde électromagnétique c'est préciser l'évolution de la 

direction du champ électrique Ë attaché à cette onde au cours de la propagation. 

Soit une onde plane progressive se propageant dans le vide suivant Ox déciite par le 

champ Ë 

z 

n. 

- ii -
Eoy, Eoz, rp, et rp? sont des constantes. Le champ B = - /\ E . 

C 

X 
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Pour décrire l'évolution de la direction du champ Ë, on peut : 

• Soit fixer x et examiner l'évolution de cette direction dans le temps. 

• Soit fixer t et observer l'évolution de cette direction le long de Ox, c.à.d. le 

long de la direction de propagation. 

b- Différents états de polarisation dans un plan d'onde 

. Pour la description de champ, on se place dans le plan x=O (on a fixé x) et on 

décrit l'évolution àu vecteur Ë dans ce plan 

j z 

E°" 

'R 
.i....,0'.f y 

Fig. 5.5 

Ona: ·• E, = E0-, cos( mt - (();) 

En un point donné de ce plan, l' extrémité du vecteur Ë décrit une courbe 

comprise dans un rectangle de côtés 2Eoy et 2Eoz. 

Envisageons différents cas 

le champ Ë garde une direction fixe. On dit que l'onde électromagnétique 

présente une polarisation rectiligne. 

E), E0y 
- · =---
E. E0 , 

Le champ E garde une direction fixe et 1' onde est polarisée rectilignement. 

• Si (/J 2 - cp I n'est pas un multiple den , on peut écrire : 

et E. , ) -" = cos( wt-(f) 
Eo, avec rp = rp2 -cp1 

En élinùnant le temps, on obtient : 
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qui est l'équation générale d'une ellipse (qui couvre aussi les deux cas précédemment 

cités). 

L' exb·émité de E décrit donc une ellipse; on dit que l'onde présente une 

polarisation elliptique. 

c- Définitions des ondes elliptiques gauche et droite 

Suivant la valeur de ,:p = rp 1 - (() 1, cette ellipse est décrite dans un sens ou dans un 

autre. L'onde est elliptique gauche si pour un observateur recevant l'onde, le 

champ élech·ique tourne dans le sens positif associé au sens d~ propagation, si 

non elle est elliptique droite. 

: ' z 

\ y 

L\__"-.. / 

(,0 = (()2 - rp, = 0 Ü<<p<1t / 2 cp=n/2 n/2 < cp < n 

Rectiligne elliptique gauche 

z 
Eoz 

Eoy 

y 

(fl = <P2 - q,, = ,r n<<p<3n / 2 <p = 3n / 2 3n/2 < <p < 2n 

Rectiligne 

--------------------------------------------
elliptique droite 

Fig. 5.6 Différents sens de rotation et d'inclinaison 

Sens de rotation: le sens de rotation de E s'obtient en déterminant le sens de 

Véu-ia tion de Ez. 
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Le sens de rotation dépend de sin rp. 

Si qJ E 10, Jr [ 
( . ~ ' . 

[ 
3;= j 20, la polarisation est elliptique gauche E 2 Î. 

, · ,· r=O 

( ôE" 1 $0 , la polarisation elliptique droite E, -t. 
l, ôt ) ,=O 

d- Polarisation circulaire : 

Si Eoy= Eoz = Eo et rp = ;r / 2 ou <p = 3n / 2 1 la p olarisation de l'on de est circu la ire. On 

obtient: 

d 'où 

EY = E0 cos a> t et Ez = E0 cos(m t -rp) = ± E0 sincot , 

E/ + E,
2 

= E/ 

t ·r. 

' ,__..f--.... , "\ 
,· l '\. -t \ 

( ! / \ \ ~;--:c· ~--· Polarisation circufoil-., gauche 
Q) = tr i 2 

-, r, 

/ ----r----"-
1 i \ 

/ 1 \ 
'· ! . . ... ... . J , __ 

~ \, "'--• •UH / ' 

1 "- / \ \ " ),/ ' ---.,..__,..,. .. , ~ 

Pola1i'>ation c:i.n::'1.tlilit·!? di'c,itt> 

Fig. 5.7 
<p=3n / 2 

Aspect vibratoire temporel et spatial: 

-A l'abscisse x, l'extrémité de Ë décrit un cercle de rayon Eo à la vitesse angulaire Cù . 

- A un instant t, l' exh·émité de E décrit une hélice circulaire. 

Exercice: Etude d'une antenne réceptrice 

Une onde électromagnétique plane progressive sinusoïdale polarisée rectilignement 

(OPPM-R) de pulsation m se propage dans le vide dans le sens positif de l'axe x' x. 

Son champ électrique vibre parallèlement à la direction y'y. 

Comment doit on placer un cadi'e rectangulaire conducteur fermé de côtés a et b très 

inférieurs à la longueur d'onde /40 pour obtenir une force électromotrice répartie le 

long du cadre avec une amplitude maximale que l'on déterminera? Dans ce cas, 
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quelle relation doivent vérifier a et b pour que l'amplitude soit maximale avec un 

cadre de périmètre imposé ? 

Solution: 

Les champs sont 

--4. 

E 

~s 

~ 
_,.__....,.. ____ ► 

C 

Fig. 5.8 

- x_ - ë - E x 
E" = E0 cos11>(t - -) el', B = -"-- .A. E =-0 cosco(t --)ë_. 

- c· c c c· 

D'après la loi de Faraday d</J If- -e = -- avec ~ = B dS 
dt s 

} .0 >> a et b, on remplace Ë par sa valeur au centre du cadre (de coordonnées xyz) 

"' Eo ( x)S--'f ::,:. - COSlO t - - ez ⇒ Eo . ( x)S--e"" -wsm()J t-- e, 
C C C C 

ce qui montre que l'amplitude de f.e.m. est maximale quand le cadre est parallèle au 

plan xOy, donc perpendiculaire à Ë . 

, . E OJab 
L amplitude e0 est alors maximale et vaut e0 = 0 

: valeur maximale pour a=b 
C 

(cadre carré) à périmètre imposé. 

y 

Fig. 5.9 
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VI. Représentation complexe du champ électron1agnétique: 

Considérons une OEPPM se propageant dans la direction de 1' axe Oz, 

E(M,î ) 

.J E_., = Ec., cos(kz - Cùt + tf\) 

1 E,, = E0Y cos(k.z - u.J t + q,,2 ) 

l E. = o 

On peut donc lui associer la représentation complexe suivante : 

où la grandeur soulignée est le complexe associé à la grandeur réelle. 

et 

On peut aussi écrire °Ë_ (M ,t) sous la forme : 

E-(M Î E- e JO~-an) ..::. ,t_ = 0 

Avec ( les composantes de l 0 ). 

La représentation complexe du champ magnétique s'en déduit à l'aide de la relation : 

r-E0Y/ c 

iJ..(M,t)= Ë0 exp j(Kz -(J}t)t avec ~oj fl...o , I c 

10 
~ 

-, • Les opérateurs del' analyse vectorielle 

Les opérateurs de l'analyse vectorielle appliqués aux grandeurs d'une onde plane 

sinusoïdale prennent en notation complexe des formes entièrement simples. Soit P 

l'un des ces opérateurs, par exemple, la dérivée partielle par rapport au temps, div, 

rot, etc. 

L'onde est plane et sinusoïdale si S(r, t) est de la forme : S(r, t) = Re[.S\eAw,-Kr) J 

S0 vecteur constant à composantes éventuellement complexes 
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En n otation complexe ~(r, t) = t .eJ(a;,-i.F) 

- -
Ainsi Po Re(S) = Re(P o §_) 

{ S, =a . cos(cot - f:.r -dt , ) 

S ~ s:: = a:, cos( {J)f - Jê,: + rp_,,) 
l Sz = a, cos(o)t-Kr + q,,,) 

Le résultat de l'application d'un opérateur sur la partie réelle de S est égal à la pa.rtie 

réelle du résultat de l'application del' opérateur sur S . 

., dérivée temporelle 

r3S(r,t) , s- 1(01-kr) . s-- = JO) e = J(i) r3t -0 -

• la divergence div~= - Jk§. 
- - -

• le rntationnel rot§._= -jk /\ §_ 

• le laplacien vectoriel 

Remarque : Ces identités ne sont valables que 1-1our une OPPM. 

" Ondes sinusoïdales planes, solution des équations de Maxwell 

On se propose de retrouver directement à •partir des équations-,de Maxwell les ·ondes 

planes sinusoïdales qui en sont solutions dans le cas d'un milieu LHI. 

Soit (Ë,Ë) le champ électromagnétique 

'!;,_ = Êo e;(a,1-Z:r) 

jJ. = Êo ei(a.,,-/i,) 

Dans un milieu non chargé et sans courant ( fJL = 0 , .7 l = 0 ), les équations de 

Maxwell s'écrivent : 

divg_ := O 

_ - ôË 
rotE=--= - at 

- Jk .§. = o 

-Jsk.I:_=O 

divD = 0 

- -
_ B asE . 

rot~=--=, solt: 
µo ot 

➔ 

➔ 

k .fl = 0 

k .Ë=O. 
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On reh·ouv e donc la stTuctw:e de l'OPPM, càd que les champs E et B sont transverses. 

- B -
- j k I\ -=- == j (!)[; §;_ - } 

µ (! 

➔ 
·- k -

!}_ == - /', §;_ 
{!) 

k - -
---1\fi = !;;_ 

Ji0 (J)E 

k2 
Par élimination de B, on obtient la relation: --, = 1. 

µ Gë(J)" 

., ü) 2 

Or, la vitesse de propagation v étru1.t définie par v· = - le module du vecteur 
k" I 

d ' onde k et la pulsation sont liées par la relation E. µ 0 v ; = l. 

Nous pouvons donc retenir la solution : 

Ê= k A&_ 
- (i) 

VIL Energie associée à une onde électromagnétique 

1. Théorème de Poynting dans le vide sans charge et sans courant 

En l'absence de charges et de courants le théorème de Poynti.ng s' écrit localemei1.t 

ow· -
--=- div.R ot 

où .• 1 E , B2 1 W = - E. • + - est a 
2 0 2µ0 

densité d' énergie volumique élech·omagnétique 

localisée dans l'espace et R = E A B le vecteur de Poynting. 
µo 

L'intégrale de cette relation locale sur un volume (z-) donne; 

(
aw· -î fff -+àivR dr= O. 

• Jr ot J 

Cette relation traduit un bilan d'énergie entre l'énergie électromagnétique, 

ç,m = J J f w· d z-, contenue da11s le volume ( r) et celle qui en sort par rayom1ement. 

La puissance, P,11,1 ""{f kne,.dS , rayonnée vers l' extérieur à travers la surface S qui 

délimite ce volume. 

p = - dç,m 
r <lfl d{ 
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~ -
ll 

- -------~...._ C;\1 ----------- \. / 
dt@ J\. 

~-, ]\J ' 
...._) '\ 
ds j <' , ., 

· .... , . 
./ ........ _____ ,,,,,. 

Fig. 5.10 . 

. Dans le vide, une variation d 'énergie électromagnétique implique un 

rayonnement. 

2. flux d ' énergie électromagnétique associé à une onde p rogressive 

Puisque les champs électrique et magr1.étique sont liés en tou t point M et à tout 

, - Ü AË 
instant t par la relation B == --, 1' énergie électromagnétique volumique w· 

s'éoit: 

d'autre part : 

C 

;* 1 . 2 B: 2 B2 
TT =-r: E +-=E: E =-2 o ? n ~Po 

Le vecteur de Poynting se présente donc comme un courant volumique d' énergje 

électromagnétique qui s'écoule dans la direction de propagation (de vecteur 

unitaire ü) avec la vitesse c. Ainsi le flux du vecteur de poynting R à travers un 

élément de surface dS, 01ienté selon l'unitaire de la normale n., li' est rien d' auh·e 

que la puissance radiative instantanée sortant de cet élément. 

Pnui = Jf kndS d ?,ad = R dS ü . n = R dS cos 0 ; 0 = angle (ü , iï) 
s 

La puissance traversant une surface dS(M) déposée perpendiculairement à la 

direction de propagation est donc : 

dP(M,t)= E=(M,t) dS(M) = cë
0

E 2(M,t) dS(M). 
µoc 
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a) Je v ectem de Poynting complexe 

-· 
Le vecteur d e Poynt-ing défini pour une onde monochromatique est Ë_ = ,§_;\ [j__ 

2po 

B* désigne le complexe conjugué de B avec B-.. k E-. 
=- /\ 

- {ù -

Le vecteur k étant à composantes réelles. 

TI s'ensuit que le vecteur Jl est réel (aussi noté R"' ). 

Important : le flux de Rm à travers une surface S est la puissance movenne traversant 

cette surface. 

VIII. L'Onde scalaire sphérique 

Soit r = OM la distarice du point Mau point fixe O. L' onde scalaire sphérique S(r,t) 

est solution d e l' équation d'onde : 

C S= 0, ou L:S-2_ 
3 2 ~ = 0 . 

c2 ôr 

A une date t, S(r,t) n e dépend que de la distance r : 

t,,,S _ 1 ô2 (rS) _ 1 iJ S 
- -; a ,2 - - c2 ôr2 ⇒ 

l o 2
(rS) =Ü 

c 2 012 

on reh·ouve l'équation de propagation générale à une dimension, de solution 

générale: r S(r, t) "" f (t - rie) +g (t: + r/c) . 

qui correspond à la somme d'une onde sphérique progressive divergente et d' une 

onde sphérique convergente. Si elles sont sinusoïdales, les amplitudes sont en 1/ r : 

S(r,t)= A cos(w(t - r I c )- ç:,J+ B cos(w(t + r / c)-wJ 
r r 

On note la différence avec les ondes planes: 1' ampli.rude ici est en 1/ r, le vecteur 

d 'onde n ' est pas défini pour une onde sphérique et évidemment il ne figure pas de 

produit scalaire dans l'expression de la phase. 

En notation complexe : ~(r ,t)= A e- j(J)(! - r lc) + J}_ e -ja• (r+r ! c) 

r r 
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Chapitre 2: Ondes électromagnétiques dans les milieux 

diélectriques 

I. Indice complexe, dispersion et absorption: 

Le milieu de propagation considéré est un diélectr·ique, non magnétique ( p = A )1 

avec une densité de charge libre nulle ( p L = 0). Pour généraliser, on suppose que le 

diélectrique est non parfait (peut éventuellement être siège de courants de fuite). 

Dans ce milieu, les équations de Maxwell s'écrivent : 

- E- dB rot · = - -=-
- ÔI 

div§..= 0 

- - ôi5 
rot H -==c, E + ......=-. 

- - Ôt 
div D = 0, 

Soit en notation complexe avec facteur de phase en e;(E.r-m,) : 

• Relation de dispersion: 

k .Ë=O 

I .t.=o 

Elle permet le calcul du vecteur d'onde complexe en fonction de ill. 

• Permittivité relative complexe : 

2 (w Î 2 

k = -! f,. 
\. C) 

e Indice complexe : 

E =(E +j~ l 
-r l r [ 

' EaW) 

2 n =E 
- -r 

(**)Remarque: Avec facteur de phase en e;(m,-I .r), on obtient 
1

, ( m)'( . a ) avec partie imaginaire négative, et il en 
C =1- E -J--

. - \ C \ ; E"l1J,, 

est de même pour toutes les grandeurs physiques qui en découlent, eomm.e la constante diélectrique ou l'indice complexes. 
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Pour un conducteur parfait (métal), a ➔ w, la partie réelle de c ,. peut êb·e négligée 

devant la partie imaginaire, et f., =~::est imaginaire pur. 

Pour un djélectrique parfait a = 0 , et donc f. , = ~: est réel. 

e Coefficient d'adsorption, profondeur de pénétration et vitesse de phase 

Si la propagation se fait dans la direction et sens x' x: 

!:!:_ = ( k' + ik" )ë"' 
-//y . , 

E = E0 e · cos(cvt - k x - cp0 ) 

k' est le vecteur d 'onde. · 

[ù 
La vitesse de phase est v,, = -,. k' est positive donc k' est positif 

k" est le coefficient d'adsorption, positif car l'onde est forcément amortie, cS = 2_ 
k" 

est la profondeur caractéristique de pénétration de l'onde dans le milieu. 

ri Indices de réfraction et d'extinction 

Par définition, l'indice de réfraction n'est la partie réelle de l'indice complexe. n" : 

indice d'extinction (partie imaginaire del' indice complexe) 

n = n' + in" 
, ck' 

n =­
(i) 

" ck" 
n =-

Q) 

C 
V=-

'I' n' 

On définit également la permittivité diélectrique relative complexe &, et la 

susceptibilité électrique complexe X,. 

sr =l+x, alors t.:;. = 1 + z: 
La polarisation f définie en régime sinusoïdal permanant comme en régime 

stationnafre Ë. = r:0,;r,g et le vecteur induction électrique complexe Ï> = &05,.t_. 

II. Réflexion, réfraction sur un dioptre 

Soit une interface plane et illimitée (constituant un dioptre plan) entre deux 

diélech·iques (1) et (2) transparents, ou peu absorbants, d'indices respectifs n1 et n2. 

On considère une onde incidente plane progressive, de pulsation OJ, issue du milieu 

(1). L'expérience montre qu'à l'onde incidente (OI) correspondent des ondes réfléchie 

(OR) et h·ansmise (OT) planes progressive (Fig. 5.12). 
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1 ... 

c Les lois de Descartes 

01 

'-... / / 

?---1 ' ,· ; "-.... 1 
-· l--~-... __ 

z 

li. ·\~ 

\ . 
ûT 

Fig. 5.12 

y 

Les équations de continuité sont linéaires ce qui permet l'utilisatiôn de la n otation 

complexe en régime sinusoïdal permanant. Au milieu (1), l' onde résultante est la 

superposition de l'onde incidente et de l'onde réfléchie, alors qu' en milieu (2) l'onde 

transmise est la seule qui existe. 

Soient k; ,kr et k
1 

les vecteurs d' onde des OI, OR et OT ainsi m;,œ, et m, leur 

pulsations. Les champs électriques et magnétiques sont : 

E
._ _ E- j{(, ., -(1),,t ) 
-a - ~ oa e 

a= i , r, l 

En z = 0, les équations de continuité donnent les combinaisons linéaires du type : 

A . j(k,.r- ro,,) + A · Aii,.r-cv,1) = A J{1,,.r - 0>,t ) 
_ ,e - re _fe 

Les solutions sont non nulles si : 

C1J; = mr = m1 = (!)(valeur commune). 

CJ C : Les trois ondes, incidente, réfléchie et transmise ont la mêw.e fréquence. 
- - - -
k;. r = k, .r =k, .r = kr.r Vr dans le plan du dioptre z = 0 (Voir Fig. 5. 13). 

k; , k,. et k, ont la même projection l~r sur le dioph·e. 

C/ C: Les plans d ' incidence, de réflexion et de réfraction sont confondus (On 

démontre ainsi la première loi de Descartes, relative a la réflexion et la réfraction) . 

D'autre part, les normes des vecteurs d'onde s'expriment ert fonction de la pulsation 

et des mdices de réfractions comme suit: 
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l\ï 11 W; a>n1 ,,r,11-----
1 ' il - V - C 

(f}; 

·1

1 -11 Ql , CM1 , 

l
k =-· =-· 

I' 

V<', C 
I
; ~ \1 . W. Q) n, 
1
/r 1=-· =--·, 

1' C q.,, 

-\\k1\\ = Cù: 1 =]lfrl\ ⇒ i = i' , l'angle d 'incidence est égal al' angle de réflexion (Seconde loi 

de Descartes). 

E .. c .. k. k ( :rr .'\ k ( n: 'i d' ' 1 . . . 1 . d D - 1um · r = · cos. - - z 1 = 
1 
cos. - - r : , ou on reh·ouve a h·o1s1eme 01 e escartes 

1 \, 2 ) ( 2 ) 

n1.sin i =n2 sinr 

Fig. 5.13 

., Réfraction limite, réflexion totale 

Le milieu le plus réfringent a l'indice de réfraction le plus grand. 

l 

2 

X 

l 

2 

Fig. 5.14 

' ' 
11 

- réfraction limite (n1 <n2) le milieu · (2) est plus réfringent Le rayon, réfracté se 

rapproche de la normale. 
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- Si i= 1r / 2, !':incidence est rasante et correspond à l'angle de réfraction limite re telle 

. n 1 
que : smr, =-

n2 

Réflexion totale (nl>n2) : le milieu (2) est moins réfringent. Le rayon réfracté 

s'éloigne de la normale. 

. . n., 
- Sir= ,r / 2, l'émergence-est rasante, l'angle de réflexion totale i1 est szn 2, =.......::... 

/1.) 

- Si i> i1 , ïl n 'y a plus de rayon réfracté, le rayon incident est totalement réfléchi. C'est 

la réflexion totale. 

y 

Fig. 5.15 

• Coefficients de réflexion et de transmission en amplitude sous incidence 

normale 

Soit un dioptre plan entre deux milieux transparents d'indice n1 et m. Une onde 

plane progressive incidente et polarisée selon y 'y et se propage selon x'x normale au 

plan du dioptre yoz. 

-------1_•i------------

G 
z 

~t(r}--.j\ 
KT 

\ 

Fig. 5.16 
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•. 

Les champs électriques et magnétique des ondes réfléchie et transmise sont polarisés 

conune ceux de l'onde incidente ; i=0 et i' =r=0. Dans le cas étudié E et B sont continus 

en x=0 (Plan du dioptre) . 

- -
k - k - k -

=.!._ /\ f;_ ; T =::_ /\ f;_,. ::::: -1 / \ f;_ , 
Cù OJ Cù 

En introduisant les projections des champs électriques sur y'y, on a: 

fi_ ; + 12., = Ji, E-E =112 E - l - r - 1 

n1 

En tenant compte de k; = -k, 

on définit coefficient de réflexion r et transmissiont 

on obtient ; 

d'où 

E, 
1·== 
- E; 

l+r=t 

n1 - n. , 
r=----
- n1 + n, 

E 1 
t== 
- E; 

1- r = ltz 1 
- -

2n1 t=--­
n/ +n2 

- par réflexion sur un milieu plus réfringent .. Er est déphasé de 1r par rapport à fa Il 

n'est pas déphasé par réflexion sur un milieu moins réfrin.gent. 

- Et est toujours en phase avec fa. 

• Coefficients de réflexion et de transmission en énergie 

Dans le vide, la puissance surfacique moye1me b·ai1.sportée par une OEPPS à travers 

une surface orthogonale à la direction de propagation est P = t: 0c E
2 

2 

Dans un diélectrique transparent on l'obtient par la substitution : P = n& 0 c E 
2 

. . 2 

Les puissances surfaciques moyenne incidente, réfléchie et transmise sont : 

On définit les coefficients de réflexion et transmission en énergie par : 

R = r 2 
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La relation T + R = l traduit la conservation de 1' énergie : la puissance moyenne 

incidente se b·ouve dans les puissances moyenne réfléchie et h·ansmise. 

PouT le dioptre air-verre: 

d 'où 

R =- 0.04 et T=0.96. 

-------------------------------------------------------
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