e 3 < 0, le potentiel a seulement trois points fixes z = —x9,0, x3.

b‘.
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CHAPITRE 3

Formalisme de Hamilton-Jacobi

3.1

3.1.1

Exercices

Exercice

Considérons une particule M soumise a une force centrale attractive de type F =
—k7/r3. On utilise les coordonnées polaires (r,6) comme coordonnées généralisées.

1.
2.
3.

Calculer la vitesse de M. En déduire son énergie cinétique.
Calculer le potentiel V(r). En déduire le Langrangien de M.

Calculer les moments conjugués p, et pyg. En déduire le Hamiltonien de M.
On cherche a résoudre le probléeme en utilisant le formalisme de Hamilton-Jacobi.

Rappeler I'équation de Hamilton-Jacobi. En déduire ’équation vérifiée par la
fonction génératrice S(r,0,t) = S, (r) + Sp(0) + Si(t).

Montrer que le Hamiltonien est conservé et déduire expression de S¢(t).
Montrer que py est conservée. En déduire que Sy = pyh.

Etablir I’équation vérifiée par S,(r) et déduire que

2
/\/2 E+M—p—gdr.
r

Soient @, Qy, P et Py les nouvelles coordonnées généralisées. Rappeler les équa-
tions de Hamilton vérifiées par chacune d’elles.

En utilisant la fonction génératrice S(r,0,t), calculer @, et Qy.



10.

11.

12.

En déduire que ’équation vérifiée par () est donnée par

dr
i/ Po _ = 0+,
omk P
rﬂ/QmE—i—%——"

r2

v, étant une constante.

En utilisant le changement de variable, \/aX = 22 — T;—f, avec a = 2mE + (m:) ,

montrer que la solution 7(6) est une conique d’équation

p
0) = .
r(6) 1+ ecos(f + 6p)

En déduire les expressions du parametre de la conique p, et de son exentricité e.

Discuter la nature de la conique en fonction de I’énergie E.

3.1.2 Exercice

Considérons une particule M soumise & une force centrale attractive de type F' =
—k7/r® et animée d'un mouvement par rapport & un repere R(O, ryz) que I'on considere

galiléen.
1. Montrer que le mouvement est plan. On utilise les coordonnées polaires (r,0)
comme coordonnées généralisées.
2. Etablir I'expression du Hamiltonien H (r, 0, p,, pg) de M. En déduire que H (r, 0, p,, pp)
et py sont des intégrales premieres.
3. On cherche a établir ’équation de mouvement de M en utilisant le formalisme de

Hamilton-Jacobi.

a- Etablir 'équation de HJ associée au mouvement de M et déduire ’équation
caractéristique de HJ.

b- On cherche des solutions, par séparation des variables, de la forme Sy(r, 0; o, ) =

Sy(r; ag, ag) + Sp(0; oy ) o1 i €t g sont des constantes d’intégration.
— Etablir 'expression de Sy(0; ag, o) et celle de S,.(r; a,, ap).

— On choisit ay = py et o, = E. Justifier ces choix et déduire Qg et Q).
— En déduire que I'équation de la trajectoire r(#) est donnée par

pedr’

/ /2\/2mE+ 2mk pf;

— Résoudre I’équation précédente et montrer que la solution est une conique
r(6) = p/(1 + ecos(f — 6p)) ou 'on détermine les expressions de p, e et de
fo.

= 16 + Constante




3.1.3 Exercice

Soit une particule de masse m soumise au potentiel :

v
V(z) = —7(2) ou Vp > 0 est une constante positive
cosh”(x)

Calculer le minimum de V(x). Représenter graphiquement ’allure du potentiel
V(x).

2. Exprimer le Lagrangien de la particule. En déduire son Hamiltonien H(z, p).

3. On s’intéresse dans cette question aux petites oscillations autour du minimum du

potentiel V(x).
— Etablir que V(z) peut se mettre au voisinage de son minimum sous la forme

V(z) = —Vp+ Voz?

— Etablir I’équation du mouvement et déduire I’expression de la fréquence des
petites oscillations

Dans la suite on considere les trajectoires de la particule oi —V) < E < 0 dont on
veut déterminer les fréquences d’osillations. Comme le mouvement est périodique,
on se propose de retrouver la fréquence d’oscillation en utilisant le formalisme de
HJ angle-action (w, J).
Résoudre 1'équation de HJ et déterminer lexpression de W (z;a), a étant la
constante d’intégration.

5. Rappeler I'expression de J en fonction de W (x; ).

6. Etablir les bornes de variations de x.

7. Montrer que ’expression de J est donnée par

3.2
3.2.1

J = \/m<1—\/%)

En déduire la fréquence d’oscillation du mouvement de la particule.

Corrigés

Corrigé

—
. On utilise la base polaire (?T, ?9). Ainsi, OM =1r7¢, et

et I’énergie cinétique est égale a

1 .
T = §m(f’2+r202).



2. la force est centrale, elle est est conservative :

AV — —Fai

k
= ﬁ?r(drﬁr +rd0ey)

2

)

en utilisant le fait que le potentiel est nul & l'infini, la force variant en r—

1 k
Vi) = k/ﬁ S V()=
Ce qui donne pour le Lagrangien
1 . k
L = T-V= 5171(7%2+7~292)+;.

3. Calcul des moments conjugés :

= 8—L—m7'”
br & S
OL 9
= — =mr.
Po Y

Ce qui donne pour le Hamiltonien
H = pi+peb—L
) 1 )
= mi® +mr?® - 5m(7’“2 +r20%) — =

_ Lo ap K
= 2m(r + r°6%) .

v vk

2m  2mr2

4. On cherche a utiliser le formalisme de Hamilton-Jacobi : Changement de variables
tel que le nouvel Hamiltonien soit nul et les nouvelles variables soient cycliques.
L’équation de HJ est alors

0S 0S
H =" )+ = =

0
On cherche une solution a variables séparées de la forme S(r,0,t) = S,(r) +
Sp(0) + Sie(t).

5. Comme H ne dépend pas explicitement du temps, alors il est conservé : H = E
et
o8(r,0,t) % __g
ot ot
= St(t) = —FEt.



6. pg est une variable cyclique alors elle est conservée. Or

0Sp(0)
00
=>Se(9) = pgb.

= py = Cte

7. En remplacant

dans ’equation de HJ, on obtient

L(@ST(T)>2+ ek oo

2m or 2mr? 7
N ds,(r) _ e ]ﬁ n 2mk
dr
= Sp(r) = /\/ p9 20K 4
8. Les nouvelles variables sont cycliques, ainsi
Qr:Qp:Pr:PGZO-
9. On pose P, = E et Py = py alors
a8
Q, = / dr —t
8 \/2’[7’LE 2mk
et
oS oS
Q = S2=o>
0Py  Opg
S, ( )
— +0
Ope
= dr +40
T2 2mk ﬁ

10. Comme Qp = 0 = Qy = C'te, alors on a

dr = +0 £ Cte = +0 + v,

/ r2\/2mE + &M% 2mk p_§



11. On a

2mk  pp
2mE + m —p—g =
T T
avec a = 2mE + 255 et\/_X—’:f’—

1 2mk 1
2mE — py( —=)
;T
21,2
m<k 1 mk
omE 4+t (L - Ty
Py T p
m2k? k
omE + — ()
pg r Pe
a—aX?
mk . pgdr

; nous avons aussi \/adX = . En

utilisant ces dernleres expressions dans l’equatlon précédente, on obtient

JadX
Jav1— X2

| A

= arcsin(X)
=X

= 20+

= X0+

= $0 4+, +Cte

= sin(+60 + v, + Cte)

= cos(g F O — 1+ Cte)
= cos(f + b6p)

avec 0y = £5 F 7, + Cte (Attention £ peut étre absorbé dans la constante!). En

restituant r, on a

1
T
2
Dy 1
mkr
or
P _
r
. pe 2 _ 2mE‘p3+m2k2
=P = mE et e m?k?

m_k + £cos(9 + 6o)

pg DPo
oy
m

k: cos(0 + 0p) + 1

1+ ecos(f + 6p)

12. En partant de I'expression de I'excentricité, on déduit que

E =

0= e =1= une parabole

= F < 0=0<e<1= une ellipse
E > 0= e>1= une hyperbole



3.2.2 Corrigé

Considérons une particule M soumise a une force centrale attractive de type F =
—k7/r® et animée d’un mouvement par rapport & un repere R(O, xyz), muni de la base
cylindrique (€, ép, E) que 'on considere galiléen.

1. Le mouvement est plan car la force est centrale et donc son moment par rapport

a O est nul ce qui implique que le moment cinétique de M par rapport a O,
G,(M/R) = mr20k = est constant = le mouvement est plan.

2. En coordonnées polaires

1 . k 1 . k
T = -m (7'“2 + 7“202) et Vir)=——=L=-m (1’"2 + 7”292) + —.
2 T 2 T
Les moments conjugués sont donnés par
oL . oL 94
pr = mi,  py=_-—=mr

EZ

L’expression du hamiltonien est ainsi égale a

Opeg

piopg K

2m  2mr?2  r’

H(7“> 97p7“7p9)

Comme H ne dépend pas explicitement du temps alors H est une intégrale pre-
miere. De méme, comme # est une variable cyclique alors py est conservée et donc
une intégrale premiere.

a- L’équation de HJ est donnée par

05 9S oS
H(r,0,—,—)+ — =0.
(r or 8r) * ot
Comme H est une intégrale premiere, I’équation caractéristique est alors
S(r6; ar,ap,t) = So(r,0; ., ay) — Et.

b- On cherche des solutions de la forme Sy(r, 0, ., ag) = S, (7; i, tg)+S0(0; s ).
— Comme 0 est cyclique alors Sy = ayf = pgf. Nous avons

95 98,
b= r = or

95 98
pPo = 0 o0

En injectant ces deux expressions dans H, nous obtenons

1 /0S.\*> 1 [8S)\> &k
2m \ Or 2mr2 \ 00 r
1 /8S.\* 12 k

2m ( or ) T omr T T E

— " 2mk 2
Sranes = p)=2 | %mm A
0 r r



— Le choix des constantes d’intégration est dicté par les intégrales premieres.
Nous avons donc établi que ay = py, il reste o, = E. Ce qui donne

Po d?“

Qo = —0:|:/
/2\/2m ka Pg

08 0S5, 2mk pg

— Sachant que Qg =0= @y = K, alors

Podr’ = £(0+K)

ka pg

/2

— Posons u = 1/r" = du = —dr'/r"* ce qui implique

/ podr’ A / r podu
\/2m Zmk vy \/2mE + 2mku — piu?

2

1/r du
A \/ 2mE ka — 2

1/r d
2mE‘ m2k2 ( _ m_k>
U 2
Py
21.2 .
On pose o = ZnE | ME" oty = (y — ™) /o ce qui donne
P Py Py
mk
podr’ /(1/7"_?9_)/0‘ dv
z V1 — 2
2mk _ P —mk/p2 I-w
mk r% mk/pga

1 mk mk
= arccos || — — — | /a| —arccos | ——5—
TP e
ce qui donne finalement

e (15 t] s (5 = w0041

p9 Dyx
1

k
—= - = m_2 + acos(6 — 6p)
T D

ou Oy = £K + arccos ( ) Aussi,
pja




qui est I’équation d’une conique de parametre p = pg /mk et d’excentricité
e=a/p.

3.2.3 Corrigé

3. On dérive le potentiel par rapport a x

oV (x) _ gy, Sinh(@). sinh(x)
Ox O cost® (x)
= 0= sinh(z) =0=2=0.
et V(z = 0) = —Vj. Pour montrer que c’est un minimumy il suffit de calculer la

dérivée seconde au point z = 0 et de montrer que V”(0) > 0 :

0V (x) 2V <cosh2(m) - 3Sinh2($)> N 0V (x)

ox2 cosh?(x) Ox? o0

=2

ce qui est bien le cas.
Or limy, 100 V(z) = 0.

2. Le lagrangien de la particule est

L(z,x,t) =

Le moment conjugué est

Y
Pz = Bz

ce qui donne pour le Hamiltonien

H(z,p) = p&2—L
LR

2m  cosh?(x)’

3. On s’intéresse aux petites oscillations, x — 0,
— alors on fait un développement limité & ’ordre 2 autour de x =0 :

x 22 0%V (z
V(z) = V(O)—i—xa‘gi) —0 588‘;(2)

= —Vo+ Voz®

lo=0 + O(a?)

car V'(0) =0 et V"(0) = 2.



— Pour établir I’équation du mouvement, on peut utiliser soit les équations de
Lagrange soit celles de Hamilton :

__OH(z.p)
Pr = o2
mi = —2Vx
2V,
=i + z=0
m

qui est ’équation d’un mouvement d’oscillations autours de = = 0 avec la

pulsation
2Vh [ m
w = — =v=2 —
m 1 2V,

4. Le Hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps alors il est conservé. Or
I’équation de HJ donne

ow
% 84
Hz,p) + =5
avec comme solution (variables séparées) W (z,t) = Wy(x) + Wi(t) et p, =

OW/0x = OW,(z)/0x. Comme H est conservé alors

IW(at) © W) -
T TR A

— Wt(t) = —Ft.

Quant a W, (x), en remplagant p, par OW,(x)/0z dans l'expression de HJ, on
obtient, sachant que dans ce cas la constante d’intégration oo = F,

Wy (x)\? 1%
e < 5 (T57) i ="
\ avgg;(x) _ i\/Zm(E—FCOSZ%) W) :i/\/Qm(EJrCOSX%)dx

Ce qui donne finalement

v
W(z,t) = —Eti/ 2m(E+7g)dm.
cosh”(x)
5. Comme le mouvement est périodique, I'on peut utiliser la méthode de HJ des
variables conjuguées angle-action. Aussi, nous avons

1 ow



6. Comme le mouvement est périodique, lorsque la particule atteint les bornes en
x, son énergie cinétique est nulle et donc son énergie mécanique est réduite a son
énergie potentielle, ce qui permet d’écrire

H(zx=xp,py =0)=a=F = coshQ(xb) = —% — Xpp = iargcosw—%.

Rappelons que F < 0 et donc la racine carrée est bien définie.

7. Calculons l’expression de J. En effet,

ow
J = — 8md
J L o 2 E d 2 d
T oom +/:cb m( +cosh2 jU_/ m cosh2( )> v
1
= —/ \/2m E—l— >da:
m ( )
9 [ov+ Vo
= = 2 E+———)d
71/ \/m +(:osh2( )> K
= \/—2 —1d
/ \/ Ecosh2 *
or

argcos(a)
/ %—Mazzz(a—l)
0 cosh”(z) 2
ce qui donne,

2 T Vo
= — —2mE x — — 1
J 7rX m ><2< = )

_ m(@”) Vo (VT — V) = ¢—<1_ —V_E>

Pour déterminer la pulsation propre, il suffiet d’inverser la relation précédente, ce
qui donne

)

et d’utiliser la définition




On note que cette pulsation tend vers celle des petites oscillations si J — 0.

i



cHaPTRE 4

Conftréles

4.1 Contréle Novembre 2013

Questions de cours (3 points)

1. Montrer que deux lagrangiens différant par une dérivée totale d’une fonction par
rapport au temps,
df (qr)

dt

L'(qr; G t) = L(qk, G- t) +
décrivent la méme dynamique.
2. Rappeler la démonstration du théoreme de Noether
. oL dqy
1(qy, = _—
(qk» dr) zk: 90, ds

s=0

ou chacune de ces grandeurs est définie dans le cours.

Exercice 1 (3 points)

Considérons une particule qui se déplace dans le plan (OXY'). Sachant que 1’énergie
cinétique T' = T'(&,7) et que L(z,y,%,y,t) =T — V, dire quelle est la loi de symétrie a
laquelle obéit le lagrangien et quelle grandeur est conservée dans les cas suivants :

1. V(z,y,t) = ax;

2. V(z,y) = at(z? +1?);

3. V(z,y) = a(z —y).



Exercice 2 (6 points)

Une particule de masse m et de charge g se dépalce dans une région ou régne un
champ électromagnétique (F, B). La position de la particule est repérée par les coordon-
nées ¥ = (1,2, x3) et sa vitesse est donnée par v = (v] = &1,v9 = &9,v3 = @3, ). Les
coordonnées généralisées et les vitesses généralisées coincident avec les coordonnéﬂes et
les composantes de la vitesse de la particule. On rappelle que E = —ﬁgo(mi, t) — %
et B = ﬁq/\ A(zi,t), p(x,t) et A(x;,t) sont respectivement les potentiels scalaire et
vectoriel. V est 'opérateur différentiel nabla ®.

1. Calculer la dérivée totale par rapport au temps de ff, %‘5 .

2. Montrer que les composantes? de la force de Lorentz F = q(E +UA E), a laquelle

la particule est soumise, peuvent se mettre sous la forme
d 8V($i,i‘i,t) (9‘/1’2',1"2',25)

E - % 8’1),‘ a’L’Z

ou V(xs, a4, 1) = qlo(xi,t) — T - Al t)).

3. En déduire le lagrangien de la particule L(x;, ;,t). Ecrire les équations du mou-
vement de la particule.

4. Calculer les moments conjugués (psz, py, p-)-

5. En déduire le hamiltonien (x4, pis, t) de la particule. Que représente-t-il ? Com-
menter son expression.

Exercice 3 (8points)

Soit un pendule de longueur [ inextensible et de masse my o
soumis a l'action de son poids. Son point de suspension |
de masse mq est astreint a se déplacer sans frottement le
long de ’axe horizontal OY. La position de m est repérée
par y. Le mouvement du systeme (.5) ainsi formé par m;
et my a lieu dans le plan vertical (OXY'), voir figure ci-
contre.

XV

J— = - - o
1. grad(p) = V() et tot(A) = V A A. On rappelle que @ A (G A 2) = (@ 2) @ — (@ - @) 7.
2. F = (F\, Fy, F3)



1. Montrer que (5) a deux degrés de liberté.

On utilise y et ¢ comme coordonnées généralisées.

2. Calculer les coordonnées des masses mj et de my en fonction de y, ¢ et . En
déduire leurs vitesses et leurs énergies cinétiques. Calculer 1’énergie cinétique de
(5).

3. Dénombrer les forces qui s’appliquent sur (S) en précisant celle(s) qui travaille(nt).
En déduire 1'énergie potentielle de (.5).

4. Montrer que le lagrangien de (S) est donné par

L(y,p,0,9) = wyﬂ + %Fg’ﬂ + malypcosy + maglcosy
Calculer les moments conjugués p, et p,.

5. Etablir les équations de Lagrange. Déterminer les intégrales premieres du systeme
et préciser leurs lois de symétrie.

6. En utilisant 'une des intégrales premieres, exprimer y = f(¢) et déduire I’équa-
tion de mouvement en . Les conditions initiales sont y(t = 0) = 0, y(t = 0) = vy,
Gt =0) =0 ct p(t = 0) = g

7. En se placant dans le cadre de I'approximation des faibles oscillations, ¢ — 0,
et de celle des oscillations lentes,® montrer que I’équation du mouvement en ¢
s’écrit comme suit

m1+m
@ + Q#w —
l mq
Déterminer la solution ¢ = ¢(t).

8. Déduire la solution y = y(t).

4.2 Corrigé du contréle Novembre 2013

Questions de cours(3pts)

1. Montrons que deux lagrangiens différant par une différentielle totale par rapport
au temps d’une fonction décrivent la méme dynamique, c’est a dire donnent les
meémes équations du mouvement

oL _doL 0L _dOL 0 dflat) d[0df
dq; dt ¢  Oq¢; dtdg D¢ di dt | 0g; dt
or
i B a + 9 + o
- i5: T o

_Of . &f | 99f _ of 4| 9 df f | f
@ 96 4= 95 T ogio5, T96.0t — 0, — @ [aqg dt] = digzy T Bi0g;

o df _ . an 92
g dt — Yigzg, T agom

3. on néglige le terme de ’équation différentielle en ¢.



ce qui implique que

oL’ doL oL d oL
dq; dtdg; — 0Oq  dt O

et donc les équations de Lagrange restent invariantes.

2. Démonstration du théoreme de Noether
Ennoncé Soit un jeu de coordonnées généralisées Gj(s) dépendant continument
d’un parametre s et tel que Gx(0) = gx. Si le lagrangien est invariant par rapport
a la transformation g — Gy, c’est a dire L(q, Gk, t) = L(qk,dx, 1), alors

oL qu
I Qkan Z aqk dS

sS=
est une constante du mouvement.
Démonstration L est indépendant de s, implique

% oL qu OL qu
ds qu ds aqk ds

<d OL diy , OL d qu>

( oL qu
— = 0

ce qui en évaluant I’expression obtenue en s = 0 prouve le théoreme.

I
SIS wM

Exercice 1 (3points)

Nous avons 7' = T'(&,y) et comme £ =T — V', alors la dépendance de £ en fonction
des coordonnées (z,y) est celle du potentiel. Ainsi

1. V(z,y,t) = ax est indépendant de y et donc L est indépendant aussi de y ce qui

implique que £ est invariant par rapport a toute transformation de y, en parti-

culier la translation selon OY. La loi de symétrie est ainsi la translation selon

oY.
La grandeutr conservée est py, le moment conjugué de y qui est la composante de

la quantité de mouvement selon OY.
On remarque aussi que le potentiel ne dépénd pas explicitement du temps ce
qui implique aussi que £ ne dépend pas explicitement du temps et donc inva-
riant par rapport a une translation dans le temps. La quantité conservée est

I’énergie.



2. V(z,y) = at(z? + y?) : puisque V dépend de 2% + y? = r? et donc sa valeur ne
change pas si I'on effectue une rotation, puisque le module d’un vecteur est inva-

riant par rapport a une rotation. La symétrie concerne ainsi les rotations.

O
La quantité conservée est le moment cinétique, selon le théoreme de Noether. @

3. V(z,y) = a(z — y) : ce potentiel dépend de la différence entre x et y et donc sa
valeur reste la méme si I’on fait une translation simultannée selon OX, v — 2’ +¢
et selon OY, y — ¢/ = y + ¢, alors V(2',y) = a2’ — ') = a(x — y) et donc

invariant par rapport a une translation selon 7 + j.
La symétrie est donc la translation dans la direction ¢ 34:-"La grandeur conservée

est la quantité de mouvement selon la direction 7 + ;

On remarque aussi que le potentiel ne dépend pas explieitement du temps ce
qui implique aussi que £ ne dépend pas explicitement du temps et donc inva-
riant par rapport a une translation dans le temps. La quantité conservée est

I’énergie.

Exercice 2 (6points)

1. Calculons la dérivée totale par rapport au temps de /_f(a:k, t)

dA(zy, t) OA(zp,t) Ox1  OA(wy,t) Oz, aj(xk,t)%+aﬁ(xk,t)

dt ox 1 8t 8:L‘2 8t 8:L‘ 3 8t ot

N 8%1 it ot

N 8:L‘Z it ot
OA(zy,t) . OA(xp,t)
o T T o




. Exprimons les composantes de F

% — B+ (@B
_ —Vz(gp(azk,t))—aAi(;;k’t) [ﬁA(ﬁAA‘(xk,t))L
= —Vi(p(zp,t) — aAig’“t) + [vz (g /Y(a:k,t)) - (g 6) Az(xk,t)]
= ~Vilg(a, 1) + Vi (7 Al t) _dAi(;’f’t)
- (w(a:k,t» — it A1) = o ($ ) =0 Ale)

qui est la relation recherchée.

. L’énergie cinétique de la particule est T = 2m212 ce qui donne pour le lagrangien

E(mk,xk) = T(ik)—V(a?k,:l‘?k,t)

A %va —q (go(a:k, t) — E(mk, ))

Les équations du mouvement sont données par les équations de Lagrange

doL DN Ao
dt c%i N 85137, dt i 4

%Ai(mk,t) =—q (Vm(l’kﬂf) ViA(ap,t )>

en remplagant dff(a:k, t)/dt par son expression, on trouve

Slm) = —qu- (Al 1) gAY
= o (Vptont)+ 20 g (V) 0 7 T, 0)

= ¢Ei+q [ﬁ/\ (ﬁ A ff(l‘k,t))] .

2

et dont la forme vectorielle est

—q <Vicp(a;k, t)— - Vig(xk, t))



4. Les moments conjugués sont

oL .
Doy = 8—x1 =mi; + aAi(xg, t)
oL
T = S = i A R
Day i mag + aAg(zy,t)
oL .
Doy = 8—333 = mis + aAs(xg, t) .

5. Le hamiltonien est donné par

3
i=1

3
: .1 .
= D" (mii + aAi(an, )i — Fmed + q (el t) = 7 Alwr,t))
=1
1 2
= Smo® +ap(a ).

Il représente 1’énergie de la particule .
On constate que le champ magnétique~ne contribue pas a 1’énergie ce qui est

attendu puisque la force exercée sur la particule par le champ magnétique, ¥ A B,
ne travaille pas et donc ne contribue pas a ’énergie :

(08) - = (AD) - 54650 (1200}

Exercice 3 (8points)

Soit un pendule de longueur [ inextensible et de masse my soumis a ’action de son
poids. Son point de suspension de masse mq est astreint a se déplacer sans frottement le
long de ’axe horizontal OY., voir figure ci-dessous.

R
0, Y M Y
T
mg * \




1. Le systeme est formé par deux masses et le mouvement est plan, ce qui donne
2 coordonnées par masse. Or la masse m; est astreinte a se déplacer par I'axe
OY et la distance entre mq et my est égale a la longueur du fil ce qui donne
deux contraintes. Quatre coordonnées et deux contraintes donc deux degrés de

liberté.

2. Calculons les coordonnées de my (z1,y1) :

— . .
Y1 Yy y =y

ce qui donne pour les composantes de la vitesse de.my (0,79).
On procéde de la méme maniére pour la masse mso

xg = lcosp Ty = —lpsing
Y2 = y-+lsinp Yo = Y+ lpcosp

ce qui donne pour les composantes de la vitesse de m; (—lgsing, y + lpcosp).
Ainsi 'énergie cinétique de mq est égale a Ty =1/ 2m1 92 et celle de mo est

1
T = 5m2 (y'2 4+ 12¢? + 2ly¢acosg0)

ce qui donne pour I'énergie cinétique de ()

1 1
T = ThW+T1Ty = §(m1 + mg)y'2 + §m2 (l2gb2 + 2lygbcosgp) .

3. Les forees qui sont appliquées a (), voir figure ci-dessus,
— R et msg qui sont appliquées a m. Elles ne travaillent pas puisqu’elles sont

perpendiculaires au déplacement de mo.
Ty = —T5 sont des contraintes internes a (S

potentiel.

— meg appliquées a mo et dont le travail élémentaire pour un déplacement infi-

donc ne contribuent pas au

nétisimal dls

_%
OW(mag) = mag-dly = —maglsing dp

= dV = —6W =magsing dp = V = —magcosp + K

la constante K = 0.



4. Le lagrangien de (5) est égale a

E(ya%ya@) = T-V

1 . 1 , .
= §(m1 + mg)y? + 3 (l2¢2 + 2lyg0cosgo) + maglcosy.

Les moments conjugués sont donnés par

oL . .

py = 8_y = (m1 + ma)y + malpcosp
oL 9. .

Py = =7 = mal Y+ malycosep.
¢

5. Les équations du mouvement sont

i@_ﬁ - %:>(m + )i + mal(Pcosp — p?sing) = 0
it 97 = oy 1 2)Y 20\ pCOSY — @ P) =
i(‘)_ﬁ - _8£ ml2"+ml("cos — ypsing) = —malypsing — moglsin
dt 0 = 8g0: 207 20{YCOSY — YesSiny) = 20YPsIng 2gtS1ny

cette derniere équation se réduisant a @ + gjcosp + gsing = 0.
Comme £ ne dépend pas explicitement du temps, 1’énergie mécanique est une

intégrale premiere associée a I'invariance par translation dans le temps
De méme, y est une variable eyclique, ce qui implique que p, est conservée-etla

loi de symétrie est la translation selon OY.

6. py est une intégrale premiere, alors

K . 1 7”)7,21 . K
= — ———pCcosp = ——
Py y mi + Mmso 14 v mi + mso
mol K
= dy=——"—cospdp + ———dt
mi + mo m1 + mg

mgl . K
- y=——"sinp+ ——-—t+ K
mi + mg my + mg

et les deux constantes sont déterminées a partir des conditions initiales

m
yw=0 = K;= 725ing00
m1 + mso

y(O) =10 — K = (m1 —|—m2)210

. mal (si ingo)
= U — ——— (S1Nny — Sl11 .
Yy 0 M1+ s 2 2

ce qui donne



7. On reprend I’équation
I + gicosp + gsinp = 0
et on substitue §j par —(mal/[m1 + ma))(PGcosp — ¢?sinp) et on obtient
. ma 9 ma .9 . g .
1— ———cos + —————— @ sinpcosy + =sinp = 0
90( mi + mo 90) m1+m2g0 pEOS T I

ce qui donne le cadre de ’approximation des petites oscillations, sing ~ ¢ et
cosp >~ 1, et les oscillations lentes :

. mi1+m
l ma

et qui est ’équation recherchée.
C’est une équation différentielle du second ordre sans second membre a coefficients

constants et dont 1’équation caractéristique est r? + %%lm? = 0 qui a deux

solutions complexes 7 = Fiwg avec wg = /g(m1 + ms)/lm; et donc la solution
est

o(t) = Aje ot A ™0 = Asin(wot — o)

avec Asinfy = ¢ et 0 = Awgcos(By) = By = m/2 et donc A = g

la solution est alors ¢(t) = wpsin(wpt + 7/2) = @ocoswot .

8. La solution de y est alors, en tenant compte de sinp ~ ¢

maleo
= ot — —————— (coswpt — 1) .
y 0 ml—i—mg( 0 )

4.3 Contrdle Janvier 2014

QUESTIONS DE COURS (6 points)

1. Ennoncer le principe de Maupertuis et montrer que I'action réduite d’un systeme
conservatif peut étre exprimée comme suit

s@r) = [ VEE-T@s
q1

ou ds est I’élement de distance dans ’espace des configurations décrit par les
coordonnées généralisées ¢ = (q1,- - ,qn), n étant le nombre de degrés de libérté.

2. Rappeler ce que c’est que la surface d’action. Montrer qu’elle se propopage dans
I’espace des configurations avec la vitesse de phase

_ E



3. En utilisant la dualité entre la surface d’action dans l’espace des configurations
et la phase de I'onde dans I’espace des positions, montrer que ’énergie mécanique
de la particule est proportionnelle & sa fréquence £ = hv et que son impulsion
I’est au module du vecteur d’onde p = hk.

4. En partant de I’équation de propagation des ondes

1 9
établir I’équation de Schrodinger pour un systeme conservatif donnée par

H(z,t) = (;—:?jA + V> U(z,t) = BEV(x,1).

EXERCICE 1 (4 points)

On considere la transformation

Q = p*°
P = p¢

telles que ¢ > 0 et p > 0.

1. Quelles conditions doivent vérifier o, 5, d et v pour que la tranformation soit
canonique ?

2. Etablir la fonction génératrice de type deux Gz(q, P) qui engendre cette transfor-
mation.

EXERCICE 2 : POTENTIEL CONIQUE (10 points)

Considérons une particule de masse m astreinte a se déplacer sur un plan. La position
de la particule est repérée dans le référentiel R(O, xyz), considéré galiléen, par les coor-
données (z,y). Le potentiel auquel la particule est soumise est de la forme V(1) = ar,
avec 2 = 22 + 32 et a une constante positive. On utilise les coordonnées polaires (r, )

comme coordonnées généralisées.

1. Montrer que la force qui dérive de ce potentiel est centrale. En déduire que le
moment cinétique L, par rapport a O est conservé.

2. Calculer le lagrangien L(r, 0,7, 0) En déduire les moments conjugués p, et py.

3. Etablir le hamiltonien H(r, 0, p,,pg) de la particule et trouver les intégrales pre-
mieres.

4. Exprimer le hamiltonien sous la forme

2 ~
Hr0.prps) = 5=+ V().

5. Montrer qu’'un mouvement circulaire stable est possible. En déduire le rayon rg
de la trajectoire.



6. On perturbe maintenant ce mouvement par des petites oscillations radiales r =

4.4

ro + 0r autour de rg. Montrer que ’équation des petites oscillations est donnée
par

ma 1/3

En déduire leur fréquence.

. Soit S(r,0,t; P., Py) laction hamiltonienne. Par séparation des variables, on a

S(r,0,t; P., Py) = Sy(0; Py) + S, (r; P.) — Et.

— Montrer que Sy(0; Py) = C6, ou C est une constante.

— A partir de ’équation de Hamilton-Jacobi, expliciter 1’équation vérifiée par
Sp(r; ).

— En déduire que

2
S(r,0,t; P, Py) :/\/Zm(E—ar) F- C—2dr+C«9—Et.
T

. On représente le portrait de phase séparément dans les plans (r,p,) et (6,pg).

Sur ces deux plans représenter le mouvement circulaire de la question (5.). Que
devient le portrait dans le plan (7, p;-) si Pon admet les petites oscillations radiales
de la quesion (6.) ?

Corrigé du contrdle Janvier 2015

QUESTIONS DE COURS” (6 points)

1. Principe de Maupertuis La trajectoire d’'un systeme conservatif est déterminée

par 'extrémisation de l'action réduite Sy.

Reprenons I’expression de la loi de Maupertuiset éliminons les moment conjugués.
Sachant que pour un systeme conservatif, V.= V(q) et que I’énergie cinétique,
est une fonction homogene d’ordre 2 de gy, T'=1/23 2, ;m;;(q)dig; alors

oL 0T
p = - = -0
‘ O Oy
10 .
= 58—% %: mijqiq;
1 . .
= 3 Z mij [0ikd; + 4idjx]
ij

7



ce qui donne

Z[qpiin = > ﬁqmij(jdei:diZ/qngd%d(h

% q1 ij T4 iy T4

L’action réduite d’un systeme conservatif peut étre exprimée en fonction des co-
ordonnées généralisées comme suit

P) = [q V2(E -V (q))ds
a1

. L’état mécanique de la particule est décrit par son action S(g,t; P) qui s’exprime
en fonction de 'action réduite, puisque le systeme est conservatif, par 1.5pt

S(q,t; P) = Solg; P) — Et.

Considérons les lieux de I'espace ou l'action S(q,t; P) a l'instant ¢ est constante ;
S(q,t; P) = Cte. Ainsi S(¢,t = 0; P) = So(q, P). Cherchons S(¢,t + dt; P) :

S(¢,t+dt; P) = So(¢'s P) — E(t + dt)
= Sp(q+dq; P) — Et — Edt
= So(q; P)+dSy — Et — Edt

= S(q,t; P) +dSy — Edt

comme la surface considérée de l'action est constante et a la méme valeur et

dSy = \/2(E = V)ds = \/2(E — V)y/mdg, alors

E

La surface d’action se propage dans ’espace des configurations avec la vitesse
_ E

- 2m(E-V)

L’action joue dans l’espace dual, 'espace des configurations, ce que joue la phase

dans l’espace des positions,

. Partant de la dualité entre la surface d’action dans l’espace des configurations et
la phase de 'onde dans 'espace des positions, nous avons

o(7t) = (125 7 zm) = o <%") - m) = S(q.t; P) = So(q; P) — Bt



1501

ou L(r) = nr est le chemin optique et n I'indice de réfraction du milieu, A\ est la
longueur d’onde dans le vide.
En comparant terme a terme, on peut déduire que I’énergie mécanique est pro-

portionnelle & la fréquence
EFE = hv

et le coefficient de proportionalité h est la constante de Planck. Partant de cette
relation, on peut déduire la relation entre I'impulsion de la particule au vecteur
d’onde comme suit

2 2mv

k = = —
A Vy

2rvmu 27
E B P

. En partant de I’équation de propagation des ondes électromagnétiques,

2 52
n= 0
A-——|T = 0
( c? 8752)
déduite des équations de Maxwell, et stipulant I'universalité de cette équation,
trouvons 1’équation décrivant 1’évolution de la particule si elle est décrite par une

onde V. En effet, sachant que la dépendance temporelle de ¢ est toujours de la
forme e~™! meéme dans le cas d’'un espace inhomogene, I’équation précédente

devient
2 2
<A+";">\If — 0.
c

En utilisant les relations déduites de la dualité entre ’espace des configurations
et I’espace des positions,

nous avons utilisé les relations démontrées dans le paragraphe précédent vv, =
E/m et E = hv. Aussi, nous obtenons,

2
p
(3+2)e = o

On peut déja souligner qu’a partir de cette derniere relation, étant donné que
I’équation est valable V ¥ = p? = —h?A = —h?V? = (ihV)? qui n’est d’autre



que le principe de correspondance p — ihV.
Continuons notre quéte de I’équation de ¥. Or nous avons

2
H=T+vz§—m+V:p2=2m(H—V)

ce qui donne
[A h12 (2m(H — V))] =0
z[;—mAJr(H—V)]\I/ =

= = (Gra

qui n’est d’autre que I’équation de Schrodinger. Si le systeme est conservatif alors,
H = FE et ’équation devient

h2
HU = <2—A+V>\I/:E\I/.

On consideére la transformation

EXERCICE 1 (4 points)

Q = p¢
P = pq

telles que ¢ > 0 et p > 0.

1. Pour que la transformation soit canonique il suffit que les nouvelles variables

verifient les relations des crochets de Poisson l, {Q,Q} = {P,P} =0 et
{Q, P} = 1. Aussi,

Q.py = 200 9007

= Bp " yp g’ — a p*lgPepr g’

= (By—ad)p*t gt
v = 1l-«
{Q,P} = 1= 0 = 1-p @
By—ad = 1

-1

et



2pt

et en substituant les deux premieres équations dans la troisieme équation, on
obtient

bl—a)—a(l-=p) = 1l=pF—-a=1
v = 11—«

— 60 = —«
b = 1+«

ce qui donne finalement comme transformation

Q = pi¢'te

P = pl—aq—a'

2. On cherche la fonction génératrice de type deux associée a cette transformation.
Aussi, on a

0Ga(q, P 9Gy(q, P
G2=G2(q,P)etp=72§Z ), Q= 28(?, )

or en utilisant les relations de la question précédente, on a

Q = oo =pifsgree P8O g py = (-0 (P 1 1)
et
p = 88—22 = (Pg*) ™= = (P¢*) ™= + f'(g) = '(q) = 0
et donc
Go(q,P) = (1—a)(Pg)ra +C

EXERCICE 2 : POTENTIEL CONIQUE (10 points)

Considérons une particule de masse m astreinte a se déplacer sur un plan. La position
de la particule est repérée dans le référentiel R(O, zyz), considéré galiléen, par les coor-
données (x,y). Le potentiel auquel la particule est soumise est de la forme V(r) = ar,
avec 72 = 22 + 92 et a une constante positive. On utilise les coordonnées polaires (r, )
comme coordonnées généralisées.

1. Connaissant le potentiel V(r) dont dérive la force et en écrivant le gradient en

coordonnées cylindrique® V = %é} + %%59 + %527 on a

5. On peut utiliser aussi les coordonnées cartésiennes



sachant que les autres termes sont nuls puisque le potentiel est radial. Or ¥ =

ré, = €. = . ce qui implique

ce qui veut dire que la direction de la force passe tout le temps par 'origine O et

donc F est centrale.
Le théoreme du moment cinétique nous donne
p 6
ce qui implique que le moment cinétique est conservé. Or L = 7 A mV(M /R) =

7 A m (7€ + rpéy) = mr20k et donc L = L.k est conservé ( en module, en

=

dL

= O—A>4Aﬁ:FA—a
dtn

Sy

direction et en sens).

2. L’énergie cinétique est donnée par T' = %mVQ(M/R) = %m (7’“2 + T292) et I’éner-

gie potentielle est V' (r), ce qui donne pour le lagrangien de la particule
1 .2 2,2
L = T—V:§m(r + 40 ) —ar.

Calculons les moments conjugués

oL ) oL 9
Dr = = =mr et pg = — = mr-0.

or 00

3. Le hamiltonien est donné par

P, P

9 == T =
%(T7 7p1“7p9) + V om 2m7‘2

+ ar.

On remarque que le hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, ce qui
implique que 1’énergie mécanique est conservée et donc une intégrale premiere.
De méme, la coordonnée généralisée 6 est cyclique ce qui implique que py est
conservé et donc une intégrale premiere aussi. On en conclue que H et pg sont
des intégrales premieres.

4. De l'expression précédente on en déduit que

2 - 2
H(r,0,prpg) = T+V = QP—T; + V(r) avec V(r) = 2:197"2 + ar.



5. Pour démontrer qu'un mouvement circulaire stable est possible, il suffit de mon-
trer que 7 = rq est une solution de I'équation du mouvement et que le potentiel
effectif V'(r) est minimal en 7. En effet, L’équation du mouvement est

2
s o— OH _ pr y  — _OH _ Py _
{T - c?)pr_m br = ar — w3 @
) _— OH _ e S
0 = 5o = w2 po = 0

ce qui donne pour I’équation du mouvement

2 2

Ppr = mi=—"%s—a=1T—-—= =
mr mAr m

ainsi ’équation du mouvement circulaire r = rg est une solution avec

2 2\ 1/3
p93:a:>7"0:<p—9> )
am

1/3

2
Po est une solution de I’équation du mouvement. Vérifions

am

sa stabilité. En effet,

Donc r =rg =

= 2
dV(r):_p9 +a=0=1r=r9
dr mr3

et comme

277 2
v (n) =3 P > 0Vr = V (rp) est minimum.
dr? mrt

Ce qui est le résultat recherché.

6. Reprenons I’équation du mouvement avec r = ro 4+ dr = 1 = r et ©* = 7. Nous
avons aussi pg = mr260 = L, ce qui donne
L2 1

z

moi — —=—————+a=0
mré’(l—i—f—g)

L ~1-— 3%, on obtient

()

en utilisant le fait que i—g — 0 alors

L2 L2
méf — Z3+3 Z457“—|—a:0
’I’)’L’I"O mro

2

L . , .
or —= = a ce qui donne finalement 'équation
0

ma 1/3



qui est une équation différentielle d’ordre 2 sans second membre & coefficients
constants dont le descriminant de I’équation caratéristique est négatif. La so-
lution donc sont des oscillations autour de ry avec une pulsation propre wg =

1/3
3a (%‘1) et donc de fréquence

o wo o 1 Lg 1/6
= o T or \2Tmad

7. Soit S(r,0,t; P., Py) Paction hamiltonienne. Par séparation des variables, on a
S(T’, 0,t; P, Pg) = 89(9; Pg) + ST(T‘; Pr) — FEt.
— On sait que 'action hamiltonienne vérifie

_os _ o5
00 09

Peo =C = Sy =C4%.

— On rappelle que ’équation de Hamilton-jacobi est

05 108
" or’ 00 at

1L (95 2—i—L O_S 2—|—CLT—E
2m \ Or 2mr2-\ 06 B

et en séparant les variables sachant que Sy = C'@, on obtient

1 . 2 2 . o\ 1/2
_<85> +C—+ar:E:>aas = :I:(?m(E—ar)—O—> .

2m \ Or 2mr2 r

H(r, 0 0

ce qui donne

— On integre d’abord I’équation précédente et on obtient

02 1/2
Sp(r; P) = i/(Zm(E—ar)—ﬁ> dr

ce qui donne pour 'action hamiltonienne

o\ 1/2
S(r,0,t; P, Py) = i/(Qm(E—ar)—r—2> dr + C0 — Et.
8. Le mouvement circulaire de la question 5 a pour équations r = rg et pg = L, =
Constante, ce qui donne respectivement comme portrait de phase :
— dans le plan (7,p,), comme 7 = 0 = p,, alors le portrait de phase est un point
de coordonnées (rp,0).
— dans le plan (6, py) I'équation est py = C et donc le portrait est une droite
horizontale, parallele a ’axe des 6, qui passe par pg = C.



Si Les petites oscillations radiales sont permises, alors r = ¢ + acos(wt — ¢) ce
qui donne 7 = —awsin(wt — ¢) = p,/m ce qui donne

Py 2 2.: 2
T 3 t
R a‘w?sin®(wt — ¢)
= a? (1 - cos2(wt - gp))

— )2 2 R
_ a2w2<1—(r 7’0)>:> Dy +(7’ ro) -1

a2 a?w?
m2

qui est I’équation d’une ellipse de centre (r¢,0) et de demi axes respectivement
selon les directions de r et de p, sont a et aw/m.

4.5 Controle de Rattrapage Janvier 2014

EXERCICE 1 (6 points)

Un explorateur appercoit dans le desert une oasis a un angle arctg(%) au dessus de
I’horizontale. On se propose de déterminer la distance qui le sépare de 'oasis.
Le principe de Fermat stipule que la lumiére suit un chemin minimisant le temps du
trajet que I'on peut exprimer comme suit

S = /n(s)ds

ou S est la fonctionnelle & minimiser, n(s) est 'indice de réfraction du milieu et s est
la distance du trajet avec ds = v/dx? + dz2. Dans les conditions de grande chaleur du
désert, 'indice de réfraction dépend linéairement de z comme suit n(z) = no(1l — Az).

1. Expliciter la fonctionnelle a minimiser et trouver le “lagrangien associé”. En dé-
duire le “hamiltonien associé” et montrer qu’il est conservé.

2. Etablir ’équation de la trajectoire z = z(x).6

3. Calculer la distance qui sépare 'explorateur de 1'oasis.
On néglige le rayon de courbure de la terre.

EXERCICE 2 (14 points)

6. On donne Argch’(z) = \/12—71, et Argsh(z) = In (z + V1 + 2?).



Considérons un oscillateur harmo-

nique de masse m et de pulsation

propre wg = \/% et ce en deux di- 0, K

mensions, figure ci-contre. Le réfé-

rentiel R(O,zyz) est supposé gali- X
léen. On utilise dans l’exercice les
coordonnées cartésiennes.
1. Calculer la vitesse de M, V(M/R). En déduire son énergie cinétique 7.
L —
2. M est soumis a la seule action de la force de rappel F' = —k(|OM| — Lo)u avec
——
U = g:]\]‘j—', Ly étant l'allongement au repos du ressort que 'on prend nul par
simplification, Ly = 0. Calculer I’énergie potentielle V' (z,y).
3. Ecrire le lagrangien £ de loscillateur harmonique et déduire les moments conju-
gués p, et p,.
4. Montrer que £ est invariant par rotation. En utilisant le théoréme de Noether,
déduire la grandeur conservée. On rappelle que lors d’une transformation associée
a une rotation d’un angle s dans le plan (Ozxy), on a
T\ cos(s) —sin(s) x
Yy sin(s)  cos(s) y )
Considérer une transformation infinitésimale, s — 0, et utiliser les accroissements
ox et Oy.
5. Montrer que le hamiltonien de l'oscillateur harmonique est donné par

p2Py L 5y
H(xvyapm’py) = ﬁ—l—ﬁ—i—?nwo(x + y°).

Montrer qu’il est conservé.
On pose £ = E, + E,, E étant I’énergie de l'oscillateur harmonique, £, =

2 2
P 100,2,.2 Py 1 2,2
5= + gmwiz® et By = 54 4 smwgy”.

6. Considérons la transformation

mwo

_ Py _ Py
r = Xcosa+ sina y = Ycosa+ e sina
Py = —mwgYsina + Pcosa py = —mwoYsina + Pycosa



6-a) Montrer que la transformation est canonique.
6-b) Ecrire le nouvel hamiltonien H(X,Y, Px, Py).

7. On se propose de résoudre le probleme en utilisant I’équation de Hamilton-Jacobi
(HJ). On note par Q1,Q2, P1 et P, les nouvelles variables.

7-a) Ecrire 'équation de HJ. En déduire que l'on peut séparer les variables
S(x,y;t, P, Py) = Sy(x; Pr) + Sy(y; P2) — Et, S(z,y; P1, P») étant 'action
hamiltonienne.

7-b) Expliciter les équations vérifiées respectivement par Sy(z; P;) et Sy(y; ).
En déduire que

S(z,y;t, P, Py) = j:/ \/QmEz — m2wix?dr + / \/2pEy —m2wiy?dy — Et.

7-c) Rappeler pourquoi Q1,Q2, Py et P, sont conservées. On pose P, = E et
P, = FE, = F — E,. Etablir les expressions de p;, py, @1 et Q2.

7-d) En utilisant les conditions initiales suivantes

Cio ) = (8 (3 ) - (%)

y(0) v y(0) 0

établir les trajectoires dans les nouvelles et les anciennes coordonnées, @1, ()2,
x(t) et y(t).

4.6 Corrigé du rattfrapage Janvier 2014
EXERCICE 1

Un explorateur appercoit dans le desert une oasis & un angle arctg(%) au dessus de
I’horizontale. On se propose de déterminer la distance qui le sépare de l'oasis.

1. Explicitons ’expression de la fonctionnelle

S = /no(s)u—Az)\/mzfno(s)(l—m),/w <§—i>2daz

ce qui donne pour le lagrangien associé, étant donné que S = f Ldzx, Vexpression

dz
L ==
(2,2 = -

i) = mo(s)(1—A2)y/1+ ()
ou z joue le role du temps.
Le moment conjugué est donné par

_oc 2

p: = 5 =no(s)(1 — Az) .
2 1+ (2))?



Le hamiltonien est donné ainsi par

12

14 ()3

0

A
ﬂerCl

H=2p,.—L = no(s)(1—Az2) :
1+ (2)?
= no(s)(1 —Az) .
1+ ()
Comme H ne dépend pas explicitement de z, il est conservé H = Cy.
2. On a
H=Cy= no(s)(1 — Az) = ()
1+ (2 2
— C2(1+ (z')z) =
— Z, = \/
d
== i = dx
2
\/272 (1-X2)? -1
On pose
7 X Z—E(Az—l)idzzA%dz
ce qui permet d’écrire
dz )\TL() )\’I’Lo
——— = ——dx = argch(Z)=—a+C
77 -1 Co gch(Z) Co 1
oz = (2 p0)) == 1S
Co A no

or z(0) =0 et 2'(0) = 5/12 ce qui donne
Co
—chCi; +1=0et shC; =5/12 = C

o

ce qui donne

Co
no

ce qui donne alors comme solution

1 12
— 2|1 =
‘ )\[ 13°

<)\Ex
12

)

(

= Argsh(1—52) =In (

)+

Co



La distance a la quelle se trouve l'oasis est z(L) = 0 et donc

12 13 3 112 13 3
1——ch|{A—=L+In-)=0=—=L=—— |Argch— —In—|.
13° < TRl ”2) A 13 [ BT n2}
EXERCICE 2
y
Considérons un oscillateur harmo-
: . M(m)
nique de masse m et de pulsation
propre wg = 1/% et ce en deux di- Wy %
mensions, figure ci-contre. Le réfé-
rentiel R(O, zyz) est supposé gali- v X

léen. On utilise dans ’exercice les
coordonnées cartésiennes.

», - S
1. Le vecteur position est repéré par OM = xi + yj. Le vecteur vitesse est alors
donné par

dOM

V(M/R) = — = &0 + 9.
R

L’énergie cinétique T" est donnée par T = %m (3'32 + y'2).

2. La seule force est F = —k:(a:z_"+ y;) ce qui donne pour ’énergie potentielle
= - - - - 1 2 2
dV''= —F-dOM = k(zi+yj) - (dei+ dyj) = k (wdz + ydy) = V(z,y) = Sk (z*+y*)+C

la constante est prise égale a 0.

3. Le lagrangien du systeme est donné par
.. 1 . ) 1
L(x,y,&,9;t) = T—V(x,y)= 3™ (332 + y2) — 51@ (x2 + y2) )

Calculons les moments conjugués

{pm:
by =

SN
|
3
g



4. Montrons que le lagrangien est invariant par rotation :

( x > ( a > B < cos(s) —sin(s) > < x > B < xcos(s) — ysin(s) >

— , ] = ) = . )
Yy Yy sin(s)  cos(s) y xsin(s) 4 ycos(s)
Pour une transformation infinitésimale, 2’ = x — dsy et ¢y = xds +y ce qui donne
dx =a'—x = —ydset §y =y —y = xds. ainsi 2% +1/? = (x—yds)(x—yds)+(wds+
y)(xés+y) ~ 22 —2wyds+y*+2ryds+O(0s?) = 22 +y>. De méme pour la vitesse,
onutilise la méme démarche, 6@ = —7ds et 6y = @ds et on déduit &2 + 2 =
(&—105) (i —y0s)+ (£0s+7) (#05+7) ~ &2 —2&h0s+172 422705 +O(85%) = &2+ 52
ce qui permet d’écrire que

Y Y N 1 .2 -'2 _1 2 2
L'y, 2 y) = 2m(;v +9 ) 21@(3} +y )
= %m (j:2 + 3,72) — %k (x2 + y2) + O(8%s) = L(z,y, &, 7)

et donc le lagrangien est invariant.
Le théoreme de Noether nous donne la quantité conservée suivante

oLGs 0L by
ot és 0y ds
sachant que dx/ds = —y et dy/ds = x ce qui donne pour la quantité conservée
L0 WO ” oy + pyw = —L
9% 0s @y os | LwY TPyt E e

et qui n’est d’autre que le moment cinétique orbital selon 'axe Oz, axe autour
duquel la rotation a lieu.

. Le hamiltonien est donné par

H(z,y,pzpy) = T+V

= gm (m2 + y'2) k (a:2 + y2)
2 2

_ b Py 1 20,2, .2

= o 2m+2mw0 (2 +y°)

oll nous avons utilisé la relation k = mwg?.

Comme H ne dépend pas explicitement du temps, alors il est conservé.

. Cette question sera comptée comme un bonus
Pour vérifier que la transformation

mwo

_ Py _ Py
r = Xcosa+ sina y = Ycosa+ e sina
Py = —mwgYsina + Pcosa py = —mwoYsina + Pycosa



il suffit de vérifier que les relations des crochets de Poisson sont préservées

{X, X} = {(V\Y}={XY}={Y, X} ={Px,Px}={Py,Py} ={Px,Pv} = {Px, Py}
et {X,Px} = {Y,Py}:L

Le nouvel hamiltonien peut étre calculé de maniere aisée et on obtient
H(X>Y>PX7PY) =

7. On se propose de résoudre le probleme en utilisant ’équation de Hamilton-Jacobi
(HJ). On note par Q1,Q2, P et P les nouvelles variables.

7-a) L’équation de HJ est donnée par

0S(z,y;t, P1, Py) 0S(x,y;t, P1, Pp) 08 (x,y;t, P, Pr)

H(‘T7y7 8.’E ) 8y ) 8t

=0

Comme le hamiltonien est conservé, on peut séparer le parametre t. De méme,
I’expression du hamiltonien peut etre séparée en deux termes ol le premier est

2 2
Pz 1 2,..2 3 Py 1 2,2 5 : : :
7=+ gmwgr” et le deuxieme est 3% + smwjy” et donc laction hamiltonienne
peut étre séparée alors comme

S(xay;t7PlJP2) N S(x7y7t7P17P2):Sx(x7pl)+sy(yap2)_Et

7-b) Partons de I’hamiltonien et subsitituons p, par 0S/0z et p, par 9S/0y, et
comme
OS(z,yst, P, Py)  0S.(x; Pr) ot OS(z,y;t, P1,Py)  0Sy(y; P»)
ox N Oz oy N dy

nous obtenons

1 <8Sx(m;P1)>2

2m ox

+1 22+1
—mwanx —
2 0 om

08y(y: P)\? | 1
yT —|—§mwgy2:E:Em+Ey

et on peut mettre le résultat précédent sous la forme

1 [(0S,(z;P)\? 1 dS,(z; Py)

2m <T bgmuade? = By= TR = omE, — mige?
1 (0Sy(y; P») 21 2,2 dSy(y; P1)

% <yT + 5"fnu)oy = Ey — yT = :I:\/QmEy - m2w3y2

ce qui donne en intégrant

S(x,y;t, P, Py) = j:/ \/QmEz — m2wixdr £ / \/ZpEy — m2wiy?dy — Et.



-¢) Dans la transformation de HJ, les variables Q1, Q2, P; et P, sont cycliques et
donc les équations de Hamilton permettent d’affirmer qu’elles sont conservées.
L’action hamiltonnienne est de type 2. On pose P, = E et P, = E, ce qui

donne
Pe = % = £1/2mE, — mPwia? = £/2m(P — Py) — m2wia’
by = SR s E, L s BT
Q2 = 88(%%# - q:f \/2m(Py - P2) —m2w3 demif \/m&njwdy

7-d) On integre I’équation donnant les nouvelles coordonnées et on obtient,

_ / b mwg B
Q1 = / P1 ) —mwo t= arcs1n< 2P, - Pg)) t

Q2 = :F/ :I:/ AR S—A—
2(P, —P mw? 2P 2
V 2(P1 - P») /1_%?_%2)332 V /1_7;;592
1 . wg 1 mwg
= —_ 4+ — v
$w0 arcsin 5B, —y o arcsin ( 3P — Pg)x

Pour les anciennes coordonnées, la détermination de ’équation de x en inver-
sant celle de @1,

%sin (% (wot + Qwo))

8
I

avec les conditions initiales, nous avons

2(0) =L, = /20 sin(+Quw) = L Qo = 3
2(PL—P
20)=0 = /2 Pleos(Quw) =0 (#32) L
0

ce qui implique z = Lsin (wot + %)

Quant a I’ancienne coordonnée y, on remplace x par son expression et on inverse

Q2

1 2
()2 = F—arcsin %y i(t—ki)

wo P2 2&)0

ce qui implique

2P
y = F 22sin [wo <Q2itiL>}
mwg 2w



et avec les conditions initiales y(0) = 0 = sin (wo(Qg + ﬁ) = Q2 5 =0
et

. 2P2 ™ 2P2
9(0) =v =,/ g 00 <wo(Q2 + 2—wo> =v= i v/wo

ce qui donne comme solution

4.7 Contréle Janvier 2015

Exercice | : particule sur un cone

Considérons un point matériel qui se déplace
sans frottement sous l'effet de son poids sur la
surface intérieure d’un cone d’angle d’ouverture
20y, voir figure ci-contre. Le repere R(Oxzyz) est
considéré galiléen. On se propose d’utiliser la mé-
thode des multiplicateurs de Lagrange.

S

1. Exprimer ’énergie cinétique 7" et I’énergie potentielle V' en utilisant le systeme des
coordonnées cylindriques (p, ¢, z). En déduire I'expression du lagrangien. Quelles
sont les grandeurs conservées ?

2. Exprimer la contrainte f(p, p, z) a laquelle est soumis le point matériel. De quelle
type de liaison s’agit-il 7

3. On note par A le multiplicateur de lagrange. Ecrire les équations de Lagrange et
montrer que

L2cosby >

A = sinfp (mgsin@o—i- 3
mp

4. Etablir les équations du mouvement du point matériel.

5. En déduire les composantes généralisées @, Q, et Q). de la force de liaison. Mon-
trer qu’elle est orthogonale a la surface du cone. Commenter.

Exercice 2 : Transformations canoniques

Soit la transformation de contact suivante

Q =»p
P = p

nojeo

Nl= Nl
ol



oug>0etp>0.

1. Montrer, en utilisant les crochets de Poisson, que la dite transformation est ca-
nonique.

2. Etablir I'expression de la matrice jacobienne et montrer que la transformation est
canonique.

3. Déterminer la fonction génératrice de type 2 Fy(q, P) qui engendre cette trans-
formation.

Exercice 3 : Variable angle-action

Une particule de masse m se déplace selon Ox dans le champ d’un potentiel de la
forme

Vi) = Vite? (5. ).
() otg 5
1. Déterminer le lagrangien de la particule.

2. Etablir I’équation caractéristique de Hamilton-Jacobi et déterminer la solution
générale W (x, ) sous forme intégrale, ou a est la constante d’intégration.

3. Déterminer les bornes x4 de variation de & et montrer que I’expression de ’action
J est donnée par

J = 2; 2m<\/E—|-V0—\/V0).

4. Etablir les équations canoniques en fonction des variables angle-action et déduire
I’expression de la pulsation du mouvement w.

Nous nous intéressons cette fois-ci au mouvement de petites oscillations.

5. Montrer que le potentiel possede un minimum en z. = 0.

6. On considere le mouvement autour de cette position, x —x.. Exprimer le potentiel
en ne gardant que les termes d’ordre 2.

7. Exprimer le Lagrangien et établir ’expression de 1’équation du mouvement. En
déduire la pulsation des petites oscillations wy. Comparer a w et conclure.

4.8 Corrigé du contréle Janvier 2015

Corrigé de I'exercice 1 : Transformations canoniques (5pts)
Soit la transformation de contact suivante

Q =»p
P = p

nojeo

N= N
ol



ou g > 0etp>0.Soient X(q,p) et Y(q,p) deux grandeurs définies dans l'espace des

phases.
1. Tout d’abord, calculons
9 _ 9o opo
dg  0q0Q  0Oq OP
_ 3 2120 1y 390
L To B L )2
et
9 _ 90 opo
op  OpoQ OpOP
oLl g @ L gy qp O
= P Ttk 1 P
Aussi,
0X9Y 90X 9Y
(XY} op = o o

dq dp  9p Oq
0Q0Q 00X Y 0QOPIOX Y O0PIOQOXJIJY OPOPIXIY

9q 9p 0Q 0Q ' dq 0p OQ 9P | 9q dp 9P 9Q g p OP 0P
0Q0QIoX JY 0QOPIOX9JY OPIOQOIOXIJY OPOPIXOY

Op 0qg 0Q dQ Op dq 0Q OP  Op dq OP 0Q  Op Oq OP OP
3 ,0X9Y 30X0Y 10X90Y 1 _,0X0Y

1789000 "10gop d1opog 1! apop
3 ,0X0Y _10X0Y 30X0Y 1 _,0X0Y

17 9gag "10g0op 1opog 1! apop

0X0Y 0X9oY
= 9qop opag o Vien

ce qui montre bien que la transformation est canonique puisqu’elle conserve les
crochets de Poisson.

Une autre démonstration consiste & montrer que {Q,Q} = 0, {P,P} = 0 et
{Q, P} = 1. A considérer juste aussi.

2. Calculons 'expression de la matrice jacobienne M :
9Q  9Q
_ 0 0
Moo=\ o P
dq  Op

_ < 81/241/2 Lp1/2g3/2 >
_%p1/2q—3/2 %p—1/2q—1/2
3.1/2,1/2 1,1/2 -3/2
= 'M = <?p/1%/32 1—§p1/2q1/2 )
5p_/q/ §p_/q_/



Pour montrer que la transformation est canonique il suffit de montrer que M est
symplectique. En effet,

TN — ( %pl/qu/z _%pl/2q—3/2 > < 0 1 > < %pl/qu/z %p_1/2q3/2 >
%p‘l/Qq?’/Q %p—l/2q—1/2 1 0 _%p1/2q—3/2 %p‘l/Qq_l/Q
%pl/qu/z _%pl/2q—3/2 _%pl/2q—3/2 Jr%10—1/2q—1/2

= <%p—1/2q3/2 %p—1/2q—1/2 ><—%p1/2q1/2 —%p‘1/2q3/2 >

- (% 3) b

et donc 'MJM = J = M est symplectique et donc la transformation est

canonique.
3. Nous savons que
OF: 1
p = —2=qP?= Fy(q,P)==¢’P ¥ f(P).
0q 2
Or

Q = 22— P4 [(P) et Q= PP = f(P) = 0 = f(P) = Csi=0.

ce qui donne Fy(q, P) = %q2P2.

Corrigé de I'exercice 2 : particule sur un céne (8pt)

Considérons une particule M de masse m qui
se déplace sans frottement sous leffet de son
poids sur la surface intérieure d’'un cone d’angle
d’ouverture 260g, voir figure ci-contre. Le repere
R(Oxyz) est considéré galiléen. On se propose
d’utiliser la méthode des multiplicateurs de La-
grange pour retrouver les composantes de la ré-
action E de la surface du cone sur la particule.
(€, €y, E) et (€, €p, €,) étant respectivements les
bases cylindrique et sphérique. Le vecteur posi-
tion OM = re,.

1. Comme R est galiléen, les forces appliquées a la particule M sont le poids mg = 0.5p

—mgl; et R la réaction de la surface interne du cone sur M.
La position de M est repérée par x = pcosp, y = psing et 2-Comme M est



2.5p

0.5p

2.5p

astreinte a se déplacer sur la surface interne du cone, nous avons une contraine

et donc le nombre de degrés de liberté est 3 — 1 = 2.

— 5 5 5
. OM = pé, + zk = V(M/R) = pe, + ppe, + k. D’ont I'énergie cinétique est

1 1
T = EmVQ(M/R) =5m (P + p*p* + 7).

Quant a I’énergie potentielle, elle est donnée par :

&V = —mg-dOM
= mgl;:" (dp(?p + pdpé, + dzE)
= mgdz

=V = mgz+ K

ou K est une constante que 'on prendra égale a 0.

Le lagrangien est ainsi donné par

1 1
E(p) vazvp.) Sb’ Z) = T'=V= imvz(M/R) = im (p2 +p29b2 + 22) — mgz.

Comme le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps alors ’énergie mé-

canique est conservée et donc celle-ci est une intégrale premiere.
De méme, ¢ est cyclique, ce qui implique grace au théoréeme de Neéther que

OL/0¢ = mp@? est conservée.

. M doit rester en contact avec la surface interne du cone, ce qui implique que

plz = tghy = z = pcotghy. La contrainte est donc donnée par f(p,p,z) =
z — pcotghy = 0. C’est une contrainte qui ne relie que les coordonnées donc

holonome, et comme elle ne dépend pas du temps elle est scléronome.

. Les équations de Lagrange en présence du multiplicateur de lagrange A sont don-

nées par

doc oL Of . 9

E8_p_8_p — )\a_p:>mp—mpgp = —Acotgby
doc oL | Of d 9.9y _

oy 9p 8s0:>mdt(p¢)_0

doc oL of L



Comme z — pcotgfy = 0 = % = jcotghy et L, = mp?p qui est constant comme
démontrée a la question précédente, nous obtenons le systeme d’équations

L2

mp + Acotghy = =
mp

mpcotgdy — A = —mg

2
en substituant mp = Wfﬁ; — Acotgfy dans la deuxieme équation, nous obtenons

L? L?
A(cotg?®0y + 1) = mg + —Z3cotg90 — )\ = sinfy <mgsin00 + —chosl90>
mp mp

Les équations différentielles de chacune des coordonnées sont

)9 L
mp — m—;g + cosb (mgSin90 + m—;g(30390> =0

L 1
= p— mQj)?’ sin’@y + 58111290 = 0

et
d ; d ) . .
g(mpzsf) = S (Lp)=Lp=0=¢=0
et
L2
Z 4 g —sinfg (gsm@o + (30890) =0
m2p3
2
% + geos®ly — 7;3511(1200 = 0
m2p
2
Z+ gcos290 — 2 cotg fpsin20p = 0
L2 cos490
3 —s1n29 p + gcos?6, = 0.
5. Les composantes généralisées de la force de liaison sont données par 0.75p

af . L
= A= 0 = —costy 0 + ——5cosbp
Qp A Acotgh cosfy | mgsindy + cosf)
dp mp3
\of
= = 0
@ 8g0
L2
Q. = 8f = \ = sinfy <mgsin90 + —23005«90> )
8,2 mp



0.5p

6. Nous savons que la force de liaison associée a la contrainte est R = R,€,+ R €, +

RZE avec
L 97 L . L?
Q, = R- 8_,0 =R-€,= R, = —costly [ mgsinty + m—pgcosl%
L OF . O¢ .
- OF = - L?
Q, = . @ =R-k= R, = sinfy <mgsin«90 + —23C0890>
0z mp

nous en déduisons que les composantes généralisées ne sont d’autres que les com-

posantes de R dans la base cylindrique. Ainsi nous pouvons écrire

-, L? -
R = - <mgsin90 + —23(:0890) (cos@oé'p — sin90k> .
mp

7. Comme €, est tangent a la surface interne du cone et comme €y est dirigé vers

I'extérieur du cone, alors 7 = —ep.
Comme €y = costly€), — sinfpk, alors

7 = —cosfy€, + sinfpk Ainsi

_ L? -
R = — (mgsin@o + —Z3c0500> (cos@oé’p — Sinﬁok‘)
mp

L2
= (mgsin(% + —chost90> ni.
mp

ce qui montre bien que ﬁ/ /7. D’ailleurs c’est le résultat attendu étant donné que

les forces de frottement sont nulles.

Corrigé de I'exercice 3 (7pt)

Un disque (D) de masse M et de rayon R se déplace
dans le plan Ozy d’un repere R(O, zyz) supposé ga-

liléen. Le centre du disque G est attaché a Dextré-
mité d'un fil inextensible de longueur L = ||OG]|,
voir figure ci-contre. La position de G est repérée par
Pangle 0 telle que OG = Le,.. La vitesse angulaire de
rotation du disque autour de son axe GZ est ¢. On
admet que Le fil est tendu au cour du mouvement.
L’accélération de la pésanteur est § = gz_". On note
par I = %M R? le moment d’inertie du disque par
rapport a I'axe GZ.




1. Le mouvement de (D) est décrit par le mouvement du centre de masse dont les
coordonnées sont x = Lcos et yg = Lsinf et sa rotation est décrite par ’angle
. On en déduit que le couple de variables (6, ) suffit pour le décrire. D’ou le
nombre de degrés de liberté est 2.

2. L’expression de I’énergie cinétique 7' du disque (D) est donnée par le théoréme
de Koenig :

1 1
T = §MVC2;+§tQIQ2

1 1
= ZMV2+ ZIay02
B G+2 GZP

ou V¢ est la vitesse du centre de masse G et Iy = %M R? est le moment d’inertie

du disque par rapport & l'axe GZ et Q(D /R) est le vecteur rotation du disque
par rapport a R.
Le vecteur position O? = Le, = Vg = Liéy — Vg = L?#?. Nous avons ainsi

1 202 1 2 .2 1 202 R2'2

3. Calculons le travail de M g sachant que dO? = Ldfey :
SW(MG) = Mg-Ldfcy = MLgd0i - &y = —M Lgsinfdf
Comme

dV = —6W = M Lgsinfdf = V = —M Lgcosf + K

et V(0 =0)=0= K= Mgl = V(0) = Mgl (1—costl) =V, (1— cosh).

Pour démontrer que # = 0 est une position d’équilibre stable, il suffit de démontrer
que V(0 =0)=0et V(0 =0) > 0. Or V'(0) = Vysind = V'(0) = 0. De méme
V"(0) = Vycos = V"(0 = 0) = V > 0 et donc § = 0 est bien une position
d’équilibre stable.

4. On considere les petites oscillations autour de 6 = 0.

i- Le développement limité de V' (#) atour de # = 0 a l'ordre 2 est

62 62
V(@) = V(0)+V'(0)0+ V”(o)3 = 1/07

0.5p

ii- Le lagrangien est ainsi donné par 1.25p



0.75

N 1 249 R2‘2 02

Les équations de Lagrange s’expriment comme suit

oL docL o\ i Vo
— = = - ML) =0=— 0+ —L 9=
90 dt g (vos 0)8=0— 8+ 37150 =0
oL docL 1
v - D e e — - PR
_8g0 o _agb 2MR pp=0= p=0= ¢ = Cste

Sachant que % = % = % = wg nous avons
0(t) = Acos(wot —7)

et en utilisant les conditions initiales nous obtenons

0y = Acosy et O(t=0)=0=—Awesiny=~v=0 et A=0

et la solution est 6 = fycoswgt
Quant a ¢(t), nous avons ¢ =Cste="¢(t = 0) = pg = ¢(t) = ot sachant

que p(t =0) = 0. ’
5. Nous reprenons l'expression complete de V(0) = V(1 — cosf). Le lagrangien est

égal a

. 1 X 2
L, 0,¢) = T-V=5M <L292 + %«p?) — Vo(1 — cosh)

ce qui donne pour les moments conjugués

oL . or 1
= S =MIL% t = = = _MR¥%
Y STy 2T
et pour le hamiltonien
2 2
Dy Py
oa? T arge Vol cosd).

H(07 @,p@,pap) =

. La premiere intégrale premiere est I’énergie mécanique car le hamiltonien ne dé-

pend pas explicitement du temps.
La deuxieme intégrale premiere est pgcar ¢ est une variable cyclique et que

p@:% = 0 = p,, =Cste. Q
Calculons l'expression du moment cinétique de (D) par rapport aG dans Rg :

1 -
da(D/Rg) = IQ:EMR%k.



On en conclue que p, n’est d’autre que le moment cinétique de (D) par rapport
aGZ et que ce dernier est une intégrale premiere. ou I est la matrice d’inertie

diagonale de (D)
7. L’équation de Hamilton-Jacobi est donnée par 1:25p
85(0790; Oég,OQp,t) 85(079@ Oég,OQp,t)
00 ’ Oy

En posant S(0, ¢; ap, o, t) = Wo(0; g, o) + W (3 g, o) — Et, Péquation de
Hamilton-Jacobi devient

8‘9(07 ©; Oé@)a&pvt) _
)+ ot o ¥

H(B, o,

H(O, o,

oWy (0; ag, ) OW. (go, ag,aw)
1 <8W9

R
2 1
2012 \ 99 ) Vo (1= cost) + e <

Comme nous avons deux intégrales premieres et deux constantes d’intégrations
ag et ay, on prend a, = p, et ag = E. Les équations précédentes deviennent

1 oWy 2 ?0 _
W<W> +V()(1—COS(9)+MR2 = F
oW,
8; -

Les solutions sous formes intégrales sont alors

2
. — ©
Wo(0; E,p,) = /\/2ML2 E— Vo (1 - cos) — MR2>d6
Wo@iBre) =, % [ pods.

Questions bonus (2pt) :

On se place a nouveau dans le cas des petites oscillations autour de 6 = 0.

8. Reexprimons Wy et W, avec p, = 0
02
Wy(0; E,p,) = i/ 2M L2 (E—V05>d9
02
= +Vb / 1 —a—-df
Wo(p E,pp) = i/pwdSOZO'

avec a = Vy/E et b=2ML?E.




9. Trouvons les bornes de variations de ¢ en prenant H(0y, vy, ps = 0,p, = 0) =

[2E
+4/—.
Vo

VO% = F, ce qui implique que

10. Calculons l'action Jy

Jop = — %dﬁ

271'
Gb 2 Gb 2
- [ /H/ - 9—d9 / \/1—a0—d9}
27'(' 9
0 2
- +\/1—a9—d9
0y 2
_ 2_@/ Ny
T 0 2

ingy — . /@ — _/a ; — . /a — J Yo J2E _
On pose sinz = \/EQ = cosxdx = \/gdﬁ, avec sinz, = \/g9b+ =\ =

1= x4 =m/2, ce qui donne

/2
w“ N 2—\/5/ V1 —sin’z %cosmdm
™ Jo
/2
= &\/E/ cos’zdx
s a Jo
w/2
= &\/E/ 1(1—i—(305233)ala:
- 22 (e zeoe)
= —s1n7r
ML?
= E
I @

Veuillez bien noter cette deuxieme approche considérée aussi juste :

On utilise les invariants de Poincarré qui permettent d’écrire que

fpdq = //dpdq
C S

la double intégrale étant faite sur la surface délimitée par le chemin fermé (C).
En effet, la surface délimitée par (C) est 1’éllipse dont les demi-axes sont donnés
par 0y et Poy, qui est la valeur maximame que peut prendre py et qui n’est



d’autre que celle correspondant au cas ou ’énergie mécanique est complétement
sous forme d’énergie cinétique et donc V' = 0, ce qui donne Po,, =V 2ML2E.
Or la surface d’une éllipse de demi-axes a et b est wab, ce qui donne en utilisant
ce résultat

1 1 [2E ML?
= —/dpgd@z—ﬂx — XV2MIL?E =FE .
2r Jg 21 Vo Vo

11. Inversons la relation précédente

I W
22J9:> L2 = wy.

On voit bien que I'on obtient le méme résultat que précédemment.

4.9 Contréle de février 2014

Exercice | : Surface minimale d’une bulle de savon

On considere une bulle de savon tendue entre deux anneaux —Anneaux
de méme rayon R, figure ci-contre. On se propose de trouver E

la surface d’aire minimale tendue entre les deux anneaux en .

fonction de la distance d = 2h qui les sépare en utilisant le |

calcul variationnel. La bulle est symétrique par rapport a ’axe Z/ 0 “
Oz et I'on parametre la position d’un point de la surface de A e —

la bulle par r = r(z). \KL/

1. En prenant la bande de surface comprise entre (z,7) et (z 4+ dz,r + dr), établir
I’expression de ’aire infinitésimale de cette bande dA. En déduire que 'aire est
donnée par I'expression

h
A = / 2mry/1 4+ r2dz

our = % avec r(—h) =r(h) = R.
2. Quelle est la fonctionnelle qui joue le role du lagrangien L(r,7’';2)?

3. Montrer que I'équation d’Euler donne

1+72—rm" = 0



4. Exprimer le hamiltonien H correspondant au lagrangien £(r,r’).(Exprimer H en
fonction de r et de 77).

5. Montrer que H est une constante. On prend cette constante égale a —27k.
6. En utilisant le résultat de la question 5, montrer que 1’équation différentielle
vérifiée par r(z) qui minimise 'aire de la surface est donnée par

1
T'” — ET = 0

En déduire la solution r(z) en explicitant les constantes d’intégration en fonection
de R,de ket de d.”

Exercice Il : Particule chargée dans un champ magnétique
uniforme

Une particule de masse m et de charge q, dont la position est repérée par dans la
base cartésienne (z j k:) par 7 = 14 + azgj + xgkz) se dépalce dans une région ou regne
un champ électromagnétique (E = —V(p) — m A B =V AA), ou A= Az, 39,151
et ¢ = (x1, 2, x3;t) sont respectivement le potentiel scalaire et le potentiel vecteur et
V = (8/0x1,0/0x9,0/0x5) est Popérateur nabla. La vitesse de la particule est donnée
par ¥ = (v] = @1,v9 = Z9,v3 = &3). Les coordonnées généralisées et les vitesses généra-
lisées coincident avec les coordonnées et les composantes de la vitesse de la particule.

1. Montrer que la force de Lorentz F = q (E + U A é) dérive d’un potentiel géné-
ralisé de la forme

vV o= q(cp—a-/f).

Dans la suite de ’exercice, ’on considere que E=0e B = BOE, ou By est
constant. On note % = wp. A Pinstant initial z1(t = 0) = 0,22(t = 0) =
0, z3(t = 0) = 0, et la vitesse initiale est iy = voLi + vozE.

2. Montrer que dans ce cas le potentiel vecteur A est de la forme A = %é A A.

3. Déterminer I'expression du lagrangien L(x1,x2,x3, &1, T2, d3;t) de la particule.

4. Etablir les équations de Lagrange et montrer que les équations du mouvement
sont données par

i‘l — wOi‘g =
To + wol1 =
T3 =

Conclure sur le mouvent selon Oz.

7. On rappelle que I’équation différentielle f”(x) —af(z) = 0 a pour solution f(z) = AeV® 4 Be™ V4
ot A et B sont des constantes d’intégration & déterminer.



5. Résoudre les équations différentielles et trouver les équations horaires z1(t), x2(t)
et x3(t).

Exercice lll : Angle-action

Considérons une particule m soumise au potentiel :
Vig) = olql.

1. Déterminer 'expression du hamiltonien H (g, p) et montrer que c’est une intégrale
premiere.

2. Déterminer les valeurs limites que peut prendre gq.

3. Etablir I’équation de Hamilton-Jacobi est montrer que la variable action est don-

née par ’expression

E/a

V2m (B — alq|)dg
—E/a

1
To= 5

ol FE est I'énergie mécanique de la particule.

4. Calculer I'expression de J et déduire la fréquence des oscillations w de la particule.

On donne

a/b 2
/ vVa—brdr = %a?’/Q.
0
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Exercice | (6p)

1. L’élément de surface est donné par

a2
dA = 2mrdl =27r\/dz? + dr? = 27y |1+ (?Z) dz = 27mr\/ 1 + r'2dz.

Ce qui donne

h h
A= / dA = / 2mrv/ 1+ r2dz.
—h —h

2. Minimiser 'aire la surface, en utilisant le principe de moindre action, revient a uti-

liser comme fonctionnelle représentant le lagrangien L(r,7’; 2) = 2wryv/1 + /2

0.5p



1.0p

3. L’équation d’Euler est donnée par

or_doc _
or dzor'
avec % = 2mV/1 + r'? t M 2”” ce qui donne

2rrr
21/ 1 g4 2mr N
s +7r 7 ( *1_’_70/2) 0

12 " /2 "
:>27T\/1+7—< 2mr N 2rrr” 2w ) _4

VI+r2  VI4+r2  (L4172)32

12,11

rrer

— 14+ ! 5 = 0
L

= 14+ = — " ™" = 0

= 1+7"%-r" = 0.

4. Le moment conjugué est p, = % =, ce qui donne

27rr!? —2mr
H = pr'—L=—+=-2mrV/1+1%= ——= @
br V172 V1472

5. H ne dépend pas explicitement de z alors H est constante

v —2nr ok r .
T Vi T e

6. Nous avons 1 + 72 = r2/k?, ce qui donne

2 1 1
%—rr = 0:>—r<r —ﬁr>—O:>r —ﬁr—O

car r # 0. La solution est alors égale a
r(z) = Aek + Be &
comme 7(h) = Aek + Be k = r(—=h) = Ae % + Bek = R = A .
r(z) = Aler +e %) = 2Ach(z). Comme 2(h) = R = A = R/2ch(y). La

solution est ainsi




Exercice Il (10p)

1.
2.

Voir TD et cours.
1.0p

Nous avons
rot (B )
( x1§+ To] + xgﬁ])
By % —T2 By (0x1  Oxzo\ - -
(1]—:1:22):7 @ A 331 =5 8—331+3332>k:B0k'
Ox3

=0= ¢ =Cst =0 ce qui implique V = —qv - A @l ‘ou, le lagrangien 3.0p

—,

rot(A) =

Y

M|@3N)|>~

m|m

1
L = ™M (:r1~|—a:2~|—a:3 Tqi- A

Comme A = TOE (mlf—k ng—i- xgg) = 70 a:lj — ot > ous avons
1 By
L = 517”L(31:1~|—31:2+3v3)+q?( T1x9 + T182) .

Les équations de lagrange nous donnent 1.75p

By . ; By . . )
q7x2 —ma + q7x2 = 0= %1 —wpx2
B B
—q?()a'cl — MIy — q703'31 = 0= d2+wyr1 =0

xgzO

Le mouvement selon Oz est un mouvement uniforme. 2.25p

To+ w1 =0= T9 = —woxr1 + K

avec K = 0 car ©2(0) = 0, ce qui implique

T+ w%xl = 0= x; = Asin(wot — )
Comme z1(0) =0 = Asiny) = ¢ =0 et £(0) = voL = Awg = A = v, /Jwyp =

z1(t) = “oLsinwot

To = —wWoUg CoSwot = To = —vg Sinwot + K



1.5p

avec K = 0 car #2(0) = 0. Aussi zo = %coswot + K avec K = _1?2_; car

22(0) = 0 = 23 = 2L (coswot — 1).

Priére de considérer justes les cas o1 'on trouve dans les expression k au lieu de k2, en
raison de l’erreur de frappe dans ’épreuve bien que cette derniére soit corrigée séance
tenante.

Exercice lll (4p)

1. L’énergie cinétique T = 2mq et le lagrangien est égal a L =T -V = 2mq 2 _alql.

Commepz@ﬁ/@q’:mq:}[:pq_gz§_m+a|q‘

‘H est une intégrale premiere car H ne dépend pas explicitement du temps.

. Les valeurs limites de ¢ sont données par H(q,p = 0) = alq| = F = qmin =

—F/a et gmar = F/a

. Comme le systeme est conservatif, alors S(q; P = E) = W(q; P = E) — Et. Les

équations de Hamilton-Jacobi

oS, 0S8
Mag) T =0
1 [fow

— (% —E:>——i\/2 -
2m<8q> + olq] m(E — a|ql). @

La variable action J est donnée par

ow
J__ 8qd

1 +E/a —E/a
= |+ 2m(E—a|q|)dq—/ 2m(E — olq|)dq
T E/a

—FE/a

E/a
= V2m(E — alq|)dg
—E/a

Priére de considérer les réponses avec le facteur 1/27 au lieu de 1/7 correcte a
cause de I’erreur de frappe sur I’épreuve.

4. En prenant a = E et b = «, nous avons



1 E/a ) E/a
J=—= V2m(E —alq)dqg = — V2m(E — aq)dq
0

T J-E/a

m 3 3mo
3mo 2/3
—F = |—=J
<4\/ 2m >
2/3
La fréquence est ainsi égale a w = 0FE/0J = % (472% —1/3 = 2\/%

Priére de considérer les réponses avec le facteur 1/27 au lieu de 1/7 correcte a
cause de ’erreur de frappe sur ’épreuve.
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