
Çhapitre 3 

Les matrices 

3 .1 Rappels de cours 

Dans toute la suite lK désignera soit le corps IR soit le corps~. 
On appelle matrice un tableau du type 

A est une matrice qui a 
type (m, n). 

<l1n.- l a1n l 
: où a;; E K avec 1 ::; i '.S m et 1 ~ j ~ n . 

Oo~n 

m lignes et n colonnes. On dit que c'est une matrice de 

% est le coefficient de la matrice A situé à la ï ème ligne et la jème colonne. 
·· k;ensemble des matrices de type (m,n), à coefficients dans lK, est noté .Mir.,,,(lK) . 

Une matrice A de .M,,,,,,(ll() est notée A= (a,;) l '.S ·i :S rri et l '.S j :S: 11. 

Définition 3.1. 1. L'addition sur Mm,n (IK) est définie par: 

2. La multiplication externe d' une matrice par un se.al.aire .À E li( est définie 
par : 

Théorème 3.1. (Mm,,.(JK), +, .) est un espace vectoriel sur IK . 

Définition 3.2. La multiplication de deux matrices A= (a;;) de type (m,p) 
et B = (bjk) de type. (p, n) est la matrice C = (e;k) telle que : 

Ci, = I:: a;;b;i. = a;1bu + a,2b2k + · · · + a,pbp"- • 
15.jS.p 
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Remarque 3. 1. Le produit des matrices possède les propl'iétés suivantes: 
J - JI est associatif. 
2- Il est clistributif par rapport à l'addition . 
3- li n 'est pas commutatif. 

Transposée d'une matrice : 

Définition 3,3_ Soit A= (a.;i) une matrice de type (m,n) à coeflicients dans lh. 
On ap1ielle transposée de A, la matrice ~ = (aid-
(Jes lignes 'de A sont les colonnes rie \-cl). 

Propriétés 1. Pour A, BE M,,.,,,(]K), CE /1-1,.,,,(n() et n, i3 E lK on a : 
1) '(o:A + /3B) ~ o:~ + {JIB . 
·2) 1(A x C) ==1C x 1A. 

Matrice des coordonnées d'un vecteur: Soit E un e.v . de dimension -r,, muni de 
la base 
B = (e1, e2,--,, e,.) . Pour tout :r: E E ils existent x 1, :r2 , ... :r:" uniques dans 1K tels 
que: 

données de :i; dans la base B. 

Matrices carrées (m = n) i 
1. (Mn(Jl{) , +) est un groupe commutatif. 

2. La multiplication des matrices est une loi interne dans Jvt,,(Il(). Elle est 
associative et distributive à droite et à gauche par rapport à l'addition . 

3. La matrice carrée In d 'ordre n, ayant des 1 sur la diagonale principale et o 
ailleurs, est l'élément neutre pour la multiplication. 

Théorème 3.2. (M,.(IK), +, x) est un anneau non commutatif pour n2: 2. 

Matrice carrée inversible : 
Une matrice carrée A de M 11 (Il() est dite inversible si elle admet un inverse B 
pour la multiplication dans l'anneau (M,,_(Il() , + , x). 
Donc s'il existe BE M,.(JK) telle que : 

AB= BA =l,, . 

Matrice d'une application linéaire : 
Soient E et F deux e .v. sur li{ de dimensions respectives m et n et de bases 
respectives B = (e1 , e2, ... , e,,.) et 13' = (v1 , v.2, ---. u"). 
Soit f : E-+ F une application linéaire. 
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Définition 3 .5. La matrice notée A = M(f , B, B') dont la/"'< colonne est formée 
.des coordonnées de J(e1) (pour 1 S j Sm) da1is la base B' s 'appelle la matrice 
de f relativement aux bases 13 et B'. 

Remarque 3. 2. Si f : E - i Eon note A = M(f, B) 

Si l'on a 
f l:c ) =Y = Y1V1 + ... +y,.Vr, 

X ~ ( ~~ ) = mat,iœ colona, de, rnocdonaêc, de , d,as la base B 

et 

Fa ( : : ) = n,a«iœ rnlono, descoo,donnéc, def(x) dm la base Il', 

alors : 
y= J(:r.) ~Y = AX. 

Théorème 3.3. a) Soient f : E -+ P et g F-+ G des applications 
linéaires, avec E. F et G de dimensions frnies, de bases respectives B1 , B2 et B:i 
alors on a : 

lvl(yof-!31.133) = M(.ry.82,B:1) x M(J,Bi,Bz) 

relation qu ·on peut retenir facilement sous la form e : 

.M(g of)= M(g) x M(f). 

b) Soient E un ev de dimension finie n sur Il( et l3 = (e1 , e2, ... , e.,.) une base de E 

L'application ,:t, : .C(E) -+ M,,([() définie par ,f>(J) = M(f,B) vérifie · 
i) <li(f + g) = ,j>(J) + </J(g) 
ii) </J(af) = a.,t,(f) (a E Il{) 
iii) ,P est bijective. 
iV) ,p(f O g) = d>(f) X (/J(g ) 

<fJ est à la fois un isofflorphisme d 'espaces vectoriels et un isomorphisme cl ';Jn
neaux. 
En particulier on a : 

f est bijective si et seulement si </.,(!) est inversibl e. 

Calcul de l'inverse d'une matrice : 
Soit A E J\.-1,.(ll{) une matrice carrée d'ordre n. Pour calculer A. · 1, quand elle 
existe, on pose 

.4.X=X' 
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où X = ( ~:
1 

) et X' = ( ~~ ) . 
.r11 x~1 

Si A est inversible alors il est possible de calculer X en fonction de X' et l'on 
a: 

Matrice de passage : 
Soit E un ev de dimension n muni de deux bases f3 = (e1 , e2, ., P.,,, ) 
et 13'=(e, ,e;, .. ,e~). 
Un vecteur x E E s 'écrit dans 13 

X= X1C1 + ... + :z:,..r, ern 

et x s 'écrit dans B' 

Posons X = ( ~
1 

) la matrice des coordonnées de x dans la base 13, 

Xm 

X' -( ~'.,. ) 1, m,uiœ d,s rnocdo""êes d, s daa, 1, bas, 6' . 

Si l'on pose ci = a 1jei + ... + a,,.ic.,.. la matrice P = (a..j) est appelée la matrice 
de passage de !3 à B' et on a la relation : 

X=PX' (.) 

Remarque J.J . Pest une matrice inversible. 

Changement de bases 
Soient E et F' deùx e .v. sur lK de dimensions respectives n et rn 
et J : E-; F une application linéaire . 
On se donne B et 6 1 deux bases de E, Cet C' deux bases de F. 
Si l 'on note P (resp. Q) la matrice de passage de la base 13 à la base B' (res,:, . de 
Cà C'), 
A= M(f, B, C) et A'= M(f, B', C'), alors on a la relation : 

A' = Q- 1AP. 

Cas particulier important 
Si E = F , B =Cet B' = C' alors P = Q et la relation ci-dessus s 'écrit : 

A'= p-1 AP. 
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3.2 Énoncés des exercices 

Exercice 3 .1. : 
Trouver x,y,z et w tels que: 

3(: y)=( 
~ U1 

X 6)+( 4 x+y) 
-1 2w 2 +w 3 .. . - . 

Exercice 3.2. : 

J) Trouver une matrice X vérifiant 3X + ( ~ -i ) = ( -i ~) 
2) Peut-on trouver une matrice Y vérifiant 5Y + ( ; -i) = ( -~ Î ) ? 

Exercice 3.3. : 
Calculer si possible AB et BA dans les cas suivants : 

î) A = ( 2 

ii) A= B = ( ~ -~ 

iii) A = ( i -~ _3o ) 
( 

1 - 4 

et B = : -
0
1 

~ - 2 0

1 ) 3 -1 
0 

Exercice 3.4. 

a) Soient A= ( ~ _; ) et f (x ) = 2x2 
- 31; + 5. 

Calculer J(A) = 2.r-12 
- 3A + 5!. 

·b) Soit A = ( : } ) . Déterminer les scalaires x,y,z et w tels que: 

(
a b)(.:i.· . y)=(l o). 
cd zw 01 

Avec les valeurs trouvées de x,y,z et w, vérifier que l'on a: 
.. 

( : .:, ) ( : J' ) = ( ~ 10 ) ' 

Exercice 3 .5. : 

Soit e l'ensemble des matrices de la forme M = ( x + Y x ) 
X -x+y 

avec x, y E Ill. 
1) Montrer que e est un sous-espace vectoriel de M2(1R). 
2) Vérifier que la famille :F = (1. J) est une base de E:, 

où I = ( ~ ~ ) et.! = ( ! ~ 1 ) . . 

>3) En calculant le produit J2, en déduire que Je produit de deux matrices de [ 
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est une matrice de E. 
4) Donner l'exemple de deux matrices non nuls de E dont Je produït est nul. 

Exercice 3.6. : 

On pose A = ( ~ ~ 
2
~ ) 

Calculer A" pour tout entier n ;::: 1. 

Exercice 3. 7. : 
Soit A E M 2 (JR), montrer que: 

Vn E lN 3(a,,, b.i) E 111.2 
: An = a,.A + b,J2 

Exercice 3. 8. : 
Soit A. E M2(lR) telle que A f: ah pour tout a E JR.. 
Déterminer les matrices qui commutent avec A. 

Exercice 3.9. : 
Déterminer J'inverse de chacune des matrices suivantes quand si possible. Uti
liser la méthode d'inversion par système (AX =X'{,> X= .4-i X') : 

B=(~ ~ 1~) 
· 2 5 

A=( 2 7) 
-1 1 ( 

2 1 -1 ) 
; C= 3 l O , 

0 l 2 

Exercice 3 .1 O. 
Dans quel c.as peut-o~ inverser une matrice diagonale A = (,1.;i h:;; ,JSn (".;i = o 
si, =f J)? Donner son rnverse lorsqu'il existe. 

exercice 3. l1. : 
Soient P, Q deux matrices inversibles et M une matrice quelconque. 
1) Vérifier que (P- 1.M Pt= p - 1 Mk P. 
2) Vérifier que (PQ)- 1 = Q-1 p- 1 et (P'')- 1 = (P- 1)k Vl: E lf\l. 
3) Montrer l'équivalence 

/III esl·in.versib/e ~ M 1' est invcr•si.lile. 

(avec I' q"elcnru11!-e dans IN"). 

!;xerclce 3. 12. : 
Dans J\,13(IR) on note par A1,q la matrice dont les coefficients sont nuls sauf 
a.v9 =L. . 
1) Montrer ciue la famille {A"~/ l ::op :5 3 et; 1 :5 j :5 :l} est une base de M·i(lH.i 
2) Calculer Je produit A1,q x A1,k. · · 

Exercice 3.13. : 
Soit M = (m,j) E .A-1,.(ll'l.) . On appelfe trace de M Je nombre 
/.r(.M) = m 11 + m22 ···+m.,,. . 
1) Cal~uler la trace de la matrice identité In et des matrices suivantes : 

' C· 2, I) 
B = ( ~ 

g 1~) C= ( ~ 
] -1) A= , , 8 - 1 () . 

-1 -2 ' 
0 1 10 
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2) Montrer que t.,·(M + M') = t.r( M ) + tr( M') et tr (M x M') = ir(M' x M) . 
3) Donner une condition nécessaire que doit vérifier la matrice C pour avoir 
AB - BA =C . 
En déduire qu'il n 'existe pas de matrices A et B te/les que AB - BA""' ln -

Exercice 3.111. : 

( 

0 0 
Soit A = l 2 

2 ,j 

1) Calculer ,13 

,t ) 
1 . 

-2 

2) Calculer A 3 
- lGA. Que remarque-t-on? 

Exercice 3 .15. : 
Soit ME M .1 (1R). On suppose qu 'il existe A,B E M ,1(Dl ) et o- E JR' telles que: 

VnE {1 , 2, 3} M" = 0:"(A + nB ). 

Montrer que 
'c/n E IN' M" = o"(A + nB). 

Exercice 3 .1 li. 

( 

0 l 
. D 0 

Soit A = O 0 
D 0 

--'- 1 ] ) 

0 
-~ . Calculer A'' pourpElW, puis 

D 0 

Exercice 3 . 17. 
J) Par la méthode de la matrice échelonnée déterminer suivant les i·a leurs de m 
les rangs des matrices suivantes e t calculer leurs inverses lorsqu'elles existent: 

Exercice 3.18. : 
Soient M une ma trice triangulaire supérieure et ' M s;i transposée. Prouver 
l'équivalence 

'A-!]\,[ = M' M = M est diayo,utl ,'. 

Exercice 3.19. 
Soit JH = (m;J ); j E M 3 (JR) On désigne par Al''I E .t'v1:1 les rnalrircs vues dilns 

l'exercice 12. .. 
1) En faisant les produits MApq et ApqJ\1 quel effet obtient-t-on sur fa matrice 
M? 

2) Par quelle matrice doit-on multiplier M pour que le produit soit une matri ce 
dont tous les coefficients sont nuls sauf un seul qui est égal à l'un des coefficients 

de M? 

3) Soient A, B E M,(lR) . En déduire l'équivalence 

tr( AX) = t.r(BX) VX E M3(lR) = A = B. 
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Exercice 3.20. : 
Soit J,,. une application de 1R3 dans IR.3 dé finie par: 

(x, y, :::) ---t fm(x,y, z) "" (x + 2y+ mz, -my- z,2:r, + 3y - 4~). 

l 0
) Vérifier que fm est une application lin éaire . 

2°) Déterminer J(e1·(Jm) et lm(!,,,) suivant les valeurs de m . 
3°) Donner la matrice de fm relativement à la base canonique 13. 
4°) Pour quelles valeurs de m f,,. est bijective? 
5") Soit 13' = {e\ A , c; } une famille de E définie par: 

a) Vérifier que l3' est une base de E. 
b) Ecrire la mJtrice de passage de B à B'. 
c) En déduire l:a matrice de f,,. relativement à 13' . 

Exercice 3.21. : 
On note E = ffldX) (resp. F = IlldXJ) l'espace vectoriel des polynômes de degré 
inférieur ou égal à deux (resp. un). 
1J Montrer que B = (J. X - I , (X+ l )2) est un e base de E. 
21 Considérons les applications</; définie sur E par : 

Vf' E E, ç,(P) = 2(X + l )P- (X2 
- 2X + l )P'. 

et 1/J définie de E dans F par: 

VQ E E, 1/1(q) = 2Q - XQ'. 

a) Montrer que r/> est un endomorphisme de E. 
b) Donner la matrice de </, dans la base B. 
c) Montrer que 4, est un homomorphisme de E dans F. 
d) Donner fa matrice de l'application 1/J o cf, par rapport aux bases canoniques de 
E ctF. 

Exercice 3.22. : 

Soit A= ( ! ~ ) . On définit l'application f sur M 2 (JR.) par 

j(lvf) = A x Ai VM E M2(lR). 
1) Vérifier que f est un endomorphisme sur M 2 (JR) . 
2) Déterminer T< e1·(J) et lm(f) ainsi que Jeurs bases et Jeurs dimensions. 
3) En déduire que f est un .automorphisme et donner 1-1 . 

4) Donner la matrice de f dans la base canonique de M2(lR). 

Exercice 3.23. : 
Soit fun endomorphism e non nul de IR3 tel que f 3 = J2. On note F = Jm(J) 
et G = K er(J). 
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1) Qônner J dans le cas où J est un automorphisme. 
Dan# la suite J est supposée non bijective. 
. . . : . . . 

2) Q~ suppose que : F n C 1- {O} . 
i) tytontrer que F c. G ou G C F. 
ii)S{ F cG vérifier que : , 
J2 ~- o et qu'il existe une base { u, 11 , w} de JR.·1 telle que: 
u, •11 EÔ et v = J(w). Donner ensuite la matrice de f dans cette base. 

iii)Si, C: c F vérifier que : 
3 J~ ,t;o et qu 'il existe une base {u,v,-w} de IR.· telle que v E G, v = 1(11-) et 

J(w) "" ·w. Donner ensuite la matrice de f dans cette base . 
. ,· :• 

3) On supposè que F n G = {O} . 
i) Mo1itrer alors que lll = F œ G et que F est stable par f . 
ii) Montrer que pour tout ti E F il existe a E IR.3 tel qu_e" = J2

(a.), 
iii) En déduire qu'il existe une base B = { u, v, w) de IR? telle que 

J.lf(f, /3) = ( ~ ~ ~) ouM(f,!3) = ( ~ ~ ~) • 
O O O O O 0 

4) [)onner la forme de la matrice d'un endomorphisme quelconque f vérifiant 

/ 1 = J2 d.ans une b.ase bien choisie. 

Exercice 3.24. : . 
On considère E ""(C", muni de sa base canonique B = { ei, · · · , e,,_). Soit la base 
L<' = { e~, • • • , e;,} définie par 

j 

Vj, l -.5_ j -.5_ n e~ == I>k· 
b•I 

E~ soit f l'endomorphisme de E dont la matrice M = M(J, B) es t donnée par 

( : 
Donner la matrice M' = M(f,13') . 

b 
a 
b 

b 
a .. 
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3.3 Solutions détaillées des exercices 

Solution 3. 1. 
On a: 

3 ( : ,! ) = ( - ~ 21~ ) + ( 2 + 1! a: + ~ ) · 
On utilise les propriétés de calcul entre les matrices on trouve : 

( 
3X 3y ) _ ( X+ 4 6 + (:z: + !f) ) 
3z 3111 - -1+(2+w) 2w+3 · 

D'où: 

{ 
3x x + 4 
3y 6+x+y 
3z = 1 + w 
3w 2w+3 

Ce qui équivaut à 

{ : z 

w 

= 2 
4 
4 

= 3 
3 

::::i::_tr::~~r une matrice ]( vérifiant 3X + ( ~ - i ) = ( -! ~ ) (E) 
· · . - 3 6 6 0 

( 

a. b) 
la matrice doit être de la forme X = : J pour pouvoir faire la somm~ 

avecfa 'matrice ( ! -l) · 
L'équation (E) devient, 

3 
( : j) + ( ~ -i ) = ( -i i ) . 

Et l'on a les équivalences : 

(E) ~ ·[ i: E) + 0 -l) ~ ( -l l) ~nM,ù< 1m••n•OUufrc) 

~ 3c :: i! ~ ! ) = ( - ; ; ) (fo smn,ne de rle1t.:1.: 11wl.rice., ) 
3e + 3 3} + 6 6 0 

{ 

3a =11 3b+ 1 = 1 
~ 3c + 5 = -1 3d- 1 = 2 (l'égalité tlc deœr m.alrir.,~.~) 

3e + 3 = 6 3J + 6 = O 

{

a =5 b =O 

{=? c = -2 d = 1 
e = l / = -2 
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O'otî 

(ab)(~ 0) 
X = : 1 = -} - ~ 

2) Pour trotiver une matrice Y vérifiant 5}' + ( ! -l ) = ( - ~ 2) 1 . 

( 

a b ) 
Comme précédemment on doit avoir Y de la for/lie : 1 . 
Et clone 

5 ( ; ; ) + ( ~ -i ) = ( -~ 2 ) 
l 

ce qui donne 

( 
5~ ? + l ) ( 3 2 ) 5c + ;:, .)<l - 1 = _ 

1 1 
. 

Se+ 3 5J + G 

Mais cette dernière égalité est impossible car les deux matrices ne sont pas du 
même ordre. 

Solution 3.3. 
i) Dans ce cas on a A E M (l.2) et BE M (2,3) . 
Le nombre des colonnes de A est égal au nombre des lignes d e B, donc le produit 
AB est défini et donne une matrice à une ligne et 3 colonnes . 

( l -2 0) AB = ( 2 l ) 
4 5 

_
3

. = ( a11 a, 2 01:i ) . 

a.11 = 2 x 1 + 1 x 4 = (3 /e produit de fa première ligne de A et la première colonne 
de B . 
<11 2 = 2 x (- 2) + l x 5 = 1 le produit de la première ligne de A et la deuxième 
colonne de B. 
a 13 = 2 x O + I x (-3) == -3 Je produit de la première ligne de A et /a troisième 
colonne de B . 
D'où 

AB= ( 6 1 -3 ) . 

Par contre BE. M (2 , J.) et A E M (l, 2) le nombre des colonnes de B est différent 
du nombre des.lignes de A et donc le produit BA n'est pas défin i. 

ii) Dans ce cas A E M(3 ,~) et B E M G,P). 
Le nombre des colonnes de A est égal au nombre des lignes de B. Donc le pro
duit AB est défini et donne une matrice à 3 lignes et 3 colonnes. 

AB= ( _! ~~ ) ( ! -~ -05 
) = (-! ~; - 1~ ) 

-;J . 

15 
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De même BE M(2,_;j_) et A E M(;l, 2), donc BA E A1(2, 2) et 

( 
1 -- 2 -5 ) ( 

2 
- l ) ( 15 -21 ) 

BA = 3 4 ü -1 40 = 10 - :1 . 

iii) Dans ce cas A E M(2,J) et BE MG,!, 4). 
Le nombre des colonnes de A est égal au nombre des lignes de B. Donc le pro
duit AB est défini et donne une matrice à 2 lignes et 4 colonnes. 

AB= ( 2 -1 0) ( ~ =: ~ _; ) = ( 0 -7 
1 0 -3 ,J O -2 O -11 _ _ , 

-:l ;J) 
G 1 . 

Par contre BE M(3,1) et A E M(l,3), donc BA n 'est pas défini. 

Solution 3.4. : 

a) Par définition on a A0 = I = ( ~ ~ ) et A 1 == ( ~ _! ) . Et, on a: 

A
2 = AA = ( ~ -~ ) ( ; -~ ) = ( -~ ~~ ) 

et J(A) = 2A
2 

- 3A
1 + 5A

0 = 2 ( - ~ ~~ ) - 3 ( ! -~ ) + 5 ( ~ ~ ) · 

D'où 

f(A) = ( lG -18 ) 
- 27 fil ' 

b) On fait le produit suivant 

(: ,~)(: ~)=(:~::;: ::;:)=(t ~))· 
Puis on o/Jtient Je système 

Ce qui implique que 

{ 
:: : ~; = ~ 
ay+bw 0 
cy+dw 

d 

{ 

(ad - l,c)x 
(ad - lic)z - c 
(ad - i>c)y = -b 
(ad- bc)w = a 

(Si) 

dl1 - bL2 
al2 - cl1 
dl3 - bL.1 
al, - c/3. 

(Si) 

On pose Â = (ad - lie), alors A f O. Sinon on aurait d = - c = -li = a = 0 
(ceci d'après ce dernier système (82)). Ce qui donnerait O = l dans le premier 
système (Si) . Ce qui est absurde. 
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Donç nécessairement t:;. ,f O et dans ce c.as on trouve : 

d 
X 

(ad - be) 
-c 

z 
(ad - be) 

-b 
y 

(ad - be) 
a 

w 
(ad - be) 

Avec ces valeurs on a: 

( 

d -b ) 
= (ad_:}c) (ad-;; be) ( a 

(ad - &c) (ad - be) c 

( 

da- be db+ (-b)d ) 
(ad - be) (ad - be) 

(-c)a + 11c (-c)b + ad 
(od - be) (ad - &c) 

(
X y)(a /1) 
z 'I.J) C d 

( ~ 10) 
Inversement: si t:;. ,f- 0 la matrice trouvée précédemment est définie et est l'in-

verse de ( ~ } )-

. Et /'011 conclut donc qu'une matrice c;irrée ( : } ) est inversible si et seule

ment si 
(o,d .- be) ,f- O. Et que son inverse est la matrice 

(ad;; be) . 
-b ) 

(nd - be) 

Solution 3.5. : 

{(
l ' + 'IJ X ) } On a [ = · · · j x, y E lR. , 

X -x+y 
1) D'abord t: est un sous-ensemble de M 2(IR). 
Ensuite: 

i) En prenant x = y= O on obtient la matrice nulle O = ( ~ ~ ) qui est bien 

dans[, 

ii) Soient a:,{3 E lR, M = ( x + Y x ) et M' = ( x' ~ y' ;1'+
1 

, ) 
X -X+ y X -X y 

l.3 matrice o:M + f3M'"" M" est de la forme -après calcul-
,, ( X

11 + y'' X
11 

) 11 1 11 J 1 111 = ,, ,, ,, avec x = ox + f)x et y = ay + fJy . ~: -x + l/ 1 

Dppc (a:M + f3M') E [. Ainsi & est un sous-espace vectoriel de M 2(Ill). 
·.;_/;~. 
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2) Soit M = ( 1
' + Y x ) une matrice de E. D'après Je calcul sur les m2-
x -J: +y 

trices on peut écrire 

M=(: ~1~)+(6 ~)=x(~ !1)+u(~ ~) 
Par suite toute matrice de E s'écrit M = 1,.l + yl. 
La famiJJe F = (1. J) est donc généra tri ce de E. 
En plus pour x, y E IR, on a : 

xl +y!= 0 # ( x + Y x ) == ( 0 0 ) * ;i, = 'I = 0 
, X -J:+ y O Ü • 

ce qui signifie que F est libre. 
On conclut donc que Fest une base de e et que dim(t:) = 2. 

3) Le produit J2 donne : 

]2=(~-!1•)(.i !1.)=(~ ~)=21. 
D'où J2 E E, (avecx = 0 ety = 2). 
Pour de!.fX matrices 111 = xJ + yl et M' = x'J + y1 Ide[, Oil a: 
M x ]if = (xJ + y!) x (x' J + y' I) = x:1,:' J2 + (:cy' + yx')J + yy' l 
= (:ry1 + yx')J + (yy' + Zxx')I 
( ceci cat .J l = I J = J, 12 = 1 et .12 = 21). 
On condut que Je produit de deux matrices de E. est bien une matrice del. 

4) Pour avoir le produit Mx M' = (xy' +yJ:')J + (yy' +2x:r1)I = 0, il suffit d'avoir 

(,T1J1 + yX
1
) = (yy1 + 2:1:;/) = () 

Prenons par exemple x = x' = 1, il nous reste les équations 
y+:v' = o et yy' + 2 = o, qui donnent y'= -y et -y2 +2 = o. 
On prend, dotJc comme exemple : y= y'2, et donc 11' = -Jz. 
Ce qui donne les deux matrices M = J + \121 et M' = .l - \12! qui sont clans[, 
et dont le produit est nul. 

Solution 3.6. : 1 

Par cléfmition on a : A0 = 
1 

( i 
etA 1 =A= ( 

2
~ 1? ~) 
0 0 21 

On a: 

A2 = ( ~ I ~)(~~~)=(~~ 
2 0 0 2 0 0 

Supposons que A" = { O 1" O , 

1 
2" 0 0 ) 

\ 0 0 2" 

a}ars A"+1 =A"A 1 = ( 
2

~ 1~ ~) ( ~ 
0 0 2" 0 
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]~ ~) 
0 2° 

0 0 ) ( 2"2 
1 0 = 0 
0 2 U 

()) 
0. ' 

2~ 

( ')"+! 0 
0 ) D'où A"+l = ~ 1n+l 0 ' 

0 2"+1 

Par suite 

( 2" 
0 

0 ) Vn E IN A"= ~ 1n 0 ' 
0 2" 

Solution 3.7. 

Soit A= (: ~) EM2(1R). 

• Par définition des puissances d'une matrice on a : 

A0 = [2 = O.A + l.!2 et A1 = 1.A +0.h 

Ensuite on a les équivalences : 

-
~ : ~ ) ( ; ! ) = u .A+ v.12 ·ul, ) 

a2 + be al, + l,d ) = ( 1ta + v 
ac + cd be + d2 vc ud + v 

j 
a2 + lie =· 1w + v ab+ bd = 11/J 

a, + cd = 11c /,c + d2 = v.d + v 
a2 + ùc = ua + v (a+ d)b = 1,1> 
(a+d)c =1Lc l1c+d? =11.d+v 

(1) 

* Si b. c ne sont pas tous les deux nu/5, on simplifie (soit par ù, soit parc) 
il reste 

Et donc 

d'où 

{ 

r.2 + /Je = ua + v 

a+d = u. 
bc+d2 =11.d+v 

{ 

a2 +bc-(a+d)a =v 
a +rl = V 

/,c + d2 -- (a + d)d = ·11 

u = a + d et v = l,c .... 11d. 

* Si 1, = c = 0, il reste dans (1) : 

Et donc 

On trouve alors: 
- Si a#d 

{~ 
{ 

0,2 - cf2 

d2 

=ua+v 
= vd+ v 

= 11.(a-d) 
= 11d + 11 

. az - d2 
u = --- = a+ d et v = d2 

- (a+ d)d = -o,1. 
(a- d) 
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- · Si a = d , la matrice A devient : 

A = ( ~ ~ ) = a.h = ·uA + v !2 a.vcc ·" = 0 el. , : = a 

On conclut finalement qu'on peut toujours trouver a2 = ·u. l,2 = v E IR 
tels que 

• Supposons que: 

:l(a,,,bn) ElR2
; A" = a11 A + b,J2. 

• Alors : 
.4n+I = A" .A (par définition des puissance.s) . 

Et d'après l'hypothèse de récurrence on aura : 

:l(an,b,,) E IR2 : .4"+1 = (anA + /, 1,!2) .A= (111 A2 + h,,A 

Ce qui implique que 

3(a,., b,. ) E lR.2 ; An+I = a,. (a2A + b2l2) -1- b11 A = (a.,.a2 + li,. )A -1- (a,,IJ2 )l2. 

C'est-à-dire que: 

Par suite on conclut que: 

'rlnE.IN :l(a11 , bn)EIR2 

Solution 3.8. 

Soit A = ( ; :; ) fixée , te/Je que Ai- al2 

Pour qu'une. matrice de la forme B = ( : 

A n = a,,A + t,,Jz. 

([). 

Y ) commute avec A il nous faut: 
111 

( : ; ) ( : ! ) = ( : ! ) ( : ! ) · (E) 

Par des équivalences logiques on écrit que 

(E) s=4 ( 
ax + bz ay + bw ) = ( ax + cy /,x + dy ) 
ex + dz cy + dw az + cw bz + dw 

{ 

ax + bz = ax + cy ay + ù-w = bx + dy 
ex + dz = az + cw C!f + rlw = l,z + dw 

bz = ·cy 
ay-t-bw = bx+dy (5'). 
=+dz = az+C1v 

D'après fa première ligne on a : 
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, Si b -f. O, on a les équivalences: 

D'où 

z = 
1L) 

/,ex +dey = 
C 

ï? 

c · 

ï? 
(d - a) · 

x+ -b--;; . 
c (cl - a) 

a(î;Y) + c(x +-b-·-y). 
C 

i? 
(d-a) 

x+--{;-y 

acy + bcx + dey - ac1J 

(d- a) 
x+-b-y 

B= ( / (d-a/) =x ( ~ ~)+y(~-· (d-{;af) :c,yElRquclcornrue.-.. 
ï?' x+-1-, - u b 

- Sic ,f. 0, par des équivalences on a : 

D'où 

B= 

y 

(S) = { b (d - o) 
a(-z) + b(x + --z) 

C C 

y 

abz + bcx + bdz - abz 

w 

b 
1J ~z 

(d- a) 
w = x+---z. 

C 

w 

X -z 1 Q Û 

( 

b ) ., ( 
(d-a} =x( O 1 )+z 

z x+--z 1 
C 

- Si b = c = O , on a les équivalences : 

b 
-z 
C b 
bx + d(-z) 

C 
(d-a) 

x+--z 
b C 

-z 
C 
cbx+dln: 

(cl - a) 
x+--z 

C 

C 

b ) 
(d- a) :r., y E ffi. q11.elconqu."8 · 

(S) ~ { ay = dy 4'=> { y(d..,. a) = 0 
dz = a.z (d-a)z = O. 

Puisque b = c = o, alors d te a (car sinon a = d on aurait A = aJ2 ce qui est 
impossible d 'après (1)), et donc 

(S) <=:-y=z=O. 
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i 
L r 

Et par suite B est de /a forme 

Solution 3:9. : 
. .( . 2 7)· • ( X ) ( •r' ) Soient A= -;l 1 , X= y .et X'= ~/ . 

Par des équivalences on a : 

A.X=X' = 2 7)-(x)=(x:) 
-1 1 y y 

D'où 

On a bien 

2j; + 7y ) = ( x: ) 
-J: +y y 

2x + ?y = x' 
-x+y =y' 

Dx =x' - 7y' 
- :r+ y = y' 

I , 7 , 
a; ="i? -i? 

/ 1 / 2 1 

11 = Y + X = -~?' + !? 

: ) = ( !j~ -;j~ ) , ( :: ) . 

~-1= ( 1/9 -7/fJ) 
1/0 2/9 . 

( 
2 0 ] ) ( X ) ( :r.:

1 

) Soient ensuite B = ? 5 0 , X= y et X'= y' . 
2 5 1 z . ~ 

Par des équivalences on a ,-

H.X,.X' <=:- 2 0 1 ) ( :r. ) ( x ' ) ( 2:i: + :: ) ( :1:' ) 0 5 0 . y = y' <=:- 5y = ,/ 
2 5 l z ~' 2:r: + 5y + ~ ~ .1 

2x + z = x' 
5y = y' 2x +5y+ z = z' 

2x+z =x' 
5y = y' 

2x + z = z' - 5y "" z' - y', 
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. ·-·-····· ····---------------

l3 n'est clone pas inversible. 

( 

2 1 
Pour fa matrice C = 3 1 

0 1 
Par des équivalences on a : 

-1 ) ( ,'!; ) ( '.!:' .) ;i , soient X = ; et X' = ~'. . 

D'où 

C.X= X ' ~ 

= f
; ! ~)-(:)=(;'.) 
0 1 2 . 2 ~ 

2x ~~ ~ ~ ) ) = ( :: ) 
Y+ 2z z 

2x + y-- z = x' 
y - 3z = 3x' - 2y' 
y+ 2z = z' 

2x+ y- z = x' 

-1/5 ) ( o:' ) :,/5 . y' . 

1 /~• z' 

c-1 = 6/ s -,J/ 5 3/5 . 
(

-2/5 3/5 -1/5 ) 

-3/5 2/5 1/5 

.. 
Solution 3.1 O. ,-

( 

a11 

Soit A ""' mat,ice diagon,J,, a/o" A - . . : 

. ( X] ) ( x; ) x2 "'2 
Et soient X = -~:'. et X' = _:z} . 

:1,u X-n 
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Par des équiva lences on a : 

A.X =· X ' = 
0 

an 
. () 0 

( 

a 1

0
1 

0 

{ 

auxl 

::~:~ 
<Lnn,X,-

0 
0 .33 

() ) ( l J ) ( .1:; ) U ~2 -l'~ 

() , X3 = ,1 '., 

0 nun ,'f..u x-!1 

0 

Ce système admet une solution uniqu e X en fonction des (a,. );, et de X' si et 
seulement si tous les a,; sont non nuls. 

Car si pour tout i a;; cl O chaque :r; 
1 

- :,_·:, donc une solution unique 
a;1 

(x1,· · · ,x,,). 
Et s'il y a un O-jj = 0 on doit avoir< = O même si x·i est quelconque . 
Donc A inversible si et seulement si pour tout i a,; cf O. 

. Ce qui signifie que a 11 .a22 · · · a 11n :f= 0 et l 'on a les équivalences: 

1 / 1 
0 0 0 X 1 -xi ap «11 

x2 -x~ (::)a 0 () (l 

012 n22 

X3 --- x; ~ 0 0 0 
UJ3 n3:i 

x ,, 

Xn 
I 0 0 - x,, 

ann a,1-11 
·:==> X= A-1 .X'. 

D'où 
1 

0 0 0 
O]J 

0 
l 

0 0 

A- 1 = <122 
1 

0 0 0 
a33 

0 () 
a,m 

Solution 3.11. : 

( , ; ) ;r:t, 

. :t:;1 
. .. 
;l~:, 

Soient P, Q deux matrices inversibles, 1 la matrice identité et A-f une matrice 
quelconque non nu/Je. 

1) 

• Par définition rie la puissance nulle on a : 
(P- 1MP)0 = I et p-1M 0P = p-l Jp = p-1 P = I. 
Donc 
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• $upposons que pour k E JN on a 

(P-1 1v1 P)k := p-1 Mk p (H.R.). 

Alors: 

(P-IMP)k+I [( P-lMJ>)kJ w-1up1 
= [p-1 ]l,fk P] (P-1 M P] 
= p- 1M"(PP - 1)MP 
= p-1 M".AJP 

p-lM~+lp 

(par (H .R.)) 
(par l'associativité) · 
(ca1· pp- 1 = /) 
(cm· Mk .. M"" NJk+l ) . 

D'où : 
(P- 1MP/=P- 1MkP \fke.lN .. 

2) Posons A= PQ et B = Q-1 p - 1 et faisons le produit AB et B A .. A!ors 

AB = (PQ)(Q-1 p-1) = P(QQ-1) p - 1 = PI p-1 = pp- 1 =·J . . 

Ceci d'a près }'associativité et le faiÇ que I est l'élément neutre de /a multiplica

tion . 
De la même façon on obtient BA = I . 
Ce qui signifie que A= n-1 et B = A-1 • A et B sont les inverses l'une de l'autre 

ec donc : 
(PQ)-l = Q- 1 p-1 (5). 

• D'après ce qui précède (P2 i-1 = (PP)-1 = p- 1 p-1 = (P-
1

)
2 

(pour k = O ou l c·esc évident) 

• Supposons que (P- 1t = (Pk)-t (H.H.), alors 

(P-1l+1 = (P- lt_p-1 = (Pk) - ip-l (vofr (JJ.l-?..)). 

Ce qui implique que 

C'est -à-dire : 

On conclut finalement que : .. 

(P-1)" = (Pkrl Vk E lN . 

3) Si J,..f est inversible, alors M-1 existe et MJ.1- 1 = M.-1 At= I . 
Et d'après (2) on obtient: 

I = (MM- 1
}'' = .M1'.(J.,r1 )P . 

Par suite MP et inversible ec son inverse est (M- 1)P = (M11
)-

1
. 

Si pour un certain p E JN•, JHP est inversible, alors il existe une matrice D tel 

que 
<> M"D = DMP = I. 
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Donc MS= 1 avec S = (M•'- 1 D). Ce qui implique que M inver.sibfe à droite (et 
de même à gauche avec TAI= f et T = DM1,-1). 

Comme T =Tl= T(A1S) = (TM)S = IS = S (l'inverse .à gauche est égal à celui 
de droite), la matrice M est inversible et M- 1 = T = S. 
D'où l'équivalence 

M est inver.~illle -= .~f" est i1wc1·.sillle 

(3 vec p quelconque dans lN* ). 

Soluti.on 3.12. : 
Soit ME .M3(JK), M = (m.;1);j alors 

ce qui entraîne que 

Ainsi la famille 

èst une famille génér.:1trice de M 3 (Il{). 
Ensuièe o,i à p:it des équivalences 

• ( rnn 1n12 1n13 ) 
m11A11 + · · · + ma3Aa~ = OM,(JK) -= m21 m2. 2 m,2a = 

m,31 ·m.12 mn 
{=} m;i = 0 'r!i, j E { 1, 2, :{}. 

Ce qui signifie que la famille B est libre. 
On condut finalement que B est une base de .M3 (Il{)_ 

2) N,otons Ap,1 = (u;J);j avec u1,q = l si (i,j) = (p, q) et u,i ""O sinon, 
et Ahk = (v;i)iJ avec v1,k = l si (i,j) = (h, h) et i;,j = O sinon. 
Notons A1,,1.AM = (w;i)iJ· 
Si q :/ h 

Wij = UiJ V1j + 'l!;2V2j + -u.;3V3j = Û 'ii, j 

puisque UitVtJ· = 0 pour tout t, 
( C3r sinon, il existerait t, 1 ::; /, S 3 tel que u;,Vtj ,f- Q_ Et par définition de Ai,,

1 
et Ai.i.: on aurait 
(11,, = 1, et (i,t) = (p,q)) let (u,_; = 1, et (t,j) = (h,k)). 
Et donc i = 11, t. = q = h et :i = ,~. Ce qui est absurde (c.ir q ,f. h) !) 
D'où 

Wij = 0 Vi,_j. 
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Par suite 

Si q = h 
w;1 = u;11!1j + H;2F2j + ·u;3v3J = 0 si (i. j) =/= (11. k) 

puisque 11.;i"u = O pour tout L 
( car sinon, il existerait t, 1 '.St '.S 3 tel que uitv,1 =/= U. Et par définition de r't,,'I 
et Ahk on aurait 
(u;r=l. cl: (i.l)=(p,q)) et (11,1 = 1, et (t,j)=(h,l.,)) 
Et donc i = p cl. j = le. Ce qui est absurde (car (i, j) i (p, k)) !) 
lI nous reste seulement 

Car 11.1,qvqk = 11.1,,,vhk = 1 et les autres sont nuls. 
Et l'on déduit que 

En résumé on a : 

Apq•Ahk = 0 si q 1- h et. A,,q.Aqk = Apk• 

En utilisant Je symbole de Kronecker on peut écrire que : 

Solution 3.13. : 
Soit M = (in;J ),j E .M,, (li{). Par définition on a tr(M) = m11 + m22 · · · + m,rn• 
(C'est la somme des éléments de la diagonale). 
I) Puisque 

alors 

,,{! 0 
0 

0 

\ 0 

tr(Jn) = 1 + 1 + · · · + 1 = n. .._,...._., 
n-Ju-i.t; 

Pour A= ( -Î _;) on a /:r(A) = 2+ (-2) = O. 

Pour B = ( ~ ~ ~ )" on a f;r(B) = 2 + S + 1 = 11. 
'.2 0 1 

PourC = (: -l ~l) onalr(C)=2+(-1)+10=11. 
10 

2) Soient M = (m,:i)ii et !II'= (m\j)ii· Alors M + M' = (l;j)ij, 

avec t;i = m;i + m;i. 
Par suite 

t.r(M + M') =lu+ 1.n · · · + t,.,, =(mu+ m~i) + (m22 + m;2) + · · · + (111.,,,, + ni'.,., L 
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Ce qui c/onne 

tr(M + Ai') = (m11 + m22 • • · + m,,,.) + (m\ 1 + m;2 · · · + m :".} 

(car(+) associot. et comm ulat . dans IK). D 'où 

tr(i\-1 + M') = tr( M ) + t,-(.M'). 

Notons (.M x M') = (s;j),j et CM' x M) = (,·,J),1. 
Alors: 
su= (m;1m~) + (m,2m~j) + · · · + (m;,,.m;,.;) Yi,.i 
et · 
·1-;j = (mi11n1j) + (m;2m2j) + · · · + (m!,,m.,.j) \fi , j 
Donc ,, 
S-i.i = (ni ,-1-ni)J + (r11i2n1..;J + · · · + (rn.i,i1n~;) = L 1ni kTn~1 \Ji 1 ~ ,;, ~ 7l 

(c=I 
et 

" 
rkk = (rn;_1m1d + (m;,2m-2k) + · · · + (m~,,m,.,k) = f. m~,m,i. Yk l -; /.--; n.. 

·i ~ l 

Il s'en suit que 

" li (" ) t,-(M x M ' ) = ~ s;i = f ~ m;i.rn~i 

Par suite 

tr(1',I x M') = t (t m;.,n~;) == t (t .,,.,~.;m,k) · 
i=1 k = I h:::;:) l;;;::-1 

(Ceci car l'adclition dans IK est associative et comm utative et la multiplication 
est commut;itive). 
D'otl 

n 

lr (M x M') = I>H = tr(M' x Af) YM, Af' E M(IK). 
k=I 

3) Soit A, B , CE M(JK) tel que AB - BA = C . Alors 

fr (AB - fJA) = tr( AB) ·· tr(BA) = tr(AB)- ir(AB) = o (voir (2)). 

Ce qui entraîne que : 
tr(AB - BA.)= tr(C) = O. 

D'où l'implication : 
AB-BA= C=} tr(C) = 0. 

Supposons qu'il existe A, B E M (JK) telles que AB - BA = 1.,. 
o·.après ce qui précède on aurait tr(J,,) = o, ce qui est absurde c;ir tr(l,,) =n et 
n f. O. 

Donc on ne peut trouver des matrices te/Jes que AB - BA= J,, . 

Solution 3.14. : 

( 

0 0 

Soit A= ; ~ f ) . 
-2 

1) Alors 

A
2 

=A .A = ( ~ 
1

~ ~: ) , 
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et 

.43 = A2 .A = ( 1~ 3~ f~ ) . 
32 64 -32 

2) Ensuite on a : 

A3 
- 16.4. = 

[ 

0 0 64 ) ( 0 
16 32 16 - 16 1 
32 64 -32 2 

0 0 0) 
0 0 0 . 
0 0 0 

~ 1) 
4 -2 

D'où 
A8 - 16A = O. 

On remarque que A3 
- 16A = A(A2 -16[) = O. Donc la matrice A est un diviseur 

de O et ne peut être inversible. 

Solution 3 .15, : 
Soit ME M4(ffi.). On suppose qu'jj existe A, BE M 4 (Ill) et a E m: tels que:. 

'vn E {1, 2, 3} M" = on(A + nB) (H). 

Exploitons l'hypothèse (H) : en remplaçant .successivement n = I , 2 o-u 3 on 
aura : 

{ 

M = o·(A + B) 
l!.1 2 -=- a 2 (A + 2B) et 
M 3 = aa(A + 3B) et 

(11) 
M 2 = M.M = (l.t(A + B))2 (l2) 
M 3 = M 2 .J..J = o:3 (A + 2B)(A + B) (l3) 

ce qui implique que : 

{ 

(.i:
2 (A + 2B) 

a 3 (A +3B) 
= o 2 (A2 + AB + BA + B2

) (1\) 
= o 3 (A2 +AB+ 2BA + 2B2

) (t;) 

et donc 

{ 
A + 2B = A2 + AB + BA + B 2 (ln 
A +3B = A2 + AB +2BA +2B2 (L~) 

Et l'on obtient les refacions : 

{ 
A+B 
B . 

= .42 +AB 
= BA+B2 

• Pour n = I on a parl'hypothése (H) 

c21;' - 1~) 
u~ - in. 

M1 = M = o(A+ B). 

cm· o: ,f. O) 

(6) 

Donc c'est vrai. 

• Supposons que 1 
Mn= a"(A + nB) (avec n 2: ~), 

donc 

M"+1 = Mn .M = (o:"(A + nB)) (a:(A + B)) 
a,!n+I) ((A2 + AB) +n(BA + B2}) . 

= a,(n+I) ((A+ B) + n(B)) d'après (6) 
= a<n+JJ (A+ (n + l)B) . 
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Ainsi on a montré par récurrence que : 

'in E JN• Ar= a"(A + nB). 

:::::~ ff l -1 _:) 1 
0 1 . 

0 0 
• on a (° 0 1 -2) A2 = A A= 0 0 O 1. 

. 0 0 0 0 ' 
0 0 0 0 

• 

A'-A'A-U 
0 0 :) 0 0 
0 0 0 ' 

0 0 0 

• . (° 0 0 n A
4 

:= A
3
.A = ~ 0 0 

0 0 

0 0 

D'où 
A 4 = 0 (la motrice nu.ile). 

• Par suite 
'ip 2': 4 A1' = A 4 .A(r-4) = O.A<,,-4 ) = O. 

Ona 

( 

1 -1 1 -1 ) 
0 1 -1 1 

(I4 -A)= O O 1 -1 · 

0 0 0 1 

Par des équivi;ile,nces on a 

( 

1 -1 -1 ) ( X ) ·( X

1 

) 0 l -1 1 y _ y' 
0 0 1 -1 - - ,, 
0 1 0 0 l ,;, 1~' 

:il-y+z-w =x' (!1) 
y - Z + w = y' (!2) 

z - w = z' (la) 
w = w' (l4) 

x == x' +y' {11 +L2) 
Y = Y1 + z' (12 + l3) 
z = z' + w' (la + 14 ) 
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On en déduit finalement que: 

(I,-Ai-'-u 11 n 
Solution 3.17. : 
1) Puisque cette matrice est carrée on va chercher son rang et calculer son in
verse lorsqu'il existe. Par la méthode de la matrice échelonnée on écrit la ma
trice M à gauche et la matrice identité I à droite. On fajt ensuite les opérations 
suivantes: 

1 
-1 11 0 

~ ) (li) 
m. 1 1 0 1 (12) 
1 -1 3 0 0 (13) 

J 1 -1 1 0 

1 l 
(11) 

-; 0 l-m 1 +m -m 1 (/2 +-- 12 - m.11) 
0 -2 4 -1 0 (/3t--l3-l1) 
1 1 -1 0 (li) 

-; 0 -2 4 -1 0 (12 +-- la) 
0 1- in l+m -,n 1 (13 +-- 12) 

(: 
-1 1 0 

0 ) 
(li) 

l -1 -1 - -2 0 .2 (/2 +-- ') 12) 
2 

0 -2(m-3) -m.·- 1 2 1-m. (13 +-- 2(, + (1 - m)/2) 

1er cas: si m = 3 on obtient 

(: : =: 
1 0 0 ) 1 - 1 
- 0 -
2 2 

-4 2 -2 

La matrice de gauche ( ~ ~ =~ ) est de rang 2, car elle a 2 coefficients non 
0 0 0 

nuls sur la diagonale (les deux premières lignes sont indépendantes, la troisième 
est nulle). 
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2èm,, cas: si mi- 3, on wntinue: 

(i 
1 - 1 1 0 0) (/1) 1 -1 -2 0 (12) 

2 
1 - ~]l. 0 - 2(m -- 3) -m-1 2 (l 3) 

1 -1 l 
(li) 1 - 1 - 1 -2 0 (/2 ) (: 0 0) 

0 
m+l 2 -2 m- f U:i +- J 1 1 

'! / - 2(m - }) · 2(m - 3) 
2(,,,- 3) ,;,lm Î ') 

(: 
1 0 

3m-5 
2(m - 3) 2(m. - 3) 2(m - 3) 

(/J <- /1 + /.1) 
0 

3m- l -4 1n + 1 ---t 
2(m - 3) (12 <- 12 + 21:1) 2(m - 3) 2(m - 3) 

0 m+ 1 -2 m - 1 (l3) 

2(m - 3) 2(m - :l) 
2(m_ 0 3) J 

(: 
0 0 

-4 2 

2~m - 3) 2(in - 3) 2(m - 3) Cl1 +- 11 -- 12 ) m-1 -4 m+l ----t 0 (/2) 2(m. - 3) 2(m - 3) 2(m- 3) 

0 1 
m + l -2 . 111- l (/~ ). 

2(m - 3) 2(m - 3) 2(,n - 3) 

La matrice de gauche devient /'identité. Par suite M est de rang trois et elle est 

inversib[le :;
1
~!~~)est :(:::i_ ~î~ dr:;~:~ J) J ( 

2 3m - 1 -4 m..,__] 1 - 11 

,H--l = 2(m - 3) 2(m - 3) 2(m ~ 3) = 2(m - 3) Jm - 1 - 4 
m+l -2 m-1 ·m + l - 2 

2(m - 3) 2(m - 3) 2(m - 3) 

De même que pour la matrice précédente on écrit : 

1 1 0 l 1 0 0 O) (11 ) 
.3 2 .... l 3 0 1 fl O (/2 ) 

m .'l --'> 0 0 0 l O (13 ) 

t 0

- ~- ,J _1 O ~ O ~:! 
1 

~ {t)· (1
2 

, ... t)_ 3li) 

0 3 - m -2 -m -m O 1 0 (13 t-- 13 - ml i) 
0 -4 4 1 0 0 1 (l. +- 14 + li) 
1 1 0 l I O O O (11 ). 

. -? ) 
m+l. . 
m - l 

0 1 1 O 3 - I O O (12 t- - /2 ) 

0 0 (m - 5) - m (2m - 9) (3 ~ m) 0 (13 f-- 13 + (:J - m)b) 
O li -5 4 - 2 1 o (l4 +- l4 +12 ) 

1 1 0 l 1 0 0 0 (1 1) 

0 1 1 0 3 -1 0 0 (12) 
0 0 -5 4 -2 1 0 1 (13 <- 1.1) 

0 0 (m - 5) -m (2m - 9) (3 - m) 1 0 (14 f-- 13 ) 

~ ~ ~ ~ ! -~ ~ ~ ) ~:~; 
0 0 -5 4 -2 1 0 1 (1

3
) 

0 0 0 (-m-20) (8m-35) (---4m+lll) 5 (m-5) (14 = 51-1+ (m - !i)la) 
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1°" cas: Sim= - 20 on obtient: 

(
.·_x ~ ~ ~ ! -~ ~ 0 ) 
0 0 -5 4 -2 1 0 ~ 
Q 0 0 0 -105 90 5 - 25 

La matrice de gauche ( ~ l ~ ~ ) est de rang 3, car elle a 3 coefficients 
0 0 -5 4 
0 0 0 0 

non nuls sur la diagonale (les trois premières lignes sont indépendantes, la qua
trième est liée aux autres), 

2'"" cas: Sim ,fi -20 

la m,t.lœ d, g,u,h, ( j 1 0 

(-mj) 1 1 est de rang 4, car elle a 4 coef-
0 -5 
0 0 

frcients non nuls sur la diagonale. Donc elle est inversible. 
Pour trouver son inverse on continue: 

(m _j) 0 
1 0 1 1 0 0 ( 11) 
1 1 0 3 - 1 0 (12) 
0 - 5 4 - 2 1 0 ( l:J) 
0 0 (-m - 20) (Sm - 35) (-4rn + 10) 5 (/4) 

(: 
1 0 1 1 0 0 

(-mj) 
(l1) 

1 1 0 3 -1 0 (12) 
4 2 l 1 

0 0 (/3 +-- -::l3) 
5 

(-8m+35~ (4m - 101 - :> 
-5 

(l4 +-- (-m 1_ 20) /4) 0 0 
m+20 m+20 m+20 m+20 

(! 
0 1 1 0 0 

0 ) 

( 11) 
0 3 -1 ·O 0 

(-6m + 3G) (3m-12) -4 -m (!2) 
0 0 4 

m+20 m + 20 m+20 ,n+20 (l3 4-- l3 + -l,1) 
(-Sm+ 35) (4m- 10) -5 (- m+5) 5 

0 0 1 
m+20 m+20 m+20 

(14) 
m + 20 

1 0 l 1 0 0 0 
(9m + 24) (-4m- 8) 4 m (li) 0 0 0 
m+20 • m+20 m+20 m+20 

(-6m +36) 3m-12 -4. -ni (l2 +-- l2 - ls) 
0 0 0 

(m + 20) (m + 20~ m+20 {m + 20~ 
(la) 

(-8m+35) (4m - 10 -5 (,--m+S (l4) 
0 D 0 1 

m+20 m+20 (m+ 20) rn +20 
(-39 18 1 -5 

1 0 0 0 
{m + 201 (m + 20~ (m+20) (m+20) 

(9m + 24) (- 4m -8 4 11'1 (/1 t-- l1 - l2 - l,) 
0 0 0 

(m +2DJ (m +20) (m+20) (m + 20) (12) 

0 0 0 
(-6m + 3 ) 3m-12 - 4 -m. (la) 

l 
(m.+ 20) (m + 2ol m+20 (m + 20~ (l4) 

(-Sm.+35) (4m- 10 -5 (-m+S 
0 0 

m.+20 m+20 m+20 (m +20) 
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la matrice de gauche devient l'identité, par suite J\.f- 1 est celle de droite. 

(-3!) 18 l -5 

(m + 20~ (m + 20} (m+20) (m+ 20) 
(9-m+ 2,1 (-4-m-8 4 171 

M-1 "" (m+20) (m+ 20) (m+ 20) (m + 20) 
(-.6m+36) 3m-12 - 4 -m 
.(m+20) (m+ 2ol m+20 (rn + 20~ 

(-Sm+ 35} (4m - 10 -5 (-m+5 
17} + 20 m+20 m+20 (m + 20) 

Ou 

( -39 
18 1 -5) M - i _ 1· (9m+24) (-4m-8) 4 m 

- (m + 20) (-6m + 3G} (3m - 12) -4 -m . 

(-Sm+ 35) (4m - 10) -5 (-m+5) 

La troi;ième matrice n'est pas carrée donc on ne peut pas parler de son in c . .. 
verse (elle n'existe pas). On va chercher seulement son rang. On fait co1niiie · 
précédemment, les opérations suivantes : 

1 ) (li) 
1 m (12) 

-4 4 -4 (13) 
6 4 0 (l4) 

-~ .} 3m- ~ l ~::)+-- 312 -l1) 
0 · 16 -S (ls t- 3/a + 411) 
0 2 -2 (/4 t- /4 - 211) 

3 1 

3 1 1 (/1) 
0 2 3m - 1 (12) 
0 0 -24m (la+--l3-811) 
O O -3m - 1 (l1 +-- 14 - 2/i} 
3 1 1 (/1) 
0 2 3m - l (/2) 
0 0 8 ( /3 +-- /3 - 814) -
0 0 -3m - l (/4 t--14) 

( 

~ ~ 3m - ~! ) ~::i 
-; 0 0 (/3) 

3m+ l 
0 0 (!4 +-- l4 + -

8
-13) 

A cette étape, on voit que la matrice est de rang 3. 

Solution 3 .18. : . 
Soit M = (m,,j);i E M,..(JR) une matrice triangulaire supérieure. On aura alors 

m,j = 0 Vi,;' n :?_ i > j ~ 1 ( ... ). 

Donc 'M = (nii)ii •; avec 11.;i = mi•· 
Par défmiâon du produit on a I MM= (s;i );i et Mi M = (t,_;),J avec 

n " tnin(i,j) 

s,j = 2:: flikITTkj = 2:: mk,11tkj = 2:: mk,mkj 

k=I /,=1 k:I 
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et n n 

t.,j = L ,niknkj = ~ m,k11ljk = ~ m,k,njk• 

k= J k::=1 l_!i:::,;rnax(i,j) 

( Ceci c:1r si i > k ou j > 1.: alors mu, = 0 ou lll-jk = 0, et donc m;k111ji· = 0 
et si k > i ou 1.: > j alors mki = O ou m"i = 0, et donc mk,mkJ = O d'après ( 4-)). 

Si 1M M - A-f'M alors: s,, = t;; Vi 1 S i S n, 

ce qui implique que 

i n 

~ mkimki = L m;km,k \li 1 Si Sn, 
k~l k:i 

c'._est-à-dire 

pour tout i / 1 ~ i S n (6) 

• Par des implications on a : 

,.'.!. =cl> pour i = 1 11lîi = mf 1 + ·m.?2 +, · · + 111i,, = 0 = m?2 + ... + m,Ï,, 
=cl> m12 = 7llJ3 = · · • = 111-Jn = Ü 

-= m1q=O \lq lSqSn(l) . 

• Supposons que pour N rel que l ~ N < n on .a : 
m

1
,q =0 pourl.ouf. p,q / p,fq, l~pSNetlSq:::=n (H). 

Par des implications à partir de (6) on a : 

(N+l) n 

(6) ~ pour i = (N + J) on a L mr,(N+I) = L mfN+l)k 
k=l · k=(N+l) 

2 i -= m~(N+l) + m~(N+l) + ... + m7N+l)(N+l) = m(N+l)(N+l) + .. . + 111 (/1'+1 )»· 

Puisqu'on a d'après {H) m.l(N+i) = mz(N+J) = ... = mN(N+t) = 0, a/ors il reste 

2 n 2 + m 2 l· · · · + m2
(N'+J)n · m(N+l)(N+l) = 7 (N+l)(N+I) (N+l)(N+2) . 

Ce qui implique que: 

2 + 2 "Û = m(N+ l )(N +2) +... m(N+l)n.· 

Puisque les termes de cette somme sont positifs, il s·en suit 

ffi(N+l)(N+2) = · · · = îll(N+l)n = 0. 

On en déduit que : 

ln(N+I)q = 0 \lq (N + 2) :::.; q ::; n (H') . 

On avait d'après (•J 

m(N+J)q = 0 \lq 1 ~ q < (N + 1) (H") . 
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Par suite en regroupant (li) , (H') et (H") on obtient : 

mvq=O pour 'v'p,q / pcj:q , 1 5 p -S(N+l)et.1 5 r1-Sn 

On conclut par récurrence que l'on a : · 

mpq = 0 pour Vp, q / p i: q , 1 S: p S n el 1 S: q S n. 

Ce qui signifie que la matrice M a tous les coefficients nuls sauf ceux de la dia
gonale (les mpq avec p = q), donc M est diagonale. 

Inversement, supposons que M est diagonale 3lors: 
on a M = 1/1,f et donc 'MM = M 2 et M'M = A12 d'où : 

'MM= M'M 

Finalement on a pour l\,f triangulaire supérieure l'équivalence: 

'M M = J.,f'M {=)- M esi diagonale 

Solution 3.19. : 
Soient M = (m.;i );; E Mn (IR) et A,..q = (Q;j );1 E M 11 avec % = 0 si (i, .i) # (p, ,, ) 
et al',,= 1. 

1) Notons /1.f Apq = (r;1 );1, alors : 

Donc les colonnes d'indice j sont nulles pour j =J q. 

Et si j = q, on aura : 

Comme ap,1 = 1 il reste 
r; 9 = m;,, 'v'i 1 :S i 5 n. 

Donc la colonne d'indice q de (M Apq) est la colonne d'fodice p de M . 
On en déduit alors que : 
Le résultat du produit (M Ap9 ) est une matrice dont toutes les colonnes sont 
nu/les sauf la qém• e/Je est égale .à la pème colonne de M. 

Sij = n,1 >HJj + anm2j + · · · + a.nrnnj = 0 si i of p (car lL;k = 0 Vk). 

Donc les lignes d'indice i sont nulles pour i ,f. p. 

Et si i = p on aura : 

JI reste alors : 
Spj = mq5 \/j 1 $ j Sn. 
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Donc fa ligne d'indice p de (Ap,,M) est la ligne d'indice '1 de M • 
On en déduit alors que : . 
Le rêsult.at du produit (A,,./'1) est un~ matrice dont toutes les lignes sont nulles 
sauf/a Jlm• ligne elle est égale à la qem• ligne de M . 

E M 3 (1R) on a : 

(~ 0) . 0 . 

0 

Joutes les colonnes sont nulles sauf . c'I "" ( ::.~: ) • 
m ,3p 

Ensuite 

(~ 
Cq 

0 ~) l,, 

Le résultat de Ai.k(M r1,.,,) est donc une matrice dont tous les coefficients sont 
nuls sauf celui d'indice (h, q) . 11 est égal à 111k1,-

Par exemple : 

A!2(1\,f A31 ) = ( ~ ~ ~ ) seul x d' indice (1, 1) avec x = 11'12,3· 

ftde même 

(
0~ 000 0~) A~

3
(M A13) = a·uec y= m3,l· 

3) Soient A = (11,.;.J)ii , B = (v,j);; E M3(IR) . 

Supposons que : 
t7iAX) = tr(BX) VX, 

ce qui implique que : 

Or d'après (2), on vient de voir que la seule colonne non nulle de AA,,<J est 

( 
t1-1,, ) J r 

c
1 

= :.: : , Et donc Je seul é/ém~nt d~ .la ~iagona:e non nul sera a ors in-

tersection de cette colonne avec la ligne d md1ce q. C est donc uqp· 

. Par suite - ... ,,, 
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En utilisant. (II)', on .trOU\Ce : 

tr(AApq)_ = "-'qp = tr(BA1,q) = Vqp Vp,q. 

C'est-à-dire: 

A=B. 

La réciproque est évidente car: 

A= B => AX = BX 'c/X => ti-(AX) = tr(BX) VX · 

D'~ù l'équivalence: 

tr(AX) = tr(BX) VX ==:- A = B 

Solution 3.ZO. : 
Soit f.,.. une application de m.3 dans IR3 définie par: 

(.'.i: , y,z) -t f,,.(x,y,z) = (x +2y+mz, -my- z,2x +3y-4z) 

1 ") lm est une application linéaire , en effet : 
1 

Va E :\R et 'cl(x, y, z), (u, 11, w) E lH.3 

lm ((x, Y, z)+(u, V, w)) = fm ((x+u., y+v, z+w}) 
'.: ((.r+u) + 2~y+v_) + m(z+w), -m(y+v) - (z+w), 2(.T+u.) + 3(y+·11 ) - 4(z+w}) = ((x+2y +rn~ )+(u+2v+mw) , (-my - z)+(-nw- 11:), (2x+3y-4z)+(2u.+3 ll- 4w)) 
- (x+2y+mz, -my- z, 2x+3y-'1z) + (u+2v +mw, -mv - w,2·u + 31.• - 4w) 
= f.,, (J:, !/, z) + lm (11., 11 , w) 
et l'on a aussi 
f,,. (o(x,11,z)) = lm (al:,ay,az) 
= (c1x + 2ay + maz, -may - 11z, 2= + 3ay - 4az) 
= (a(x + 2y + mz), a(-my - z),a(2x + 3y - 4z)) 
= a(x+ 2y+mz, -my- z,2x +3y- 4z) 
=af,,,(x,y,z) · 
2") 

l(er(!m) = {(x,y,z) / f.,,(x ,y,z) = (x + 2y +mz, -my-.z,2.1: +3y- 4z) = (0,0,0)) 

et par équivalence 011 .a : 

(x,y, z) E K er(f,,,) => (x + 2y + mz, -my - z,2x + 3y - fr)= (0,0,0) 

={ - m.y- z = 0 (12) ~ -my - z 
x+2y+m.z =0 (li) { x+211+mz 

2x+3y-4z ;:Q (13 ) · -y+ (-4-2m)z 

{ 

x + 2y + mz = 0 (11 ) = (2m2 + 4m - l)z = O (12 - ml~) 
-y+(-4-2m)z =0 (13) 

2 comme 2m + 4m - 1 = 2(m- m1)(m - m.2) 

avec ~ 1 = -21i& et m2 = -2 2-@ 
par suite 011 a : 
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= Ü (11) 
= 0 (/2) 
= 0 (l~ ""/3 - 211) 

- si m f m.1 et m. ,f m.2; donc 2m2 + 4m - 1 ,p O et le système donn e 

{

xz. =Ü 
=Ü 

-y = 0 { 

X := 0 
{=? y =0 

z =0 

et par suite 

Ker(fm) = {(x,y,z) / (x ,y,z) = (0,0, 0)} = {(0, 0,0)} 

- si m = m 1 ou m = m2 on ne garde du système que deux équations indépendantes. 
Il reste alors 

{ .1: + 2y +mz 
-my- z 

=0 -{ x =-2y +m2y=(- 2+m2)y 
= 0 z = -,ny . 

et donc 

J<ci·(Jm) = {(:i:,y,z) I (x ,y,z) = ((-2+m.2 )y, y, -m.y) GllEC)j Em.} 

= {y((-2 + m2), 1, -m) / y E lR} 

c'est le sous-espace vectoriel engendré par Je vecteur ((-2 + m.2), l, -m.) 
donc de dimension 1 

pour déterminer lm.(f,n) 
on a d'abord dim(Jm(f,,.)) + dim(Ker(f)) = dim.(Dl3

) = 3 

- si m cfi m1 et m # 1112 

dim(K er(f) ) = dim({ (0, 0, 0) }J = 0 donc dim(lm(J,..)) = 3 
or lm(!.,,) est un s.e. v de JR et dim(IR.3) = :l on en déduit que 

lm(!,,..)= JR.3 

- si m. = ,n, ou rn = m2 
dim(Ke1·(J)) = 1 doncdim(Jm(fm) ) = 2 
comme {!(el) , /(e2 ), f(e3 )} est toujours un famille génératrice de 
f(ffi.3) = lm(!,,.) il suffit d'extraire une base de cette famille , rlonc deux vec
teurs libres (puisque 'dim(lm.(fm)) = 2) 
alors: 

on voit tout de suite que .. 

{ 

fm{l , 0, 0) = (1, 0, 2) 
fm(0,1,0) = (2,-m,:l) 
lrn(0,0,1) = (m, -1, -11) 

a.(l, 0, 2)+b(m, -1, -4) = (0, 0, 0) = (a+bm, -b, 2a-4b) = (0, 0, OJ ""-'-""' 11 ·.a /, " ' (J 

donc { (1, 0, 2), (m , -1 , - 4)} est une base de I m(/m) et par suite 

Jin(!,,.)= {a(l , 0,2) + b(m, -1, -4) / a, b E IR)= {(a+ bm, -b, 2a - 4b) / ri, 1, E IR} 

3°) par définition la matrice M de lm relativement à fa base canonique Ba pour 
colon11es les coordonnées des vecteurs {J(e1 ), f(e2), f(e3 )} 

donc 
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40) 

J,,,est bijective -o=:, Ker(!,.)= {(0,0,0)} = ·m-/ 111 1 et m ,f 1n2 

50) 

a) la famjJ/e B1 = {e'1,e2,eD est libre car: 
Va,b,c Em. 
ae; + be2 + ce; = Ollv = a (3c1 + 3e2 + 3e3) + b(Je1 + 6e2 + 3eJ) + c(4e1 + 8e2 + 3ca) = OJH" 
{=? (3a + 3b + 4c) e1 + (3a + 6b + Sc) e2 + (3a + 31, + 3c) e:i =: 01H" 

{ 

3n+3b+4c := 0 (li) = 3a+6b+& 0 (/2) 
3a + 3b + 3c O (13) 

= 31, + 4c o u~ - 11 l ~ li :: o 
{ 

3a + 3b + 4c = 0 (l ) { a - 0 

c O 01 - ls) c = 0 

comme card ( { e1, e2, e;i}) = 3 = dim(lR.3 ) alors c'est une base de IR.3 

0), ,; (:: r :rrrt po"' matcke, wocdoaoée; dao, fa b~e 6 

d 'où la matrice de passage de la base B à la base 8 1 

P = P(B,B') == 3 G 8 
( 

3 3 4 ) 

3 :l 3 

c) pour écrire la matrice de fm relativement à B' on a besoin de la matrice 
P' = p-i = P(/3', B) 
d'après le système 

{ 

e1 = 3e1 + ae2 + Je3 { 
c2 = 3e, + 6e2 + 3e:J ~-⇒ 
e~ = 1le1 + 8e2 + :le3 

{ 

t '. J - ~e~ - fe; + e~ 
1~,~- e1 - ½e1 + ½e2 

C3 ~t:2 - e~ 
d'où 

e' l 
e; - e; 
e:) - e2 

= 3e1 + 3e2 + 3e3 
3e2 

P'=P- 1 =P(B',B)=! ( !5 ~l ~ ) 
3 3 0 -3 

et d'après la formule M'"" M(fm, B') = p-1 M P alors 

-~ ~? ) (; ~ ; ) 
3 - 4 ,1 3 3 

= -6m-12 -7m-10 _flm_i\ 
( 

7 + 3m 4m + 11 11m + 12 ) 

3 3 
3m+ 6 3m+3 3m 
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Solution 3.21. : 
l )Considérons la famille B = (1, X - 1, (X + 1 )2

). 

Pour a, b, c E IR, on a : 
· { a-b+c 

a;l+/J -(X- 1)+ c-(X+ 1)2 =Oeç; ~+2c 

Donc la famiJle B est libre. 

=0 
= Ü #a= i,,,; C ; .Q 
=0 

Cqmme mn1(6) = 3 = dim(1R.2[X]), 13 est une base de E. 
ZJ .ef, est définie sur Epar: 
VP E E, 4,{P) = 2(X + l)P- (X2 - 2X + 1)P'. 
a) /)'abord, si P E E alors d0 P s 2 et ils existent ao, a1, a2 E 1R tels que 
P.~~~+ a1X + a2X2 • 

Aiors,/j>(P) = 2(X + l)(a0 +a1X + a2 X 2
) - (X2 

- 2X + I)(a1 + 2112X) 
= (;ln.0 :.._ a1) + (2a0 + '1a1 - 2a2)X + (a1 + 6a2)X2 

qui est bien un polynôme de lR.2{Xj. 

Ensuite pour tous a:, fi E fi. et P, Q E E, 
<f;(aP + f3Q) = 2(X + 1 )(oP + fJQ) - (X2 - 2X + l)(aP + fJQ)', , 
= 2o:(X + l)P + 2,8(X + l)Q- a(X2 

- 2X + l)P' - /3(X2 
.- 2X + l)Q .. _ . _ 

= a:{2(X +l)P-(X2 -2X +l)P')+fJ(2(X + l)Q-(X2 - 2X +l)Q') = et</;(P)+Bd>(Q). 
On conclut que q, est un endomorphisme de E. · · 
b) Notons ·v1 = 1, v2 = X -1 et v3 = (X+ 1)2 • On a : 

{ 

.p(v1 ) =2(X+1)=2(X-1+2)=2(X-1)+4=4v1+2v2. 
ê>(t12) = X 2 + 2X - 3 = {X2 + 2X + l} - 4 = -4v1 + V3 

~(v3) = 8(X2 +X)= 8((X2 + 2X + l} - X - 1) = 8((X2 + 2X + 1) - (X - 1) - 2) 
= -16v1 - 8t12 + 8v3 

Par su(it~
1 

la ~at~~~ J,)-1 de</, dans la base B est 

M"" 2 O -8 . 
0 1 8 

c) On a,;., définie de E dans F par: VQ E E, ,t.,(Q) = 2Q - XQ' .. , 
D'abord avec Q = b0 + b1X + b2X 2, ij,(Q) = 2aa + ni X appartient a F. 
,J, est bien définie de E dans F. 
Ensuite pour a, f3 E :Dl et Q, S E E 
,J,(oQ + f3S) = 2(a-Q + f]S) - X{aQ + f1S)' = œ2Q + f]2S - o.XQ' - fJX S' 
= a-if,(Q) + f),j,(S). 
Ce qui montre que tf., est un homomorphisme de E dans F. 
d) On a: .. 
4>(1) = 2 + 2X, ef,(X) = -1 + 4X + X 2 et r,b(X2 ) = -2X + 6X2 

clone la matrice de r,b par rapport à la base canonique de E est 

( 

2 -1 0 ) 
A= 2 4 -2 

0 1 6 

et l'on a : 
,J,{l) = 2, ,µ(X) = X et ,;,(X2) == O donc la matrice de -if, par rapport à la base 
canonique de Eau départ et celle de F à l'arrivée est 

B=(~ ~~) 
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D'après la relation M(,t, o </,) = .M(v'J) x M(</,), on en déduit la matrice de /a 
composée 

Solution 3.22. : 

On a A=(! ! ) et f(M) = A x M r!M E .M2(1R) , 

1) D'abord le produit A x M de deux matrices qui sont dans Jvb (Ul) est bien 
dans M 2(nl) . Ce qui signifie que f (M) E M2(:n:l) . 
En plus, pour tous 0:, f3 E 1R et M, NE M2(1R) 
f(o .M + {3N) = A x (o.M + {3N) = A x (o.M) + A x (/,N) = a(A x M ) + /3(A x N) 
d'où J(aM + {3N) = of(M) + f/f(N)). 
Ainsi f est un endomorphisme de M2(lR). 

2) Pour M = ( x Y ) , 
Z 10 

M _ ( l 3_ ) x ( x y ) _ ( x + 3z y + 3w ) 
J( ) - 3 (3 . z w - 3x + 6z 3y + 6w 

· · ' · ·, · { "' + 3z = 0 

et don~ : j (M) = 0 ~ · 
3
Y + 3w

5
· =--

0
° '. - er.+ z 

, 3y + frw = 0 

. { X +3z ·= 0 

ce qui éq. uiVauc à ~;}w : ~ (1
3 

_ 31r) 

· -3w = 0 (/4 - 312) 
ce qui donne x ==y= z = w = O. 
Ainsi on a l'équivalence f(M) = 0 ~ M = O. 
D'où Ke,·(f) = {O} et f est alors un endomorphisme injectif. 
P.ir conséquence/ est un automorphisme et lm(E)""' E = M 2 (IR). 
P;ir suite dim(I(er(/)) = O (on ne parle pas de base pour { O}J et Jm(f) a comme 
base la base c:.inonique de M 2 (JR) et dim(lm(f)) = 4. 
3) On. vient de trouver que f est un automorphisme. 

Soit À! E M2(J\:,),_ M = ( : ! ) . Par des équfralences et d'après les c.Jlcu/s 

précédents, on écrit · 

f(M) = ( ac db ) ~ x + 3z y+ 3w ) = ( a b ) 
3x + 62 3y + 6w c d 
x4-3z = a 
y 1+3t11 = b 
3x+ 6z =c 
3y +6w = d 
x =c-2a 
y =d-2b 
z = !(3a - c) 
w = 3(3b - d) 

: ! ) = ( ½(3:a_+c) 

120 

-21,+d) 
½(3b - d) 

D;où Je résu/t.;i t 

rl ( ( : ~ ) ) = ( ½(;!a_+c) ½~!b_+d~ ) = ( -i -½ ) X ( : ! ) 

On aur;iît pu vérifier d ';ibord que A est inversible et c;iJculer ;1- 1 = ( 
L'écriture l(M) = N équivaut à .4 x M = N , puis à M = A-1 x N. 
Ce qui signifie que f est bijective et que 1- 1(N) = .4-1 x N . 

4) Notons M1 = ( ; ~ ), M2 = ( ~ ; ) , 

- 2 1 ) 
1 _ l . 

;1 

M, - ( O O ) et M = ( O o ) Jes quatre vecteurs de la base c;wonique cle 
· .J - 10 4 01 

/.;h(lR). 
On a successivement: 

J(Afi) = A x M1 = ( ~ ~ ) = M1 + 3M3, 

f(M2) = A x M2 = ( ~ ; ) = M2 + 3M4, 

/(A/3) = .4 x !lfa = ( ~ ~ ) = 3M1 + GA,!J, 

l(M~) = i l x A/4 = ( ~ ~ ) = M , + 6M4. . 

Finalement on a la matrice M (!, 8) de l 'application f dans la base canonique 
B : 

( 

1 .0 3 0 ) 
0 1 0 3 

.M(f,l3) = 3 0 6 0 

0 3 0 6 

Solution 3.23 . : 
Soit fun endomorphisme non nul de lll3 tel que 13 == f 2

. On note F = l m (/) et 
G = I<e,·(! ). 

1) Si I est un automorphisme, donc 1-1 l'est aussi . On compose par J- 1 deux 
fois et on aura 

1- 1 0 f ' = _r-1012 
12 = f 
1- 1 o / 2 = 1- 1 

0 / 

f = ld111,. 

Par suite la matrice de f dans toute base est l 'identité 

M(f ) = ( i ! ~ ) · 
Dans la suite f est supposée non bijective. 
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2) On suppose que : (F n G) ,t,. {Oni"}. 
i) Alors l :5 dim(F n G), et donc 1 :5 dim,(F) er I :5 dùn(G) (car (F n GJ c F et 
(FnG) c C). 
Or d'après Je théorème de la dimension on a 
dirn(F)+ dim.(G) = dim(JH.3

) = 3. Par suite on a seulement ies deux cas suivants: 

1"' cas : dim(F) = 1 et dim(G) = 2. 
Comme 1 :5 dim(F n G) :,; dim(F) = 1 et (F n G) c F, on a (F n C) = F et par 
suite F c G. 

zëm• cas : dim(P) = 2 et dim(G) = 1. 
Comme l :5 dim(F n G) :5 dim(G) = 1 et (F n G) c G, on a (F n G) = G et par 
suite G CF 
Et l'on obtient finalement : 

FcG ou G'cF 

ii) Si F c G , .alors: 
XE IR3 = J(x) E F 

= /(x) E G 

= f (f(x)) =-: 01113 

= !2(:r;) = ÜJR•· 

D'où 

C'est-à-dire : 
J2 = 0 (l 1applicntio11 nulle) 

Soit v E F \ {OIR,} . Comme F c G et v ,f OJR", on peut compléter par un vecteur 
u E G, pour que{"·, v î soit une base de G. 
Puisque v E F \ {0 111,}, alors il existe w E 1R3 tel que v = f(w). 
Vérifions que {11, v, w} est libre . En effet : 

1111 +ln,+ cw '" Olll, = J(au +/ru+ cw) = af(u.) + bf(v) + cf(w) = 01R" 

=;, eu= Oil'!, car u, v E Ker(!)== G et f(w ) = 11 

==> c = 0 car v 1' Dm,. 

li reste 

<m + bv = Om3. 

Ce qui donne a= b = 0 car {u, v} est 1me famille libre. D'où /'implication: 

au + bv + cw = OJR, ==> a = (, = c = O. 

Ainsi la famJJ/e 8 1 = { u, v, w} est libre dans IR.3 . Pt1isque son cardinal est égal à 
la dimension de Jn.3, alors c'est une b.ise. Et donc: 

Ma, (f) = ( ~ ~ ~ ) , 

ceci car f(u) = l{v) = ÜJR, et f(w) = v. 
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iil)SiG c F: 
Puüque dim(F) = 2 > dirn(G) = 1, alors il existe x E F\ G. 
Par des implications on a : 

xEF\G = xEF et xic 
=:-- 3t E IR.3 

: x = l(t) et l(x) cf 0 
=} 3t E IR.3 : 12(1) = f(f(t)) = f(x) f= ÛJR'· 

D'où: 
12 i o. 

Posons ensuite -u: = J2 (t), .alors 

w 'f' Om• c.a,· J2 (t) af Dm., et f(w) = l 3 (t) = J2(t) = w mr f 3 = /2. 

D'autre part dim(G) ?: 1, alors il existe v E G\ {Onp}: 

vEGcF={' vEF 
e.tf(v) = OŒlo 

Montrnns que {-u., v} est libre : 

= :tu E ID.3 : v = J(u) ei f(v) = OR"· 

au+bv = Olll, = f(au+bv) = af('u)+bf(v) = ,w+Omo = Om, =a= 0 C!L'r v ,f 0 

011 remplace il reste 1,-u = Dm., et donc b = O C3r v i Onp. 
Ainsi la famille { u , ·u} est libre. 

Montrons que 8 2 = {11., v, w} est libre : 

cm+ /lu+ cw = Oli-l, ==> J2 (a.11. + bv + cw) =,Ü1R• + ÛJR' + cw = OlR, 
car f(v) = Om.,, / 2(11) = J (v ) = OR' el. f(w) = 111 

==;, c=O carw=f Om•· 

- 1Îreste au+ lm = Dm, et donc a = b = 0 car {u,u} libre. 
On conclut finalement que 8 2 = { 1,, 11, w} est une base de ffi.3 (en prenant en 
compte fa dimension de IR.3) . 

Et l'on a : 

( 
0 0 0} 

M 8 , (f) = 1 O o car f(u) = v, f(v) "". Om, et J(111) = ·w. 
0 0 1 

3) On suppose qué F n G ={OR,}. 
i) D'après la propriété dim(ID.3 ) = dim(lm(f)) + dim(Ker(f)) on a: 

3 = dim(F) + dim(G). 

Et d'.après la propriété dim(F + G) = dim(F) + dim(G) - dim(F n C), on a ." 
~ 

Par suite 

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) = 3. 

dim(F + G) = dim(JR3
). 
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Puisque (F + G) est un s.e. v. de JH.3, alors 

F + G = JR.3 avec (F n G) = {OJR, }. 

· On en déduit que 

JR.3 = Fe:,G. 

JR.3 est donc la somme directe de F et G. 

En plus: soit x E F, alors f(x) E lm(!) et donc /(x) E F. 
Ce quisignifie que Fest stable par f, (Vx E F f(x) E F). 
(C'es.t équivalent à écrire que f(F) c F). 

ii) Ensuite· on .i· po_ur u E ·p_: 

u E F = 3z E JR.3 
: u = f(z). 

Puisque z E lR.3 = Fa!) G, alors 3z1 E Fel. 3z2 E G : z = z1 + z2, 

Donc u "ê' f(z) = J(z1 + z2) = J(zi) + f(z2) = /{z1) (cm· 22 E G = Ke1·(J)). 
Et puisque z1 E F, alors 3a E lR.3 

: z1 = J(a). Ce qui implique que 

3a E JR.3 
: u = J(:,.1 ) = f(f(a)) = / 2 (a) 

. On, condut donc que 

'efu E F 3a E JR.3 

iiï) D'après (ii) on a : 

uEF = 3aEJrl3: u=J2 (a) = 3a E lR3 
: u. =' f 2(a) et f(u.) = J(f2 (u))) = J3

(C1.) = J2(n) (ca.r { 1 "" J ~l = f(u) = J2(a) avec 1, = J2(a) = J(u) = u. 
1 

D'où le résultat 
'efu E F J(u) = u. 

l'uisque f n·est pas bijective, alors dim(G) ~ l. 
ft comme f n'est pas nulle. on a dim(F) ~ 1. 
S;ichant que F(I)G = IR.3 et dim(F) +dim(G) = 3 alors on a les deux cas suivants: 

1•rca,j' dim(F) = 1 etdim(C) = 2; 
Soit {u} une base de F et {v, ui} une base de G . 
Alors l3s = { u, v, w} est une base de JR3 et l'on a 

Mo, (f) = ( ~ ~ ~ ) , 

ceci car f(11.) = u et J(v) = f(w) = Ono. 
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2Ùilëàisdim(F) cc 2 et dim(G) = 1: 
Soit {'u, v} une base de F ec { w} une base de G. Alors B4 == {u, v, w} est une base 

deJR.
3

etl'ona: MIJ,(.f)=(~ ~ ~) , · . 

0 0 0 

ceci air f(u) = u, J(v) = v et J(w) "' OIR,. 

4) D'après les résultats précédents si f vérifie J3 = J2 on peut toujours trouver 
une base de JR.3 telle que la matrice de f dans cette base soit de la forme: 

( 
1 0 0) 
0 1 0 
0 0 1 

si f biject.ive, 

OU :., 

( 
0 0 0) 
0 0 0 
0 0 O 

si f nulle , 

ou 

(HD OH) (HD·UU) 
si .f non bijective et J ,f O. 

Solution 3.24. : 
Soient E = <r:", muni de sa base c:inonique B = { e, , · · · , F-,,} et f l'endomor-
phisme de E dont fa matrice M = M (J, 8) est donnée par: 

( 

a 

.. ~ 
b 

a. 

b 
b 
a 

On considère la /Jase B' = { e1, • -- , e;J définie par 

= e1 (/1) 
= "J + e2 (12) 
= e1 + e2 + e3 (13) 

= e1 + e2 + · · · + e,. (l., ). 

Remarquons que 

ek + e(k+l ) + · · · + e,, = (e1 + e2 + · ··+ en) (e1 + e2 + · · · + eu,-1)) = e;, - c(k-l ) 

Considérons M' = M(f, 8 ' ), alors on a : 

J(ei) ae1 + be2 + · · · + IJ e,., 
a< +b(e2+···+en) 

- ae; + b(e~ - e'i) 
(a - b)e\. + be;, . (a) 
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et 
f(ck) be1 + be2 + · · · + bc(k-l) + a ek + be(k+ l ) + · · · + l,e,, 

(a - b)ck + b(ei +e2 +···+en) 
(a - b) ek + be:, \;//;; 2 1. (/1) 

D'autre part on a : 
f( eU f(e1+···+ ek) 

= f(ei) + · · · + J(e k)-

En passant par (a) et (b) on a: 

f(e~) = l(a - b)c1 + be~.]+ [(a - b)e2 + lie'.,) + • · • + l(a - b}e, + ln:;,] . 
(a - b) lei + · · · + ek] + [be;,+ •••+ lie~) . 

'------v-__, 
k- f Qi , 

D'où 
/(eU = (CL - b)e~ + kbe:, 

Et donc: 

( 

(a - b
6 

M'= o 

b 

0 0 
(a - b) 0 

0 (a - b) 
(a - b) 

2b (n - 1)1, 

0) 0 
0 . 

u +(n- ·l)b 

On aurait pu écrire que 

l 
e1 = c; 
e2 =-e'1 +e2 

-~: = -e~ + ej 

e,. = -e(n-l) + e~ 

(Id 
(/2 - /1) 
( - 12 + /0 ) 

(-11n - 1) + 1,,), 

et ensuite donner la matrice de pass.age de l3 à 13' et son inverse 

P-( : 
1 

i) 1 
0 l 

0 0 l 

et 

p-,{: -1 0 

: ) 1 -1 
0 1 0 ' 

1 -1 
0 0 1 

et utiliser la formule M' = p-1 MP. On retrouve Je mêm~ résultat . 
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3 .4 Des exercices supplémentaires 

Exercice 3.25. : 

M · d ( au a11 ) et B.-- ( _b11 b1; ) ontrer que pour eux matrices A= 
· 021 a22 "21 · )>22 . . . 

on .:i tr(A x B) = tr(B x A) . 
Que peut-on dire pour A et B dans M,.(JR) pour n 2: 1. 

Exe~ci~e 3(.2~. 0 4 
) 

Soi.t A= ~ ~ -~ 

1) Calculer A3 • 

2) plculer : A6 - SA4 + A3 
- 9A + I , où I est la matrice unité de M3(JR). 

Exercice 3. 27. : 
Soit A une matrice carrée d 'ordre n. 
a) Montrer que le produit 'AA est une matrice symétrique. 
b) Montrer que A2 est symétrique si A est symétrique ou antisymétrique. 
(Rappel : B est symétrique (resp. antisymétrique) si 1B = B (resp. tB = -B)) 

Exercice 3.28. : 
Soit M3(JR) l'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 muni des applic.ations 

Ms(lR) 

~ (A +1A) 
et 

g : ..A-h(IR) 

A 

Montrer que f et g sont linéaires et déterminer Ker(f) et Ker(g). 

Exercice 3.Z9. : 

P.· ; h lR 'd' J . A( ) ( ch(x) sh(x) ) our c aque x E ., on cons, ere a matrice x = sh(x) ch(:z:) . 

1) Calculer A(1:)A(y) pour x, y E Il1 en fonction de x + y. 
2) Vérifier que pour tout x E JR, A(x) est inversible et donner A(x}- 1 . 

3) Si :z: est un réel et n E 'IL, calculer A(x)" , 
sachant que pour p < 0, p = -n avec n E JN : A(x)1' == (A(x)- 1t. 
Exercke 3.30. : 

Soient A = ( ~ ~ ~ ) et I : ( ~ ~ ~ ) 
001 001 

1) On considère la matrice B = A - 1. Calculer B" pour n E IN. 
2) Calculer ensuite An pour n E JN . 

Exercice 3.31. ; 
1) Reprendre la matrice A précédente et calculer A2 et A3 • 

2) Montrer q(ueto:~ t~~t e)ntier naturel non nul n E IN~, la matrice A" est de fa 

forme A" = 0 l an . 
< 0 0 1 

3)former les relations de récurrence vérifiées par an et bn. En déduire A". 

127 

·····-··· --··-··-•-·-· -··· .. .......................... -.... ·-·· - ·------~~--•· .. " ··---·. 



i 

i 

1 

1 

1~ 

,: 

Exercice 3.3Z:: . .·. 
Déterminer.toutes les matrices carrées de M É M 2(1R) vérifiant 11'!2 = }.,f. 

Exercics: 3 .. 33. : • 

On pose A = .( ; - ! ·). T~ouver toutes les matrices lv/, M' à coe!fidenrs réels 

tel/es que: AM= A et M'A"" A. · 

Exercice 3.34. : 
Pour n e: JN., une matrice M de M,,(lR) est dite nilpotente s'il existe l' E 1\" 
te/Je que M" = 0 (O la matrice nulle). 
Pour une matrice M nilpotente, on définit son exponentielle eM par : 

eM = '\'"' ~.Mk 
L,k! . 
k~O 

a) Montrer que si deux matrices A et B de Mn (IR) commutent et sont n;ip0° · 
tent-es alors eA+B = eAe8 . 

b) V€rifierque, les matrices suivantes sont nilpotentes et calculer leurs exponen-
tiellt,s. · 

A= ( ~ ~ ) ( 

0 I 3 ) 
B = O O 1 

• 0 1 0 0 ( 

O 1 _l ) 
C= ~1 0 {3 . 

_1 ~ 0 
2 2 

Exercice 3.35. : 

Soit E l'ensemble des matrices de la forme M (a., b) = ( -~ ~ ) où a, b sont des 

nombres réels. 
1) Montrer que f est un s.e . v de M 2 (JR) et donner sa dimension. 
2) Montrer que l'application </; définie de C danse par: 
Vz =(a+ bi) E G; ,j>(a + bi) = M(a, b) est un isomorphisme . . 

Exercice 3.36. : 
Soient a, b, c trois nombres complexes et f l'endomorphisme de a:::i dont la ma
trice par rapport à la base canonique (e1, e2 , e3 ) est 

Ti-ouver la matrice de f par rapport à la base 
e1 = e1 + e2 + e3, e2 = e2 et e~ = e3. 

Exercice 3.37. : 
Soit f l 'endomorphisme de l'espace vectoriel E = JR3 dont la matrice par rap
port à la base ca.nonique (ei,e2,e3) est 

( 

0 1 
M= - 1 0 

sin ( 0) cos( B) 

sin(B) ) 
cos(0) . 

0 

(J étant un nombre réel donné. 
a) Démontrer que t3 est l'endomorphisme nul (f o J of = 0). 
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b) Pour tout t E JR on définit /'applie2.tion linéaire 9t = 1 rh + tf + % f 2
. 

Soient,-, s, t E Ill . Montrer les propriétés suivantes: 

- g, 0 g, = g, 0 9.,. 
- g,. 0 (g,, 0 9t) = (g, 0 !/.,) C 9t· 
- 9n o g, = g1 (o c·est le zéro de IR). 
- !Jt est un isomorphisme et donner g11

• 

c) On pose e; = cos(0)e1 + sin(0)e2 , e2 = f( ei) et e~ = f( e2); 
vérifier que B' = (e;, c2, e~) est une base de E et déterminer li3 matrice de f par 
rapport à la base 13' . · 

Exercice 3.38. : 
Soit ME M,.(IR) une matrice carrée nilpotente. On rappelle que Af est nilpo
tente s 'il existe un entier k E JN' te/ que M~ = 0 ( M" est égale à la matrice 
nulle). 
1) Calculer le produit matridel (1- M) x (I + M + A.f2 + .. . + Mk- 1

). 

2) En déduire que la matrice I - M est inversible et donner (I - M)- 1 en Fonc
tion de Af. 
3) Application : 

( 

0 2 -1 
M= O O 1 

0 0 0 
) . Vérifier que M est nilpotente et donner(/ - AJJ- 1

• 

Exercice 3.39. : 
Calculer pour n E 'Il les puissances A" et B" -si possible- avec; 

( 

1 2 3 ) 
A= O 1 2 

0 0 1 

Exercice 3.40. : 
Soit,\= a+ b-i un nombre complexe non nul, fixé . On définit l'application f sur 
l'espace vectoriel \C par: f(z) = z + Xz \Jz E a:; 
1) Démontrer que f est un endomorphisme sur le IR - espace vectoriel C. 
2) Donner la matrice M de f dans la base c;inoni(JUe B = (e1, e2) (e 1 = 1 et e2 "" i) 
et en déduire que f est bijective si et seulement si n 2 + b2 - 1 ,f o. 
3) On pose e; = ,\, e2 = i>.. Vérifier que B' = (e'1, e2) est une base du IR-espace 
vectoriel 0:::. 
4) Donner M' la matrice de f dans la nouve/Je base B', la rnarrire rie passage de 
B à B'. ainsi que la reL,ition entre M et M' . 

Exercice 3.41. : 
Fixons trois réels p, q et r tels que p2 + q2 + r 2 = l. On désigne par P et Q les 
matrices 

P = ( ;; :i :: ) el. Q = I - P, I étant la matrice unité 
. rp ,-g ,.2 

1) Montrer que Pet Q sont linéairement indépendant dans M.3(JR). 
2) Calculer P2 - P et en déduire les produits PQ, QP et Q2 . 

3) On note .A Je sous-espace vectoriel engendré par P et Q. Montre r que le 
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produit de deux matrices de .A es t une matrice de .A. 
4) Déterminer les couples de réels (x, 11) tel que la matrice A "" :r. P + y(J soit 
inversible dans A ' Donner alors A-1 • 

5) Montrer qu 'il existe une base de lR3 telle que la m atrice de / ·endomorphisme 
f de IR

3 
représenté par la matrice P dans ia base canonique, a pour matrice 

P' =(~ ~ ~)· 
Exercice 3.42. : 

On considère fa matrice unité I = ( 6 · ~ ) et la matrice nulle O = ( b ~ ) . 
Soit A E M 2(JR) différente de I e t O. 
On d éfinit sur ij, par: ,t,(M ) = A x M - M x A 'vM E M 2 (]R). 
1) Montrer que ,j, est un endomorphisme de M 2 (JR.) . 
2) Déterminer Je noyau N = !( er(</>). 
3) Montrer que Je produit de deux matrices de N est une matrice de N . Vérifier 
que I et O s ont aussi dans N. 

Exercice 3 .43. : 

Soient h et k deux endomorphismes de JR2 tels que h n ·est p.as bijectif et /., 
différent de l 'endomorphisme nul, vérifiant: 
!{ er(h) c K e1·(k ), Jm(k) c I m (h) et l{ er (h) # ! m(h). 
1) Préciser la valeur dim(K er(h) ) et dim(lm{h)), puis en déduire dim( I{ cr(/,, )) et 
dim(Jm( h)). 
2) Démontrer que K er(! )= K er(g) etlm(f) = Jm(g). 
3) Vérifier que lR2 = l( cr(h) œ Jm( h) et IR.2 = l( cr(J.) Eli hn(lc). 
4) Et.ablir qu'il existe un réel x E IR.• tel que h(·u) = û:(u) Vu E IR.2 . 

Exercice 3.44. : 
Soit J l'endomorphisme de E = lR.2 dont /a matrice dans ,la base canonique est 

A=(ii)· 
1) Déterminer h"er(f ) et lm(f ) ainsi que leurs bases et Jeurs dimensions. 
2) Soit !J l 'endomorphisme de E = lR2 dont la matrice dans fa base canonique 
est notée X . 
On suppose que : X 2 + X = A. 
.a- Vérifier qu e l'une des matrices X ou X+ 12 n'est pas inversible. 
b- Dans le cas X non inversible, 
(i) montrer que lm(! ) c lm(g) et Ker(y ) c ](er(.f) . 
(ii) Préciser dim(K er·(g)) et en d éduire que ]( er (f) = !( cr(y) = E 1 
et Im(f) = lm(g ) = &i. 
(iii) Vérifier que E = E1 EEi E2 et en déduire que : 3a: E JR• / y(v) = xf(11) Vu E E. 
3) Résoudre alors l'équation matricielle X 2 +X = A , 

Exercice 3.45. 
Pour cr, {J E Ill; 0 ~a-< f3 :S 1. Etudier les suites : 

(u,, , v,,)EIR2, VnEIN, { u ,,_+ J =a,-un+(l- ~)v,, 
Vn +l = (1 - /3) u,. + f]v,, 
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3.S Indications sur les exercices supplémentaires 
•·,· . 

Solution 3.25. : 
Ca/ëu/er /es élém ents de la diagonale de A x B 
et t.r(A x B) = eu + C22 = n11bu + n12b:i1 + a21b12 + a2~&22 
à comparer avec tr (B x A). 

Pq Jr le cas général : t. r .(A x B) = Ï; ( Ë a,jUj;) 
. ., î;,.\ ja=l . 

utili~er/a commutativité et échanger les (lij et Jesb1; pourtr(A xB) = t,·(B,::A). 

Solution 3.26. : 
1) Vérifier que A3 = o:A (a; à calculer). . 
2) Ei:rire que A 0 = (A~ )2, A4 = A 3 x A pour faire le reste des calculs. • 

Solution 3.27. : . . 
a) Utiliser les propriétés: 1(U x V ) =1 V x 1 U et '(1(W)) = W . • · · · . · . •· · 
b) Même indication sachant que par définition A est symétrique (re~p . 3n,ti
symétrique) si A =' A (resp . 'A = -A), 

Solution 3. 28. : 

Pour J(A) =~(A +1A) et g(A) = i (A - 'A) définies sur Ma (IR) utiJiser les pro

priétés de la ~ransposée pour montrer que f et g sont linéaires, 
Traduire /'écriture J (A) = O et g(B ) = O pour déterminer I< er(J) et!{ er(y). 

Solution 3.29. : 
1) Vérifier que A(x )A(y) = A (x + y) . . . 
2) Remarquer que A(O) = 12 la matrice identité et utiliser (1) pour donner l'in-
verse de A (a:). · 
3) Calculer (A(x)) 2 en utilisant (1) , puis par récurrence (A(x))" pour n E JN . 
Pour p = - n < 0, écrire (A(x))1' = ((A(:1:)) - 1

) ", utiliser ensuite (2). 

s6Îution 3.30. : 
1) Calculer d'abord B2 et B 3, puis B" pour n ~ 3. 
2) Remarquer que A = I + B et utiliser la formule du binôme pour n ~ 2 
A"= (I +B)" = l " + nJ"- l B + n (•~-1 ) r•-2B2 + n (n - ~ (n-2) J"-3B:l + ... + B". 
Puis donner An en fonction de n . 
Remarquer comment on a utilisé la matrice nilpotente B pour calculer A" . 

Solution 3.31. : 
1) Faire le e3Jcul direct de A 2 et A3

• 

2) Faire un raisonnement par récurrence . 
3) Vérifier que an = a 11 _ 1 + 1 et donner an . Vérifier que b" = b,._1 + a,._1 

et remplacer a n-l en fonction den pour déduire b,. en fonction den, 
C'est Je même· exercice qu'avant mais on utilise les suites pour le calcul de A". 

Solution 3.32 . : 

Pour ME M2(Ill), M = ( : 

{ 
;;x+::) :; 
;z(x+111) = z 

, yz+ w2 = w 

11 ) l'égalité M2 = M équivaut au système 
w . 
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Etudier le C.ls (x + w) t, 1, 
ensuite Je cas (x + w = l) et les sous-ras y= o et après y f O. 

Solution 3.33. : 

Pour ME M2(IR), Ai = ( : !, ), l'égalité AM= A équivaut à un système qui 

. donnez et w en fonction de x et y. 
. Dopner ensuite M en fonction de x et y , 

Même chose pour M'A = A. 

Solution 3.34. : . 
. : Remarquer d'abord que pour M une matrice nilpotente il existe p E JN. tel que 
· MP = 0 et qu 'en fait la somme . 

M , •·=1>-l .. 
e · = L fiMk est la même que eM = L t,Afk. (C3r pour le 2 p : Mi,= 0). 

· k;:>:O \ k=O . 

a) Ecrire que eA = L ;hAk et que e8 = L ,&B". 
k~O h >O . 

En faisant le produit -
eAeB = ( L t1Ak)( L t;Bh) = L ¼,t,rAkBh 

k.?;O . h~O . k
1
h~ O , . 

remarquerque L 1.1.A"'B"= L ('f 1. · 1 AkB"-1') 
k,l, >O k! h! n>O k:0 k! (n - k)! 

et quel. I = _I_n_! - - .!.Ck -
k! (n-k)! n! k!(n-k)! - n! n• 

D'autre part développer (A+ B)" en utilisant la formule du binôme. 
b) Calculer les puissances successives des matrices données et ensuite leur:; ex
ponentiel/es. 

Solution 3.35. : 

1) Ecrire une matrice M(a, b) = ( -~ ! ) sous la forme «Ai+ /JA 2 (A 1 et A2 

indépendantes de a et b). 
Déduire que é est le sous-espace engendré par ces deux niatrices .. 
2) Vérifier que ,f, est linéaire et qu'elle est bijective. 

Solution 3.36. : 

Donner la matrice P de passage de la base C.1nonique à la nouvelle base B'. 
Exprimer les vecteurs (er), en fanct/on des vecteurs (e;);. 
Déduire la matrice p-i de passage de la base B' à la base c:anonique. 
Utiliser ensuite la formule M(f, B') = p- 1 M(J, B)P. 

Solution 3.37. : 
a) Calculer M 3 et utWser le résultat M(J3 ,B) = /M(f,B)] 3 = Ma. 
Déduire l'endomorphisme j3 à partir de sa matrice. 
b) Vérifier que g, o g, = 9.+t (sachant que J3 = O) et que 90 = Ide. 
Le reste s'ensuit . 
c) Vérifier que B' est libre et remarquer que cai·d(B') = dim(lR? ). 
Utiliser ensuite la formule M(J,B')"" p- 1M(J, B)P. 
Ou essayer de Ci.llcu/er f(e:) dans la base B'. 

Solution 3.38. : 
1) Vérifier que (l - M) x (I + M + M 2 +. •_· + Mk - 1 ) = J - Mk et utiliser Mk = O , 
2) D'après (1) (1 - M)- 1 ;; J + M + M2 + ... + Mk-1. 

3) Faire Je c:alcul de M 2
, M 3 • • • pour déterminer k tel que l\fk = O et utiliser (2). 
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Solution 3.39. : 
Pour Je calcul des puissances positives de A revenir aux exercices précédents 
(par récurrence ou par les matrices nilpotentes) . · 

Calculer 11-
1 

puis AP lorsque p < O (p = -n,(a~:c ~: O~:. ) 

Pour B, montrer par récurrence que Bn = b,, en c,, 
b,i C,1 Cn 

Donner les relations entre les a,, , b,., en et leurs prédécesseurs. 
Montrer que a,,+2 = ltn+i +2a,,. En revenant aux exercices résolus sur les espaces 
vectoriels, déterminer an en fonction den. Puis donner B"· pour n 2 O . 
Vérifier que B n'est pas inversible et donc pour n < 0, B" n'est pas définie. 

Solution 3.40. : 
1) Pour cette question voir les exercices résolus sur les applications linéaires . 
2) Calculer J(l) et J(i) et donner Jeurs coordonnées dans B. 
Utiliser le résultat: J bijective si et seulement si M sa matrice est inversible . 
3) Vérifier que B' est libre sachant que >- f- O. 
4) Calculer f(e ~) et J(e!i) et les écrire chacun sous la forme aei + /3e2 pour avoir 
les coefficients des colonnes de M'. 
Donner P, calculer p- 1 et donn er la relation entre M et M'. 

Solution 3.1,1. : 
1) Soient a, /3 E JR. L'écriture aP + f3Q = 0 
équivaut à (a - /3) P + (31 = 0, 
i) Si deux au moins parmi les trois réels p, q et r sont non nuls (par exemple p cl O 
et q ,j, 0), /•égalité précédente donnerait (a· - f3)J,q = n 
et on aurait (ü - /3) = O et par suite a-= /3 et a-.P + o,Q = 0 = a1 donc n· = O. 
ii) Sinon : les trois ne pouvant étre tous nuls 
un est non nul et les deux autres sont nuls. 
Par exemple p f 0 et q = r = 0, L'écriture (a - f}) P + f3l = 0 donnerait f3 = 0 
(sur la diagonale) et ensuite a.p2 = 0, donc a= O. 

2) Faire Je calcul correctement de Px P, simplifier en utilisant les relations 
p2 = l - r2 - q2 , q2 = 1- p2 - r2 Oll r-2 = l - p2 -- r,2. 

3) Écrire que .4 = (xP + yQ / x, y E JR}. Pour le produit de deux matrices de .4 
utiliser la réponse précédente pour remplacer P 2 , P(J ou Q P. 

4) Pour A = xP + yQ et A' = x ' P + y'Q, écrire que A x A' = 1 t.quiv,wt. .\ t/11 

système simple d'éqifations en .T: et y . En déduire les conditions sur ,r. et ;11 pour 
avoir x ' et y' et par suite A'= A-1 • 

5) Déterminer la dimension de J{er(f), dim(Jm(f)) (Pétant la matrice de f ). 

Vérifier que f of= f et donc si u1 ~ Ker(/) alors v1 = f(ui) =/= O. 
Donner J(vi) comme combinaison linéaire de v1 • · 

Montrer qu 'il existe une base de lR.3 de fa forme (v1, v2, v3) avec v2 et ·u3 dans 
J( e•·(f) puis donner ensuite la matrice de f dans cette base. 

Solution 3.42. : 
1) Faire les calculs pour vérifier que l'application 
<f;(Af) = A x M - Mx A YM E M2(IR). 
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est linéaire en utilisant /es propriétés des opér:itions sur les matrices. 
2) Traduire J(M) = O. 
3) Vérifier que si MA = .4M et J,,-f' A = AM' alors MAI' .4 = AM M'. 

Soluti.on 3.43. : 
1) utiliser Je fait que dim(Ker(h)) :5 dim(J(er (k}), dim{h) ,f 0 
et dim(l{ e,·(li)) ,f 2 (dim(ffi.2) = 2). 
2) Utiliser le résultat : si F1, F2 deux s. e. v avec F1 c F2 et dùn(Fi) = dim . .(F2 ) 

a/ors Fi= F2-
3) Vérifier, que Jm(h) n Ke,·(h) == {(O. O)} 
(sinon 1 S dim(!m(h) n K e,·(h)) S rlim(Im(h)) = 1) 
et on aurait]{ cr(h) = Im(h)). · 
Comparer ensuite dim(JR.2) et dim(I< er(h)) + dim(/m.(h)). 
4) Prendre un vecteur ·v1 E lm.(h) \ K e,·(h). 
i- vérifier que: :lx E IR•/ h(v1 ) = :clc(v,) ( la famille (h(v1),J.:(-v i)) est liée). 
ii- vérifièr que si u E JR2 iJ existe v2 E K er(k ) et n E JR tels qoe u = v2 + a,J1• 

Comparer ensuite h(u) e't k(u). 

Solution 3.44. : 
1) Poser u = ae1 + be2 et traduire / (1,) :: OE, puis déterminer Ke,·(J). 
Donner J(l, O) et f (0, 1) les vecteurs de la base canonique . 
Utiliser lm(!)= vect(J(l, O) ; f(D, l)). 
2) a- Remarquer que Je produit de deux matrices inversibles est une matrice 
inversible. 
b- (i) Traduire l'égalité X 2 + X = A entre matrices en égalité entre endomor
phismes. 
puis vérifier que: (11 E Jm(J) * v E Jm(g)) et (g(u) =DE ⇒ J(u) = OE), 
Utiliser ensuite Je résultat de l'exercice précédent pour déduire qu'il existe 
x E JR" te/ que y(u) = xf(u) Vu E E. 
3) Dans le cas X non inversible: 
traduire l'égalité g = xf en égalité entre matrice et remplàcer d.ans 
X 2 +X = A pour obtenir une équation en x qu 'on résoud pour ;avoir X en fonc
tion de x et A. 
Dans le c:as (X+ 1) non inversible: 
poser Y"" -(X+ J), calculer Y 2 + Y et utiliser Je cas précédent pour donner Y 
et ensuite X . 

Solution 3.45. :Transformer Je système en produit matriciel de la forme 

x .. +1 = AXn avec:Xn = ( U n ), 
v,. 

donner la matrice A et en déduire que An= >.,...4 + µ,.! 'vn E JN (voir les exercices 
résolus) . 
Donner >-a, A1, Po et 111 , ainsi que les relations de récurrence entre >.,., µ,.,,\,,+ 1 

et µ,.+1· 
Montrer qu'elles appartiennent au sous-espace des suites vérifiant 
Vn E IN Xn+l = (a-+ /j)xn+l + (1 - a - fJ )xn, 
Revoir les exercices résolus sur les espaces vectoriels pour donner la suite (a:,,),, 
en fonction den. 
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Chapitre 4 

Les déterminants 

4.1 Rappels de cours 
· ) une matrice carée d'ordre n à coeffi-Définition 4.1. Soit A = ( ll-ij 1 :::: i :5 a 

1::,j:Sn 
cients dans n.;: = m. ou~- On appelle déterminant de A le no_mbre noté 

dct.(A) = L t:(9)a10(1)a211(2 )-- ·a»1i(n) 

où S., désigne le groupe symétrique des permutations d:un e~sèinble à néléments . 

et o:(0) désigne /a signature de B. 

au a12 n.111 - 1 a1n 

c121 a22 a20 

. Notation : Le nombre det(A) se note 
ail 0.i2 a~H 

ani Ùn.2 G.(Ul 

Propriétés des déterminants : , . 
Soit A= (a,j) une matrice carée d'ordre na coeffments dans IK. 

• dct(A) dépend linéairement de chaque colonne de A. 

• det(A) ne change pas si.,on ajoute à une colonne de A une combinaison 
linéaire des autres colonnes de A. 

• Si on applique aux colonnes de A une permutation CJ' alors le déterminant 
de la nouvelle matrice est ë(<1) dct(A) . 

• Si A et B sont deux matrices carrées d'ordre n alors on a: 

det(.4) = det('A) et det(A x B) ""det(A)det(B) 

• Les propriétés des déterminants, citées ci-dessus, restent valables en rem-
plaçant partout le mot "colonne" par le mot "ligne" • · · 

propriétés nous permettront de simplifier le calcul des déterminants. 

135 



Développement d'un déterminant suivant les éléments d'une ligne 
où d•une colonne : 

Soit A = (a,1) 1 $ i '.Sn. une matrice carrée d'ordre n. En supprimant un certain 

l $ j $ n 
nombre k (O $ k $ n) de lignes et un certain nombre h (1 s h:::; n) de colonnes. 
dans A, on obtient une autre matrice A', dite extraite de A. 
Soit MJJ la matrice extraite de A en supprimant respectivement dans A la i""•·· 
llgne et la jê"'• colonne. Le nombre 

A;J = (-l)i+i det(M;J) 

est appelé le cofacteur d'indice i et j. 
Les cofacteurs interviennent dans le calcul des déterminants de la manière sui
vante,: 

· Théorème 4.1. a) Pour tout 1 $ i $ n on a : 

èlet A"" a,1Â,1 + ... + ainL'lin 

b) Pour tput ·1 $ j $ n on a : • 

det A= U1jÂl_/ + ... + anjÂnj 

Posons Co(A) = (A,j) 1 '.Si$ n : la matrice des cofacteurs de A. 

1$j:5n 
Alors on a: 

'Co(A) x A= A x 1 Co(A) = (detA)J,. 

On' en déduit la formule suivante valable si det(A) cl 0: 

.4-l = d 1A\co(A)) 
et 

Théorème. 4.Z. _Soient f un endomorphisme d"un ev E (dim(E) = n), B et B' 
deux bases .de E: Soient P fa matrice de passage de 8 à 6 1

, M (resp. M') fa 
matrice de f relativement à 13 (resp. B'). On sait que M 1 = p- 1 M P et alors: 
det(M') = det(P- 1M P) = det(M). 

Péfmition_ 4.2. D'après le théorème précédent le déterminant des matrices d'un 
endomorphisme ne changent pas si on change de base. 
Par définition le déterminant de l'endomorphisme f est det(.f) == det.(M), où M 
est l'une des m;itrices de f. 

Application des déterminants : 

1) Rang d'une matrice : 
Soit A= (a.i) 1 $ i '.Sm une matrice ayant m lignes et n colonnes à coefficients 

l'.Sj$n 
dans lK. Soit f : IK" -+ If('~ l'application linéaire dont A est la matrice rela
tivement aux bases canoniques B = (e1, ... en} et B' = (u 1, .. ,11m) de IK"· et Il{"' 
respectivement. 
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Défmition 4. 3. Le rang de A est Je rang de f. 

On a A = ( ~:; ~:: ::~ ) 

0--ml O.m.-i 0-mu 

où f(c.;) = <l1;1r1 +a2;u2 + ... +a.00 ;um = ( ali,a2;, ... ,am;) E lI<'". Comme I-mJ 
est engendré par les f(e.) pour i = I, ... , n; on peut dire aussi que le rang de 
A est la dimension de l ' e. v. engendré par ses colonnes. Chaque colonne étant 
considérée comme élément de Il("'. 

Théorème 4.3. Soit A = (c,;j) 1 < . < une matrice ayant m lignes et n co-
·- i _ m, 

I:<,;j:5n 
lonnes à termes dans JK. les propriétés suivantes sont équivalentes: 

. 1) 1·g(A) = r 
Z) a- il e5t possible d'extraire de A un déterminant d'ordre r non nul 

b- tout déterminant extrait de A d'ordre supérieur ou égal à r+l, est nul. 

Corollaire 4.1. 
rg(A) = rg(tA) 

Définition 4.4. rang de m vecteurs : 
Soient v1 , u2 .... , "'-m des vecteurs de JK". 
Le rang de la famil/e des vecteurs u 1, 1.12 , ... , ""' est la dimension dus. e. v. qu'ils 
engendrent. Donc 

rg(u-1, 1.12, , .. , um) = di·m (vect. { 1L1, 11-2, ... , U.m}) 

Remarque 4.1. Le rang de u 1 , u2 , ... , u,,, est aussi le rang rie la matrice rie Jeurs 
coordonnées dans la base canonique de IK" . 

11) Système de Cramer : 
Soit A = (a;J) 

1 
:<,; i :<,; n une matrice carrée d'ordre n . Remplaçons l;i jè»»· 

lSjSn 

colonne de A par cj = ( :: ) et développons le déterminant de la matrice 

Cl,1-i 

carrée obtenue par rapport à la j ""'" colonne : 

On considère le système linéaire suivant: 

{ 

011:q +. a12~2 + .,. + <l]n~n 
021.l-J +<122J,2+ ... +a.2nXn 

0,,1:t1 ·! an2'.r2 + ... +o.nnXn 
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Posons ! (A:, (,),il i ~ ~ ~ :(: °'J ) 

X = .t2 
1 

;,r 
O 

= 0:2 
. . 

Xu On 

Le système ci-dessus s'écrit : 
AX=X0 

Si A est inversible , le système (*) admet une solution unique qui est do nnée 
par : 

x = A-1 x~ 
On sait que A- 1 = ,0 )_. bo(A) où Co(A) = (6-i1· ) est la matrice des 

<' • n 1$i$n 

cofacteurs. 
On en déduit que 

1 
Xj = del A ( /:,Ij, 62j, 

( 

0:1 ) 
, t:,.nj ) 

02 = a lt:,.lj + •··.;.. <:l: ué;.1<j 

detlA ) 

0-rt. 

Ün l û " On11 
pour tout j = 1,2, ... . n Xj = 

0.11 a11 
... alti 

a:i.1 O.~j a.2J1 

0-nJ Unj 

Les formules ci-dessus sont dites formules de Cramer. 
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4.2 Enoncés des exercices 

Exercice 4.1. : 
Ca)i:uler les déterminants suivants : 

1 r; !I 1-i 

2 
-1 1 

2 3 -2 4 
3 -2 1 2 

1 -2 
3 2 3 4 

~1 5 3 -4 -2 1 0 2 . ' 
Exercice 4.2. 
1~)Donner sous forme d'un produit Je déterminant : 

p+q q q q 
q p+q q q 
q q p+q q 
q q q p+q 

2°) Montrer que: 

1 
a-b;i _b-a~~ :~ I= (a+ b + c)3. 

2c 2c c-a-b 

Exercice 4.3. : 
Déterminant de Vandermonde : 
Soient a°' a 1, · · · , a.n 11-réels donnés et D .. le déterminant suivant 

1 a0 (a0 )
2 (a")3 (ao)" 

a1 (a1 )2 (a1)3 (ait 

Cl-n-1 (an-1)2 (a .. _i)3 (a,,~1t 
l a,.. (a,..)2 ( a.,,)3 (an)" 

Montrer que Dn = TI (a, - a.). 
09-<j$n · 

En déduire les valeurs des dér-.erminants 

1 -3 9 -27 

1 4 16 64 1
1 

Di = -1 5 -25 125 et D2 = ~ 
l -2 4 -8 

-i -1 1 
1 + i 2i 

j j2 

Exercice 4 . .4. : 
Soient a, b, c des nombres réels . Vérifier que : 

1· 2 3 4 
2 3 4 5 
3 4 5 6 
4 5 6 7 

· 1· 1 sina cosa 1 
D = 1 sin b cosb = sin(I,- c) + sin(c - a)+ sin(a - b) 

l sine case 
= -4ain(9)sin( 0 ;«)si11(,2) 
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Exercice 4.5. 
Calculer /e déterminant d'ordre n dont tous les coefficients sont égaux à un sauf 
ceux cle Ja.9,!;,gqJJ.?Je principale qui sont tous nuls : 

0 1 

1 0 

D= 1 

1 0 1 
1 1 1 0 

Exercice 4.6. 
Déterminer le rang des matrices suivantes en utilis;int les déterminants: 

A= ( ~ ~ -~ ! ) 
-1 -2 6 -7 

et 
( 

1 2 -2 3 1 J 
1 3 -2 3 0 

B = 2 4 -3 6 4 · · 
J 1 -1 1 6 

' Exercice 4:7. 
Détermine~ le 'rang de la matrice suivante en utilisant les déterminants : 

Exercice 4.8. : 

( 

; 'l -2i 
B = l 3: -2 

1
i + 1 2 + 3i - 2 - 2i 
1 

3 ) 3i 
3 +3i 

Dans ch;ique cas, donner en utilisant /es détermin;ints fa dimension de vect(F) 
Je sous-esp3ce vectoriel engendré par la familJe F : 
1) E = JR3 et F = (v1,v2,v3) où 
v1 = (1,-5,3), v2 = (3,2,-4) etv3 = (5,-8,2). 
2) E = D{3[X] et;:= (Pi, A, A) où 
Pi = 2 - 5X + X 2 ..,. 4X3 , P2 = 3X - 4X2 et A = 1 - X 2 . 

3) E"" .M1(1R.) et F = (M1, M2, ]113) où 

M1 = ( .. ! ~ ), M2 ~ ( ~ -~ ) et M3 = ( -! 1~ ) 

_g~~rcice /1, o. : 
Pourm E JR, soit fm l'endomorphisme d'un espace vectoriel sur IH. de dimension 
3 dont /a matrice par rapport à une base 6 est 

( 

m -1 0) 
A,,.= . -2 m -2 

0 -1 m 

1) Déterminer m pour que J,... soit un aucomorphisme et calculer dans ce cas fa 
matrice de J;;. 1 dans la base B. 
2) Dans Je cas où fm n'est pas un automorphisme, déterminer la dimension du 
noyau de f,,.. · 
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Exercice 4.10. : 
Une matrice A E JV(,.(JK) est dite antisymétrique si 'A= -A. 
Soit A une matrice antisymétrique. 
a) Montrer que sin est impair ;ifors det(A)"" O. 
b) Quelle est fa forme de fa diagon;ile de A? 

Exercice 4.11. : 
Une matrice A E .i\li,,(]K) est dite orthogonale si 'A= A- 1• 

Si A est orthogonal montrer que det(A) = ±1. 

Exercice 4.12. : 
Montrer que Je déterminant d'une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) 
est égal au produit des éléments diagonaux.· 

Exercice 4.13. : 
Câlcu/er en utilisant les déterminants les inverses des matrices suivantes: 

A= (-~ ~ -~ ) 
-1 2 1 

et B = ( --~ I -~ ) , 
Exercice 4.14. : 
Soit>, E JR. On considère les trois polynômes : 
Pi = À + X + X 2

, P, = l + >-X + X 2 et P3 = 1 + X + ÀX2 
• 

1) Déterminer,\ pour que (Pi, A, P3 ) soit une base de E = IR2[X] l'espace vec
toriel des polynômes de degré inférieur ou égal à deux. 
2) Dans le cas où C = (P1 , A, P3 ) est une base, donner les coordonnées du po
lynôme 
P = a.o + a1X + a2X 2 d;ins C. 

Exercice 4.15. : 
Soit f une application linéaire de JR~ dans IR3 dont la m;itrice par rapporl aux 
bases canoniques de ces espaces est: 

M = -1 9 1 2 
( 

2 12 -5 -7 ) 

-1 -1 2 3 

Donner une b.ase de J(m;1). 

En déduire les conditions nécessaires et suffisantes pour que X= (a. /1. c) app,ir
tienne à f(JR:1). 

Exercice 4.16. : 
Vérifier que les systèmes suivants sont des systèmes de Cramer et donner Jeurs 
solutions : 
1) 

{ 
2x+y+z+t =l 

(S1) 
X +4y+ Z + t =4 
-T - y- 2z- t =l 
X +y+ Z - 3t =2 
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2) 

x+y+z =3 
(S2) { -x+3y- z =0 

x+2y- z 

Ex!:rcice 4. 17. : 
Résoudre les systèmes suivants: 

{ x+ 2y - z + 4t = 1 
2x + 4y + 3z + 5t =4 
-x - 2y + 6z - 7t =1 

{ 

X+ 2y - Z 

2x +4y- 2z 

- x+3y + 6z 
4x + 5y - 7z 

Exercice 4.18. : . 
Résoudre les systèmes suivants : 

{ 

. X + 2y - 2 + 4t = 1 
2:r + 4y + 3z + 5t = 4. 
- X - 2y + 6z - 7t = 5 

Exercice 4.19. : 

= -1 

{ - 3x + 2y - z 
2x + 2z 
-x+y + z 

26 
=17 

o2 
=u 
=2 
= 4 

{ 

:r: + 2y- z 

2:r + ,Jy- 2~ 

-;r + 3y + 6.z 
4x+5y - ï z 

::c, .,1 
= ·1 
=1 

=l 

Discuter suivant les valeurs de m (m E IR) les systèmes suivants: 

{ 

x+y+(l-m): =m+2 
(1 + m)x - y+ 2z = 0 
2a: - my + 32 = m + 2 

.f.X-ercice 11.20. : 

{ 

x - y +m= = 0 
- ci: + 2y + z = 2 
-x +my+ z =m. 

Et.a11t clonnés les réels a, b, c, l, m, n, étudier Je système : 

{ 

bz - CIJ == 1 
ex - az = m Donner une interprétation géométrique du résulw1t. 
ay- bx = n 
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4. 3 Solutions détaillées des exercices 

Solution 4.1. : 

;n:1 · ~ ~ ~ 1 = 1 ~ ~ ~ 1 
-1 5 4 0 7 4 

à la troisième ligne 011 ajoute la premi~re (13 + l1). 

On développe ensuite par rapport à la première colonne·pouré.crire . .. 

J1 =(-1)1+1 x l x!; !l+(-1)1+2 xOxl; o 1 . 12 o 1 . 13· l-1 +(- 1)1+3 xOx . . = ,, , 
4 3 l_ . 7. .4 

D'où . 11 = 3 x 4 - 1 x 7 = 5. 

:o:rl ~,~ oy '=; 1=1-i ~ -~ 1 
2 3 - 4 2 -1 -2 

On a fait deux opérations successives: d'abord à la troisième colonne o,n a :ajout_é 
la première (C3 + Ci) et ensuite de la deuxième colonne on a retranche cieux fois 
la première (C2 - 2Ci). 
Puis on développe par rapport à la première ligne. Ce qui donne 

J2 = (- t ) l+l x 1 xi -~ =; I= -9. 

Pour la, on a: 
2 3 - 2 4 8 3 -2 6 
3 -2 1 2 -1 -2 l 5 

h= 3 2 3 4 7 2 3 7 
-2 1 o 2 o 1 0 0 

On a fait deux opérations successives : 
à la quatrième colonne on a ajouté la première colonne (C4 + C1), puis à la 
première colonne on a ajouté deux fo is la deuxième (C1 + 2C2~-

::d;~:~~::: :n:ul i~e(a~rprl rt à la quatrième ligne. Ce qu1 donne 

1 
7 3 7 

On va faire successivement les opérations suivantes: 
ajouter à la deuxième colonne la première colonne (C2 .+ C1) et j la troisième 
colonne cinq fois la première colonne (C3 + 5C1), Ce qw donne 

l., = 1-~ ~ 
4

~ 1 
7 10 42 

Puis on développe par rapport à fa deuxième ligne, 

J3 = (-1)2
+1 x (-1) xi 1~ !~ I= -208 . 

•fai'ur h on a : 
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•. 

l 2 3 
2 3 4 

J., = 3 4 5 

4 1 0 0 0 
5 = 2 -1 -2 - 3 
6 3 -2 -4 -6 

4' 5 6 7 4 -3 -6 -9 
. On a fait trois opérations successives : 

de fa deuxième colonne on a retranché deux fois la première colonne 
(C2 - 2Ci), 
de la troisième colonne on a retranché trois fois la première colonne 

· (CJ3 - 3C1), 
de la quatrième colonne on a retranché quatre fois la première colonne 

·. (C4 - 4C1). 

~é~e;::~::~~e:J:lit=C~r =f1 .à /a première colonne pour écrire 

-3 - 6 -9 
Retr:.nchons ensuite de /a deuxième colonne deux fois la première (C2 - 2C1), 

;~ :uli;rr =! I= 0 (ca~ une colonne est nulle). 
-3 0 - 9 

Solution '4.2. : 
l 0 ) Pour Lli, on va ajouter .à la première colonne la somme des Crois autres 
colonnes 
(C1 + (C2 + C3 + c.)J. Ce qui donne : 

p + q q q q p + 4q q q ,, 

61 = q p + q q q p + 4q p + q q q 
q q p + q q p + 4q q p + q q 
q q q p + q p + 4q q q p + q . 

En faisant sortir par linéarité par rapport à la première colonne la quantité 
(p + 4q), on obtient: · 

l q q q 
1 p+q q (J 

t-1 = (p+4q) l q p+q q 

1 g q p+q 
En retranc/1:int successivement des autres lîgnes la première ligne et en développant 
par rapport à la première colonne, on trouve 

1 q q q . 

0 p O 0 
.6.i = (p + 4q) 0 0 p 0 

0 0 0 p 

JP ~O ~01 = (p+ 4911 ~ 

D'où 

Ll1 = (p + 4q)p3
. 

2°) Pour 62, en ajoutant à la première ligne la somme des autres lignes 
(li + (12 + l3)) on obtient : 
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Solution 4.3. : 
Notons D,, = D(ao, a1 , · · · , a . .,) 
et faison s un raisonnement par récurrence sur n : 

- Pourn = 1, D
1 
= .z;a

0
, a.1) =l l ao 1 = a1-a0 = TI (aj - a;) ce qui est vrai. 

1 a1 O$i<j SI 

- L'hypothèse de récurrence Dn = TI (aj - a ,) . 
O~-i<j:Sn 

- Pour n + 1 on a : 
a.~ 0 3 l,1+1 

1 ao " '0 
a2 a3 n+ l 

1 a1 l 1 a l 

Dn+l = D(a 0 , ai , · . . ,an,an+1.) = 
1 an a2 a;L a~+l 

n 

a?1.+l a~+l 
1i.+ J 

1 On+l 0TI+l 
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En remplaçant chaque colonne Ck (pour 1~ = n + 1 jusqu'à k = 2) 
pa.rck - a,.+1Ck-t le déterminant D,,+1 ne change pas et devient: 

1 ao -an.+1 a~ - aoan+l a~+l - n~an+l 
1 a1 - an+l a? - a1a.n+l 

H+l 1/ 
al - ll3lln.+l 

Dn+l = 
1 an - an+l 

0 a:;+1 
- a;~a-n+i a;;. -au.an.+! 

0 0 0 

Développons pa.r rapport à .la dernière ligne on obtient: 

.ao - On+l a,~ - aoan+1 

01 -· On+! at - a1a,1+! 

a~~+l - ,1:;!'a,i.+l 
aj.,_+1 ~ a.y-a•1.+1 

En utilisant fa linéarité par rapport à chaque ligne faisons sortir les réels 
(a.o - an+il de la première !igne, 
(a1 - a.,,+1) de fa deuxième ligne, 

(a,, - On+l) de /a dernière ligne. 
Et l'on obtient 

"" 
a2 

0 

a1 ,,,2 
1 

an-1 
2 a,1-1 

a,. _r;,~ 

Ce qui donne 
Dn+I = (an+l - a")··· (a,,+1 - a.,) X D,. 

En utilisant l'hypothèse de récurrence on obtient 

Dn+l = (an+l - a 0 } ···(an+! - a.n} X II (aj - u;) = II 
05i<jS(n+l) 

Ainsi le résultat est vrai pour tout n E JN. 
Et l'on a 

D,, = II (ai - a;) Vn E JN•. 
0:$J<J:Sn 

Application : 
l -3 g -27 1 -3 

On a évidemment D1 = 1 4 16 64 1 4 
-1 5 -25 125 1 -5 

1 -2 4 -8 l -2 

g -27 
16 64 
25 -125 
4 -8 

(ai - a,) 

par suite: D1 == -D(ao, a1,a2,a3) avec a0 = -3, a1 = 4, a2 = -5 et. a3 = -2. 
C'est à dire 
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D1 = -(-2 - (-5))(-

1 

;- 4)~~2 =ti 3))(-5 - 4)(-5 - (-ri))(4 - (-3)) = 2268·. 

Et de même D2 = 1 1 + i 2i = D(a.o,a1,a2) avec av = -i, a1 = l + i et 
l j j2 

a2 = 1· - - 1 + • .J:i - 2 • 2 . ' · 

C'est à dire D2 = (j - (1 + i))(j - (-i))(I + i - (-i)) = (2/3 + 3) +i(l - ✓:î). , 

Solution 4.4. : 
En retranchant successivement la première ligne de chacune des autres lignes 
un déterminant. ne change pas. Et l'on a : 

D=li :~::~ ::~1=1~ s!nb-:;:: cosb-~~::1 (*) 
1 Slll C cos C O SJn C - S111 a cos C - cos a 

On développe par rapport à fa première colonne et l'on a : 
D""' (sin b - sina)(cosc - cos a) - (cosb - cosa)(sin c - sin a) 
= (sin bcos c - cos bsin c) + (sin ccosa - cos csin a)+ (sin a cos b - cos aflin b) 
et donc 

D = sin(b - c) + sin(c- a}+ sin(a - b) 

(ceci en passant parla formule sin(u.- v) = sinucosv - cosusinv). · . , 
D'autre part, en revenant à(*) et d'après les formules de trigonométrie on a: 
sin u - sin v = 2 cos("!") sin(":;-") 
etcosu-cosv= 2sin(";")sirÏ(v!") 
on peut écrire 

D= 0 2cos(~)sin(b;a) 2sin(~)sin(~) 

1

1 sin a cos a 

0 2cosd")sin(c;n) 2sin("2<)sin(~) 

ensuite on dévelpppe par rapport à la première colonne et en utilisant fa linéarité 
par rapport à chaque ligne on obtient 
D = l 2cos(!) sin(b2") 2sin("2°)sin(Ï) 1 

2cos( < 2 a) sin(";") 2sin("2c) sin(T) 

= 4sin(l!.:::!:)sin(=)I cos(ly) -sin(tj:/!) 1 
2 2 1 cos(c;") -sin(~) 

1 

cos( b+a) - sin ( !!:±l!) r. 
comme cos(+) -sin{'f) i= lcos(b!a)]l-sin(~)]- [-sin(~)][cos(~)) 

= sin(~)cos(c;a)-cos(~)sin(""t) = sin("t- aie)= sin{~) 
ce qui donne finalement sachant que sin( a 2&) = - sin( b2a) : 

b-c c-a a-b 
D = -4sin(-

2
-)sin(-

2
-)sin(-

2
-) 
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Solution 4.5. : 
Cènsidérons Je déterminant 

' 0. 1 

1 0 

D= 

1 
0 1 

0 
D ne change pas si à /a première colonne on ajoute C2 + • --+ C,.. 
La première colonne est remplacée parc; = C1 + (C~ + • - . + C,,) et donc 

(1'. - 1) l l 

(n- 1) 0 

D= 

(n-1) 0 1 
(n - 1) 0 

par linéarité par rapport à fa première colonne on obtient 

D= (n- 1) 

l 1 1 

0 

0 1 
0 

Retranchons successivement de chaque colonne Ck pour k :::: 2 la colonne C1 (C., 
est remplacée par Ck - C1). Ce qui donne 

D = (n - 1) 

1 0 0 

-1 

0 

0 

1 0 0 
1 0 0 0 - 1 

On développe ensuite par rapport à la première ligne pour écrire 
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D = (11. - 1) 

-1 0 

0 -1 

0 

0 

0 
0 0 0 -1 

ce dern ier déterminant est d'o rdre (n - 1), il est diagonal, donc égal au produit 
des coefficients de sa diagonale . 
D'où Je résultat 

D=(n-1)(- I t. 

Solution 4.6. : 

-1 -2 G -7 
Soit A= ( ~ ~ -! : ) . 
A E M(3 _4) , on commence donc par étudier les déterminan ts extra its d 'ordre 
3 = min(3,4) de A : 

li =I 
1 2 

-! I= 1 

I 0 
-1 1 2 ,4 2 0 ! = 0 

(on fait c2 - 2c1) 

-1 -2 -1 0 

1 1 2 

_t l=I 
1 0 

1 I= o 12 =1 2 4 2 0 (on fait c2 - 2c1) 

-1 -2 - .1 0 -7 

]3 =I ; 
-1 41 (1 1) =I ~ 

5 
-31 

U1 1 h) 
3 5 (l2) 15 -9 (12 + 21:1) = 0 

-1 6 -7 (l3) -1 6 -7 ( l:1) 

(car la deuxième ligne=trois fois la première). 

l.1 =I : 
-1 41 (li) =I ~ 

5 -31 (!1 + l3) 
3 5 (/2) 15 -9 (/2 + 213) = Ü 

-2 6 -7 (l 3) -1 li - 7 ( l3) 

(car la deuxième Jigne= trois fois la première). 
Alors les déterminants extraits d'ordre 3 sont tous nuls. On pas , 11 en.mite ,wx 
déterminants extraits d 'ordre deux. On commence par celui du coin c/roit supcric11r · 

1 

-1 
.li= 3 41 -S = - ::i - 12 # o . 

Par suite rana(A) = 2. 

( 

1 2 -2 3 1 ) 
. 1 3 - 2 3 0 

Soit B = 2 4 -3 6 4 . 

1 1 -1 4 6 
On a B E M(a,5) · On commence par étudier les déterminants extraits de B 
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d'ordre 4 = min(4, 5). 

1 2 -2 3 (/1) 

11 
1 3 -2 3 (/2) 
2 4 -3 6 (/3) 
1 1 -1 4 (14) 

1 2 -2 3 {l i) 
0 1 0 0 (12 -li) 
2 4 -3 6 (/3) 
1 1 -1 4 (/4 ) 

1~ 

-2 31 (!\ ) 
-3 6 (l;) 
-1 4 (I;) 

1~ 
-2 

f l 
(ID 

1 u; - 21; l 
('3 - 11) 

1 ; ~ I= l f o. 

Par suite l 'un de ces déterminants est non nul, donc rnng(B) = 4. 

Sol!!li9..!:L 4.7. : ( i 
2 

_ 2i 3 ) 

La matrice B = 1 3i -2 3i 
i + 1 2 + 3i -2 - 2i 3 + 3i 

les déterminants extraits d'ordre m.in(3, 4) = 3. 
Ils sont 

est d'ordre (3. 4). Calculons 

Ll.1 '" 1 ; 3: -2 = l 3i O = 0 (faire C:i + 2Ci ) --2,: I I i 2 o I 
1 + 1 2 + 3i - 2 - 2i i + 1 2 + 3i 0 

b.2 = 1 ; 3: 
i + l 2 + 3i 

311 i 2 31 3i = 1 3i 3i i=0(faireL3 + (-L 1 -L2)). 
3 + 3i O O 0 

-2i 

Ll.3 =I : -2 3i = 3i -2 3i :: 0 (faire Ls + (-L1 - L2 )). 3112 - 2i 31 
i + l -2 - 2i 3 + 3i O O 0 

L\.4 = 3i -2 

1 

2 -2i 3112 -2i 31 3i = 3i -2 3i =0(faireL3+( - L1-L2)). 
2 + 3i -2 - 2i 

Donc ra.ng(B) < 3. 
3 + 3i O O 0 

On passe aux déterminants extraits d'ordre deux : 

Le premier, celui du coin gauche supérieur LI.' = 1 ; 

et par suite la matrice B est de rang deux. 
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21 3i = -5 # 0 

Solution 4.8. : 
Dàns chaque cas on utilise la matrice dont les colonnes sont formés par les co -
ordonnées des vecteurs concernés : 

l)rang(.F) = rnng(M) avec M = ( -o
3
~ ; 

-4 

C9mme det.(!J1) =I -! ~ -~ l=I ~ 1~ 
.. 3 -4 2 0 -13 
dpnc rang(,\.f) < 3 .· · 

~~mme Je déterminant extrait du coin supérieur est 1 ~ ; ~ I = 17 cf O 

-i) 
5

11 17 17 \ 17 = -13 -13 = O 
-13 

on a rany{F) = rang{/,.,[) = 2 et dim(-uect(.F)) = 2. 

2) rang(.F) = m;1g(M) avec M = (-; _! j ) 
- 4 0 0 :1 :aln~torye (4t1):1n ~ruJfeI dléterminantsd'ordremi,1.(4.,3) = 3 qui sont : 

l -4 -1 3 -4 0 

= 1 - ~ -~ 1 = 11 t o. 
Ainsi rang(F) = rang(M) = 3. 
Ce qui signifie que la famille :Fest libre et que dim(vect.(F)) = 3. 

3) Les coordonnées des (M;), dans la base canonique de M2(IR.} so_nt : 
M1 : (- 1,2,3,6}, M2 : (3, 1,0,-4) etM(3 ~

1
(-\1,3_:_~0)). 

:~ . . 2 1 1 . 
Par suite rang(.T) = rang(M) avec M = 3 0 3 

6 - 4 10 . 
M étant d'ordre (4, 3) on c.alcule les déterminants d'ordre min(4. 3) = 3 qui sont: 

li.1=1-2
3

1 i -iL~1-~; =~1=0 
0 31 0 9 .. -9 

6.2 ,:::: 1-26

1 ~ -~ 1 = 1-~ ~ -~ 1 = 0 

-4 10 6 14 - 14 

li.3 =1 -6; t -:1=1-; ~ -~1= 0 
-4 10 6 -4 4 

b.,i=I; ~ !l=I; ~--04

1 

!= 0 
6 -4 10 6 -4 

. tous nuls, donc ,·ang(M) < 3 . 
. · J 'qomme Je déterminant extrait d'ordre deux du coin supérieur gauche 
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Solution 4.12 . : 
Soit A une matrice triangulaire supérieure 

( 

au a12 · · • 

0 a22 · · · 

A= 0 0 a33 

0 0 - --
0 0 0 

UJn \ 
a2n 

) aan 

0 Un.n 

Montrons par récurrence sur n que Je déterminant d'une ma trice triangulaire 
supérieure est égal au produit des éléments diagonaux. 

- Pourn=2 

A= ( "1t 

Donc, c'es t vrai. 
- Supposons que Je résultat est vrai à l'ordre (n - l) , 

au a 12 ... Ot (n - 1) 

0 a,22 .. . U2(n-1) 

0 0 G.33 (13(>1-l) = a,1nn · · -a(n - 1)(» - 1) (HR). 
0 0 
0 0 0 0 U(n-l)(n-1) 

Pour une matrice d'ordre n, on développe le déterminant par ra pport à la 
n èm e ligne. On obtient alors : 

a1 1 C112 U tn au a12 fLJ (n-JJ 

cle.t(A) = 
() a 22 U2n = (-l)"+"a,,., 

0 a 22 « 2( n -l) 
() 0 0 0 
0 0 ann 0 0 0 a(»-l)(n-1) 

D'où 

det(A) = (-1) 2nann (a11a22 · · · a(n-l)(n-JJ) d'après (H R) 

Ce qui implique que 

a11 a12 ütn 

0 022 0.2n 

0 0 a33 Oan = a11a22 · · · a(n-l)(n-1)0 ,m-
0 0 
0 0 0 0 ann 

Donc le résultat est vrai pour toute matrice triangulaire s1,1périeure (de même 
pour triangufaire inférieure). 
On condut que le déterminant d'une -matrice triangulaire est le produit des 
éléments de fa diagonale principale. 
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Solution 4.13. ; 
SOit )a matrice : 

A= ( -~ ~ -~ ) . 
-1 2 

Alo~ 

.. 1-3 2 -111-3 dct(A) = 2 _ 0 1 = 2 
- -1 2 1 2 

Don-c A est inversible . 
Les cofacteurs cleA sont: 

b..11 = (-1)(1+1102 1 I= -2 • .C:.12 = ( - 1)(1+2) 2 1 = - 3 
-- l -1 1 

.ô.13 = (-1)(1+3
) -Î ~ I= 4 . .C:.21 = (-1)<2+1) ; -~ = - 4 

b.22 -= (-1)(
2
+

2 )1 =: -: I= -4, À23 = (- 1)(2+3 )1 =~ ~ I= 4 

À31 = (-1)<3
+

1g -~ I= 2, Â32 = (-1)(3+211-~ -! l= l, 
.C:.33 = c-1) (3+:if-; ~ I= -4. 
D'où la comatrice de A : 

(

-2 -3 
co(A) = (.C:.ij) ,j = -,1 -4 

2 

1 ' 
juisque A-1 = dcd(A) (co(A)), alors 

-2 -4 
- 3 -4 

4 ) 4 . 
- ,1 

1 . 
4 4 

2) 
-4 

De même pour la matrice 

.. ( 2 ? -t ) 
B = -; ~ ~ . 

On .a .-

det(B)=r-i I ~~ 1=3lî -~1=27#0. 

Donc l.a matrice B est inversible. 
Les cofacteurs cfe B sont : 

Au=4~ ~1=0, Cl12=-1-; ~1=12, Cl13=4-; ~1=-:3 
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.·A~1.=~l~.~~1~~, An=~~ -~1=3, A23==-1~ ·~1=6 
Aa1=1n -!1=9, A32=~1-; -~,=-6, A33=~-~ ~1=6. 

D'où la comatrice de· B : 

co(B) = (A,;),; = ( ~g 
1i 
-6 

J l 

Pu/sque B- 1 = det(B) (co(B)), alors 

-3) 6 . 
6 

B-
1 = J_ ( l~ ~ -~ ) = ~ ( ~ 

2
~ -~

2 
) . 

· 27 - 3 6 6 !J -1 

Solution 4.14. 
~n utilisant la matrice des coordonnées des vecteurs P1 , P2 , et. P3 dans la base 
ainonique, On a 

..\ li det(P1, Pz, P3) = l ), 

l 1 
À+2 

l l 1 = ,\+2 ,\ 1 
,\+2 1 ,\ 

ceci en rempJae3nt Ci parc,+ (C2 + C3 ). 

:::~e/\, !>) - (À + ,n ~ i 1 

= (À+ 2g ,\ -! ~ 1 1o o ,\-1 
D'où 

On en déduit que det(P1 , P2 , P.,),; O si et seulement si>, t- -2 et,\,; l. 
Ainsi: C = (P1, P2, P3) est une base de E = lR2IXJ si et seulement si,\ t- -2 et 
,\ t- 1. 
2) Dans le ras ,\ el -2 et,\ el I on a : 

La matrice de passage de B la b;ue canonique à fa base C est P = ( t 
( 

.\
2 

- 1 1 - À 1 - >. ) . 
son inverse est p- 1 = (>,+2)t~- i>' 1 - ,\ ,\2 - I 1- >, 

1 - >. 1 - >. >-2 - l 

(

,\+J -1 -l) 
et après simpliflc:ttion p-1 = P.+:di~- ,j -1 >. + 1 -1 

-1 -1 ,\+l 

1 1 ) ,\ 1 
l ,\ 
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Notons U la matrice des coordonnées du polynôme P = ao + a.1X + a2 X 2 clans 

la base B : U = ( :~ ) 

et\/ la matrice des coordonnées du polynôme P = a 0 + a1X +a2X2 dans la base 
C. 
D'après la relation V== p- 1u (équivalente-à U = PV) on obtient: 

V= 

Solution 4.15. : 

a 0 (,\ + 1) - a,1 - a2 

(,\+2)(>. - 1) 

-a 0 +ai(>.+ 1) - a2 

(>. + 2)(>, - l) 

-no - a 1 + a2(..\+ 1) 
(À+ 2)(>. - 1) 

On sait que rang(!)= rang(M) = clim(f(il4
)). 

Puisque A est d'ordre (4, 3), son rnng(A) :S' 3. 
Calculons les déterminants extraits d'ordre trois: 

Âi= -1 9 l =O,D.2= -1 9 2 =0, 

1 

2 12 -5 1 2 12 -ï 1 

- 1 -1 2 -] -1 3 

A3 =1-Î -~ -; =Oetil4 =1 1
; -~ -~1=0. 

-1 2 3 - 1 2 3 
ils sont tous nuls, donc rang(M ) < 3. 
Comme Je déterminant extrait d'ordre deux du coin supérieur est 

A;= 1 -i 1
~ 1 = 30 -f 0, la matrice est d'ordre deux 

et rnnglf) = dim(J(JH.4 )) == 2. 
En plus les deux premières colonnes sont indépendantes puisque 6 2 1 O. 
Par suite /es deux vecteurs v1 = (2, -1, •-1) et v2 = (12, 9, - 1) forment une base de 
/(JR~) (leurs coordonnées·dans la base canonique c/c IH:1 sont les deux premières 
colonnes de M). 
Par suite un vecteur X = ( a, b, c) E J(JR.4 ) si et seulement si /;a famille ( 11 1 • vi, .X ) 

::t ;i:ieéquivaut à det(i,;, v2 , X)= 1-Î 1
; t 1 = O. 

-} -1 C 

Finalement XE J(JR~) si et seulement si a - b + 3c = O. 

Solution 4.16. : 
1) La matrice du système (Si) est □rrée et son déterminant est 

2 

6= 
1 ,, 1 = 37 # 0 

- 1 -] -2 -1 
l 1 l -3 
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Par suite Je système est de Cramer. 
1 1 1 1 2 l 

On a L'l,, = 4 4 l = 27, Âv = 
1 4 1 1 = 46, 

l - 1 -2 - 1 - 1 1 -2 -1 
2 1 1 -3 1 2 1 -3 

2 1 2 1 

.C::.z = 1 4 4 = -47 et l::.1 = 1 4 1 4 
= - Hl . 

-1 -1 1 -1 -1 -1 -2 1 
1 2 -3 1 l 2 

D'où les inconnues x = ½ = P, , y=~== ~ , z = ~- = 3';7 et t. = ';' = -:Ci~G . 

2) La matrice du système (S2 ) est carrée et son déterminant est 

/';. =1-; ~ -~1=-8fO 
1 2 - 1 

Par suite Je système est de Cramer. 

OnaLI.,, = 6 ! -~1=1,Ll.u=I-! 6 -~1=-6 
-1 2 -1 1 - 1 -1 

1

1 1 31 ett,. , = -1 3 o =-19. 
1 2 -1 

D'où les inconnues x = ½ = - ij
1

, y= ~ , = ~ et::= ~ - = 1if . 

Solution 4.17. : 

• Considérons le système 

{ 

X + 2y - z + 4l = 1 
(S1) 21: +4y +3:: + 5t = 4 

-x - 2y + 6z - 71 = L 

La matrice du système est A = 2 4 3 
( 

1 2 -1 ! ) . Elle est d'ordre 
-7 -1 -2 G 

(3,4 ). 
On a alors mng(A) = ra1lg(Si) . Sachant que ,·g(A) = 2 d 'après l'exercice 
(n°6), il s'en suit que r9(S1) = 2. 

Puisque le détermina11t D. = 1 -; 1 1 extr.iit d'ordre 2 du coin droit supérieur 

est non nul, on prend alors comme inconnues principales : z et t tandis que 
x,y vont jouer le rôle de paramètres. 

Etudions ensuite la compatibilité du système : 
Le seul bordant de A est 

1

-1 4 1 1 (li) 
Â1 = 3 5 4 (12) 

6 -7 l (l.1) 1

-1 4 1 1 (/1) 1 17 71 = 0 17 7 (12 + Jli} = - 17 i = O. 
0 17 7 (13 +611) 

15B 

Ainsi le système est compatible et l'on a par des équ_ivalences : . 

(S1) ~ { X+ 2y - z + 4t = l 
2x + 4y + 3z + 5t = 4 

~ { -z + 4t = 1 - x - 2y (li) 
3z + 5t = 4 - 2x - 4y (12) 

~ { z = ~1 (11-3x-6y) (-51 1 +412 ) 

t = 
17 

(7 - 5x- IOy) (12 + 3/i) . 

L'ensemble des solutions est 

S = { ( X , Y, l~ (11 - 3x - 6y), 
1
\ {7 - 5x - lOy)) i x, y E ~} 

• Considérons le système 

{ 

-3:z: + 2y - z = 4 
. (S2} 2x + 2z . = 1 

-x+y+z = 1. 

Sa matrice est B = ( -~ ~ -~ ) . Elle est d'ordre (3,3). 
-1 1 1 

Cherchons le rang de B qui est celui de (S2 ). Le déterminant de Best non 
nul d'après l'exercice (n°13} c.ar : 

1B =A= ( -; ~ -i ) et det(B) = det('B) = det(A) cf O. 
-1 2 1 

Donc (S2) est un système de Cramer et puisque 'B = A, alors 

B=1A et B-1 =(lA)-1 =1 (A- 1 ). 

A-1 étant déjà calculée, on a donc 

s-i = .I.. ( :; =~ 
-4 2 ! ) . 

-4 

Et par des équivalences, Ôn a : 

( ~) = 8 -1 ( ! ) 
y - - -4 -4 4 1 

( 

X ) _ 1 ( -2 -3 4 ) ( <l ) 

z - 4 2 1 -4 1 

( 

X ) ( 7/4 ) ! = -5/: . 
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L'ensemble des solutions, qui contient donc une solution unique, est 

• Considérons Je système 

Sa matrice est 

S= {c~,4, -~)} . 

{ 

:I' +2y- z 

2.'.I' + 4.y- 2:: 
- x +3y+6z 
4.x + 5y - 7z 

= 26/17 
= 52/17 
=2 
=4 

· ( 1 2 
D = 2 4 

- 1 3 
4 5 

-1) -2 
6 . 

-7 

Puisque la transposée de cette matrice est la matrice A de l'exercice (ii:;•ij) · 
et que Je rang(À)=2=rang(D), alors le système est de rang 2. 
Le déterminant extrait de D d'ordre 2 du coin inférieur gauche 

D. = J -! ! 1 est non nul. On prend alors comme inconnues principales> . . · 

et y. 
On étudie ensuite la compatibilité du système (S3 ) • 

Les bordants de b.. sont : 

1 2 
26 

(11) 0 
60 

(11 + 12) 5 
.61= 17 = 17 

-1 3 2 (li ) -1 3 2 (12) 
4 5 4 (/3) 0 17 12 (13 + 412) 

2 4 
52 

(11) 
120 

(11 + 212 ) 0 10 
1::,2 = li 17 

-1 3 2 (12) -1 3 2 (l2) 
4 5 4 (/3 ) 0 17 12 (b + 4~2) _ 

=11~ ~~ I= 0 12 

=110 17 
1~0 I= (L 

12 

lis sont tous nuls. Donc Je sys,tème est compatible etJ•on a les équivalences : 

(.",, ) ~ {-x + 3y = 2 - 6z _,,, ~ z reste comme paramètre 
4x + 5y =4 +1z 

2 
X = 3z +-

<=} 
1lz 

y =-z +
17 

zElR 

L'ensemble des solutions est donc 

{ 
2 12 } . 

S= (3z +IT,-z+
17

,z) / z ElR . 

· Solution 4.18. : 
Considérons Je système suivant : 

{ 

x + 2y - z + 4t = l 
(S;) 2x + 4y + 3z + 5t = 4 

- X - 2y + 6z - 7t = 5. 
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Sa matrice est 

A'= ( ~ ~- -; ! ) . 
- 1 -2 6 -7 

Elle a été étudiée dans /'exercice précédent et donc ra.ng(A') = rnng(S; ) = 2. On 
fait de même qu'avant. Pour la compatibilité du système on trouve que D.1 l'un 
des bardanes du déterminant 

1
-1 4 1 , 1 ' D. = 

3 5 
est ega a : 

1
- 1 •1 1 1 (li) 1-l 

!Î1 = .'3 5 4 (/2) = 0 
6 -7 5 (13) 0 

Donc le système n·est pas compatible. Ainsi il n'admet pas de solution. 

Considérons ensuite 

(S~) 

Sa matrice est 

{ 

X +2y - Z 

2x + 4y - 2:: 

- :r + 3y + 6z 
4~: + 5y- 7z 

=1 
52 
lï 

= 2 
= 4. 

( 

1 2 

D' = 2 4 
- 1 3 

4 5 

-1) -2 
G . 

- 7 

Elle a été étudiée dans .J ·exercice précédent et donc 1·m1.g(D') = n1.a 9(S~) = 2. 
On fait de même qu'avant . Pour la compatibilité du système on trouvl' que L'.!1 1 

/'un des bordants du déterminant 

À= 1-~ ; 1 est égal à: 

1

1 2 1 1 (11) 1 0 
ô-1 = - 1 3 2 (12) = -1 

4 5 4 (13) Il 

Donc le système n·est pas r;;ompatible . Ainsi JI n'admet pas de solution. 

Solution 4 .. 19. : • 

• Soitm E IR et 

{ 

:r:+y+(l-m)z =m+2 
(Si) (1 + m.)x - y+ 2z = 0 

2x - 111,y + 3z = m + 2. 

La matrice du système est : 

1 (1 - m.) ) 
-1 2 . 

-m 3 



Son déterminant est: 

(ci) (c2) (c:i} 

det(Am) = 1 (1 +mJ 

1 
(I - m~ 1 -1 

-m 3 

(ci) (c2 - ci) (c3) 

= 1 (l+mJ 
0 (l - m) 1 

-2-m 2 
-m-2 3 

(-2 - mj (1 + mJ 
0 (1 - m) 1 (li) 
1 2 (12) 

3 (13) 

(-2 -mj {m - 1} 0 (1-m)I (/1) 
= 0 -1 {l2 - /3) 

3 ('3) 

(-2-m)(-r· 1 
(m-1) 

(l - m) ~ 
-1 

= (m+2)(-l+(m-1)2}::m(m-2)(m+2)=fj, 

- Si,w/0 , 2et(-2) 
le déterminant 6. de A,,. est non nul, donc A.,, est inversible et Je système 
est de Cramer 
Ja solution du système est donnée par 

.avec 

Â(x) -1 m+~ 
m+2 

: = l',iy) 

= âz) { 

il(x) 

z =--
fj, 

l (1- m) 1 
- 1 2 ""m(m+2) 

-m 3 

1 

1 m + 2 (1 - m) 1 
Â(y) = 1 + m

2 
0 2 = -m(m + 2)(m + 3) 

m+2 3 

Â(z) . =11+~ 
1 

-1 
-ni 

m+21 0 =-m(m+2)2 . 

m+2 
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Donc 

. D'où: 

- Sim= O: 

X 
m(m+ 2) 1 

· = m(m-2)(m+2) = ~ 

-m(m+2)(m+3) m+3 
y= m(m-2)(m+2) =-m-2 

z 

1 

_ -m{m.+2)2 111+2 
- m(m-2)(m.+2) =-m-2' 

Le déterminant de A,,. est nul donc Je rang( ~u sytè~e) est inférieur 

strictement à 3. La matrice devient Ao = 1 -1 2 . Et puisque 
2 0 3 

le déterminant d'ordre 2 extrait du coin supérieur gauche 

t>.=li -~ l=-2fO,a/ors/erangdeAoest2. . , • 

On étudie ensuite les bordants de b... li n'y a qu'un seul. /1 est égal à: 

Par suite le système est possible (ou compatible). On garde alors comnJe · 
inconnues principales x et y qui s'expriment en fonction de z qui•est gardé · 
comme paramètre. Et par des équivalences on a : 

(S1) 
x+y+z =2 

ç=;'> 
x-y +2z =0 
x+y = -z+2 

~ = -2z avec z E lR x-y 
1 . 

X = - (-3z +2) 
~ r .. y = 2(z+2) zElR. 

L'ensemble des solutions est donné par: 

- Sim - 2 : 

~:::~:r;:.a: :~:i::td:::::::e :n(g r s:r~r)st. j:é:~;:q::i:: 
2 -2 3 

déterminant d'ordre 2 extrait du coin supérieur gauche 

163 



---,.~-~--". - -~ ····~----

A ... ,~ -~ I= ~4 #- o, alors le rang de A2 est 2. . ...... · 

On étudie ensui~e les bordant.s de 6.. Il n'y a qu'un seul. Il est égâ/ à : 

1

1 1 4 (li) 11 4 (li) 
13 

-l 

1 

' . 
fit"" 3 -1 0 (/2) = 3 -1 0 (12) = 4 l _

3 
= -:32 i O. 

2 -2 4 (13) 1 -3 0 (ls-l1) _ 

Par suite Je système est impossible (ou incompatible). Il n'admet pas de 
solution. · 

- Sim= -2: 
Le déterminant de A,,. est nul. Donc Je rang(du fystète

3 
e)st inférieur 

strictement.à 3. La_matriceAm devientA_2 = -1 -1 2 . Et puisque 
2 2 3 

/e déterminant d'ordre 2 extrait du coin supérieur droit 

f1 = l -i ~ 1 = 5 #- 0, alors le rang de A-2 est 2. 

On étudie ensuite les bordants de 6.. li n'y a qu'un seul. Il est égal à: 

A1 = 0 -1 2 = O. 

1

0 1 31 
0 2 31 

En fait puisque Je second membre est nul, le système est dit homogène. 
JJ est toujours compatible. On garde alors comme inconnues principales: 
y et z qui s'expriment en fonction de x qui est gardé comme paramètre. 
Et l'on a alors : 

(Si) { x +y+ 3z = O 
- a; - y+ 2z = 0 

L'ensemble des solutions est: 

l 
y+3z = -:i: 
-y+2z = J: nlll!CX E fü 
Y = -:r 
z = 0 avec :r E IR .. 

S={(a;,-x,O) / xElll}. 

• Soit ensuite pour m E IR, Je système 

(S2) { 

La matrice du système est 

x-y+mz 
-x+2y+ z 
-x+my+z 

=0 
=2 
= in. 

A,,. = ( -i -; 7

~ ) • 

-1 m l 
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Son déterminant est 

1 

J -1 m 1 (li) 
0 1 I + m (/2 + li) 
0 m-1 l+m (l3+li} 

= 1 1 (l+m)l-{l+m)I 1 11 
(m-1) (l+m) - (m-1) l 1 

= (m + l )(2 - m) == /:;;.. 

- Si m -1, 2 et ( -1) : 
Le determinanc /:;;. de A,,, est non nul. Donc A,,, est inversible et /e 
système est de Cramer. 
La solution du système est donnée par: 

avec 

ll(x) 

D.(y) 

A(z) 

D'où 

{ 
X 

.ô.(x) 

= lty) 
y =-;;-

ll.(z) 
z = -;;,:-, 

=I ~ 
-1 

ml 2 / =2-m 
m 111 

=1-i 
0 ml 2 l '"'(m.+1)(2-m) 

-·1 m 1 . ' 

=1--~ 
-1 ~ I= 2--m. 2 

-1 m 7/1. 

(2-m) 
x = (m + 1)(2 - m) m + 1 

y 
_ (m + 1)(2 - m) = 1 
- (m+1)(2-m) 

(2-m) 1 
z = =--. 

(m+l){2-m.) m+l 

L'ensemble des solutions, qui contient donc une solution unique. est : 

{( 1 1 )} S= ~-1-.-
m+l' 'm+l · 
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- Sim =2: 

Le déterminant de A,,. est nul donc Je ran(g dt s~~tè;1e)est inférieur 

strictement à 3. La matrice devient A 2 = -1 2 1 . Puisque le 
· - 1 2 l 

déterminant d'ordre 2 extrait du coin supérieur gauche 

1 
1 - 1 1 t,, = _1 2 = 1 =/ 0, alors le rang de A2 est 2. 

On étudie ensuite les bordants de!),. _ li n'y a qu'un seul. Il est égal à : 

Par suite Je système est possible (ou compatible). On garde alors comme 
inconnues principales x et y qui s'expriment en fonction de z qui est gardé 
comme paramètre. Et l'on a par des équivalences: 

{ 
x-y+ 2z = 0 

(S2) ~ -x+2y+z =2 

~ { x-y 
-:i: + 2y = -z + 2 ,wec z E lR 

= -2z 

~ { X =-5z+2 
y = - 32 + 2 z E Ill. 

L'ensemble des.solutions est donnée par.-

S = { (-5z + 2, -3z + 2, z) / z,slR.}. 

- Sim= -1: 

~teri:::
1
::~n;:~ : :~;ri::t~::e:o;~ 

1
1: ra(n~ t qstè~e )es~~::::::: 

-1 -1 l 
déterminant d'ordre 2 extrait du coin supérieur g;mche 

6. =l-i -~ I= 1 ,f 0, alors le rang de A_ 1 est 2. 

On étudie ensuite les bordants de t,,_ Il n'y a qu'un seul. Il est égal à : 

Â1=1-~ -; ~11::~ =lb-; ~1(12};:; =I_; -il=3f.O. 
-1 -1 -1 (ls) O -2 -1 (13 +li) -

Par suite Je système est impossible (ou incompatible). Il n'admet pas de 
solution. 

Solution 4.20. : 

L, m,c,;,, M do ,;y,tême "' M = ( ~b ~' ~• } 
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Sen déterminant tJ. = 1 ~ -i 
-b a 

ligne par exemple). 

-~ 1 = 0 (à développer par rapport j la première 

Donc Je rang de la matrice du système est strictement inférieur à trois. 
Posons X= (x, y, z), u = (a, b, c) et v = (1, m, n). 
1~•· cas u = (0, 0, 0) (a= b = c = 0): 
Si v = (0, 0, 0) /'ensemble des solutions est IR.3 • 

Si v =/:- (0, O, O) le sy~~ème est incompatible et n'a pas de solution. 
~i;m• cas u -./: (0, 0, 0) ( a f. 0 ou b /= 0 ou qf 0) : 
Parmi les determinants d'ordre deux extraits on a : 

Ir· -c'1=c2 I O bl=lietlo -a1=a2 c O ' -b O a 0 
et l'un cieux est 110n nul. Ce qui signifie que rang(S)"" 2. 
Si af 0 

I

J:rs~r~! dl:n: des solutions si on a /a condition det ompatfüilité 

n a O . 
qui est équivalente à a(mb +ne+ la) = O. 
Puisque u. ,'a 0, il reste m.b +ne+ la= O. 

{ 

Y = lo:c;m 

et les solutions sont données par z = c.~;"' 
XE Ill 

:o:~bO:: :{=J: o~~•:;{Et /a même condition mb +ne+ la"" O. 
y E IR 

Pourc,f-0: y =b~-1 

{ 

:i: =fil±!!! 

z E <Îfl. 

En résumé: 
Si (a, /,,c) f (0, 0, O) etmb+nc+la = 0 alors Je système a une infinité de solutions. 
Si (a , b, c) = (0, o, O) et (l, m, n) = (0, O, O) alors le système a une infinité de solu-
tions. . . . . 
Si (a, h, c) = (0, 0, 0) et (1, m, n.) f (0, 0, 0) alors le système· n'a pas de solution: 
Si mb +ne+ la I O alors /e système n'a pas de solution. 

En fait Je système est la traduction de l'équation vectorielle X/\ U = \1. 
Puisque le produit vectoriel X A U est orthogonal à U, le vecteur V doit l!tre 
orthogonal à U pour avoir l'existence de solutions. Ce qui signifie qu'on doit 
avoir Je produit scalaire U • V = O =al+ Inn+ en comme condition nécessaire. 
(sinon pas de solution). 
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4.4 Des exercices supplémentaires 
Exerçke 4:21. : 

Ca/crier.le déterm. inant suivant : 
33 .27 14. ]7 

Jj = 45 3S . 17. l4 · . 
56 49 25 27 
78 68 35 36 

Exerçiçe 4.ZZ. : 
CalclÀler le déterminant suivant: 

i -1 2+i 0 
-1 0 -3 

D = 1 + i 1 - 2i 1 -2 
i - 1 2i O 3 

Exercice 4.21. 
Soit une matrice A E M,.(H{) telle que pour toute matrice /If E M,.(IK) 
dct(A + M) = det;(A) + det(M). 
Montrer que A = o. 

Exercice 4.24. : 
Calcul fer le tttermintf 

1

s uiva~~ :

1 
D= (a+1)2 (b+l)2 l (c+l)2 

(n+2)2 (b+2)2 (c+2)2 

a, b, c sont des réels donnés. 

Exerclçe 4.25. : 

Ca/crier Je déterminant suivant : 
] x x2 x3j 
0 1 2x 3x2 

D = 1 a a2 a3 

0 1 2a 3a2 

a, b, c sont des réels onnés. 

Exerçice 4.26. : 
Calculer le déterminant 

ff" •• fl' D""' cos 3 -ism 3 

cos f + isin f 
1 

1 

l 

cos f- isin ¾ cos , - i sin , ·· .. 

cos f + i sin .! 1 
cos~ ~isin ~ . 

Exercice 4.27. : 
Soient a, b, c des nombres réels. Vériner que: 

1 1 1· 1 

D= 1 . 1 cosc cosb 6.2n.~b.2c 
1 1 = - ] Slll - sm· - Slll -cosc cos a 2 2 2 
1 cosb cos a 1 
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Exercice 4.28. : 
Soient a, b, c, .T des réels et D(x) le déterminant 

1 

cos(x + a) cos(x + b) cos(x + c) 1 

D(x) = sin(i: + a) sin(x + b) sin(3: + c) 
sin(li - c) sin(c - a) sin(a - b) 

Montrer que D(:i;) ne dépend pas de x et que D(:c) :S: O. 

Exercice 4.29. : 
Etablir une.relation de récurrence entre D~ et Dn-1 (D,. ayant des O partout sauf 
sur la diagonale secondaire des 1). 
En déduire D,, en fonction den. 

D,.= 

Exercice 4.10. : 

0 . · · 0 

0 l 0 
0 

1 0 

0 
0 

Déterminer Je rang de fa matrice suivante en utilisant les déterminants: 

1 2i -i 

6 ) ( 1-: 3 -1 5 
A= 2i- 3 l ··· i 1 

2-i 3+2i -1-i 11 

Exercice 4.31. : 
1) En utilisant /es déterminants, discuter suivant les valeurs de a: et /3 le rang rie 
la m3trice 

( -3 l -1 -5) 
2 4 -.5 -7 

-l a: 2 (3 

2) En déduire suivant les valeurs de a: et (3 la dimension du sous-espace 
F = vect(P1, P2, P3) de IRdXJ, où: i _,.,

1
_ 

Pi = -5 - X+ X2 - 3.X3 • P2 = - 7 - 5X + 4X2 + 2X3 et P1 = /3 + 2X + <1X ···· 

Exercice 4,32. : 
Calculer les inverses des matrices suivantes: 

( 
-3i 2 -1 +.li. ) 

A= 2i O 
-i 2 l - i 

et B = ( t w~ w~ ) . 

avec "-' = cos ~ + i sin ~ . 
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Exercill 4.33. : 
Déterminer suivant la vaJeur du paramètre À E JR Je rang de la matrice 

1 i ) >. 1 
1 À 

Exercice 4.34. : 
On se donne fa matrice M E M 3(IR) : 

M = ( ~6~ =~ = ~~ ) 
-4 -5 

1) Montrer que M est inversible et calculer son inverse 1i1- 1• 

2) En déduire M" pour tout n E 71., . 

Exercice 4.35 . : 
On note E ~ JR3!Xl J'espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal 
à trois. 
1) On considère les deux applications définies sur Epar : 

VP E E : { 
<p (P) = Q t.el que Q(X) = P(X + 1) 
'lf, (P) = S tel que S(X) =- P(X - 1) 

1) Vérifier que cp et 1/.1 sont des endomorphismes sur E 
et que ipo,J, = ,t, o<p = ldE. 
2) Soit m Em.. On pose fm = cp + ml/.l . 
i- Donner Ja matrice de J,. dans la base canonique (1, X , X 2 , X 0

). 

ii- Discuter, suivant la valeur de m , Je rang de fm. Montrer que J~ 1 = O. 

Exercice 4.36. : 
Soit f et !I cieux applications linéaires de m.3 dans JR4 dont les matrices respec
tives par rapport aux bases canoniques de ces espaces sont: 

M = ( ~ =! ~) et 
- 1 2 -1 ( 

l -1 

N = 3 4 
4 3 
1 

Donner une base de J(JR3
) et une base de g(ffi.J) . 

En d.éduire_ les conditions nécessaires et suffisantes pour que X = (Il, ù. c. d) ap
partienne a J(JR3

) et X' == (a' , 1/, d, d') app;;irtienne à g(]R.3). 

Exercice 4.37. : 
Etant donnés les réels a, b, c, discuter et résoudre le système: 

{ 

x+y+2 ""'1 
ax+by+cz =d 
a2:z:+b2y+c2z =d2 
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Exercice 4.38. : 
011 considère le système suivant: 

{ 

x+y+z 
mx+y+(m- l)z =m 
x+my+2 =l 

=m+l 

Déterminer Jes valeurs du paramètre m E lll pour lesquelles le système est de 
Crarri~r et donner les solutions dans ce cas. 

Exercice 4.39. : · 
Discùter suivant Jes valeurs de m (m E JR) la résolutiof!. du système suivant: 
. _. ,.-. ( \ . •. 

{ 

mx+y+z 
-x-y+mz 
-mx+y+mz 
x-y-mz 

=111+2 
=•n-2 
= -ni 
=ni-4 

Exercice 4.40, : 
~ une condition nécessaire et suffisante sur m E 1R pour que les trois plans 

vectoriels suivants : 
p

1
; (1-m)x-2y+ z =0, P2 : 3x-{l+m)y-2;, =0etP3 3x-2y-(l+m)z=O 

contiennent une méme droite vectorielle. 
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4. 5 Indications sur les exercices supplémentaires 

Solution 4.21. : 
Faire des différences de lignes ou de colonnes pour avoir des coefficients plus 
petits et essayer de faire apparaftre des zéros ensuite. 

Solution 4.22. : 
Ajouter à une ligne (resp. à une colonne) une combinaison linéaire des autres 
lignes (resp. colonnes) pour avoir un maximum de zéros. 

Soll'l.tion 4.23. : 
Prendre 'III~ A et vérifier que det(A) = O. 
En déduire que pour tout ME .M,.(IK) det(A + M) = det(!d). 
Supposer qu'il existe une colonne Cj non nulle de A. 
Compléter Cj p,ar Vi, · · • 1 Vi-l, i'J+i, • • • , V,., pour avoir une b;;ise de Jvf ,, 1 (JK). 
La matrice M dont les colonnes sont 111, • • •, Vi-l, -CJ, ''J+J, ... , V,, vérifie 
det(M) cf, o. 1 

Or dct( A+ 1H) = O car sa /""" colonne est Ci - Ci = o. 
L'égalité det(A + M) = det(M) est absurde. 
Conclure. 

Solution 4.24. : 
Remplacer C2 par C2 - C1 et Ca par C3 - C1 . Faire sortir chaque coefficient qui. 
multiplie la même colonne. Faire ensuite Cfi-Cf. Essayer d'avoir Je détermin;;int 
sous forme de produit très simple. 

Sol.ution 4.25. : 
Faire par exemple l3 - 11, 14 -12 . Factoriser les coefficients dans chaque ligne. 
Les faire sortir. Continuer Jusqu'à écrire D comme puissance d'un polynôme dt1 

premier degré en x. 

Solution 4.26. : 
Poser cos i + i sin i = o:, cos~ + i sin ~ = {3 = o:2 

et "Y= cos ¾ + i sin ¾, 
Puis faire /es calculs correctement sachant que o-o' = fJ'F = r"i = l. 

Sol!!J:jQD_ 4.Z7. : 
Utiliser d'abord la formule cos(x) = l - 2sin2 (½)-
Relranr/Jer ensuite la première colonne de chacune des autres. Développer par 
rapport à la première ligne. 

Solution 4.28 . .-
Développer par rapport à fa troisième ligne. 
R I cos(u.) cos( v) 1 . ( ) ( ) . ) . . emarquer que. sin(v.) sin(v) = sm v cos u - cos(v) srn(u = sin(u - 11). 

Solution i!.29. : 
Développer par rapport à la première ligne sans oublier (-1 y+.i . . 

Utiliser Je résultat 1 + 2 + ... + n = n(ntl). 

!iolution 4.30. : 
Faire le calcul des déterminants extraits de A à partir de l'ordre quatre. 
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Solution 4.31. : 
1) Faire Je calcul des déterminants extraits de la matrice M donnée à partir de 
l'ordre trois. 
2) Remarquer que fa matrice des coordonnées de la famj//e F = (Pi, Pi. Pl) dans 
la base B' = (X"', X 2 . X, 1) n'est autre que la matrice précédente et que 
dim(vect(F)) = rany(M). 

Solution 4.32. : 
Faire les calculs par la formule 1w- 1 = d,,/M) 

1
co(M) si dct(M) # O. 

Simplifier les calculs sachant que w = é!f, w2 = w et w3 = l. 

Solution 11.33. : 
Revenir à la solution détaillée de l'exercice (14). 

Solution 4.34. : 
1) Calculer correctement !11-i et la comparer à M. 
2) En déduire M" pour n E Zl suivant la parité den. 

Solution 4.35. ; 
1) Vérifier la liné.arit# et calculer <p(',,b(P(X))) et ,;,(cp(P(X))). 
2) i- C.alculer (<p + rn\f1)(l), (cp+1n1/1)(X), 
(cp+m,b)(X2 ) et(:p+,mh)(X3 ). 

ii- Trouver rang(M,,,) = rang(!,,,) par les déterminants (M,tl la matrice de f,,,). 
Faire m"" -1 dans la matrice Mm et calculer Mi, qui est la matrice de J~ 1 • 

Solution 4.36. : 
Revoir la solution dét.aiJJée de l'exercice (15). 

Solution 4.37. : 
Remarquer que!::,. Je déterminant de la matrice du système est un déterminant 
de Vandermonde déjà vu précédemment. 
Faire ensuite la discussion suivant les cas (a,b etc distincts deux à deux ou ... ). 

Solution 4.38. : 
Le système étant carré, i/ sera de Cramer si son déterminant est non nul. 
Donner la solution en utWsanr les formules de Cramer. 

Solution 4.39. : 
Pour la résolution des systèmes revenir aux solutions rlétai/Jées. 

Solution 4.40. : .. 
Puisqu'une droite vectorielle est déterminée par deux équations îndépcnclantcs, 
Je système formé p,ar les trois équations ,te P1, de P2 et de Pa doit étre de rang 
deux et compatible. 
Etudier donc son rang. 
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Çllapitre 5 

I)jagonalisation, Trigonalisation . 

5.1 Rappels de cours 

I) Valeur propre et vecteur propre : 
Soit fun endomorphisme d'un ll{-espace vectoriel E ; 

Défmition 5. 1, Un scalaire,\ E II{ est appelé une valeur·propre de. I si, ~t seule-
ment si, il existe un vecteur v E E non nul tel que f(v) =),v · · · · 
(c;}d: ker(f- >.IdE) ,f= {Os}). . , . , 
Le sous-espace kcr(J - ,\/de) est appelé Je sous-espace propre asso_cié à,\ , 

Dans la suite du rappel : 

E est considéré de dimension fmi avec dim(E) = n, 
· !,~polynôme P0 (X) = det(f - XIdE) = det(M - XI.,) est appelé le polynôme 

caractéristique de J (M étant la matrice de J dans une base quelconque de E). 

Théorème 5.1. •,\ est valeur propre de f si et seulement si Pc(À) ""O. 

Ainsi les valeurs propres de f (dans][{) sont les racines de P0 (X) appartenant à · 
D{_ 

~ 

Théorème 5.2. de Cayley-Hamilton 
On a Pc(f) == 0 (l'appliration linéaire nulle). 

Définition S.2. On appelle polynôme minimal de J noté P.,,, le polynôme uni
taire ayant Je plus petit degré tel que Pm(J) = O. 
C'est un diviseur du polynôme Pc. 

li) Diagonalisation d'un endomorphisme : 
Soit fun endomorphisme sur E. 

Définition 5.3. f est diagonalisable, si et seulement si, il existe une base de E 
twmée uniq~ement de vecteurs propres. 
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f 

Théorème 5.3. f est diagonalisable, si et seulement si, il existe une base 6 de 
E telle que·,Ja ,matrice de f dans cette base est diagonale . ·• .· . , 
(dont les coefficients de la diagonale sont alors les valeurs propres de .f).' 

Théorème 5.4. Pour que f soit diagonalisable il faut et il suffit que: 

1" Pc(X) ait n-racines dans JK (Pc(X) = TT (ai - X}), . 
1 i=] . 

2' la dimension de chaque sous-espace propre EJ. soit égale à /'ordre de multi
pJidté de la valeur propre.>. qui lui est associée. 

III) Diagonalisation d 'une matrice carrée : 

Définition 5.4. Soit une matrice M E M,,(Il<) et f l'endomorphisme de JK" 
ay.int M comme matrice dans la base canonique. 
M est dite diagonalisable (sur JK) si et seulement si l'endomorphisme f est ·. · 
diagonalisable . 

Théorème 5.5. M est diagonalisable si, et seulement si, il existe P E M.,(JK) 
inversible telle que p - 1 M P soit diagonale. 

IV) Trigonalisation : 

Définition 5.5. Un endomorphisme f de E est trigonalisable (ou encore trian
gularisable) si, et seulement si, il existe une base de E dans laquelle la matrice 
de f est triangulaire . 
Une matrice M E Mn(Il{) est trigonalisable (ou encore triangularisable) si, et 
seulement si, l'endomorphisme de ll{n ayant M comme matrice dans la base 
c.inonique est trigonalisab/e . 

Théorème 5.6. Les trois assertions suivantes sont équiv:alentes : 
1- M est trigonalisable, 
2- il existe P E M 11 (lK) inversible telle que p- 1 M Pest une matrice triangulaire . 
3- Je polynôme minimal P.,,.. de lvl de degré k, a exactement k-racines dans UC 
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s:2 Énoncés des exercices 

Exercice 5.1. : 
Pour tout PE E= IR[X] on définit l'application ,t,(P) = X P VP ~ E. 
Vérifier que 1/; est linéaire et déterminer ses valeurs propres possibles. 

Exercice 5.2. : · , . 
Vérifrer aue l 'ensemble F des fonctions f(t) réelles indéfrniment denvables et 
nulles er{ O et 1 est un espace vectoriel sur fi.. · 
Vérifier que l';;pplication ,p définie sur F par: '?U) = f" pour tout f E F 
est lin éaire et déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres. 

Exercice 5 .3. : · 
Soit n E ~• et F.,' = JR,,[X]. Déterminer les valeurs propres de l'endo~1~orphisme 
défini sur E par11(P) = P' VP E E et les sous-espaces propres associes. 

·· Jxercice 5.4. : . , . 2 
On considère ]'application linéaire f définie sur l'espace vectone/ reel IR par: 

2 · { f ( e1) = e2 
B = (ei,e2) étant la base canonique de IR , f( e

2
) = ~ei · 

Déterminer /es vale urs·propres -si elles existent- de Jet les sous-espaces propres 

associés. 

Exercice 5. 5. : 
On considère J'espace vectorieJ«::2 comme espace vectoriel sure . On définit l'ap-
plication linéaire 9 sur~2 par: 

, . ,2 { f (e1) = e2 
6 = (e1 ,e2) etanl Ja base canonique deC, f(e

2
) = -ei · 

Déterminer /es valeurs propres -si elles existent- de g et les sous-espaces propres 
associés. 

Exercice 5.6. : 

'.,~:"(':"if" :,":Tn : ) . ,, = (: -: _: i 
1 l 2 - 1 

et A4 = ( =i ~ j ~) · 
1) Pour chaque matJ'ice A, détermmer les valeurs propres dans Ill cr ll•s sou1 
espaces propres correspondants, ainsi que Jeurs bases et leurs d1mens1ons. 

2) Donner pour chaque A, une forme di:agonale et la matri ce de passage P, teJ/e 
que Di= P;- 1 A;P;. 
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Exercice 5. 7. 

Soit a E IR• et A = 
( 

~ail : :2 J. 
a2 ~ 0 

Déterminer les valeurs propres dans IR et les vecteurs propres de A. 

Exercice 5. a. : 
1°) x,y, e étant des nombres réels, on pose : 

{ 
x' = x cos 0 + y sin 8 
y' = xsin0-ycos0 { 

z =x+iy 
Z

1 = X 1 + iy1 a=cosB+i:,in0. 

En désignant par z Je conjugué de z, que/Je est /a relation vérifiée par les nombres 
complexes a, z, z'? Interpréter géométriquement cette relation. 

2°) On considère la matrice : 

( 
cos0- sin0 ) 

A = sin 0 - cos 0 · 

a) Déterminer ses valeurs propres dans m. et ses vecteurs propres. 
b) Quelle est la transformation linéaire de matrice A par rapport à une base 
orthonormée du plan?· 

Exercice 5.9. : _ 
C.ilculer les valeurs p~opres dam IR. et les vecteurs propres des matrices sui
v<1ntes: 

(
Oaaa) a O a a 

A= a a O a (a °f' O), 

c1 a a 0 
( 

0 -1 0 0) 
B = -l ü -1 0 

0 ~1 0 -] . 

n o -1 o 
Exercice s.10 . .-
Quelles sont les conditions pour que M ait quatre valeurs propres réelles dis 
tmctcs: 

0 0 02 0 

( 

Ü Ü Ü OJ ) 

M = 0 
03 

0 O (01,a2,a3,a4 E ffi.J . 
04 0 0 0 

Donner dans ce cas ces valeurs et les vecteurs propres associés. 

Exercice 5. 11. : 
Soit m E IR. On considère la matrice .-

~ ) . 
m 

a) Déterminer ses valeurs propres réelles et les vecteurs propres associés. Mon
trer que Am est diagonalisable. 
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b)Discuter suivant /es valeurs de m, Je rang de A,,.. Déterminer l'inverse de A,,, 
lorsqu'il existe . . 

c)Oans les cas où A.,, n'est pas inversible, déterminer Je noyau et l'image de 
l'~ndomorphisme associé. 

Exercice 5.12. : 

V~f!fier que si,\ et!~ dé~,ïgne.~t )es valeU{S wopres d~ la matri~_e C: ,! ) , 
''1,"'""'''""P'";'" del, m>tdce ( ,; ad+ f 2

1

;.) ,on<'', ;,, el µ' . 

Exercice 5.13. : ' 1 
lv(cihtrer que }'ensemble des matrices carrées réelles d'ordre trois qui admettent 
èo1J1me vecteurs propres les trois vecteurs de composantes 
(l,J,l), (1,0,-1) et (1,-1,0). 
forment un espace vectoriel de dimension 3. 

Exercice 5.14. : 
Soient E un IR- espace vectoriel de dimension 3 et u E L.:(E), représenté par sa 
miitrice A dans une base de E. 
1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de u dans les cas 
suivants: 

( 

3 4. -1 ) 
a) À= - 1 1 I 

0 3 2 ( l -2 -2) 
b) B = -1 l - 1 

-1 0 2 
c) C = ( ~ i ~) · 

2)P.1rmi ces matrices diagonaliser celles qui sont diagonalisables. 

Exercice 5. 15. : , 
péterminer Je polynôme minimal de la matrice 

A=(! i i)-
En déduire un calcul rapide de .4-1 , A3 et A-3 . 

Exercice 5.16 . .-

/ ( 
2 -1 \ ·1 100 Soit a matrice A = 
3 

_ 1 }' Ca culer A . 

Exercice 5.17. : 
So(t u l'endomorphisme de rn.2 muni de la base canonique et dont la matrice 

dans cette base est A= ( ~ -~ ) . 

a) Déterminer les valeurs propres et /es vecteurs propres de u. 
b) Calculer An pour tout n E IN. 

Exercice 5.18. : 
1°) On considère.la matrice 

A= ( - : -~ ~). 
3 6 5 
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Déterminer ses valeurs propres. Diagonaliser A, c'est-à-dire trouver une nia~ 
trice D diagonale et une matrice P inversible te/fes que A= P DP- 1

• 

2°) Calculer les coefficients de An en fonction de n. 

3°) On considère les trois suites réelles (u,,),(v,,) et (w.,) définies par leurs pre
miers termes u.o , vo , w0 et les relations suivantes: 

11.n · -411.,.._1 - 6-Un-1 

3u..,._1 + 5V;1-l 
3un-1 + Gv,,_1 + 5w,.._,, 

Calculer (u 11 ),(v,.) et (wn) en fonction den, ·11.0 , v0 , et w0 • 

Exercice 5 .19. : 
Dans Je plan muni d'un repère (0, 1, 1\ on considère un point M,, de coor
données (x 0 ,y0 ) et l'on définit par récurrence les points M,, de coordom1ées 
(x,..,y,,) par: 

{ 
Xn+I ' = ~5x,, - :12y_,. 
Yn+l = 60x,. - 19Yn· 

a) Montrer que, suivant la position de M0 , les points M,, sont soit alignés soit 
confondus. 

b) En considérant les valeurs propres de la matrice 

A= ( 85 -112 ) 
GO -79 ' 

retrouver les résultats de la question précédente. 

Exercice s.20. : 
Soit u l'endomorphisme de IR.3 muni de la base canonique et dont la matrice 
dans cette base est 

A= 2 -1 -2 . ( 3 -2 -1) 
-2 2 4. 

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propre5 de u. 
b) Calculer An pour tout n E JN. 

I;xcrcice 5.21. : 
Soient les deux matrices : 

Déterminer Jes nombres réels >- pour lesquels il existe une matrice colonne X, 
non f!Ulle; ~elle que l'on ait : 

AX = >..BX. 

lndiquer-pour chaque \ial!!ur de>, obtenue, les matrices X correspondantes 
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Exercice 5.22. : 
Soit un polynôme P(X) = X 3 + a2 X 2 + a 1X +a0 à coefficients complexes et soit 
l'endomorphisme de (C

3 défini par 

{ 

"J,(e1) = e2 
(1) t1p(e2) = e3 

up(e3) = -(a.0 e1 + a1e2 + a2e3). 

où (e1, e2, e3) est la base canonique de C3
. 

1) Calculer en fonction _ de P, le polynôme caractéristique de 11p. 

2) Vérifier que P(ur) = O. 

3) Montrer à l'aide des relations (1), que si S est un polynôme de !VIXI tel que 
d'(S) < 3 et S(-u1,) = 0 alors S est nul. 

4) Déduire des questions 2) et 3) que tout polynôme Q E lf.[X] te/ que Q(,;.r) = O 

est un multiple de P. 

Exercice 5.23. : 
On désigne par (e 1, e2 , e3, c4) la base canonique de ffi.4 et on considère l'endo
morphisme Y de ffi.4 défini par: 

( 

u.(e1) =e1+e3+e1 
u.(e2) = -e1 - e3 - e.J 
u.(e1) = 2e1 + c2 + e3 + e4 
11.(e1) = -2e1 - e2. 

Calculer le polynôme e2ractéristique Pc{x) de v et montrer que >'l = 0 et ),2 = 1 
sont les racines de Pc(x) = O. 

Exercice 5. 24. : 
Soit E un Hl-espace vectoriel de dimension n, n E w• et f E .C(E') vérifiant 
! 2 + 3f + 4.1 = O. 
a) Montrer que f n'admet pas de valeur propre. 
b) Montrer que le polynôme caractéristique de f est de degré n. 
c) En déduire que n est pair. 

Exercice 5.25. : 
Soitn E LW et u un endomorphisme diagona/isab./e rie li{" n·ayanr qu'une valeur 
propre. 
Montrer que u est ufle homothétie. 

!;xercice 5.26. : 
Soient n E ]'J* et p un projecteur de Il(". 
a) Quelles sont les valeurs propres possibles de p' 
b) p est-il diagonalisable? 

Exercice 5.27. : 
On considère l'endomorphisme J de lll3 dont la matrice dans /a base CJnonique 
B = (e1, e2, e3) est 

M = ( ~ 2 -~ ) 
-1 2 
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1) Montrer que f n'est pas diagonalisable. 
2) Soit v1 un vecteur propre non nul associé j /a valeur propre double. Trouver 
un vecteurv2 tel que J(v2) = v1 + v2. 
3) Soit va un vecteur propre non nul associé à la deuxième valeur propre de .f . 
Montrer que C = (vi, v2 , -u3 ) est une base de lR.;i . 
4) Donner la matrice M ' de f dans la base C. 

Exercice 5.28. : . 
On considère l 'endomorphisme f de m.3 dont la matrice dans la ba~e canonique 
l3 = (e1, e2, e3) est · 

).,f = ( ~ ! =~) 
2 6 - 3 

1) f est-il diagonalisable? f est-il trigonalisable' 
2) Trouver -si possible- une base C de IR.3 dans laquelle la matrice M' de f est 

( 
1 0 0) 

M' = O O -1 
0 1 0 

Exercice 5.29. : 
On considère l'espace vectoriel i!:3 sur II: et l'endomorphisme g de a.:3 dont la 
matrice dans /a base canonique B = (e 1 , e2 , c1 ) est 

( 

0 1 -1 ) 
M = 1 4 - 2 

. 2 6 -,1 

1) Montrer que g est diagonalisable . 
2) Donner une base C formée de vecteurs propres de y et /a matrice de g dans 
la base C. 

3) Que peut-on dire de .la diagona/isation de la matrice M = ( I 
Ill, puis surq;_ 
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1 - 1 ) 
4 -2 sur 
6 -3 

! 

·! 

S:3 Solutions détaillées des exercices 
.,. 

Solution 5.1. : 
POûr tous a, fJ E 1R. et P, Q E lR.[X), 
,;,(aJ' + (:JQ) = X(nP + /JQ) = oX P + /3XQ = ett/•(P) + {N•(Q). 
1,b est donc linéaire . 
Sqit >. E JR. Peut-on trouver un polynôme P E IR[X] non nul avec d" P "" m tel 
qµ~ tfi(P) = AP. . 
Ce'qui équivaut à XP = >.P. 
tW prenant les degrés on aura d0 (X P) = 1 + d" P = d0 >. + d" P et donc d~ >. = 1 
c~: q1.1i. est impossible avec.>. constante dont Je degré ne dépasse pas zéro. 
9n'conc/ut qu'il n'existe aucune valeur>. E lR qui peut être valeur propre de 'if;. 
't), JJ'a pas de valeur propre. 

Solution 5.2. : 
Soit F = { f : IR-. IR/ Vn E 1N f<"l existe et f(O) = f(l) = 0}. 
:Fest un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des fonctions rée/les sur IR. 
En effet: 
- :F ,je, 0, car la fonction nulle O E :F. 
-. Va, b E IR, Vf,g E F, 
. la fonction af + bg est indéfiniment dérivable si f et g le sont. 
Et (et]+ bg)(O) = af(O) + bg(O) = 0, (af + bg)(l) = lli/(1) + bg(l) = O. 
pane a.f + bg E F. 

D'où F est un espace vectoriel sur IR.. 

Soit l'application : 

On a: 

'P :F--; 
f --+ 

F 
<p(f) = f". 

'liL, b E IR. et V J, g E F '{J(af + bg) = (af + bg)" = af" + b911 = a,p(f) + /,,p(y) 

Donc 'I' est linéaire. 
En plus on a l'équivalence : 

<p(f) = V <=:> J" = >.J -$;. l" - >.J = o. 
. .· 

L'équation caractéristique delf:ette équation différentielle est: r 2 - >.=O. 

• Premier cas : .>, > O 
Les solutions sont alors données par 

J(t) = ae,/'5;t + be_,/'j;, a, b E lR quelconques .. 

Puisqu'on a f(O) = f(I) = 0, et d'après les implications suivantes: 

{ 
/(0) = a+ I> = O 
f(l) = ae,/5; + be.-,/5; = 0 
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= { 
a+b 
a(ev"X - e-,/5;) 

a=b=O 
f=O. 

0 
= 0 

1 
[ 
I 
! 
1 ,. 

î 
! .. 



Alors il n'existe pas de vecteur propre non nul pour,\ > o. 

• Deuxième cas : ,\ < o 
Les solutions.sont alors données par 

f(t) = a cos( Mt)+ bsin( Mt) a, 11 E ]R q1œlconques. 

Puisqu'on a / (0) = f(l) = 0, et d'après les implications suivantes: 

{ 
f(O) = a 0 

/(1).., acos(./fXÏ) +bsiu(.j]'X[) = 0 

=⇒ { 
a = 0 
bsin(,/ïXî) = 0, 

pour ;voir l'existence de { f f- O 
· ei f(t) = b sin( Mt) , 11 q11.elconq1,e 

comme vecteur propre il faut et il suffit que sin( ✓l,\I) = O. 
Ce qui équivaut à 

1 

1 

it'Î\J=mr avec nEIN". 

Compte tenu de,\< 0, on obtient donc 

• Troisième cas : ,\ = O 
On a tout de suite 

Ce qui équivaut à 

,\ = -n2
TL

2 a·vec n E IN'. 

J" =0 

f(t) = at + b a, b E IR. 

Puisque f(O) = /(1) = 0, alors b = 0 et a+ b = 0, et par suite a= b = u. 
li n'existe pas de vecteur propre non nul. 

En résumé: 
Les va.leurs propres de l'application r.p sont ,\,, = -n2 TL2 n E IN•. 
Le sous-espace propre associé à ,\,, est 

E>- .. = vec/;(f n) avec f,,(t) = sin(mrl:) 'in E IN'. 

Solulion 5.3. : 
Pour chaque n E JN* on pose E = JR,,[X]. 
Soit u l'endomorphisme 11, : P--; P'. 
À est une valeur propre de u s'il existe P E E \ {O} tel que n(P) = ÀP 
c'est-à-dire: P' = ,\P, 

Premier cas ,\ f- o : 
Puisque d0 (,\P) = d0 (P) > d"(P') pour tout polynôme non nul, alors on ne peut 
donc avoir P' = >.P, 

Deuxième cas ,\ = 0 : 
Puisqu'on a l'équivalence P' = .\P = 0 ç> Pest; constant, 
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alors la seule valeur propre de 11 est la valeur zéro associée au sous-espace 
propre 

Eo ={PEE/ P =CE IR}= IR. 

li est formé par les polynômes constants. 

SolutiQ!L S .4. : 
Soit v"" :ce1 + ye2 un vecteur de l'espace IR2

• 

Donc f(v) = f(:re1 + yc2) = :cf(e1) + yf(e2) = :i:e2 - vc1. 
Alors, ,\ E m est une valeur propre de f s'il existe un vecteur v E lH.2 non nul tel 
que: f(n) = ,\·u 
Ce qui équivaut à (a:e2 - yei) = .\(xei + ye2 ), puis au système 

(S) { :r: = ,\,\y équivalent lui même à { l' = ,\,\t 
-y = ;T -y = y 

qui donne la solution y= O et x = 0 (puisque 1 + ,\2 i O pour .À réel). 
Par suite v = ü ce qui est absurde (v -f 0). Et donc on ne peut trouver de valeur 
propre réeIJe pour J. 

Solution 5.5. : 
Soit v = :r:e1 + ye2 un vecteur de l'espace a:;2 , 

Donc g(v) = g(xe1 + 1w2) = :r;g(eii + yg(e2) = u2 - ye1. 
Alors, .\ E (I: est une valeur propre de 9 s'il existe un vecteur v E (C

2 non nul tel 
que: g(u) = ,\,,. 
Ce qui équivaut à (a:e2 - ye 1) = ,\(xe1 + ye2), puis au système 

(8) { x = ..\,\y équivalent lui même à { x(·l ,\2 ). = (..\ly 
-y = X + l/ "-~ 

Comme y ne peut être nul (sinon 1· = 0 et donc v = 0 1), on doit avoir ( l + À2 ) = o. 
Ainsi g a deux valeurs complexes À1 = i et ,\2 = ·-·i. 
Pour ..\1 = ·i on a : 
·vEker(g-,\,1ldE)~_1·=xe1 +yc;, avcc:r=iy eiyElt. 
D'où l.:er(g - À1ldE) = {v = iye 1 + ye2 = y(ie1 + e2) / y E «!} = vect(v1) 

avec v1 = ie1 + e2 = (i, 1). 
Pour ,\2 = -i on a : 

.. ,, E ker(g - ,\2Idi::) -;=,:,. ,., = xe1 + ye 2 avec x = ... ,.y d 11 (: a·;. 
D'où ker(g - .\21 dE) = {v = -iyci + ye2 = y(--i.c 1 + e2) / y c 01} ·. 11,·d:(11;! 1 
avec v2 = -ie1 + e2 =..(-·i, I ). 

Solution 5.6. ;· 

- Pour la matrice A 1 on a : 

det(A1 -,\/)=1 2
-~ 2 _~ 1=(2-..\)2-1=(3-.\)(l-..\) 

Ainsi e/Je a pour valeurs propres ,\1 = 3 et ,\ 2 = l qui sont simples, 
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Soit u = (:1•, y) un vecteur propre du sous-espace propre E,.,, alors 

D'où 

2 - À~ 2 _ ).~ ) ( ; ) = ( ~ ) 

-i -~ ) ( : ) = ( ~ ) 

-: ~~ ) = ( ~) 
-x+ y = 0 
x-y =0 

# x= y. 

E>.., = {(x,y) / x =y}= {(x,x) / x E lR.} = {x(l,l) / x E JR.}. 

Par suite E)" = vect (u 1) avec u1 = (1. , J) comme base. 
Il est donc de dimension 1. 

Soit v = (x, y) un vecteur propre du sous-espace propre EÀ, , alors 

VEE;., 

D 'où 

w 1 2 
- À: 2 _ À! ) ( i ) = C; ) 

# 1i i)(:)=(~) 
# :::)= (~) 
çc:, x+y=O 
# y= -~•-

E;., = {(x,y) /y= -x} = {(x, - x) / a: E JR} = {:1:(l, - l) / x E lR}. 

Par suite E,., = ve.ct(vi) avec v1 = (l, -1) comme base. li est donc de dimen
sion 1. 

A 1 est alors diagonalisable et sa forme diagonale est: 

( >-1 0 ) ( 3 0 ) D1 = o >-2 = 0 1 . 

En posant Pi = ( ! 
Et donc 

1 ) p-1 ( 1/2 1/2 )' 
- 1 'on a 1 = 1/2 -1 /2 · 

- Pour fa matrice A2 = ( ! ~ 
det(A2 - >.I) = l l - ~ 1 - l 

· l 1 
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- · - . .... ·- -·----------· ··· .. ··-·-- ' 

= (3 - >.)l ~l 1 -1 ! l= (3 _) ~ -~ ~ 1 (l2 - li). et (la ~ Id 
1 - ,\ ! 0 0 ->. , . 

= (3 ->.)>.2 
Ainsi elle a pour valeurs propres >.1 = 3 d'ordre 1 et >.2 == 0 d'ordre 2. 

Soit 11 = (x, y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E>., (>-1 = 3), alors 

D'où 

1 - À~ 1 - ,\~ 1 - ,\~ ) ( ~ ) = ( ~ ) 
-î -~ i ) ( ; ) = ( ~ ) 

l 1 -2 z 0 

~2~1y\\z) = ( ~) 
X+ y - 2z Û 

,;,> 1-;T~~~;.; =~ 
X +y-2z = Û 

-2x+y+z =0 
# -3y+3z = 0 

3u -3z = 0 
# !J = Z = X. 

E;., =< {(x, y, z) / x =y= z} = {(x, x, x) / x E IR} = {x(l, 1, 1) / x E Ill} . 

Par suite E>., = vect(u1 ) avec u1 = (1, 1, 1) comme base. II est donc de dimen
sion 1. 

Et soit v = (x , y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E;.2 (>. 2 = 0), 
alors · 

D'où 

1 - À2 1 ) ( X ) ( Ü ) v E E;.., ~ 1 l - À2 1 , · y = 0 
• 1 1 1 .:.. >-2 . : z 0 

ç} f ! ~ ) ( ~( = ( ~ ) 
<,} ::~::)= ~) 

x+y+z 0 
# x+y+z=O 
.:::, z = -x - y et x, y E IR. 

E>., {(x,y,z) / z= -x-y, etx,y E IR} 
{(x ,y, -x-y) / x,y E IR} 
{x(l, 0, -1) + y(O, 1, -1) / x, y E IR}. 
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'Par suite E:.., = 11ect( {111, u2}) avec 111 = (1, o, -1) etu2 = (0, l, -1) comme base. 
Il est donc de dimension 2 égale à l'ordre de ,\2 • 

A2 est alors diagonalisable et sa forme diagonale est 

D2 = ( ~ ~ 6). 
0 0 0 

Enpos~ntP2 =·( 1
1

1 
: ~ ~ )·, onaP2-

1 =~ ( ; -~ -~ )· 
-1 -1 -1 2 -1 

Et donc 
D2 = P2-

1 
A2P2. 

- Pour la matrice A3 = ( [ -i j ) , on a : 

det(A3 - >.I) =1 2
-~ l~f ÎI= ~=~ l~~ ~1 (c1+c2+c,1) 

1 3 -1-,\ 3-,\ 3 -1-,\ 

1

1 -2 3 11 -2 :1 1 
= (3 - ,\) 1 1- ,\ 1 = (3 - ,\) 0 3 - ,\ -21 (12 - li) 

1 3 -1 - ,\ 0 5 -4 - À (la - li) 

= (3 - ,\)(,\ - l)(À + 2). 

Ainsi elle a pour valeurs propres ,\1 = 3 d'ordre 1 , À2 = 1 d'ordre 1 et À3 = -2 
d'ordre 1. 

Soit u = (x, y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E:..,, alors 

D'où 

2-Ài -2 
1 · y = 0 1 1 - Àt 

1 3 

3)('x) (0) 
-1 - À1 z 0 

-i =; i l ( : ) = ( ~ ) 
l 3 -4 z 0 

-X - 2y + 3z ( Û ) 
x-2y+z = 0 

:r. + 3y-4z 0 
-:r.-2y +3z =0 

x-2y+z =0 
x+ 3y- 4z = 0 

-x- 2y +3z = 0 
-4y+4z = 0 

y-z =0 
-x- 2y+ 3z = 0 

y =z 
ç} y= Z = X. 

E;., = {(x,y,z) / x =y= z} = {(x,x,x) / x E IR}= {a:(l,l, 1) / x E JR1. 
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Par suite E,\, = vcct.(u.i) avec u 1 = (J, 1, 1) comme base. Il est donc de dimen
sion J, 

Et soit v = (x, y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E.!\,, a/ors 

D'où 

2 ., À2 -2 
l y = 0 1 1 - À2 

1 3 
3)(:r.) (0) 

-1 - >-2 z 0 

1 -~ ~ l ( ; ) = ( ~ ) 
1 3 -2 z 0 

X -/; ~- 3z = ( ~ ) 
X+ 3y - 2z Û 

<=> ! .r-2yx+;; =~ 
.r + 3y - 2z = 0 
-2x - 2y = 0 

{c;- Z =-X 

3x +3y = 0 
<c> y = z = -x et x E Ill. -

E;,., = {(x, y, z) /y= z = -x et x E IR} = {(a:, -x, -x) / x E IR} 
= {x(l, -1, -1) / x E lll} 

Par suite E!., = ved(u1) avec v1 = (1. -1, -1) comme base. li est donc de di
mension 1 égale à l'ordre de >.2 . 

Et soit w = (x, y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E>.,, alors 

D'où 

2 - ,\3 -2 3 ) ( X ) ( Ü ) 
w E E>., çc} 1 1 - À3 1 y = 0 

l 3 -1 - ..\:i z 0 

# i -; i ) ( ~ ) = ( ~ ) 
1 3 l z 0 

{c} • 4: ~ ;~ : !z ) = ( ~ ) 
7· + 3y + z 0 

{c; l 4x _ 211 + 32 = 0 
x+3y+ z =O 

{c;- 4x - 2y + 3z = 0 
14y + z = 0 (4li - li) 

~ z = -14y , x = lly et y E IR. 

E>., = {(x, y, z) / z = -14y , x = lly et y E IR} = { ( lly, y, -14y) / y E lR} 
= {y(ll, 1, -14) / y E IR}, 
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Par suite E>., = vect(wi) avec w 1 = (11 , l , - 14) comme base . Il est donc de 
dimension 1 égale à l'ordre de ,\3_ 

A3 est alors diagonalisable et sa forme diagonale est 

D3 = ( ~ ~ ~). 
0 0 -2 

En po,,nt1' - ( : - 1 
1
!),onap_1-

1 =.2..(~~ 
-1 - 14 30 O 

Et donc 

- P°"drn>tdœ A,• ( 

1 0 0 !}on, - 1 2 0 
-2 -2 

1 2 -1 

1 - ,\ 0 0 0 

det(A4 ->J) = - 1 2 - ,\ 0 0 = (1 -À)(2->.)(-2- À)( - 1-,\). 
-2 - 2- >- 0 

l 2 -1-À 

Ainsi elle a pour valeurs propres >.1 = 1 d'ordre 1 , >.2 = 2 d 'ordre 1 , >.3 = -2 
d 'ordre let ,\4 = - 1 d'ordre 1. 
Soit u = (x, y, z, t) un vecteur propre du sous-espace propre E)..,, alors 

D'où 

1 - À1 0 
-1 2 - >-1 
-2 I 

0 0 
-1 l 
-2 

1 
0 

0 
-2 - >.1 

2 

1 1 2 -2 1 0 

- 2;:;~3z )=· (~) 
X +y+ 2z - 2t Ü 

! 
-X +y = Ü 

~ -2x+y- 3z =0 
X + y + 2z - 2t = Q 

V =x 
~ X = - 3z 

-4z - 2t = 0 
~ y= x = -:-3z et t = - 2z. 

EÀ, = {(x,y , z,t) /y = x = -3z el t = -2z}:::: {(-3z, -3z, z , -2z) / :: E Ill} 
= {z(-3,-3,l, - 2) / z E lR.) . 
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. Par suite E),,, = ved(u1) avec u1 = (- 3, -3, 1, - 2) comme base. rJ est donc de 
ëlimension 1. 

n soit u = (x, y, z, t) un vecteur propre du sous-espace propre E,.,, alors 

D'où 

1 - À2 
-1 
-2 

1 
-1 0 0 
-1 0 0 
-2 I -4 

1 2 

_JJU)·OJ 
J)(n·(n 

-2x:~-4z )-( ~) 
X +y+ 2z- 3t 0 

-x =0 
-2x+y-4z =0 

X + y + 2z - 3t = 0 
X =0 

y-4z = 0 
y+ 2z - 3t = 0 

~ x = 0 , y = 4z et t = 2z avec z E lR. 

EÀ, = {(x , y,z,t) / x= 0, y =4.z ett = 2z) = {(0,4z, z,2z) J z E lR.} 
= {z(O, 4, 1, 2) / z E lR.} 

. . . . .. . 

. . Par suite E),,
2 

= vect(u2} avec u2 = (0, 4, 1, 2) comme base. Il est donc de .di-. 
· . mension 1 égaie à l'ordre de ,\2, · · . . .· 

Et soit u = (x, y, z, t) un vecteur propre du sous-espace propre E).3 , alors 

0 0 l- ..\3 
-1 2 - >.a 0 
-2 

l 
1 -2 -À3 

1 2 
a o "o 

-1 4 0 
-2 1 0 

1 l 2 
3x 

-x+4y 
-2x+y 

x+y + 2z +t 
X =Ü 

y =0 
2z+t = 0 

* x =y= 0 et t = -2z avec z E Ill. 
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D'où 

E;,.,3 ={(x,y,z,t)/x=y=Dett=-2z} ={(0,0,z,-2z)/::Elll} 
= { z(0, 0, 1, - 2) / z E lR} 

Par suite E:.., = vect(v3 ) avec v,3 = (0, 0, 1, -2) comme base. Il est donc de 
dimension 1 égale à l'ordre de >.3 . 

Et soit u = (x, y, z, t) un vecteur propre du sous-espace propre E:..., alors 

1- À4 0 0 0) 

•EE,. .. =~ ,_,1 -,-~ _,_,: ( n~ m 

D'où 

.. =1 f -! n u ) ~ ( n 
# -~x::/~ z ) = ( ~ ) 

x+ y+ 2z 0 

{ 

X =0 
<=} y = 0 

z =O 
<=} x=y=z=0ettEJR. 

E>.• = { (x, y, z, t) / x = y= z = 0 et t €. JR} = { (0, 0, OJ) / f. E IR} 
= {t(0,0,0, 1) / t E IR} 

Par suite E;,.,. = vect(-u4 ) avec i,,4 = (o, o, o, 1) comme base. 11 est donc de di
mension 1 égale à l'ordre de >.4 • 

/14 est alors diagonalisable et sa forme diagonale est : 

0 2 0 0 

( 

1 0 0 0 J 
D4 = 0 0 - 2 0 , 

-3 

( 

-3 

En pos:mt P4 = 
1 

-2 
et donc 

Solution 5.7. 

0 0 
4 0 
1 1 
2 -2 

0 0 0 -1 

0) (-4 0 -1 1 -3 
0 ' on a P4 = 12 7 

1 12 

Soit a E IR° ec A = ( ! : : ) . On a : 

a 2 a 
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,1 
:! 
J 

1 

l r 
J 

det(A - >-!) 

-À a a 2 

~ -À Il 
a 

1 
-À 

a2 -a 

r 1 
n 

a 
(-À ~ -a 

-À 1 
a a2 

a - -À 
a 

+a2 
1 1 

-.,\ 
a2 a 

À l 2 1 À. = (->.)(..\2-1)-a(- - --)+a(2+2) 
a a a a 

(->.)(>. - I)(>. + 1) + 2(>. + 1) 

= (>. + l )(->.2 + >. + 2) 

(,\ + 1 )(>. + 1)(->. + 2). 
Ainsi eJ/e a pour valeurs propres >.1 = -1 d'ordre 2 et >.2 = 2 d'ordre 1. 

s:;: :: (,~, "rr~·:t~:e r ff j~:Tff re E,,' alocs 

# U I ":)u)~(n 
) ~ u) 

{ ~: + ay+ a
2

z =Û 
~ x.,+ ay + a2z =Ü (l; = a/2 ; 13 = a213) 

x+ay+ a.2z =0 

{c} x + ay +a2z =Ü 

<=> x = -ay- a 2 z y , z E IR. 
D'où 
E>., = {(x,y,z) / x = -ay-a2zety,z E IR} = {(-ay- a2z,y,z} / y, z E IR} 

= {11(-a, 1, 0) + z(-a2 ,0,l) / y,z E IR}. 
Par suite E:-. 1 = vect( { u 1 , 112 }) avec,,,, = (-a, 1, 0) et u2 = (-a2 , 0, 1) comme base. 
li est donc de dimension 2. 
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B ;;:x - 2y + az = 
(

-ri:+ay+a
2z) 

1 1 
-X+ - y - 2z 
a 2 a 

ce qui donne ensuite 

(,,y,,) E E,, <> { 

-2x+ay+a2 z 
1 
-x - 2y + az 

la l 
;,_2 x + ;;:Y-2z 

=Ü 

=Û 

=0 

D'où 

r -2x +ay+ a.2z 
<:=:· 

t -3ay + 3a2z 
3ay - 3a2z 

=0 
= 0 (2a.12 + 11 ) et (2a213 + li) 

=Ü 

{ X =a2 z 
{=) 

y =az 

# X""a2z, y=az elzEJR.. 

E !.0 = {(a:, Y, z) / x = a2 z , y = az et z E IR.} = { ( a 2 z, az, z) / :: E lR} 
=·' { z( c.2, c1, 1) / 2 E lR} . 

Par suite E~, = vect(vi) avec v1 = (a2, a, 1) comme base. li est donc de dimen• 
sion 1 égale à l'ordre de À2 • 

Solution 5.8. : 
1 °) x,y, B étant des nombres réels, on pose: 

{ 
x' == x cos B + y sin B 
y' = xsinB - y cosB { 

z = x+ iy 
z' =x'+iy' 

En désignant par z le conjugué de z, alors 

a = cos f:J + i sin 0 

z' = x' + iy' = (x cos0 + y sin0) + i(xsin 0 - y cosB) 
= x(cos 0 + isin 0) - iy(cosl! + i sin li) 
= (x -iy)(cos0+isin0) = az 

D'où 

z' = aZ. 
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Ainsi pour avoir le point M' d'affixe z' on applique d'abord .au point M d'affixe 
z Ùne symétrie d'axe (Ox) - ( pour avoir Je point P d'affixe z) -, ensuite on fait 
à P une rotation de centre O et d'angle 0. 

2·· .. ·". ··.)·•.·•· 5 . A _ ( cos 0 sin 0 ) QJC - sinB -cosB · 

a)Qna: 

de,t(A-:- U) = 1 c~~
6

8: 1 ~ -cos/~f I= -cos2 0+>.2 -sin0
2 

= ,\2 - 1 
.·· = (..\-1)(>-+l). 

Ainsi A a cieux valeurs propres distinctes .\1 = 1 et .>.2 = -1. Et l'on a : 

· E ( cos 8 - 1 sin O ) ( :1: ) ( 0 ) 
U ~ >-, <=:- sin 8 - cos O - 1 y = 0 

( 
(cos8- l)x + (sinll)y ) _ ( 0 ) 

(sinB)x+(-cos0-l)y - 0 

{ 
. , 0 . 8 8 

=0 -2x sin- - + 2y Sln - cos -
e2 0 2 ~ 

2,i: sin - cos - - 2y cos2 - =0 
2 2 2 

{ , , ~ , 'l =0 - _ sin 2 x sm 2 - y cos 2 
0 (! (! 

= 0 2c.os- xsin- -ycos-
2 2 2 

# xsin; - y cos; = 0 (ceci car cos; =f O 011. sin f y- 0). 

(Pour ces calculs revenir aux formules : 
o 0 . o e 

cos 0 = l - 2 sin2 

2 = 2 cos2 

2 - 1 et sin 0 = 2 sin 2 cos 2). 
D'où 

E>. 1 = { (x, y)~ xsil~; = y cos;}} 

= {u(cos 2,sin 2)/uElR. 

.. 
(C . . 0 0 O , • , ec1 car xsm 2 - ycos 2 = eqwvaut a 

0 
x cos 2 

0 =: O. Ce qui veut rlire-
Y sîn-

2 
que (x, y) et (cos ;,sin;) sont colinéaires. Donc il existe u E 1R tel que 

(x,y) = u(cos ;,sin;)). 

Par suite E:.., = uect(u1 ) avec -rq = (cos;, sin;) comme base. li est donc de 
dimension 1. 

De même on trouve que E>., = vect(u2 ) avec 1,2 = (sin~' - cos~) comme base. 
2 2 

IJ.çst donc de dimension 1. 

195 



f 

j 

b) La matrice B de fa transformation dans la base { u1, u2} formée par les veêt~~i-s 

propres est B = ( ~ -~.). C'est donc une symétrie par rapport à J·axe<Ûfrigé 
. 6 

par le vecteur 1,1 • Cet axe fait un angle 2 avec l'axe Ox. 

Solution S.9. 

( 

0 a 

Soit A= a O 
, a a 

a a 

det(A - M) 

ce qui donne 

~ : ) avec a f= 0, alors 

a 0 
-,\ a a a 

a -,\ a a 

a a 
a a. a -,\ 

3a - À a a a 
3a - À -À 

3a- À 

a 
a -,\ a (c\ = c1 + c2 + C3 + c4) 

a 
3a- ,\ a a - ,\ 

a a a 

det(A - >.J) = (3a - À) 
-À a a 

a -À a 
a a -À 

1 a 

= (3a - ..\) 
0 -À-a 
0 
0 

= (3a - ,\)(-,\ - a) 3 

= -(3a - ,\)(,\ + a) 3
. 

0 
0 

a. 
0 

-,\- a 
0 

a 
0 
0 

-À-a 

(/2 - li) 
(onfa-i/. (/3-l1)} 

(l4 - li) 

Donc A a deux v;ileurs propres >.1 = 3a d'ordre un et >-2 = -a d'ordre trois. 

s~: :: (x~, ,, ') ~r? ·:rd": ""'(-ett'~T E.,' ,,,~ 

a a a -,\1 0 
-3a a a Q. X Q· 

a - 3a a a y = 0 
a a -3a a z 0 
a • a a -3a t 0 

-3ax + ay + az + at ) 0~

0 

) 
ax- 3ay + az + at _ 

· ax + ay - 3az + at -
ax + ay + a.z - 3at. 

ensuïte . 

196 

t.i E E;_, ~ 

-3nl: + ay + az + ut 
œr - 3a;1/ + az + at 
a:r + ay - 3az + at 
ax + a.y + az - 3at 

=Ü 
=Û 
=Ü 
= o· 

D'où 

-3x +y+ z + t = 0 
X -• 3y + Z + 1. = Q 

3: + y - 3z + l = 0 
X +y+ Z- 3t = 0 

-3x +y+ z + t = 0 
4:i: - 4y = 0 
4.y - 4z = 0 
4z - 4t = 0 

,:=:, x=y=z=I .. 

(on si.mplifie par a (a cl 0)) 

E>., = {(x , y,z, t.) /y = x,z = x,t = xet :r E Ill} = {(x,l:,x,x) / x E lR.} 
= { x(l , 1, 1, 1) / x E IR} . 

Par suite E:,., = vect(ui) avec u1 = (1, 1, 1, 1) comme base. Il est donc de dimen
sion un. 

~: :':.:-~,. ,,. '·~r :rT7) rrnr E,,, ,,,~ 

a a a. a)(x) (0) a a 11 a y _ · 0 
o.aaa z ·-0 

:: : :i: :; : :! ')· = ( ~ 0) 
ax + ay + az + al 0 
a.:z: + ay + az + at 0 

-?=> a:i: + ay + az + a.t = 0 
-?=> x +y+ z + t an simplifie par· a (a f- 0) 
ç,} t=-x-y-z x,y,z EIR.. 

D'où 
Ex, {(x,y, z,t) / t = -x -y- z et. l ', Y, z E Ill} 

{(x,y, z,-1-v- z} / x,y,z E JH.} 
{ x(l, 0, 0, -1) + y(O, 1, 0, -1) + z(O, 0, 1, -1) / x, y, z E Dl} . 

P;irsuiteE,., = 11ect({v1,v2,t>3}) 
avec vi = {1 , 0,0, -1), v2 ~ (0, 1, 0, -1) et v3 = (0, 0, 1, -1) comme base . 
Il est donc de dimension trois égale à /'ordre de .\2 . 

Il en résulte que {11.1, v1,v2,va} est une base de IR.4 formée par les vecteurs 
propres de A, · 

(2) Po"' B ~ ( 

0 -1 0 
-1 0 -1 

0 -1 0 
0 0 -1 -D on a: 
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- À -1 0 0 
-1 -À - 1 0 

del(B - .XI) 
0 -1 ·-À ·- 1 
0 0 - 1 -À r _, , 

1 

l _, , -~1 (- .X) -1 - À -1 + - 1 - À 

0 - 1 -À O -1 - À 

X4 - 3J,2 + 1 = (.X2 - 1) - A' 

= p2 _). _ l )(.\2 +). - 1) 

(J. - >.i)(J. - J.2)(,\ - .Xa)(A - À4). 

Donc B a quatre valeurs propres : 

ÂJ = l + J5 À2 = ~~ . À3 = -1+ vf5 
. 2 ' 2 2 

' -1- /5 
et. À4 = 

2 

qui sont toutes d'ordre un. 

Soit u = (x , y , z, t.)_u; v~~teur 6rop~e)du(so:s)- espa(ce/)ropre EJ., alors 

-1 -À -] 0 y 0 
u E El, ç> o -] -À -1 z = 0 

0 0 -1 - À /, 0 

-x ~~; = ~ ) = ( ~ ) 

D'où 

-y- Àz - t 0 
-z - Àt 0 

y 

(>..2 - l)x + >.t 
Àx + (J.2 - 1)1. 

= -Àx 

=Ü 
=Û 

y 

-,\t 

z = -Àt 
::.: -,\1: 

= (,\2 
- l)x 
À 

= - >,,2 - 11; 

z = (,\2 -l)x. 

. À } 
x(l,-J.,(,1,,2 -1),- >,,2 _ 1) / x E lR . 

E).. = · 1(x, -J.x,(,\2 
- l)x, - ),,,2 ~ 1x) / x E IR} 

P,1.r suite EJ. ; = vect(u.) avec u; = (1, ->.,, (>-; - 1 ), - À2 >-:._ 
1

) comme base. Il est 

' donc de dimension un . 
Puisque >,,7 - l = >., pouri = 1 ou 2, alors 
u1 = (1, -Ài,À1 , -1) et uz = (1, -À2, À2 , -1). 
Et puisque .Xt - 1 = -.X. pour i = 3 ou 4, alors 
U3 = (1, -À3, -À3, 1) et 1L4 = (1, -À4, -À4, 1). 
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Solution 5.10. 

~",Ma(' ~ 
·. a4 

a~ ai a~ ) , alors 

0 0 0 
-À O O ai 

0 ->. a2 0 
0 a3 - ,\ 0 

rM(A1-M) = 
a4 0 0 -À 

= (-.X)I ~,~ -al ~ - a41-~ a~ ab 1 
J O O -À aa -À 0 

= >.2(>. - a.2aa) - a1a4(A2 - a2a3) 
= (.X2 - a1a4)(>.2 - a2a3) . 

Ma donc quatre valeurs propres réelles lorsque a1a4 ?:- O et a2as 2: o. Elles sont : 
>.1 ""Ja1a4, >-2 = -Jâiël.j, À3 = Ja2a3 et À4 ""-~-
Elles sont distinctes si et seulement si a 1 a4 =/ a.2a 3 et a1, a 2, a3, a4 non nuls . 

s:,::: (•~-•-•J ~r:;r ?] Tff Fnl E, •. ,,.~ 

-À1 :J.: + (lJ i ""0 
-À1 Y + a2z = 0 

a:ry - >. 1 .c = 0 
0.4X - À1t =0 

- >.1x+a1t == 0 
a4 x - >.1t = 0 

->.1y+a2z = 0 
03Y.- .À JZ =: 0 

-À1 x + a1t = 0 
À1 

t =-x 
a1 

y =O 
z = o. 

Ced puisque les deux premières lignes sont dépendantes et les deux demièr(i!S 
ont un déterminant non nul (donc y= z = 0). 
On obtient comme vecteurs p't-opres: 

111 = ( 1, 0, 0, ~) associé à ),,,1 = y'aia.j 

v2 = (1 , 0, 0, -'- Jai a4
) associé à .X2 = -.J<iia.l 

a1 

u = (0 1 ~. 0) associé à À3 = ~2a3 3 ' ' Ô.• , yu.:tU.;j 

u4 = (0, 1, - )a2a3
, 0) associé à À4 = -y'a2a3 

a2 
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Solution 5.11. : 

( 

in 

Soit m E Dl. On considère la matrice Am = ~ m ~ ) . 
1n 

a) On a: 

det(Àm -AJ) .,, 

1

,n-~ 

' 1 
m->. 

1 

1

2+m-.,\ 1 
2+mr>. m->. 
2+mr>. 

! 1 (c\ = ci + c2 + c3} 
m-.,\ 

m->. ~1 
m-À 

. ~ 1 (on fnît 
m-1- >. 

= (2+m-.A)(m-1->.)2. 

1; = li - li 
l~ = la -11 

A'" a donc une v.i/eur propre >. 1 = m. + 2 d'ordre un et une valeur propre 
À2 = m - 1 d'ordre deux. 

Soit u = (x, y, z)(u~n v~1~ur prop~e du sou:-)esp(a': )propr,(e i>.),, alo~s 

u. E E>., # 1 m - À1 1 y = 0 : 
l 1 m- >. 1 z 0 

D'où 

.. ( -: _; -D u ) . m 
# { 

# { 

-2x+y+z "-'Û 

:i:- 2y+z = 0 
3:+ y- 2z = 0 

-2x+y+z = 0 
-3y + 3z = O (212 + li) 

3y - 3z = 0 (213 + li) 

# x=y= z. 

EA, = {(x,x,x) / x E ID.)= fx(l, 1, l) / x E IR} 
engendré par le vecteur propre u1 = (1, 1, 1). 
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Soit u = (x, !!, z) un vecteur propre du sous-espace propre E>.,, alors 

u E E>., # ( m - Àr m - Àt m - À~ ) c~ ) = ( ~ ) 

# ( t ~ ~ ) ( ~·) = ( ~ ) 

{ 

x+y+z =0 
# x+y+z :::::0 

x+y+;;: =0 

# x+y+z=0 

ç;, z = -x - y x, y E lR. 

D'où 

E.>., = {(:i:, y, -X·- y)/ X, y E JR} = {:r,(1, 0, -1) + y(O, 1, -1) / X, y E Ill}. 

11 est de dimension deux, engendré par la fami//e des vecteurs propres 

u2 = (1, 0, -1) et 1L3 = (0, 1, -1). 

Donc Ja(~~tricg A,,0 e)st dia(g°,~a:~able et;a fom~e )diagonale est: 

Dm = 0 À2 0 = 0 m - 1 0 . 
0 0 À2 . 0 0 m - 1 

b) On sait que det(Am) = det(Dm) = (m + 2)(m - 1)2. 
Sim -:f -2 et m -:f 1 : 
Am est. inversible el, donc rnng(Am) = 3. 

Sim= -2: 

rang(Am) = rang(Dm) ~ rang ( ( ~ -~ j ) ) = 2. 

Puisque les deux dernières colonnes sont indépendantes. 

Si m = 1 : .. ( 3 O O ) 

rnng(Am) = rnng(D,,c) = rang O O O = 1, 
0 0 0 

CJr on a une seule colonne non nulle. 

Le cas où Am est inversible est mi- 1 et m # -2 et alors 

( 

m2 
- 1 1 - m 1 - m ) 

A- 1 = . 1 
1 - rn m 2 - 1 1 - m 

m. (ni+ 2)(-rn - 1)2 1 - nt 1 - rn ?n2 ..... l 

(

in+ l -1 -1 ) 

=(m.+2)\m-1) =~ 711
~~ m;~ · 
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c) Les as où Am n'est pas jnversible sont: 

- Le premier cas m = 1 : 

Notons X= ( ! ) la matrice colonne d'Ùn vecteur u dans la base 

B' = (u1; u2 , ua) formée des vecteurs propres. 
Soit fm l'endomorphisme de matrice Am dans la base canonique, alors 
u E kt;r{f'") # Dm.X= O ·.•. 

D'où 

# 0 ~ i)(D=O) 
# 0")=0) 

ker(Am) = { btt; + C'U3 / b, c E lR} = vect( { 1<2 , u.3 }) 

et 
lm(Am) = {/m(u) / u E IR.3} 

= {/~n(au1 + bll2 +eu.a)/ a ) b, c E lR} 
= {a/m(u1) + bfm(ii2 ) + cfm(il.3) / a, b, c E IR} 
= {3au1 / a E IR} · 
= vect('U1 ). 

Car u1 vecteur propre .assodé .à 3 et u 2, -u.3 ;;issociés à o: 
... Le deuxième cas m.= -2 : 

Notons X= ( ! ) fa matrice colonne d'un vecteur u dans la base 

B' = (11,1 1 u:2, 1ta) formés des vecteurs propres. 
Soit fm l'endomorphisme de matrice Am dans J.3 base canonique, alors 

~. E ker(f m) : Dif ~~ o ~ ) ( :· ) = ( ~ ) 
() Ü -3 C Ü 

~ -~b) = ( ~) 
-3c 0 

# b;:c=O 

.. X=O). 
D'où ke1·(Am) = {au1 / a ER} = 1Ject(u1) , 
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.! 
i 

· .. ... 

lm(Am) ·· = {/m(tt) / u E R 3} = {/m(au.1 + lm.2 + cua) / a, b, c E JR} 
C.t = {(Lfrn(ui) + bf-(u2) + c/m(ua) / a,b, c E IR} 
_,:·. = {-31,u,2 - 3cu3 / b, c E Dl} ;::; TJect( { u21 u3}) 
Çf!ci c.1r 1,.1 vecteur propre associé à O et u 21 1t3 associés à - 3. 

soiution 5.12. : I 

S~i5rir: ). et µ les valeurs propres de la matrice ( : !1 

) • Alo~ elles sont les 

~qnes du polynôme 

c P(x) = a..t(À:_: xi) =I "-: d-! I= x> - (<> + d)~ + (~ :_ iic) . . 

Dgnc 
· ... ~{:z:) = 3:

2 
- (a+ d)x + (ad - be)= (x - >.)(x - Jl). 

~r:,identilîcation on obtient : 

{ 
À+µ 
Àµ 

a+d 
ad- be 

Ce qui implique que 

{ 

).2 + µ.2 = (.X+ Jt)2 - 2).µ 
>.+µ = a+d 
>.µ. = ad - be . 
>..2µ-i = (ad- bc}2. 

On arrive donc aux relations suivantes : . 

{ 

À2 + JL2 = (a+ d)2 - 2(ad - be) = a 2· + d2 + 2bc . 
>..µ = ad-be 
)..211.2 = (ad - bc)2 

5.Q,it B la matrice B = ( ~; ad+ 5 2; ) 
Alors 

Q(x) ,;:: det(B - xl) =I a:l ;a: ad+ be-a: 2!: l 
· t:2 cd tP-x 

= -x3 + x 2 (a.2 + 11. +ad+ be) - x ((ad- bc}(a + cP + ad+ be))+ (ad- bc)3 . 

Or d'3près (1) on a 

a2 + rf- + ,ul + be ::: ).. 2 + µ 2 + Àµ et ad - be = À/J. 

Et alors 

Q(:r) = -xa + x2 (X2 + 1,2 + .Xµ) _ :v ((.\µ)(A2 + µ2 +Àµ))+(..\µ)~ 

== (x _ Àµ)(-x2 + (.:\2 + µ2)x _ ).2µ.2) 

= -(x - .\µ)(x - X2}(:t - µ2 ) • 

Ce qui signifie que ·les racines de Q sont donc J..µ , .l.2 et µ.2 • Elles sont alors /es . 
. :/:~f~urs propres de la matrice B . 
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Solution 5.13. 
Soit f l'ènsemble des matrices carrées rée/les d'ordre trois qui ac/mettent cC1m.n1.e 
vecteurs propres les trois vecteurs tq, u2, 1,.3 de composantes ' ·.•.:.-. · 
(1,1,1), (1,0,-1), (1,-1,0). . . . 
Et soit Pla matrice de li'assage de la base canonique à la base B' = (11.1, n2, 11.:1) 

(B · est bien une base car elle est libre). 
Alors : A E f si et seulement il existe trois valeurs propres de A : >-1, ~2 d À:i 
associées successivement à u 1 , u 2 et u3. 

Par des équivalences on écrit: 

~) + ( 6 ~ 6 )]'· p -
1 

0 0 0 À3 

À~ ~ ) p -1 + p ( ~ ~ ~ l p-1 
0 0 (J O À3 

00) (000 1 0 p -l + À:iP O O O p - l . 

0 0 0 0 1 

Oll 

B1 ( ! ~ -i ) ( ~ ~ ~ ) (-~ ( = i = ~ -; ) )' 
1 -1 0 0 0 0 -1 2 - 1 

~(! ~ ~)-
3 1 1 1 

Et de même on a : 

B~ = ! ( ~ ~ -~ ) et B3 = ~ ( -i -; -
0
i ) -

3 -1 - 1 2 3 0 0 

D'où 
[ = vect({B1,B2,B:i}). 

Puisque cette famille à trois matrices est libre donc dim(f) == 3. 
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Solution 5 .14. : 

1) a) Pour la matrice A on a : 

13 - À 
4 

-1 1 det.(A - ,\J) = -1 1 - .,\ 

2-~ 0 3 

12 - À 
2 - .,\ - (2 - ,\) 1 

- 1 l - .,\ 1 lli = 11 + l2 - 13) 
0 3 2 - >. 

(2- À)l-i 
1 

-11 1 - >. 
2- ~ 3 

(2->.H 
1 -~ I= (2- ,\)3_ = 2- À 
3 2-- ,\ 

Donc A a un e valeur propre triple À1 = 2. 

Soit u = (:c , y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E~,, alors 

·[ 3 - .-\1 4 -1 ) ( 1: ) ( 0 ) {,o, -1 1 - À1 l y - () 
0 3 2 - À1 z 0 

~ -~ - ; -; ) ( ; ) = ( ~ ) 
0 3 0 z 0 

~ i ~/-4~ ; ; : ~ 
3y ""'0 

l! - Z ~ () 

{* -x+2 = 0 
y = 0 

~• X= Z ei y= Û. 

D'où 

E>,, = {(x ,O,x) / x E IR}= {x(l,0,1) / x E IR}. 

Il est engendré par le vecteur propre u1 = (1, 0, 1 ). Puisque dim(E>., ) = 1 ,6 3 
égal à l'ordre de multiplicité de cette valeur propre, alors A n ·est pas diagona
Jisable. 
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b) Pour la matrice B on a : 

det.(B - >J) 
11 - À 

- 2 -21 
- 1 1 - À -1 1 -1 0 2-À 

1- l - À -1 - >. 
- 1 - À 1 

- 1 1- À - 1 (l;=l1 +l2+l3) 

-1 0 2- À 

(-1 - >. )1 - ~ 
1 

1 1 = 1 - >. -1 
- 1 0 2 -- À 

(- 1 - >.) (2 -- >, )(3 - >.). 

Donc Ba trois valeurs propres simples >. 1 = - 1 , >.2 = 2 et À:J = 3. Par sui te 
e/Je est diagonalisable. 

c) P o t1r la matrice Con a : 

(
3 

- >. )(2 
- >,H : 1 - ~ 1 

= (-1 ->.)(3 - >.)(2-À). 

Donc Ca trois valeurs propres simples >,1 = - 1 , >.2 = 2 et>.~ = 3 . Par suite 
elle est diagonalisable . 

2) i) B étant diagonalisable, soit u. = (x , y , z) un vecteur propre du sous-espace 

. 206 

1 
l 

·,·:: 
1 

! 
i l 
fi 

propre E>.,, alors 

D'où 

u E Ex, # 

1 
- ~l 1 - ~~ =i ) ( ; ) = ( ~ ) 

- 1 0 2 - À1 z 0 

-Î ~~ =î ) ( : ) = ( ~ ) 
-1 0 3 z 0 
2x - 2y - 2z = 0 
- x +2y- z =Ü 

- x + 3z = 0 
6z - 2y - 2z = 0 

2y - 4z = 0 
X = 3z 

# x = 3z et y = 2z. 

E>, 1 = {(3z, 2z, z) / z E Il-l} = { z(3 , 2, 1) / z E lR} . 

11 est engendré par Je vecteur propre u.1 = (3, 2, 1) . 

Et soit u = (x , y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E:,,,, alors 

D'où 

[ 

1 
- ~1 1 - ~! =i ) ( ; ) .= ( ~ ) 

-1 -~2 -2 0) 2(-7/)2 .( ~ ) 0 
-1 -1 -1 y = _ 0 . _ 
-1 0 0 z O · .. 

!
-x - 2y - 2z = 0 · 

# -x - y - z =0 
-x =Û 

-2,11- 2z = 0 
~ -y- z = 0 

X =0 
# X = 0 et y"°' - z . 

E:,, , = {(0, -z, z) / z E Ill}= {z(0, -1 ,1) / z E Il-l}. 

1,1 est engendré par Je vecteur propre u2 = (0, - 1, 1). 
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Et soit u. = (x, y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E>.,, alors 

-1 0 -1 z 0 l 
l - !~ 1 - :~ - ~ ) ( ; ) ~ ( ~ ) 

.=(~~ =î 0) 2(-t)3 = ( ~ ) 0 

* i-2~.T---2L--2: : ~ 
-x - z = 0 

-2x - 2y + 2x = 0 
* -x-2y+x = 0 

Z = -X 

Z = -X et y= 0. 

D'où 

E;.., = {(x, 0, -x) / x E JR} = {a:(1, 0, -1) / x E Ill) 

11 est engendré par le vecteur propre ·u.3 = (1, o, -1). 

( 

3 0 
En posant P = 2 -1 

1 1 

on trouve p-i = - 2 1 ( 1 
6 3 

Et alors 

~ ) la matrice de passage à la base { u1, u2 , 11:1}, 

-1 

-~ ~). 
-3 -3 

B = p (-~ ~ ~) p-1_ 

ii) C aussi étant diagonalisable, soit u = (.,:, y, z) un vecteur propre du sous
espace propre E,.,, alors 

uEE;.., * 

D'où. 

. E>., := {(x, 0, -x) / x E IR}= {x(l, 0, -1) / x E lR} 

Il est engendré par Je vectèur propre 11.1 = (1, 0, -1). 
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Et soit 11_ = (.1:, y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E:..,, alors 

D'où 
E>-, = ( (0, 11, 0) / y E IR} = {y(O, 1, 0) / y E lR} 

Il est engendré par Je vecteur propre u2 = (0, 1, D) -

Et soit 11 = (:r, y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E>-,, alors 

l
l->; ,_,: :)(:)=(1) 
-~ ~~ ~0)1(-i3)=(z~) D 

2 D -2 z 0 

-se} -y =Ü 
{ 

-2x + 2z = 0 

2x - 2z = 0 
~ Z = X et JI= IJ, 

D'où 
E~,, = {(.1:, O, x) / :1 E JR} ~-• {x(J, 0, 1) / x E ffi} 

li est engendré par Je vecteur propre 11.3 ,,_ (1, 0, 1) -

( 

1 0 
En posant P = 0 1 

-1 0 

1 (al 
on trouve p- 1 = - O 

2 1 
et a/ors 

~) la matrice de passage .à la IJ,i.se (11.1,11~.·11:i), 

0 -1) 
2 0 
0 1 

(

-1 

C=P ~ 
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Solution 5.15. : 

( 

0 1 
Soit A = 1 0 

0 0 
I ), .alors 

d,t(A-U) = ,-: -~ l-11 
= o - >-1/ -~ _J /= (1 - ,\)(,\2 

_ 1) 

= -(,\ ...: 1)2 (), + 1) 
- ,\3 + ,\2 + ). _ 1. 

Par suite le polynôme minimal de A est de fa forme : 

Si k = l , on aur.ait 

P,,.(A) = (A - l)(A + /) = A2 
- I = ( ~ ~ ~ ) f O. 

Ce qui est faux (car on doit avoir P,,.(A) = 0).° D"où 

Prn = (,\ - 1)2 (>, + 1) = -Pc Pm érant unitaire. 

Donc 
P,,.(A)=O=A3 - A2 -A +I ( ♦ ) ; 

Et par des implications on a : 

(♦) :c} --A:i+A 2 +A = I 
~ A.(-A2 +A+l)=I 
⇒ A- 1 = -A2 +A + J 

"' A-•=-u r n+o ~ n+u: n 
⇒ A-1 = ( ! ~ =t ) . 

Et l'on a aussi : 

(♦) =,:, A3 =A2 +A - I 

-=;, A
3 

= f ~ ~ ; l + ( ~ ~ ~ ) - ( ~ ~ ~ ) 
001 001 00] 
0 1 3 

⇒ A3 = l O 3 . 
0 0 1 
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E(de même on a: 

~ ~) + ( ~ 0 =~ ) 
0 1 0 0 1 

Et l'on a encore 

~ =! ) + ( ~ ~ =; ) 
0 1 0 0 1 

Solution S.16. : 

S9°it la matrice A = ( ~ =~ ) , a/ors: 

det(A - >.J) = 12 - ~ -1 ~ 11 = ,\ 2 - ,\ + 1 = Pc, 

Et d'après les implications suivantes: 

Pc(A) = A2 
- A + l = O ⇒ A2 = A-1 

on en déduit que : 

⇒ A3 = A .A2 = A.(A - J) = A2 
- A 

=> A3 = (A - /)-A= - 1 

A100 = A3 x33+1 = (A3)33~A =(-!)as.A= -1.A = - A= ( =; i )-. 
Solution S.17. : 

Soit A= ( ~ -! ) , la matrice de l'endomorphisme ·u dans la base canonique . 

a) Par des équivalences on .a : 

. 14 -). . -.11 . >. est valeur propre de u ,ça} det(A - M) = 
2 

· l -X '7. O .. 

<=} >.2 
- 5). + 6 = 0 

ç} ,\ = 2 o·u ,\ = 3. 

.• . Q.o,nc u a deux valeurs propres ,\1 = 2 et >..2 = 3. .. .. ..... : ::~;-~-
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.Soit ( ; ) les coordonnées d'un v~cteur propre associé à. ,\ 1 , alors 

(LP=(;)-m 
# { 2x-y = 0 
{::} y=2x. 

D'oil 

E:,. 1 = {(x,2x) / x E lR.} = {x(l,2) / x E JR}. 

11 a pour base { v1} = {(1, 2)}. 

Soit ( ; ·) les coordonnées d'un vecteur propre associé à >.2 , alors 

{:::} y=x. · 

D'où 

E:,., = {(:r, x) / x E Ill} = {x(l, 1) / x E lR}. 

Il a pour base {v,.} = {(l, l)}. 

b) D'après ce qui précède A est diagonalisable et l'on a: · A= PDP- 1• 

Où D = · ( ~ ~ ) et P = ( ! ~ ) fa matrice de passage à la base 

{v1, v2}• 

Puisqu_e p-1 = ( -; -~ ) alors 

C Dn _ •( 2" 0 ) 'J , . omme , - 0 ~" , 1 s en s.u1t que 

An = ( 1 .1 ) ( 2n O ) ( -1 
2 1 0 311 2 

1 ) ( 2.3n - 2" 
-1 = 2_3ti - 211+1 Y11.El!\J. 

Solution 5.18. : 

1 °)·Pour déterminer/es valeurs propres de A = ( -i -i } ) on a : 
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det(A - ,\!) 

1

-1-À ---'1-,\! , } 
(5 - >.) 3 5 _). (ll =li~ l2 

{5- >.)(-1->.H 5-11 
(5 - >.)(-1 - À)(2 - ,\). 

· ··A a donc trois valeurs propres .simples >.1 = -1 , À2 = 2 et Às = 5 . .Par suite elle 
est dfagonalisable. 
Soit u. = (z, y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E>.1 , alors 

( 

~4 - .,\1 -6 Ü .) ( X ) ( Q ) 
u E E>. 1 {:} 3 5 - À1 0 y = 0 

ç> -; -i ~ ) 6( :-) : ( ~ )z 0 
3 6 6 · z 0 

{ 

-3:r- 6y = 0 
ç:. 3x +6y = 0 

3x +6y+Gz = 0 

~ { X = -2y 
3z =0 

~ X= -211 et Z = 0. 

D'où 
E>., = {(-2y,y,0) / y E IR}= {y(-2,1,0) / y E Ill}. 

1J est engendré par Je vecteur propre u1 = (-2, 1,0). 

Soit u = (x, y,z) un vecteur propre du sous-espace propre E>..,, alors 
,. 

# 1-4 -À; 5 - ~: ~ ) ( : ) = ( ~ ) 
3 6 · 5- À2 z 0 

<=} -~ -~ ~ ) (· : ) = ( ~ ) 
3 6 3 z . 0 

# ! -~:~~~ : ~ 
3x+ 6y +3z =0 

# y =-X 

-3x +3z = 0 · 

Ç> y = -X et Z = X. 
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D'où 
E>,, = {(x, -:r, x) / x E lR} = {x(l, -1.1) / x E lR}. 

li est engendré par le vecteur propre u2 = ( 1, -1, 1). 

Soit u = (x, y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E;,,,, alors 

D'où 

( -4 - À~ 5 - ~~ 5 - ,\~ ) ( ~ ) = ( ~ ) 

( -~ -~ ~ ) ( I ) = ( ~ ) 
{ 

-9x- 6y = 0 
{=;, 3x =0 

3x +Gy = 0 
{=;, x = ·y = Û el z E JR. 

E>., = {(O, O. z) / z E lR} = {z(O. 0, l) / z E IR.}. 

1J est engendré par Je vecteur propre u.3 = (0, 0, 1). 

En posant 

P=(-; -~ ~) 
0 I 1 

la matrice de passage à la base (u1,ti.2 ,u3 ), on trouve 

(

-1 -1 0 ) 
p-l= -1 -2 0 

1 2 1 

et alors 

A=P(-~ ~ ~-)p-1
_ 

0 0 5 

2") Pour calculer les coefficients de An en fonction den on a : 

D'où 

A" = (P.op-lr 
pnnp-1 

( -: -: : ) ( Hli 
2.(-lt - r+l 
(-l)n+l +211+) 

2.5" - 2n+J 

q1.1Î est équivalent à 
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u., = 3 5 ~ - Vn-1 • 

lin 3 Û il Wn-1 
( 

u,, ) ( -4 -6 Û ) ( 1111-I ) 

Si l'on note X,,= ( :; ) , alors cette relation s'écrit Xn = i!..Xn-1-
- Wti-

f'af récurrence on obtient: 

P'où 

X,,= A.X,._ 1 = A.(A.X,,_2) = ··· = A".Xo. 

( 
u,,) ( 2.(-lt-2" 

X,,= Vn = (-1)11+] +2" 
W,i 5n ..... 211 

2.(~lt - zn+l 
(-l)n+l + zn+l 

2.5" - 2n+l 

Ü)('UQ) 0 ·vo 
5" wo 

Ce qui équivaut à 

= (2.(-1)" - 2")uo + (2.(-lt -2M
1)vo 

= ((-l)n+l +2")uo+((-l)n+i+zn+l)vo 
(5" - 2")u.0 + (2.5" - 2"+l)vo + 5"wo 

Solution 5.19. : 
Soit M

0 
de coordonnées (x 0 , y

0
) et par récurrence les points Mn de coordonnées 

(:r,,,y,,) définies par: 

{ 

Xn+I = 85xn - ll2y1L 
Yn+l = GOxn - 79y .. 

a) les coordonnées du vecteur M0 Mi sont 

( 

XJ - X 0 ) ( (85x 0 - 112y0 ) - X 0 ) _ ( 84:ro - 112y., ) 
Yi - y,, == (60x

0 
- 79y0 ) - y 0 - 6()2:0 - 80-y., . 

1 

, -Et les coordonnees du vecteur M1A-f2 sont 

D'où le résultat: 

suite on a: 
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- Si Mo = Ali on a les équivalences 

Donc si M0 est sur la drioite D d'équation 3x - 4y = 0, alors 

ce qui implique que 

et donc 

Et par récurrence 
Mn= Mn-1 = .. · = M1 = Mo. 

Par suite les points .M" sont confondus. 

- Si M0 n'est pas sur la droite D d'équation 3x - 4y = 0, alors la relation 

implique 

Et par récurrence 
Mn-lMn := 5n-l Jl10 A/i. 

Donc les points M" sont tous sur la droite dirigée par M0 M1 et passant par le 
point Mo. 

b) . / . A ( 85 -112 ) Soit a matrice = 60 _ 
79 

; ra/culons les valeurs propres de A. On 
él; . 

1

85->, -1121 det.(A - M) = GO _ 79 _ ,.\ = 0 <=:- >.2 
- 6>. + 5 = (À - 1)(>. - 5) = O. 

A .a donc deux valeurs propres simples >. 1 = 1 et ,.\2 = 5. 
Soit (:z:, y) un vecteur propre associé à ,\1 = 1, a/ors 

( 85- Àt -112 ) ( X)= ( Ü ) ç,} ( 84. -112 ) ( X ) = ( (J ) 
60 -79 - >.1 y O 60 -80 y 0 

l l 
,;cl' 3x-4y=0 ((l~=.2. etl;,;,c2)). 

24 20 

On prend comme vecteur propre associé à 1 le vecteur u1 = l4, 3) . 
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Et soit (.o:, y) 11n vecteur propre associé à >.2 = 5, alors 

( 
85 - ,\ 1 -112 ) ( :i: ) "" ( 0 ) 

60 -79 - Àt y 0 

On prend comme vecteur propre associé à 5 le vecteur ·u2 = (7, 5). 
La matrice de passage à la base (u1,u2) et son inverse sont alors 

On obtient A= PDP- 1 avec D = ( t ~ ) • 
Notons ( 1

';' ) /es coordonnées du point M,, dans la nouvel.le base (-u.1 , ·cd. Les 
Y-n 

relations 

s'écrivent 

Ce qui donne 

Et dom: 

{ 
Xn+l 

Yn+l 

= 85xn - l 12y,, 
60x., - 79yn. 

( 
Xn+ l ) = A ( Xn ) = p D p · 1 ( ~n ) . 
Yn +l Yn .ln 

[p-1 ( :::: ) ] = D. (p- 1 
( '~ : ) ] . 

On voit que dans ce,te nouvelle base les points M,. ont la mémc ab.\cissc 
'"' = x' . Ainsi on a : 
~ic/ ="o = 1( (1\f , sur Ja droite d'équation 3x - 4.y = O ), alors Jl.f,, = · ·; J\i., et. 
le~ 'i1oints Â1: so~t confondus. 

Et si •ci' ,le 0, alors M,. a pour coordonnees r.n , . , ( xô ) 
, o, ~ % 

Les points Mn vont être sur la droite passant par Mc dirigé par~-

Solution 5.20. : 

1°) Pour déterminer /es valeur:; propres de A= 
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2 -1 

- 2 2 

-1 \ 
-2 } on a : 
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det(A - >.1) 

= 

1
3-; -1--~ =~1 

-2 2 4 - À 

I
I->. 
1 - ). 

0 

(1-ÀH 
-2 

1 - ,\ -1 (1 - ).H 
2 

-l 1 
4 - ). 

(l ->-)1 1-À -11 
2 ,1 - >. 

(J - >.)(>.2 - 5À + 6) 
(1 - >.)(>. - 2)(>. - 3). 

(12 = li - li) 

A .;i donc trois v.;ileurs propres simples i 1 = 1 , >.2 = 2 et >.3 = 3. Par suite elle 
est diagonalisable. 
Soit 11 = (x, y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E,.,, alors : 

D'où 

3 - À1 -2 
2 -1 - À1 

- 2 2 
=~ ) ( : ) = ( ~) 

4 - À1 z 0 

~ =; =~ ) ( ; ) = ( ~ ) 
-2 2 3 z 0 

2x- 2y- z = 0 
2x - 2y - 22 = 0 

- 2x + 2y + 3z = 0 

1=} { X = y 
z =0 (l2 +l3) 

~ X= y et Z = Ü. · 

E>., = {(x ,x, O) / x E IR}= {x( l, 1,0) / x E JR} . 

ll est engendré par le vecteur propre v.1 = (1, 1, O). 
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Et s9it .,,_ = (:i:, u,z) un vecteur propre du sous-espace propre EÀ,, alors 

3 - À2 -2 
2 -1 - >.2 

-2 2 

-1 ) ( :r) ( 0) -? V = 0 
4 - .x: ~ 0 

1 -2 -l) ( X ) ( 0) 2 - 3 · -2 y = 0 
-2 2 2 z 0 

J:'. - 2y- z = 0 
2x - 311 - 2z = 0 

-2x +2y+ 2z = 0 
x- z = 

ç;. y=Oetz=x 

D'où 

E>., = {(.1:, 0,x) / y E IR}= {x(l,0, 1) / x E ffi.} . 

Il ·est engendré par Je vecteur propre u2 = (1, 0, l). 

Et soit u = (x, y, z) un vecteur propre du sous-espace propre E>.,, alors 

D'où 

3 --~~ -1-:! =~) ( : ) = ( ~) 
-2 2 ,1- À3 .: 0 

0 -2 -1 ) ( X ) ( Û ) 2 -4 -2 y = 0 
-2 2 l z . 0 

-2y- z = 0 
2x -4y- 2z = 0 
-2x +2y+z = 0 

{ 
-2y- z = 0 

ç> X = Û (li+ 2/3) 
~ X= Û et Z = -2y. 

E:>., = { (0, !/, -2y)/ y E JR} = {y(O, 1, -2) / y E ffi.}. 

JI est engendré par le vecteur propre u.3 '"" (0, 1, -2). 

[n posant P = ( Î ~ 
0 1 

~ ) la matrice de passage à la base (ti.1. u.2, na) , 
-2 

on trouve p - 1 = ( - ~ _; - ~ ) et alors 
-1 -1 

A = p ( i ~ ~ ) p-1. 
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2°) Pour calculer les coefficients de A" en fonction de n on a : 

D'où 

A" = . (PDP- 1)" = PD"p- 1 

= ( ! ~ ~ ) ( 1~ 2~ 
0 1 -2 0 0 

( 

-1+2"+1 
A"= -1 +3" 

2"+1 - 2.3" 

2 - 211+1 
2-3" 

-2n+I +2.3" 

2 1 ) -2 -1 . 
- 1 -cl 

1- 2n) 
1 - 3" . 

-2" + 2.311 

Solution 5.21. 

Soientlesdeuxmatrices: A= ( ! -! ~) cl: B= ( ~ - ~ ! ) . 
3 -1 1 o 3 a 

Soit la matrice colonne X = ( l ) f ( ~ ) et>. E JR, on a par des équivaletJc:es : 

A.X = >.B .X # a·+: : ~ ) = ,\ ( 
0°t-2i; ! ~ ) 

3a- b+ c 3/J 
a - /1 >.(a+ 21, + c) 

{=> a+b+c À(a.-b+c) 
3a- b+ c >.(3b) 
(À - l}a + (2>. + I)b + .Àc 0 

* (>.-l)a+(-,\-l)b+(À-l)c 0 
3a+(-3>.-l)b+c O. 

Ce système admet une solution autre que (0, o, 0) si etseulemellt si son déterminant 
t:,. est nul. Puisqu'on a 

1 À -1 
2>. + 1 

À-i 1 
b,, = À-1 -..\ - 1 

3 - 3À-1 

1 À - 1 
2À + 1 ~ 1 (c~ = c:i - ci) À - 1 -.À - 1 

3 -3..\ -1 -2 

1 .À - 1 
2..\ + l ~I .À-1 - À - 1 (l1 = '3 + 2/i) .· 

2..\ + 1 À+ 1 

= 1 À-1 
2À + 1 

-.À - 1 1 
..\+ l 

1 À - 1 (..\ + I} 2À + l -! 1 

= (..\ + 1)(3>.), 
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alors 
1:, = a <cc> >. = o 0 11. >- = - 1. 

- Pour>.= O on trouve Je système : 

{ 

-a + b . = O 
-a - b-c = 0 

3a- b+ c = a 

qui est équivalent à 

{ 

b "" a 

c'est-à-dire 

D'où 

--2a - C = 0 
2a+ C = 0 

{ b = 
C = 

a 
- 2a. 

X= ( : ) 
-2a 

avec a quelconque dans Ill. 

- Pour>. = - l on trouve Je système: 

{ 

-2a - b - c 0 
-2a-2c = 0 
3a.+ 2b+ c 0 

qui est équivalent à 
{ -a-b = 0 

:= -a C 

2a+ 2b 0 

c·est-à-dire 
{ b = -a 

-a. 

D'où 

X= ( =: ) a-rJec a quelconqu(' dan.s IR . 

.. 
Solution S.22. : 

1 
. 1 .,:i 

1
-c · 

s;;;t P(X) = (X3 + a2x2 +ni.X+ a,.) E ~[X] et soit J'endomorp 11sme ce•·· c e11111 
par 

(1) 11p(e2) = e3 
{ 

uv(e1) = e2 

· u
1
,(e3) = -((t0e1 + a1e2 + a2e3), 

où (e1 ,e2 ,e~1) est la base c:3nonique de~3
-

J) Le polynôme car;actéristique P, de u.p est donné par : 

Pc(a:) = det(A - xl) , 
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est la matrice de 11p. D'où 

On en déduit que 
Pr,= -P. 

2) On a d':après le théorème de Hamilton- Cayley 

Pc( ·11r• ) =0, 

et donc 

P(up) = - Pc(u p) = O. 

3)5oitS E Q: telque S = b0 +/11x + l'2:~2 et S(,,p)=O, 
donc bJd + b111 p + b2u7, = O. Ce qui implique que 

c'est-2-dire 

1,aCJ + b1 e2 + b:)c3 = O. 

Puisque la famille {e1,c2,c3} est libre on obtient alors 

Par suite 
S =0. 

4) Soit Q E ~!X] te/ que Q(t,p) = n. 
En faisant fa division euclidienne de Q par P on obtient: 

3JJ , /{ E '1:[X] : Q = HP+ ·g avec d"(l{) < ,r'( P) = '.l. 

Ce qui entraîne que 

{Q - JI P)(up ) = [((1<p) = Q (up) - /l(up )P(11.p ) = O. 

Ced carQ(up) = 0 et P{·up) = O (voir(2)). 
On a donc K (r,.p) = li et d"(/i') < :1 ce qui implique d'après (3) que F< est nul. 
Par suite Q = lJ P. Q est a/ors un multiple de P. 

~oJutio!L 5.23. : 
Soit 11 l'enc/omorphisme de !ll4 défini par: 

= e1 + e3 + c4 

= -e1 - e3 - e,1 

= 2e., + e2 + e:i + e.4 

= - 2e1 - c2. 
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1) L..i matrice de 11 par rapport à /a base canonique de lH.4 
est 

( 

1 -1 2 

A = 0 O 1 
1 -1 l 
1 -1 1 

-2) - 1 
() . 
0 

Le polynôme caractéristique Pc(.10) de u est : 

Pc(:,:) = dU (A - û) = 

= 

1-:i.'. -1 2 - 2 
() -:i; 

1 -) 
1 - 1 

- ] 
(l 

- :r 

1 - :1: -1 2 --2 
0 - :r l - 1 
l - 1 1 -:r: () 

0 0 X -.t: 

1- ~, -1 2 -2 
0 -J; -1 

X 
l - 1 1 - ,r 0 
0 0 1 - 1 

I-x -1 0 -2 
0 -x 0 -1 

:1: 
1 -l 1- x 0 
0 0 0 -] 

1

1-l: - 1 QI 
(-x) 0 - :r 0 

l - 1 1-,r 

,11-1: -11 
(-x)(l - x1 0 - x 

= (-1,)(1- x)i ~ =!; 1 

= (-'.L');(l - x)2. · 

(01~, /nit. sort.i ,· :r.} 
1 

< 1 ""' C3+C4 
( r-:1. on de.veloJtf)C .~·11 i ·,,r,.11./ l,1 

Ainsi ,\ 1 = O et ,\2 = l sont deux racines doubles de P~(,~,).= O. · 

Solution 5.24. : 
5-~iè;:;tE un Ill-espace vectoriel de dimension 11 , ·. n E JN· et -J È C,(D) 

vérifiant J2 + 3}' + ,1f = O. 

a) Supposons que J admet une valeur propre >. E 1R.. Alors 

3v E E : v i,, OE et J(v) ::.c >.v, 

ce qui implique que 

) J~+3f+4l)(v) = f(f(v)}+3J(t• )+ 4J (v) = J(..\v)+3.>.t1+4t: = OE (c,.,- /1.+3f-Hl = 0). 
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t 

Ensuite 

>.f(v) + 3,\v + 4v = -\2v + 3,\v + 4v = Oe. 

Donc 

'Comme v cf OE on obtient 

),2 +3>.+4= o. 

Or Je polynôme x 2+3x+4 n'a pas de racine dans IR. On conclut que J n'admet 
pas de valeur propre dans IR. • 

b) Soit A = (a;j);j la matrice de f dans une base donnée . Alors P. Je 
polynôme caractéristique de f est donné par : c 

P1(x) = det(A - xi) = 

La plus grande puissance de x est obtenue lorsqu'on fait /e produit 
(a11 - x)(a22 - x) ···(an,, - x). 
Et dans ce produit fa plus grande puissance de x est (-:r)". Ainsi /e degré rie P,, 
est n. 

c) Suf?posons que n est impair. D'après Je théorème des valeurs intermédiaires 
et puisque /a limite à l'infini de Pc(x) est d'un côté négative et de f·autre positive 
a/ors 1/ existerait À E 1R te/ que P,,(.X) = O. Par conséquence f admettrait >,' 
co'!1me valeur propre. Ceci est absurde avec ce qu'on trouvé en (a). Donc n est 
~~ . 

Solution 5.25. ~ 

Si u e~t un_ endomorphisme diagonalisable de H{n n'ayant qu'une valeur propre 
a/ors !l existe une base (e1, e2, · · · , e,,) de Il{" formés par des vecteurs propres 
associés tous à À. 

SEoit x
1 

E JJ(n, alors il existe a1, . . . , a,. E Il( tels que x = a1 e1 + ... + a,, c,. . 
n ca culant u(x) on obtient: 

u(x) 

D'où Je résultat 

u(a1e1 + · · · + anen) = a 1u(ei) + • • • + a,.u(e,.) 
a1Àe1 + · · • + a,,Àe,.. 
À(a1e1 + · · · + a,,e,,) 
ÀX 

Vx E Il(n u(x) = ,,\x. 

Par suite u est bien une homothétie. 

Solution 5.Z6. : 
Un projecteur p de JKn = E vérifie pop= p. 
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a) Si .X est une valeur propre de p alors 

. :lv E IK" v cf ÜE / p(v) = >.v. 

Ce qui implique que 

C'est-à-dire 

Donc 

·- .. Et alors 

3vE lK" v/OE / p(p(v))=p(Àv), 

{ 
(pop)(v)=Àp(v) =>.2v 

3v E JI('' v ~ OE / ' = p(v) = >.v 

3vElI(" v;oéOE / (»2 -.X)v = ÙE, 

Comme v -fc OE, on obtient : 

>,2 - >, = >, (>. - 1) = O. 

On conclut que /es valeurs propres possibles d'un projecteur p sont O ou 1. 

b) On sait que E = IK" = Jm(p) $ K e1·(p) lorsque p est un projecteur. 
Donc dim( lK") = 11 = dim(Jm(p)) + dim(l( er(p)) = k + h (h = n - 1:). 
- Si dim(Jm (v) ) = k = O , alors l(ei·(p) = E. Donc pour tout x E Eon a 

p(3;) = o. 
Par suite p est l'endomorphisme nui et sa matrice est nulle. 
/J est diagonalisable avec comme valeur propre la valeur zéro . 

- Si dim(I< er(p)) = h = O , a.lors fm.(p) = E. Donc pour tout :i: E Fil existe 
yEE celque x=p(y). 
Puisque pop= p , alors 

p(x) = p(p(y) ) = (pop)(y) = p(y) = 3;, 

D'où Je résult;it 
Vx E E p(x) = x. 

Par suite p est l'endomorphisme identité et sa matrice est la matrice ic/('ntiré 
Il est diagonalisable avec comme valeur propre la valeur un. 

- Si k f O eth f O alors Ker(p)-:/- {OE} et donc il existe des vecteurs propres 
non nuls associés à la valeur propre zéro. 
Et l'on a aussi Im(p) -fc {OE}. Donc il existe des vecteurs propres non nuls as
sociés à la valeur propre un (car Vx E Jm(p) p(x) = x (voir Je cas précédent)). 
En fait on a lm(p) = E1 le sous-espace propre associé à un et ]( e1·(p) ~ Eo 
/·espace propre associé à zéro. 
Puisque leur somme est directe et est égale à E alors p est diagonalisable. La 
matrice diagonale de p va contenir k fois un eth fois zéro sur la diagonale . 
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2-X 
l 1 

-J 1 
2 - X 

l j 
- '> 1 l - )( . 

Pc = (2 - X)(l - X)2 

Ainsi /·endomorphisme j possède deux valeurs propres ,\ 1 = 1 qui est double et 
A2 = 2 qui est simple. 

Un vecte(ur }x). y, z)(ap!:rtient ~ l.):er((f ~ .\)1 ltl )(si r)seulem_ent si 

(A - h) y = 1 I -1 y = o 
.z - 1 1 1 z 0 

{ 

-.r +y+:: = 0 
ce qui équivaut au système :r + y - z = O 

- x + )/ + z = () 
qui .;i pour solutions y = O et::= .1: (faire fa somme de deux lignes (1) et (2)). 
P.;ir suite le sous-espace propre assodé à ,\1 est 
E! = { (.1:, 0, :c) / 1: E ]'1.) qui est de dimension un et est engendré par 
Je vecteur propre v1 = (1 , 0, l ). 

Comme fa dimension de E1 est différente de l'ordre de multiplicité de .\ 1, J n'est 
pas dfagona/isable . 

2) Posons v-2 = (x, y, z). L'égalité f(v2 ) = v 1 + 112 équivaut à 

;~ = :~;{(112);:=)J~2)(-~·r =r·::u1)'.s à(:) = ( ~) 
z -l 1 1 z 1 

{ 

-2: + y+z -1 
ce qui équivaut au système :i: + y - z : O 

-:r + y+ z = 1 

qui a pour solutions { z = t + x 
y = 2 

On choisit donc le vecteur t•2 = (0, ½,½)(pour x = 0) . ;~ ~:~:rn ": rr i ,, :rrarn T ,é,oud ,, ''"'"" 

{ 

-2:t +y+ z = 0 
ce qui équivaut au système x - :: = O 

-i· +y = Ü 

qui a pour solution { ; : : 

Le sous-espace propre associé à .\2 = 2 .a pour base Je vecteur v~ = (l. L 1). 
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:. : 11 0 1 1 
Ensuite on a rle/.(111, v2 , va)= 0 ½ 1 = -½-/-O . 

. ·· ·· 1 ~ ] 
- J 

Ce ql.!i assure que C = ('1! 1 , 1i:i , 1,3 ) est une base de lR • 
; { /(v1) VJ 

4) O·n•·.• 3 cJ·après ce qui précède /(v2) = V1 + V2 

. /(va) = 2va 
par~µite fa matrice M' de J dans la base C est 

( i O ~) 

qui est triangulaire . ce qui assure que J est un endomorphisme trigonalisable . 

Solution 5.28. : 
1) Le polynôme caractéristique de Ai est 

1 -X -l 1 · 

l " - 2 = - x:1 + x 2 
- x + 1 . Pc(X) = dct:(M - X h)·= 1 4 - ,, 

2 6 -:i- X 

Ce qui donne P.,(X) = X 2 (- X +1) +(-X+ 1) = (_l - X)_(X
2 + 1) . , . 

Pe est de degré trois, mais a une seule racine ree//e s11nple. Donc f n est ni 

diagona/is.a/J/e , ni crigonalisable. ~ . 

:~::,;,: ((uI2f a)_r)une base de n:t dans laquelle /a matnce de f 

· 0 1 0 

{ 

/(111) =u1 \ 
on :wra1t alors f(v2) = 11·1 

1 

J (u3) = -112 . , 
Avec 111 = (,r, y , z), la première ligne signifie que 1i 1 est un vecteur propre associe 

::•,:':::::,'; ( =t ! =:) ( ~ ) ~ (:) 
{ 

- ;i:+ y - z =0 
puis au système · a;+ 3y - 2z,. = 0 

2:i: + 6y - ,.lz = 0 

Qui a pour solutions z = 1v { 
:,; = -}y 

y E m. quelconque 
Pour 11 = 3 on prend /e vecteur u1 = (- 1, 3, 4) . · · 
Pour trouver u2 et"~ tels que /('112) = 1i3 et /(11:1 ) = -u2 on remarque que · 
J(/(112)) = f(v.3}:= -v.2 et donc (!2 + Jd}(tt2) = O. 

Posons 1,
2(= ;3:)·,11,z)(eto'é~ton~ l)'éq(ua:io)n ( 0 ) 

(A2 

+ h) ~ = ~ ~ =~ ~ = ~ . 
dont les solut'ions sont de fa forme (x, y. 2y) x, Y E lR. 
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l 
1 

1 

On choisit v2 = (1, 0, 0) = e.1 (x = 1 et y= 0). 
Et l'on a v3 = /(112) = f(ei) = (O; 1, 2). 

:: ::i:/:;: ~~~~~: : 3(::u;~u: :::~minant D = 1-1 ~ ~ 1 = -2 qui est non 
,1 0 2 

11u/. Ce qui assure que C est une base de IR3, dans laquelle la matrice de f est 

J.1' = ( ~ . ~ - ~ ) . 
0 1 0 

Solution 5.29. 
Le polynôme caractéristique de M est 

P,(X)=det(M-XJ3 )=1-~ 4-; =~1=-X3 +X2 -X+l 
2 G -3- X 

Ce qui donne 
Pc(X) = X 2(-X + 1) +(-X+ 1) = (1 - X)(X 2 + 1) = -(X - l)(X - i)(X + i). 
Pc est de degré trois. Il a trois racines complexes simples. 
Par suite ]·endomorphisme g (ou encore la matriœM) est diagonalisable (sur 
C.). 
Soit11= (.i:,y,z) EIV3

: ;~,~ ::) rn :rrrr )' ( ~ Y~lff"' ,, 
{ 

-x+ y- z = 0 
ce qui donne le système x + 3y - 2z = O 

. . · .. . · { 2x +
1 
6y - 4z = 0 

Quia pou/solutions . ; : it 
y E IR quelconque 

Pour y= 3 on prend Je vecteur u 1 = (-1, 3, 4). 

Ensuita: u(e~t)un ve(ct~[ prop;e ass~~é)à >.(2 : i)· si et(s~ul)ement si 

(M - ~J3) y = 1 4 - i -2 y = o 
z 2 6 -3 - 1 z 0 

{ 

-ix +y- z = 0 
ce qui donne Je système x + (4 - i)y - 2z "" o 

2x + 6y - (3 + i)z = 0 

Qui a pour solutions z = 2y 
, { X = iy 

y E IR qv.elconque 
PDury = 1 on prend Je vecteuru2 = (i,1,2) . 

Ensuite.: u(. ~~t)un ve(ct~ur praire as~t'e)' à(,\: =)-i s1(· e~ s)eulement si 

(M + ila) y = 1 4 + i -2 y = 0 
z 2 6 -3 + i z 0 

228 

{ 

ix+y -z =0 
cë qui donne Je système x + (4 + i)y - 2z = 0 

2,: + 6y+ (-3+ i)z = Ü 

Qui a pour solutions { : : :;~Y 
y E lR. quelconque 

Pour y= I on prend le vecteur u3 = (-i, 1, 2) • . . 
1 on a donc g(11.i) = 111 , g(1,.2) = iu2 et g(u3) = -yu.3 et /a matrice M de g dans la 

base C = (11,1, t1-2, 11.3) est 

M' = 
( 

1 0 
0 i 
0 0 

~). 
-i 

3) Si on considère la matrice M = ( ~ ! =; ) comme élément de .Ms(IR) 
2 6 -3 _ , . 

et on veut Ja diagonaliser ( sur m.), elle n'est pas diagonalisable (voJr 1 exercice 
précédent). 

Tandis que si on considère fa matrice M = ( ~ ! =; ) comm e élément de 
2 6 -3 

M 3 (1t) efle devient diagonafis;able et s 'écrit 
M = Plvl'P-1, , . 
avec p la matrice de passage de /a base C'lnonique à la base C et /11 la matnce 
diagonale ci-dessus. 
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5 .4 Des exercices supplémentaires 

J:iercice 5.30. : 
Sur l'espace E des applications indéfiniment dérivables sur ln .. 
On définit J'appliC3tion linéaire: 

ip:F--+ 
f -; 

F 
<p(f)=J'. 

Déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs proJJres. 

Exercice 5.31. : 
Sur l'espace E = ID.[X] 011 considère l'application ,/1 de E dénnie par 
,J,: P--+ P+XP'. 
Vérifier que 4, est linéaire et déterminer ses valeurs propres et les sous-esp;;lèes 
propres qui leurs sont associés. 

Exercice 5.32. : 
Sur l'espace F(IR) des applications de m. clans IR., on définit /'application <f., par: 
<fi(!) = g avec g(:r) = f(x + l) 'h Em.. 
1) Donner <J,(f;) dans les cas suivants: 
f1(l:) = :c2 , h(:r) = sin(r.1:) eth(~·)= cos(2lix). 
2) Vérifier que</, est linéaire. 
3) /vfontrer que>.""' 1 est une valeur propre et déterminer le sous-esp3ce proprf; 
qui lui est associé. 

Exercice S.33. : 

On considère la matrice suivante M = ( ~ - ~ ~ ) comme élément de /vfa(IR). 
0 0 1 .· 

1) Déterminer ses valeurs propres (dans IR) et vérifier si elle est diagonalisable. 
2) Trouver Jes polynômes caractéristique et minimal de 111. 

,;!!;rel~ 5.34. : 
Dans c/Jacun des cas suivants, donner les valeurs propres, les sous-espaces 
propres et étudier la diagonalisation des matrices réelles suivantes : 

Exercice 5.35 . .-
Refaire l'exercice précédent en considérant les matrices A. B, C et D comme 
étant des matrices complexes (des éléments de JV/2 (~;)). 

Exercice 5.36. : 

On considère la matrice suivante J,..f = ( I -i ~ ) comme élément de .Ma(G-;). 

Déterminer ses valeurs propres (clans([:) et vérifier si eJJe est cliagonalisab:e. 
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Exercice 5.37. : 

Pour<• E lR on considère la matrice M,. = ( 

6 20) ' 
. 2 ~ o élément de 

(ll - Îa Cl - 1 Cl 

,'.-iJ(lH.). . / d p ur lesquelles la matrice Z...f. a une valeur propre 
1) Oéternuner les va eurs e'" 0 

double. . 1. bl ? 

2) l,.;.i matrice M. est-elle d1~gona ,sa "e • . r 

3) f'qura = 2, ca/culçffa puissance M2 pourn E 1r-:. 

Exefdce s._3a. : . 1 Ed d·mension ,1 surc:e et f l'endomorphisme 
Oti considere un espace vector1e e J 

de E clorit la matrice dans une base de E est 

M = ( l =t j -~3 ) 

-? 4 -2 

I) Déterminer les valeurs propres de lvl et Jes sous-espaces propres. de M. 

2) Diagonaliser ensuite la matrice M. 

Exercice 5.39. : h. d lR~ dont /a matrice clans Ja base canonique 
Soit J un enc/omorp ,sme e 
B =' (e. 1 .e2 .cJ,e4 ) delfl'

1 est 

( - 4 
l 0 

-2 - 1 0 

A= -2; G 3 
1 0 

l) . 
-1 

J)J est-eJJe diagonalisable? . . 
· · , - le polynôme mrn1maJe de f. . 
2) Determiner . _ ) d ]Rd dans laquelle la matrice de J est 
3) Trouver une base C""' (vi, v2, t13, .,~ e 

1 ( ~ -~ ~ ~) A ::; o o -2 1 . 

O O O -2 
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5. 5 Indications sur les exercices supplémentaires 

Solution 5.30. : 
Considérer>. E lR et chercher les app/ic.ations indéfiniment dérivables sur 1H 
telles, que 'f'U) = >.J • 
Ce qui revient à résoudre l'équation différentie/le f' - >-.J = O. 
Préciser ensuite les valeurs possibles et les vecteurs propres associés. 

Solution 5.31. : 
Considére( >. E m. et P E ffi.[X] non nul tel que 
,f;(P) = P+ XP' = >..P (*). 
Résoudre d'abord l'équation différentie/le (1- >.)J(X) + Xf'(X) = O 
Et chercher les conditions sur>. pour avoir des solutions qui sont dès polynômes. 
Ou: 
Ecrire P = o.,,X0 + ·. • + a0 , remplacer dans(•} pour avoir un système à résoudre 
ayant comme inconnues les coefficients de P. 

Solution 5.32. : 
1) Remplacer x par (x + l) pour avoir </i(J;(x)) = f;(x + 1). 
2) Vérification automatiqu.e. 
3) f est un vecteur propre associé à >. 1 = 1 si on a : 
,j,(f(x)) = f(x + 1) = >. 1J(x,) = f(:r;) (c'est une égalité entre fonctions sur JR). 
Et donc J(I + l) = /(t) '<//.Em .. 
Penser ensuite aux fonctions périodiques. 

Solution 5.33. : 
1) Calculer P"(X) = det:(l\f - X h) et trouver ses racines. Si elles sont toutes 
réelles Comparer leurs ordres de multiplicité avec les dimensions des sou-s
espaces propres qui leurs sont associés. 
2) Sachant que toutes les racines de P.,(X) sont racines du polynôme minimal 
P,,.(X), P.,.(X) divise Pc(X) et que Pm(M) = 0 , déterminer P,,,. 

Solution 5.34. : 
Dans chaque cas trouver Je polynôme caractéristique P0 (X) E IR.[X]. 
l cr cas Pc a des racines non réelles, donc la matrice est non diagonalisable et 
non trigonalisable . 
2'"0

' cas Pc a toutes ses racines réelles .\1 et>.~ . 
si >. 1 = >.2 et la dimension du sous-espace EA, est deux alors la matrice est 
diagonalisable (donc trigona/isab/e). 
si .>- 1 = >.2 et la dimension du sous-espace EA , est un alors la matrice n'est pas 
diagonalisable mais trigonalisable. 
si >. 1 ,f >-2 alors /a matrice est diagonalisable (donc trigonalisable). 

Solution 5.35 . : 
Dans Je cas où les matrices sont considérées dans .1\.·h(!C), Je polynôme caractéristique 
Pc(X) est considéré dansC[X) . 11 a toutes ses radnes danse . 
l"r cas P0 a des racines distinctes >. 1 i= >,2 . La matrice est diagonalisable (donc 
trigonalisable). 
2""'0 cas Fe a une racine double dont /e sous-espace associé est dé dimension 
deux. La matrice est diagonalisable (donc trigona/isable). 
3ème cas Pc a une racine double dont Je sous-espace associé est de dimensio;i 
un. L;i matrice n'est pas diagonalisable mais trigonalisab/e. 
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Solution 5.36. : I d 
Déterminer Je polynôme caractéristique, ses racines et comparer eurs or res 
de multiplicité avec les dimensions des sous-espaces propres QUI Jeurs sont as-
sociés. 

Solution 5.3 7. : . 
1) calculer le polynôme caractéristique et trouver ses racmes. _ 
2) Etudier suivant les valeurs de a les dimenswns des sous-espaces propres corn 

parés aux ordres de multiplicité. . _
1 

. 

3) Essayer de diagonaliser M pour avoir M = P DP avec D diagonale 
et utiliser M" = PD"P- 1

• 

Solution 5.38. : . 
1) C:alcu!er Je polynôme caractéristique et trouver ses racmes. 
Trouver les dimensions des sous-espaces propres et les comparer aux ordres de 

. multiplicité. · . . · M 
2) Trouver une base for)née de vecteurs propres et d1agonaliser ensuite · · 

Solution 5.39. : . · À 
])Calculer Pc le polynôme caractéristique de A et vérifier qu'il a une racme 1 

simple et une racine triple .\2 . _, , 
Vérifier que la dimension du sous-espace propre assoCJe a >-2 est deux. . . _ , 
2) Puisque p.,, divise Pc et que >. 1 et_>.2 sont racines de P,,, donner les poss1b1/Jtes 
pour P,,, et vérifier jusqu'à avoir P,,.(A) = O. 
3) Donner vi une base de E~

1
, (v2 , v3 ) une base de E,., et chercher un vecteur 

1.•; = (x,y,zJ) tel que f(v4) = v3 - 2v,1. 

.. 
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