Chapitre 3

Lgs matrices

3.1 Rappels de cours

Dans toute la suite T désignera soit le corps IR soit le corps €.
On appelle matrice un tableau du type

ajy @2 . . Gl Gin

AS ’ Al : ’ ofl gyjeKavecl<i<met 1<j<n.

yn] Ganm

A est une matrice qui a m lignes et n colonnes. On dit que c’est une matrice de
type (m,n}. R

a;, est le coefficient de la matrice A situé A la i €M€ ligne et la j*™€ cojonne.
L'ensemble des matrices de type (m,n), 2 coefficients dans IK , est noté Ad,, , (IK).

Une matrice A de M., (1K) est notée A={a;) 1<Li<met 1<j<n,

Déhnition 3.1. 1. L-addition sur M,, . (IK) est définie par:
(ais) + fbij) = (eig) 00 i = ag; + byj.

2. La multiplication externe d" une matrice par un scalaire A € I est définie
par:

A+ (aiz) = (Aaiz)
Théoréme 3.1. (M, (IK),+,.) est un espace vectoriel sur IK.

Définition 3.2, La multiplication de deux matrices A = (ai;) de type (m,p)
et B = (b;i) de type (p,n) est la matrice C = (c:;) telle qure :

i = Z a;ibji = aabyx + apby + - F by

1=j<p |
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Remarq!._ie 3.1. Le produit des matrices posséde les propriétés suivantes :
- i est associatif.
2* Il est distributif par rapport i I'addition.

3- Il n'est pas commutatif.

Transposée d'une matrice :

Déhnition 3.3. Sojt 4 = {vy) une mnatrice de type (m,n) 3 coefficients dans .,
On appelie transposée de A, ja matrice i = - (i)
(les lignes de A sont les cofonnes de 4).

ropriérés 1. Pour ABe Mm WKL CeM, (yeta, fellona:
1) *(UA TBB) = o' + 48
A C)="C x'A,

Matrice des coordonnées d'un vecteur : Soit E un e.v. de dimension n muni de
la base

B = (e, &3,..,2,) . Pourtout = € [7 ils existent z;, x,, .5, uniques dans K tels
que :

Tow= Iyeg o ok Ty
‘Déhnition_ 3.4. Les scalaires z;, ..., x, SO0 appelés coordonnées de » dans 2
Ty
g Qs

base B et.la matrice colonne notée X = est dite matrice des coor-

données de x dans 1a base B.

Matrices carrées (i = n) !

1. (M {EC), +) est un groupe commutatif.
2. La multiplication des matrices est une foi interne dans A4, (IX). Elle est
associative et distributive 3 droite et & gauche par rapport a 'addition.

3. La matrice carrée I, d'ordre n. ayant des 1 sur la diagonale principale et 0
ailleurs, est I'6lément neutre pour 1a multiplication.

Théeréme 3.2, (M, (IK).+, x) est un anheay non commutatif pour n> 2.

Matrice carrée inversible :

Une matrice carrée A de M, (1K) est dite inversible si elle admet un inverse B
pour la multiplication dans Pannean (M, {T{),+, x).

Donc s'il existe B € M,,(IK) telle que :

AB=BA=1I,

Matrice d"une application linéaire :
Seient I et F' deux e.v. sur I{ de dimensicns respectives . et n et de bases
respectives B = (ey, €3, 65n) €L B' = (41, ug i 1),

Soit f : E — F une application linéaire.
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Définition 3.5. La matrice notée A = M (f, B, B’} dont la 3* colonne est formée
- des coordonnées de [(e;) (pour 1 < j < m) dans la base & s'appelle la matrice

de f relativement aux bases B et B'.

Remarque 3.2, Si f: E - E on note A = M(f, B)

Sitona
.!r{-'f:' =y = U+ . atia
£
X=]" = matrice colonne des coordonnées de z dans | base B
Ton
et
I
Y] ° = matrice colonne des coordonnées de f(z) dans la base &',
Y
alors : _
= flz) & ¥V = AX.
Théeréme 3.3, a) Sefent f : K = F et g : I' = G des applications

linéaires, avec E. F et G de dimensions finjes, de bases respectives By, 5y et By
alorsena:
Migo [.By Ba) = M(g. By, Ba) x M (], By, B3}

relation gu'on peul retenir facilement sous la forme :
Migof)=M{g) = M(f).
b) Soient E un ev de dimension finie nsur I et 8 = (e1,€2,..., ¢, Une base de [

L'application o : L(EY — M, (IK) définie par o(f}= M(f, B) vérifie :
Dé(f+g)=o(f) +ely)

i dlaf) =as(f) (a6 IK)

iii) ¢ est bijective.

iv) ¢lf o) =a(f) x &(g)

¢ est 4 la fois un isosmorphisme d'espaces vectoriels et un isomorphisme d'an-
neaux.
En particulier on a :

f est bijective si et seulement si &{f) est inversible.

Calcul de I'inverse d'une matrice :
Soit A € M, (IK) une matrice carrée d’ordre n. Pour caleuler A™%, quand elie
existe, on pose

= X'
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E Ay "
2 a

o A=~ et X'=

¥y !

Si A est inyersible alors il est possible de caleuler X en fonction de X7 et I'on
a:
X =AY

Matrice de passage :

Soit E un ev de dimension » muni te deux bases B = (g, es.... 8,.)
el B'= {e;,ﬁ;z,.,,e::().

Un vecteur = &€ E s'écrit dans B

= L1€] T e T Tmtim

et @ 5 "Berit dans 5
i r

Can ©

T = e + o dx e

¥
Pasons X = | ~ ta matrice des conrdonnées de = dans la base 5,
Tin
=}
Xle | la matrire des coordonnées de «: dans la base 5.
i

HI .
S l'on pose ¢} = ajje; + .. + @mgey,- J2 matrice P = (a.;) est appelée la matrice
de passage de 5 a 8’ et on a la relation :

X=PX" (¥

Remarque 3.3. P est une matrice inversible.
Changement de hases
Soient E et F deux e.v. sur K de dimensions respectives n et m
et f : E - I une application linéaire.
On se donne B et B’ deux bases de E, C et ' deux basesge F.
Sil'on note P (resp. Q) la matrice de passage de la base B 3 la base B’ (resp. de

cach,
A= M(f,56,C)et A= M(f, 8,C, alors on a la relation :

A = QTHAP,

Cas particulier important
SiBE=F,B=Cet B = alors P = et la relation ci~-dessus s'écrit ;

A= P-lAP
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3.2 Enoncés des exercices

Exercice 3.1. -
Trouver x,y,z et w tels que ;

e Tl VS z 6 4 x4y
3(3 w)_(—-l Qw)“{"(?v!-w 3)

Exercice 3.2. :

: 0 1 i
1) Trouver une matrice X vérifiant  3X + [ § -1 ) e ( -1 )
g W ]
0
5
3

Exercice 3.3. -
Caleuler si possible AB et BA dans les cas suivants :

) e .B‘::(; _g)' “30)
=
: I ~2 =5
D) el B=(3 4 0)
- 4
5 -1 i 1
:‘fJ‘}A=(i 0 »-';) et B=[2 -1 3 =1
' * 4§ 0 -2 0

Exercice 3.4. :

iy Agsifnd

—

i) A=

LTI i ]

1 2 e - S | TEACE |
a et flx)=2z°-3z+5.
Caleuler f(A) = 24% —3A+5/1.

i - i
b) Soit A = ( w7

(co)2)=(7)

Avec les valeurs trouvées de x,y,z et w, vérifier que l'ona :

2) Soient A =

. Déterminer les scalaires X,y,z et w tels que :

I Y @ b (1 o

L row e d j Lo 1 )

Exercice 3.5. :

Soit £ 'ensemble des matrices de Ia forme M = ( * —1.~1; & )
T —~T+ Y

avecx,y € .

1} Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de Ma(IR).

2} Vérifier que la famille 7 = (i, J) est une base de £,

g 1 O A
ouf-—(u !)et.f..(l _1).

~3) En calculant le produit J*, en déduire que e produit de deux matrices de &
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est une matrice de £. .
4) Donner I"'exemple de deux matrices non nuls de £ dont le produit est nul.

Exercice 3.6. :

20 0
OnposeA=1] 0 1 O
6 0 2

Caleuler A pour tout entiern > 1.

Exercice 3.7. :
Soit A € Mq(IR}, montrer que :

YaeIN Blapb,) e RE © A" =u, A+ 0.0y

Exercice 3.8. :
Soit A4 € Mo(IR) telle que A s aly  pour tout o€ R,
Déterminer les matrices qui commutent avec A.

Exercice 3.9.
Déterminer I'inverse de chacune des matrices suivantes quand si possibie. Uti-
liser la méthode d’inversion par systéme (AX = X' & X = A=1X):

g 2 0 1 B
A:(mll);ﬁm 05 0} : C=[a1 0],
2 5 1 o2

Dans guel cas peut-on inverser une matrice diagonale A = (a;5) 1 5ij<n (a5 =0
sii # j)? Donner son inverse lorsqu'il existe.

Exercice 3.11. :

Sojent P,Q deux matrices inversibles et M une matrice quelcongue.
1) Vérifier que (P~} MP)* = P15 p,

2) Vérifier que (PQ)"' = Q71 P~ et (P*)~1 = (P-1)* whe IN.

3) Montrer I'éyuivalence

G M estinversible 4= M7 est inversille

(avec p quelcongue dans IN®).

Exercice 3.12. :

Dans M3(IR) on note par A, la matrice dont les coefficients sont nufs sauf
epp=1. | :

1) Montrer gue fa famille {A,, /1 < p < 3« 1 < j <3} est une base de My(IR).
2) Calculer le produit A,g x Ay,

Exercice 3.13. :

Soit M = (my;) € Mu(R). On appelle trace de M le nombre

tr{ M) = gy 4+ Mg e My

1) Calculer la trace de la matrice identité I, et des matrices suivantes :

. 2 0 1 § 4 oosf
Az("__l'_'g_) . B=|28 0| ;c={3 -1 0],
: 2 0 1 0 1 10

2) Montrer que tr(M -+ M) = tr{}M) + tr(M") et trid x M’_‘J = (M x M ).
3} Donner une condition nécessaire que doit vérifier la matrice C pour avoir
AR~ BA=C. ‘ .

Fn déduire qu'il n'existe pas de matrices Aet B telles que AB — DA = Iy,

q
i )
1) Calculer A*
2) Caleuler A% -~ 164, Que remarque-t-on?

....... -
Soft A=} 1

e e 2
[

L

Exgrcice 3.15. ¢ . .
Soit M € M4{IR). On suppose qu'if existe A, B € My(R) et o € R telles que

Ve (1,2,3) M7 =a"(A+aB).

“Montrer que

Wi N M™=oa™A+nD)

Exercice 3.16.

s 1 B> .
Soit A = E 2 (]; 'i _Calculer A pourpe IN°, puis {1, — 4)°1.
00 0 i}

Exercice 3.17. : ) ‘
1) Par la méthode de Ja matrice &chelonnée déterminer suivant les mfeur_s dem
les rangs des matrices suivantes et calculer leurs jnverses Jorsquelies existent :

_ - oSBT 31 1

: : = C, i e L1om

w1 .1 m 3 -2 0 —~4 4 -
bl D 3 0 b § 54 0

Exercice 3.18. _ _ ) -
Soient M une matrice triangulaire supérieure et ‘Al sa transposée. Prouvel
Jequivalence

RS M == BTAT == M est diagonale
Exercice 3.19. :
Soit M = {my); & My(IR). On résigne par A,, € My Jes matrices vues dans
I"exercice 12, -

1) En faisant Jes produits M Ay, et Ay quel effet obtient-t-on sur Ja mnalrice
M?

2) Par quelle matrice doit-on multiplier M pour que le produit soit une ma_i:rfce
dont tous les coefficients sont nuls saufun seul qui est égal 3 I'un des coefficients
de M ?
3) Soient A, B € Ma(IR). En déduire I"éguivalence

tr{AX) = t7(BX) ¥X € M3(R) <= A=10.
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Soit [, une application de I dans R? définie par :

{2,9,2) — fulz,p.2) = (2 4+ 2y + mz, —my — 2, 20 + Gy — 42).

1% Vérifer que f,. est une application linéaire.

2°) Déterminer Ker{f,,) et Im{f,,) suivant les valeurs de m .

3%y Donner [a matrice de f,, relativement 3 la base canonique 8.
4%y Pour quelfes valeurs de m f,, est bijective ?

5°) Soit B’ = {c},eh, ¢4} une famille de E définie par :

€ 3eq -+ 36 -+ ey
& 3e; 4+ Gey + 3ea

Il

dey + Sﬂ) o 3{‘.‘3

m
L
il

a) Vérifier que B’ est une base de E.
b} Ecrire la matrice de passage de B3 B'.
¢) En déduire 1a matrice de f,, relativement a 1#',

Exercice 3.21. : ]

On note 2 = Ra{X1 (resp. F = R, [X]) I'espace vectoriel des polyndmes de degré
inférieur ou égal a deux (resp. unj.

1) Montrer que B= (1. X ~ 1.{X 4 1)) est une base de E.

2°) Considérons les applications & définie sur B par :

YPE B, $(P)=2AX +1)P - (X! - 2X + )P,
ety définie de E dans F par:
VQeE, %(Q)=2Q-Xq.

a) Montrer gque ¢ est un endemorphisme de E.

b) Donner la matrice de ¢ dans la hase B.

¢} Montrer que + est un homomorphisme de I/ dans F.
d) Donner la matrice de I'application i < ¢ par rappert aux bases canoniques de
EetF.

Exercice 3.22, ;

Soit A = ( ; g ) On définit Fapplication f sur Ma(IR) par

FM) = A x MYM ¢ Ma(IR).

1) Vériher que [ est un endomorphisme sur Ma ().

2) Déterminer Ker(f) et fmlf) ainsi que Jeurs bases et leurs dimensions.
3) En déduire que f est un automorphisme et donner [~*.

4) Donner la matrice de f dans Ia base canonigue de My (IR).

Exercice 3.23.

Soit f un endomorphisme non nuf de R* tel que % = f*. On note F = Julf)
et G = Ker(f).

i)

1) Donner f dans le cas oi J est un automorphisme.
Dans la suite [ est supposée non bijective.

2) On suppose que : FNG # {0},

) Montrer que F ¢ Gou G C F.

i) SIT € & vérifier que :

2 = 0 et qu'il existe une base {u,v,w} de R® telle que :

w.v.€ G et u = f{w). Donner ensuite la matrice de f dans cette base.

§if} §i G © F vérifier que : g

{2520 et qu’il existe une base {u,v,w} de B telle gue v € G, v = fu) et
f(w) = w. Donner ensuite fa matrice de f dans cette base.

3) dn suppose gue F NG = {0}.
i} Montrer alors que R = F & G et que I' est sgab!e par f. s
ii) Montrer que pour tout w€ F il existe a € R” tel que u = ().
iii) En déduire qu'il existe une base B = {v,u,w} deTR telfe que

’ 1 0 0 1 00
M(EB)=[ 0 0 0 JouM({B)=| 0 1 0 }.

a0 o0 000

4) Donner 12 forme de Ia matrice d’un endomorphisme quelconque f vérifiant
f* = f? dans une base bien choisie.

Exercice 3.24. : _
On considére B =C", muni de sa base canonique B = {e,--- ,ex}. Soit la base

B = (&}, - .¢l} définie par

J
Vilgign €= e.
k=1

Et soit f 'endomorphisme de E dont la matrice M = M(f.B) est donnée par

a b o b b
b a Lo b
bob oa o
S b a
)
Danner fa matrice A/ = M{f,8). :
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3.3 Solutions détaillées des exercices

Solation_3.1. :

Ona: )
of T ¥ r 8 4 a+y
& =
(z w) (wl 2u.!)+(2+u! 3)'

On utilise les propriétés de caicul entre les matrices on trouve :

dr 3y _ z+4 G+ (x+y)
. 3z 3w J T\ 3 H(24uw) Qw43 )7

Droi
Jr = z44
y = 6+z+y
r = 14w
Jw = ZJw4l
Ce qui équivaut 3
r = 2
y = 4
4
z = =
3
w = 3

Solution 3.2,

§ _ 0 1 1 3
1) Paurr;ou_vgr une matrice X vérifiant 3X + ( 5 -1 ) = ( -1 2 ) ()
g 3 6 6 0

o
-

Ia matrice doit 8tre de la forme X = ( e d ) pour pouveir faire Ja somm=

e
iy

3

0 1
avec la matrice | 5 -1 |.
6
L’éguation (E) devient :

Et J'on a les équivalences :

Y 3a 3b 1
(E) <= | 3 3d |+| 5 -1 =(
¥ Je 3f G
1
2
0

0
5
3
3a 3bh+1
o= dc+ 5 3!:1.-1)*——(

1 -
-1 {la sorume de dewa inatrices’
de+3 3f+46 6
Ja =! 3+l =1
= de45 =-1 3d—1 =2 (Uégyalité de denx malvices)
3@-!-31 = 3746 =0 =
a = a— b =0
A c =2 d =
e =1 f ==2

Dron :
a b = 0

}[_ [ c el ) —] __% 1

e S 1 -2

1] 1 ;
2) Pour trouver une matrice Y wvéribant Y + ( 5 -1 ) = ( _"; )
3 6 s

Q.
Comme précédemment on doit avoir ¥ de la forme ( e
(=

a b 1] 1
ol e d |4+ & 1 =—-( )
e f 3 6 -

Dig S0+1 3 2
be4+ 5 Sd—1 z(_l 1).

£t donc

ce qui donne

Se4+3 546

Majs cette derniere égalité est impossible car les deux matrices ne sont pas du
méme ordre.

Solution 3.3. :

i)Danscecasona A € M(1,2) et B & M(2,3).

Le nombre des colonnes de A est €gal au nombre des lignes de B, donc le produit
AB est définj et donne une matrice 3 une ligne et 3 colonnes.

- 0
.’15=(2 l:}(; ?, _3')=(ﬂl; Qyo ﬂ]g}.

vy = 2x 14 1x4 = § le produit de la premiére ligne de A et ia premidre colonne

de H.
g =2 x (=2} 4+ 1 x5 =1 le produit de la premi€re ligne de A et Iz deuxiéme

colonne de B.
ayg =2 x 041 x (~3) = =3 le produit de la premiére ligne de A et fa troisiéme

cofonne de B.
Dol
AB=(6 1 ~3).
Par contre 3 & M(2,3) et 4 € M(1,2) le nombre des colonnes de B est différent
du nombre des lignes de A et done le produit BA nest pas défini,

i) Dans ce cas A4 € M(3,2) et B e M(2.3).

Le nombre des colonnes de A est égal au nombre des lignes de B. Donc ie pro-
duit AB est défini et donne une matrice 3 3 lignes et 3 cofonnes.

2 -1 -1 =8 =10
AB=| 1 o (i ‘3 ‘05)-_- 1 -2 -5).
-3 4 9 22 15

A
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Donc nécessairement A+ 0 el dans ce cas on trouve :
De méme B ¢ M(2,3) et A € M(3,2), donc BA ¢ M{2.2) et

5 d
= : 7 {ad =)
BA_“(I -2 -5) P _(15 ~21) : _wes
“l3 4 0 3 ¢ )\ -a) ' ' . 5T ad<bo
i & —b
. : - — bt
iii) Dans ce cas A € M(2,3) et B € M(3,4). B {84 = be)
Le nombre des colonnes de A est égal au nombre des lignes de B, Donc le pro- s = {ad — be)
duit AB est défini et donne une matrice 3 2 lignes et 4 colonnes.
Avec ces valeurs on a :
1 -4 0 1] - 43 '
AB:-(? “é _f) 2 -1 3 -1 ,—.(_1? :.; ”g f)
4§ 0 -2 ¢ ' d ny
' o Ty a b\ {ad —be) (ad— be) a b
Par contre B € AM(3,4) et A € M(2,3), donc BA n'est pas défini. . —— ¢ d - —c _a e d
(ad - be)  (ud - be)
Solution 3.4. : da—0c  db+{-b)d
SEmit a_7_( 1 0 PY A B ¢ 4 : ' {ad - be)  {ad - be)
a) Par définitionona A" =] = ( 0o 1) =3 4 Et, on a: - e (iaar
B L1 2 i . 7T =6 (od — be) (ad — bc)
’1“’1"]"(3---4)(3 —4)_(—9 22) ; : B 1 0
i 9 0o 0
etf(A).—.-.?A'-’—EA‘—I-éA“:-_-E( . 5)_3(3 4)4-5(5 L) ’ _ _
Biia <9 2 i . Inversement : si A 5 O la matrice trouvée précédemment est définie et est I'in-
‘ou ' a b
g _ verse de (
o-( % 3)
Et 'on conclut donc qu'une matrice earrée ( Z db ) est inversible si et seule-
b) On fait le produit suivant _ iErtat
: ; — be) # 0. . i i
& ¥NEE g7 et w19 j . {ad c) 5 0. Et que son inverse est [a matrice
¢ d ) zow ) \erddy cytdw | ( 01/ d --b
; {ad = be)  (ad — be)
Puis on obtient le systéme =L a
: (ad — be) (ad — be)
i - AN ; Solution 3.5.
b 14 z = a o 5 . o
ay b = 0 I {51) ; Onafz{(ﬂ“:y #T»:-y )J;}:,y&m}-
£V + 8 1 ba- ! 1) Drabord € est un sous-ensemnble de Mg(T).
FrR Ensuite :
Ce qui implique gue : 0 0
£) En prenant © = y = 0 on obtient la matrice nulle O = ( 0 0 ) gui est bien
Eu{é - :Jc:]j:: = d di] - J'Jig : dans £,
d ~ejs = —C g = ¢ly . ) o ) x Y .
(s . . q_f x+y T = +Y T
(o) = —b g = [51] : ii) Soient a, f ¢ R, M-( oo g ) et M' = ( 3 g
(ad —bejw = & al;~els la matrice”uzM + BM" = M" est de la forme -aprés calcul-
) i " 4 yn P 1
On pose A = (ad — be), alars A # 0. Sinon on avraitd = ¢ = <b=a =0 M" = 2 gttt | EVEE ' = az + fic’ ery" = ay + By,
(’C-ECJ. d'BPFéS ce dernier 5}'5téme {SQ)J Ce C]'Uj donnerait O=1 dans le PI'Ei"HfE!" : . Donc (nh{ -HSM"} € £. Ainsi £ est un sous-gspace vectorfel de M‘z{m-)

systéme (&), Ce qui est absurde.
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T
-4y

ZJSanw:(“‘:y

trices on peut écrire

- ¥ G 1 1 1 0
=2 %)+ (8 g )==(; 5)+(51)
Par suite toute matrice de £ £’6crit M = =.J + yI.

La famille F = (1,J) est donc génératrice de £,
En plus pourz,y ¢ R, ona:

Tty T g 90 =
IJ-I*yI:IOM x —ﬂ?+y)=(0 0).—.;::;::33::0
ce qui signifie que F est libre. :
On conciut donc que F est une base de £ et que din(€) = 2.

) une matrice de £. D'aprés le calcuf sur les pa-

3} Le produit J2 donne :

a1 1Y (20

2= 15 ) (1 5)=(5 3 )
Dod.J? e &, (avecz=0ety=1).
Pour deyx matrices M =aJ +yl et M =a2'J+ I de £, ona:
Mo M = (20 4 1) x (6'J + ') =22’ T2 5 (o’ + 92"}V +yy']

= (xy' -+ yr')d + (yy' + 2z2)i

On conclut gue le produit de deux matrices de £ est bien une matrice de £,

4) Pour avoir le produit M x M' = (zy +ya" ) + (' + 2000 = O, il suffit d'aveir
(v +yz') = (' + 22} = 0

Prenons par exemple = &' = 1, il nous reste les équations

p+y =0etyy +2=0, qui donnent y = —y et —p* + 2=,

On prend donc comme exemple : y = /2, et doncy’ = ~ /3.

Ce qui donne les deux matrites M = J - V2] et M' = J ~ V3] qui sont dans &
et dont le produit est nul.

Sojution 3.6. - ‘

/1 6 0 2 0 0
Pardéfinitioneona A= 0 v 0 | = a 1% o0
o001 N0 o g
2000
etA'=A=¢ 0 1 0
g 0 2
Ona:
2 00 20 0 4 00 22 Q0
HF=1010 010 |=[01013=1] 01 0
00 2 00 2 00 4 6 o 9t
f?n f U
Supposons que A = 0 1* 0

P S |
alors A““-:.A"A‘m( B om0

0 0 220 0
1 0 )= oo™ 0.
02 t 0 22,

: gl 0 0
D’o[} _49-:"1 e 0 1“+1 8] i

0 0 gwf-l
Solution 3.7, :

Par suite
e o o0
Ve A" = o1 0.
o o 2°
o

Soit A = ( - ) € Ma(IR).
» Par définition des puissances d’une matrice on a :
AV fp=0AL 1Ll et Al=1.4+010

Ensuite on a les équivalences :

: Lt b
A=wAie], = B [; ) ( = L ) =uwd=uly

e ¢

a? +be b b ) _ ( w4 0 uh )

L ac+ed  bo+d? we wd A
. a4 be =watv b bd  =uh
T ac 4+ ol = uc be+d? =wd 4w
a? 4 be =uatv [@ -+ d)h = ub %
a2 (a+dje = uc be+d? =ud4rv th

« $ib, ¢ ne sont pas tous les deux nuls, on simplifie (soit par b, soit par« )

i reste
2 be muetv
a4 d =
b+ d2 =ud-n
£t donc
a? + be - {a+dlu =un
- iy
be+d (a4 did =wn
d'od

w=a-+d el v=he— ud

# Sibh=c=0 il reste dans (1) :

-
n? =ua+v
d* =ud+ v

Et done
{ 0f —d? =l —d)

g2 = ud + 1
On trouve alors =
-Sia#d
lﬂ.g b i d')

= d] =ag4+d el v= dz - (u—i—tf]rﬁ = —gul,

o=

g7



w Sto=d , Ja matrice A devient : . = Sib#0, on ales équivalences :

. o
b i z = =y -
A= { £ 4 =afy=ud+tvl oveec u=0¢ v=a ’ b ¢
0 a : {d - a)
& (5) = w = =4 R )
. : L _ . 2 ‘
On conclut finalement qu'on peut toujours trouver as = u.dn = v € N Y d{iy) - a(gy} el (o _Q}_y}‘ :
tels gue ; b 5 b b
A% = A +fy =g A+ baly. : gy o= Ey
e Supposons gue : S W= S E.I_ﬂy
Ei{an,b“) cR? . A= g A+ b I bex +dey = acy+ bex + dey - acy
o
e Alors - z = 3y
A w2 A% A (par définition des puissaices), = w = o8 {d ; a} y
Et d'aprés I"hypothése de récurrence on aura : ; :

A(ap, be) € RY 0 A = (a4 b, J2) A=a, A" + 0,4

.. Be={ ¢ {d — a) = ( ] +y| e (d—a) a1y € R guelcongues.
Ce qui implique que gy T+ 01 g St
dla,. by) € 1 A™l=g, (a2 d + baly) + 0, A = .(ﬂ.nﬂg + b )A 4 {auln}l,. 4 » §ic§£_9‘, par des éguivalences on a :
Cest-a-dire que : : ; g b
¢
Hans1:basr) ERE 0 A =00 A +angda (S) = u(iz) + bl + g u}z} = br+ ffiﬁz}
. e ¢
| i
Par suite on conclut que : w o= x4+ ( = L z
: : b r
Yne N 3o, b,) e R? At = ol 4+ b Js. : ¥ =R
: ; L abz + bex + bdz — abz = cbu+dbz
Solution 3.8, : ' w5 (d — a)
: a b : ‘ X ' W o= Gt
Soit A= ( - ) fixée, tefle que A # ala (1), b
- ¢ ¥ =
Pour qu'une matrice de la forme J = ( v ) commute avec A il nous faut : = “ (d - a}
& w ; w = T4z
a b z ¥\ _f{=z vy a b _:: Dot
(25)(22)-(A (2w | |
) : x -2 10 g =
Par des équivalences logiques on Ecrit gue : ; B d - a‘? = ( 0 1 )+z (d = ﬂf o,y € R gelcongues.
: Z T+ —-——iz 1 -—w—;w——
& ol c i
(E) = (azi(.{;j ay+£u);( ar -+ey hf.d}fy) _ ]
er +dz oy + dw uz 4 o ‘b.-, L el : ~ 8ib=c=0, on ales équivalences :
W [ ez +bz=ax+ecy ay+bw=br+dy :
crtdz=unz+cw c+dw=lz+dp (8) ay = dy y(d= a} = 0
bz = oy . =) T e oz s (d—a)z = 0.
= ay+w = br-+dy S
; +;g - ;; " ci, () Puisque b = ¢ = 0, alors d % a (car sinon a = d on aurait A = alz ¢c qui est

impossible d'aprés (1)), et donc
D'aprés la premiére ligne on a : : i et =
y=z=0
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Et par suite B est de la forme

Solution 3.9. ; :
SOEEJ]EA:( 2 7),X;(x)et)(’
=1 ] Y

Par des équivalences ona: -

(3)

AX=X' &= 27 ('T')=(IJ,)
-1 1 ¥ v
20 + Ty (a.’)
— y = ;
—T 4y ¥
L 2r 4 Ty mu::
—~xty =y
P - i
s ‘!)J: --»ff Ty
==+ =Yy
1 ’ TJ’
&I =g =y
] =“—J'--.1n=a.’;:’-ﬂ-ﬁ;f\.r'r
i X = ]_;’9 ﬂ?fﬁ e
i y) W9 2/9)\y )
Dot ;
h“‘: /9 —%/9
/0 2/9
On a bien
( % 1/ —7/9\ [ 1/9 -7/9 2 7Yy _[f10
=1 1 /TN E9 0 29 T 1/9 2/9 =1 I 01
30 1 T PR
Soientensuite B= | 0 & 0 X=| pijetd'={y
2 5 1 z A

Par des équivalences on 3 :

2 0 1 s ! 2y =
BX=X = 0 5 0 i = ‘u" =¥ fay =
2. ol z 2 Zr+ Oy +z
x4z =2
= Sy =
qr+by+z =2
dr+z =1
- by =y
x4z =2 -by=z -1y,

La premiére et la troisiéme ligne nous imposent z' — y' = a' Ce qui n’est pas

4

=

vrai pour

.

b

100

¥" | quelcongue; et I'on ne peut exprimer X' en fonction de X'

B3 nest donc pas inversible,

Pour la matrice €' = (

2
3
{]

1 -1 &
1 0}, spient X=|y |etX'=
1 2 z

Par des équivalences on a :

21 -1 T a!
CXN=X = 8 3 0).(1;):(;;’
o1 2 . !
Zrty-z z'
= 3r.+y)]= i )
v+ 2z z
dy+y—z =a
<= y— 3z =3z -0y
y+2z =2
B4y-z =7
= y—3z =3z -2
fr =3¢+ =2
T :'_HI‘!‘:}?""""E;J
6 + ‘;E ! 3 '
= y o= —y oz
be %
r o=—x +zy 47
a 5 B
x -2/5  3/5 ~1/5 (r’
=t y | = G/a —4/5  3/5 v
( z ) ( -3/5 2/ 1/5 ) 2!
Dol
-2/5 8/3 -1/5
= G/5 —4/5 35 .
-8/5 35 145
-
Selution 3.10. :
31 g - 0 0
0 oy g ... 0
Soit 4 une matrice diagonale, alors A = 0 0 azg - 0
6 see oo 0 ay
E .’[:"
ra T
Etspiemt X = | =y | et X' =1 aj
T vl

101

4

L

[%]

.

™
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Par des équivalences on a -

g g .- [} 0 ) ¥
0 ap 0 ... U £ L
AXN =X = 0 0 aga - 0. | m|=] =
0 oo vee 0 aun B ; !,
ap1xy = I"i
Qgymy = T
e 4 gy = @
natn =

Ce systéme admet une solution unique X en fonction des {a;,)i et de X' si et
seulement si tous les a; sont non nujs.

) : 1 ; :
Car si pour tout i  ay # 0 chague v; = —u,, donc une solution unique
a

A
"

{II-‘ e a-'*-:‘n)-

Ets'il y a un a;; = 0 on dojt avoir i, = 0 méme si x; est quelcongue.

Donc A inversible si et seulement sf pour tout i a; # 0.

Ce qui signifie que ayj.a -+ a., 5 0 et I'on 2 les équivalences :

€T = *—‘—‘-J:; s g --- o i
ﬂl.l 5 [{3H] 1 "
! 1
T = —a - g = @ s W il
0?2 2 232 b
Ty = ey S fa | = il 0 T 0 1
i 3 axy e
)
T, a
1, ' 1 o

LIp = =, ¢ T 0
- Tan fhyymy

Dol ,
——— 0 0 0
Gy
R |
gz
% L.
A7 = 0 0 ._!_ 0
g3
0 B
‘1"‘13

Solution 3.11. :

Soient P, @ deux matrices inversibles, { Ia matrice jdentité et M une matrice
queiconque non nolle.

1)

« Par défnition de la puissance nulle on a :
(P-IMPY =T et PIMOP =P P=PiP=]
Donc

(P~IAPY = P-IMOP

102

que

« Supposons gue pourk e lN on a
(PEMP) = P7IM*P (H.R.).

Alors :

P-1Afp)s+Y [P'!ﬂj}’)“] EP_'I-M P]

; J P=iMEP| (P-IMP)  (par (H.R.))
PIMMPPOMP {par I’associativité)’
P'M:MP (car PP=1=1)
PIpAHP (car M* Af = M*H1).

i

[ (I

Dod : A
(PIMP)* = PT'M*P VkeN.,

2) Posons A= PQ et B=Q~'P~" et faisons le produit AB et BA, A{’ors _
AB = (PQI@'P~Y) = P(QQ~"\P~' = PIP~! = PP =T.

Ceci d'aprés I'associativité et le fait gue I est 'élément neutre de la multiplica-
tion.

De la méme facon on obtient BA = I ‘ , ’
Cequisignifieque A=B"etB=A"". Aet B sont les inverses I'une de I'autre

t donc:
et don {J)Q}—‘lgq—l‘pml (5]

o D'aprés ce qui précéde (P?)~! = (PP) = PTIP7! = 6 i
(pour k =0 ou L ¢'est évident)

« Supposens que (P~ = (P*)=! (H.R.), alors
[P-l)k+‘] o (PLI'}‘;.P'—l oo [P"‘)*‘P"‘ (mi,. (HH})
Ce qui implique que
(P-l}t+1 s {P‘Pk]‘! (uo‘ir 5)_

C’est-a-dire :
(p—:l.}k+l e, {Pi-'+l'}—l_

On conclut finalement que :
(PN = (P VEEN

3) 5i M est inversible, alors M~" existe et MM~ = MM =I.
Et d'aprés (2) on obtient :

T= (MM = MM,
Par suite MP et inversible et son inverse est (M~1)? = (M?).
Si pour un certainp € IN*, MV est inversible, alors il existe une matrice D tel

MPD =DM?=1.
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Donc MS = I avec §= (M?~'1)). Ce qui impligue gue M inversible  droite (et " Par suite

de méme 4 gauche avec TM = [ et T'= DAr-1), - A Ane =10 (1),
CommeT =TI =T(MS) = (TM)5§=I5=§ [I inverse 3 gauche est égal 3 cehu i Sig=h
de droite), fa matrice Af est inversible et M~ =T = S. 1 = g g ety uggesy =0 st {1 5] 55 (pok)

Do V'équivalence
puisque wyeyy =0 pour toul t. _ :
{ car sinon, il existerait {, 1 <t <3 tef gque uaty 0. Et par définition de A,

M est tnversible <= M est tnversible
: et App 0N aurai

(avec p quelcongue dans IN*). E @ e = 1. et (.0 =(p,q)) e (w;=1, ot (&35) =&}
. . i S Etdonci=pel j =1l Cequiestabsurde (car (i,3) % (k1)
Solution 3.12. : Il nous reste seufement

Soit M € M3(IK), M = (my;)y; alors
Mgl = Upi Wi + Hpaiap + Upalae = 1.

My M2 myg
Car wpgUyse == tygvne = 1 et fes autres sont nuls.,

M = gy THon  Tiga .
Tigy Mgo gy e : E:t_l’on déduit que
P09 0 oo o i Apgdar = Ay (2)
= oy [ 000 0 |4+ kmg| 00 0|, : En résumé on a :
000 0 01 ;
. - ApgApe =08iq# h of AppAge = Apg.
ce qui entraine que 2
‘ : " En utilisant le symbole de Kronecker on peut écrire que :
M =my Ay + myadgg + - -+ gy Ass. e i el
; i Shjudy = Vg Rtk
Ainsi {a famille : _ Solytion 3.13. -
1 ; Soit M = (:I"f‘?.\:j};'.j € ;Mr(“{} Par définition on a I'f'!'(.-?l’f) =981y S Ugp - R My

J0 0 B An Au, A An An, s, An. Au. A ; {C'est fa somme des éléments de s diagonale).

est une famrﬂe génératrice de Ma{I{). 1) Puisque

Ensuite on a par des quivalences []) ? 0 v E
. myy gz Wiy 09 0 i I 0 1 g
mp Ay o b g Adn = Qg = | moy omaz g =41 0 4 D iy =
Mgy Wiaz My 9 0 0 : B s g 1
iy =0 Vi,je{1.2,3} . i alors :
¥ . ) trifj=14+1+- -d1l=n
Ce qui signifie que 1a famille B est libre. } Rt
On conclut finalement gque B est une base de My(IK). n— foic
, 2 i 5t
) i Pour 4 = : on 3 fr(A) =2 (-2} =1
2) Notons Ay, = ()i BYEC U, =1 51 (1,7) = (p.q) ety = 0 sinon, ( =1 el )’ e e
€0 Ank = (vijley avec vy = 1 8 (&, 5) = (h, k) et v, = 0 sinon, g : 2 4 1
Notons Apg A = (i) - : PourB=| 2 & 0 |onatr(B)=2+8+1=11
Sig#h : ' : 20 1
. Wiy = UV + gty 4+ wavey =0 Vi ; 2 1 -1 \
puisque ugv; =0 ~pourtout ¢, : PourC=1 3 -1 0 [onalr(C)==4+(~1)+10= 1L
(car sinon, if existerait1, 1<t <3 tef que uqpu; # 0. EL par déhnition de A, ¢ 1 1)
el AM.: on aurait ) ] " 2) Soient M = {1?1"_.,'}?"1 et M’ = [:?)‘l;_,),‘d.:. Alors M -+ A= (l‘:,'_;},'_,'.
(s =1, ot {L8)=(p,qg)) ‘et (vy=1, et (t,j)=(hE)). aver by = mi; + ;.
Etdone i=p, t=g¢=hetj=k Cequiestabsurde (carqg = h}!) Par suite
D'od §
w =0 Vi, j. brid + M) =ty ~tag o b bpn = (a1 Fmiyy) 4 (e + b ) o F (i H 01, L
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Ce qui donne
tr(M + M) = {myy +mag -+ M) + (MY, by ml, )
{car (+) associat. et commulat. dans IK), D’ou
(M + M) = tr( M) 4t { A7),
Notons (M x M) ={s5); et (M x M) = (ri;)hy.

Alors :

sip = (mam) ;) + (_m,-zm’zj) ko (Mg ) W
et ;

iy = (mlyang) + (mdemiggd 4 - oo 4 (nd myy) VLS
Donc

n
sio = (M) + lmgani ) 4 4 (mgmdy,) = S, Vi 1<i<u
=1
et
T
ree = (M M) + mjgmg )4 -+ (m,m) = 3 omlma W 1<k <o
i=1

1 5%en suit que

tr(Af x M) = i 85 = }i (i mu-?iiigj
=1

=1 izl
Par suite

tr(M = M) = }: (z }quu'n.}d) = Z (thmu‘) i
=1 k) feem] Nawl A
(Ceci car I'addition dans I est associative et conunutative et la multiplication
cst commutative),
Dol .
br(M % M) = Y r = tr(M’ x M) VM, M’ € M(K).

k=1

3) Soit A.B,C &€ M(IX) tel que AB ~ BA =C. Alors
tr{AB - BA) = tr(AR) - Ffr(_!}:ij =tr(AL) -~ ir(AB) =0 [(vewr ().

Ce qui entraine que :

tr(AB - BA) = tr(C) = (.
Dot 'impiication :

AB - BA = C =% r(C) =0

Supposons qu’il existe A, B € M{IK) telles que A —~ BA =1,
Draprés ce qui précéde on aurait (1.} =0, ce qui est absurde car iv(I,)) =n et
n # 0.
Donc on ne peut trouver des matrices telles que AB - BA = I,

Solution 3.14. :

v 0 4
SoitA=}11 2 1 |,

2 4 -2
i) Alors
§ 16 -8
AP=AA=|4 8 4|,
6 6 16

et
0 o o4
A=A A=| 16 32 16 |.

32 64 -32
2) Ensuite on a :

D0 64 00 4
A =164 = 16 32 lﬁ)-]rj(l 2 1)
32 64 ~32 2 4 -2
000
= ¢ 0 o0 .
0 o n)
Drou
A? - 164 = 0.

On remarque que A® — 164 = A(A? — 16]) = 0. Doic la matrice A est un diviseur
de 0 et ne peut &tre inversible.

Solution 3.15, :
Soit M € My(IR). On suppose gu'il existe A, B € My(IR) & a e R* tels que -

vne {1,2,3} M"=a"(A+nB) (H)

Exploitons I'hypothése (H) : en remplacant successivement n = 1,2 ou 3 on
aura :

M  =ald+B) (L)
M? =a*(A+2B) et M?=MM = (oA +B)® (L)
M* =o®(A+3B) et M®=M?M=c'(A+2B)(A+B) (&)

cc qui impligue que :
o’(A+2B) =o?(A*+AB+BA+BY) ()
o¥(A+3B) =o(A%+ AB +2BA+2B%Y (&)
et dane '

r ax AR T = 2 HI
{A+2B =A*+ AB+BA+ B (e ¢ B

A43B =A%+ AB +2BA+2B2 (1)
Et I'on obtient les relations -
A+B =A?4+ AB () - 1) (A)
B . =BA+B* (-1
» Pourn =1 on a par I'hypothése (H)
M'=M=a(A+B).

Donc ¢'est vrai.
s+ Supposons que "
M" =a™A+nB) (avecn> 1),
donc

M+ = MA A (™A + nB}) (a(A+ B)) :
als+1) (A2 + AB) +n(BA+B%)) |
P (A + BY +n(B)) daprés (A) i
i+ (A4 (n+ 1)B). "

(I |

i
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Ainsi on a montré par récurrence que :

¥neN" M"=o"(A+nB).

On en déduit finalement que :

1 1 ¢ 0
Sclution 3.16. : i 0110
01 -1 1 el =) ¢ g 2.1
2. o lan 3 o=l 000 1
Soit A = o0 o0 1
0o o0 ¢ Selution 3.17. ¢
* onna 1) Puisque cette matrice est carrée on va chercher sop rang et calcufer son in-
0 o1 -2 verse lorsqu'il existe. Par la méthode de la matrice échelonnée on €crit I ma-
Aepa=| 00 T trice M  gauche et la matrice identité T & droite. On fait ensuite Jes opérations
& ¢ oo 0§ sujvantes :
o 00 0
1 =if1 o8 (13)
0-0 0 1 3 1 Lo 10 (ls)
s a2, 10000 ol kb 0 ‘ (0s)
A= A% A= 00 0 o ] 1 -1 1 00 (t1)
' 0000 — 0 t-m l+m|-m 1 0 {lg « Iy —mly}
a : 0 -2 4 -1 01 s+ lz— 1)
: /0000 1 1 -1 100 (is)
44 = A G 00 0 —t 0 -2 41 -1 0 1 {lz 4 Ia}
A=A A= 0000 0 I—we l+mi-m 1 O {fa Iz}
\0 0 0 G 11 -1 10 o (1)
1 i3 -1
Dod — o 1 -2 | — (lg + ~==13}
5 4 2 2 2 e .
. A =0 (lamatrice nuile). 00 ~2m-D|-m-1 2 1-m {3 4 20y + (1 = m)ig)
e Parsuite
' Yp2d A= At ALY =g A=Y g, 15 cas : sim =3 on obtient
Ona 1L ~1] 106 0y ¢y
Al 01 -2l to 2| @
0 i -1 1 ’ &l 3T e k2
—A)= 2 2 :
(L= 4) a 0 1 =1 00 0 ‘ P {is}.
‘ 6 0 o0 1
Par des équivalences on a ) oL =1 .
: L2 matrice de gauche { 0 1 -2 | estde rang 2, car elle a 2 cocfficients non
i -1 1 -1 @ = ¢ 0 0
e 1 -1 1 ¥ [ | ® nuls sur {2 diagonale (les deux premiéres lignes sopt indépendantes, 1a troisiéme
g 0 1 —1 =z 2
| est nulie).
o 0 0 i i w'
d-ytz—uw =a (L) »
Yy—z4w = y' (12)
. 2w =2 (ly)
w = ()
z =ao+y (i +)
v =y +2 {4 h)
Tz =rdw (a+l)
w =w
z 11 00 !
— vyl _{0 ] 1 ¢ y:
z 00 11 z
w 0001 w’
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aEe

277 eas s sim # 3, on continue :

) il g Sim=-20 onobtient :

1 1 =1 10 0 (i) 11 01 1 0 0 it (1) E
01 “20 50 5 (1) 01 10/ 3 -10 0 {12:)} .
‘ " . 1 (Is
0 - o r g — s i {14} 0 0 5 4 2 1 0 1 3
4 ; f(m 9 g o i ) 00 0 0}[-105 80 5 —25 (&)
g @
1 -1 1 4 01
101 =3 5 s (f2) 110
00 il n+1 -2 m P - i i ia mgf_rjce de gauc.he g 6 —5 4 est de rang 3, car elle a 3 coefficients
| Mm=3) - Fi-g) = : oo oo
; dm — =3 —1 o
LEE. 2m ~ 3] 3(m - 3) 2_5:1 B : non nufs sur ia diagonale (les trojs premiéres lignes sont indépendantes, fa qua-
010 dm— 1 ~4 m 1 t + ;' # f)"{) tuﬁme est liée aux autres).
— 3 ‘l‘ﬂ 2_-__{1115 3 m-3) g‘z}t -f +2L)
m+ - i~ ] i3 : ;
0 1 S #me cas ; Sim # 20
g 2(m o 3) Qf-m?- 3) 20m = 3) L 1 gh O 1
R, SO i ] 1 0 A
( 1%q Am—~8) 3m—3] 2(m 3 B 45l la matrice de gauche | | (lj - 4 | estderangd, carelle a 4 coef
% o I - % g Ko 4
i 01 0 QT 1‘ : —4 : i 1 (!_2] ; 0 0 0 (—m——?(‘.']
253??3‘ -{m—i . “511‘51'” (t). ' ficients non nuls sur la diagonale. Donc elle est inversible.
'l B et i SN OO et O i i :
0 Wm-38) 2m-3) BFm—3 Pami trouvea son inverse on contmule o @ ” )
La matrice de gauche devient identité. Par suite M est de rang trois et elle est 01 i 0 3 -10 ? (52}
inversible et M“ est ceHg de droite, 0 6 -5 4 -2 R (ls)
i \ 0 0 0 (-m-20)|(8m—-35) (—dm+10) § (m-5) /) (&)
2m-3) 2m-3) 26m-3) -4 9 ) 1 WL i 1 1 0 0 oy (h)
P 3m -1 -4 o+ ] 1 0 3 &1, 0 0 | (&)
M7= 3n=9 Tmod Hm= | “amog | Mo ot omel ) S ? ) !
MelT g 2 ~3) W+l =2 m-1 001 —= = —= 0 e (la = —ls)
. Dre—3) 3) 2Am~-3) 2Z{m-3) —8m + 3-:? (dm — 10? —5 (=m+5 3 {la ez I
G oo a0 m + 20 -+ na+20 {—m — 20}
De méme que pour la matrice précédente on écrit - St ¢t § st ; 0
11 0 1ft 00 0 f) g wd : (h)
32 -1 3lo 1 0 0 @ 0110 3 )
AR ( o (~6m +36) (3m—12) -4
"B .2 01061 8Ly 00T NS Tmem, mti m+°c (s ¢ ls+ L)
=1 @ -4 3|0 0 0 1 (R { —8m +33)  (dm - 10) - {—m+ 3) (L)
! 1 0 1] 1000 () e 01 IR m-i2ﬂ m+zu
0 wl 0l -3 1 0 0 (ta e 15— 31;) (1101 0
0 3-m =2 —m|-m G 1 0 | (gely-mi) {0 ol ©m +"4) (in-8) 4 (h)
4 1 —4 4 1 001 (Iy = g+ 1) 0 m+20  *m+4+ 20 m+ 20 m420 (194 by on 14}
11 0 1 1 0 0 0 (i) 6 010 {—6m + 36) Im—12 -4 —m (Ia)
0 ] 1 0 3 -1 00 (s — ~ly) (m+ 20']” m+20) m+20 {m +20 (L)
0 0 (m-5) —m|(@m=9 (3=m) 1 0 | (s Is+(3=mls) 0 0 o 1|=8m+38) (gm-10) -5 (-m+5
00 -5 4 9 1 0 1 Gyt daols) m + 20 200 20 {m+ 20
11 0 1 1 000\ @) % % § 0 (-39 18 1
01 1 0 3 -1 0 0 | {{&) {m+ 20; (m+ 20; (m420) (m+ 20} ; e
00 -5 4 . 10 1] (et 010 0l Omt) (—im-8 4 m (Il*“*l“ 2=l
00 (m=5) -m|i(2m=~9) @-m) 1 0/ (L) (m+20)  (m+20) (m+20) (m+20} | ()
i1 0 1 00 0\ () 0 0 | of (SBm+36) 3m-12 -4 —m (is)
01 1 0 3 -1 0 6 b (k) (m+20)  (m+ 20} m+20  (m+ 9'3; (L)
00 -5 4 -3 L0 1| o 1| B35 (4m-10 =5 [-m+5
00 0 {-n-20)|(8m—35) (~4m+10) 5 (m—35) {Ly = 5l + (m~5)),) e+ 20 m+ 20 m+20 (m+20)
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La matrice de gauche devient I'identité, par suite M~ est celle de droite. ¢

{-39 8 1 -5
(2 + 20 (m+20) (m+20) (m+20)
(F4+24) (—dmn-—-8§ 4 m

el {m + 20) {m—+20) (m+20) {(m<+20
M= =1 (6m+36) am-12 = i

J{m + 20) (m 20 m-+20 (m+20
(~8m+35) (dm-10 -5 {(-m+5

m 20 - m+20 k20 (m+ 20)

Gu

. -39 18 1 -5
M- = 1 (9m +24) (~4dm-—-8) 4 m
: T im+20) { (—~6m+36) (Im-12) —4 —-n

{(—8m+135) (4m—10) -5 (-m+05)

La troisiéme matrice n'est pas carrée donc on ne peut pas parler de son in-
verse (elle n'existe pas). On va chercher seulement son rang. On fait comime
précédemment, les opérations suivantes :

LH ™ "

e Ty = E ML) = Z LTI
k=1 k=1 Bemmpax{i,f)

( Ceci carsii >k ouj >k alorsmy. =0 oumye = 0, et donc g = 0
et sik > iouk > j alors mu = 0 ot my; = 0, et done musme; = 0 d'aprés ($}).

SitMAM = MM alors :

L d

spmly Vi 1<ign,
ce qui implique gue

n
Z Ty = E Pty Wil <1 Lo,
desd

k=1
c'est-a-dire )
= 1 b
Emﬁ‘- = Zm?k pourtout i/ 1<i<n (4)
k=1 fe=i ; :
& Par des implications on a :
2

A =3 pouri=l] ﬂ'l,l‘-??m%|+ﬂl.¥2+"'+nl%q
==y ﬂ:??1¥2+"'+ﬂ1‘€n
= mp=mpa==Mn=0
= my,=0 Yo 1<g<n (1),

» Supposons gue pour Ntelquel s N<nona:
Mpg = 0 pour tout pg [ pFq, 1<p<Netl<gsn (H).

31 1 {t1)
11 m Hg}
-4 4 -4 (1)
i > 6 4 0 (is)
/31 1 (h)
g 0 2.3m-1 (Iy 4= 3in = I))
016 -8 (I3 + 313 + 443}
> o 2 ik (lg = by — 203)
31 1 ()
o 0 2 3dm-—-1 ]
00  -2m | (e ls—8L)
00 —-3m-1 (lg + 1y~ 20)
>3 1 1 (L)
0 2 3m-1 {l2)
=™ {o o 8 (la ¢ I3 — 84
0 0 -3m-1 (L + 1)
41 1 ()
_ 0 2 Im-1 (k)
0 0 8 {Ia)
\¢ 0 o (3-11-54+3m+1!a)

A cette étape, on voit que Iz matrice est de rang 3.

Solution 3.18. : ;
Soit M = (mg;)i; € Mw(IR) une matrice trianguiaire supéricure. On aura alors

my=0 Vij n2i>i>1 (&)

Donc M = (ﬂij};j y AVEC Ty = g
Par définition du produit on a ‘MM = (s;;)i; et M'M = (1;;);; avec

n n win(i,f)
By = kamkj = Emkimkj e Z ThgiTTLgf
k=1 =1 de=
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Par des implications & partir de (A) ona:

(N+1) 1

. ; § 2
(A) == pouri=(N+1)ona 3 mrf.mﬂj = 2 My
k=1 © k=(N+1)

2 2 ) 2 — 2 PR, |
== Mg T Mava ) T T T Navay = Mivanven T e

Puisqu'on a d'aprés (HY  mypg) = Magvsyy = -0 = myvan = O, alors il reste
MiN LN~y = Min 41 My gyttt TN 41y
Ce qui implique que :
) o= ”1?N+|}[N+2) pisina +""?N+1>ﬂ'
Puisque les termes de cette somme sont positifs, il s'en suit
NN = 0= TNy = O
On en déduit que :
Mgy =0 Vg (N +2)<q<n (H).
On avait dapres (&)
e =0 Vg 1<g< (N+1) (H).
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Par suite en regroupant (1) , (H') et (H") on obtient :
=0 pour Vp,g / p#q, 1Sp<(N+ljetl<gsn
On conclut par récurrence que {"ona ;'
My, =0 pourV¥p,g [ p#Fg,1<pSnetl Sgsn

Ce qui signifie que Ja matrice M a tous les coefficients nuls sauf ceux de la dia-
gonale (les m,, avecp = g), donc M est diagonale.

Inversement, supposons gue M est dicgoale alors :

ona M = N el done MM = M2 gt MM = M? d'od :

MM = MM
Finalement on a pour M trianguiaire supéricure I'éguivalence :
"WMAS = M &= M esi diogonole

Solution_3.19. :
Sofent M = (ms)ij & MnllR} et Ay = (a17)iy € Ma avec ay; = 0 51 (i.3) # (p.4)
eta, =1.

1) Notons M Ay, = (i3 )i, alors ¢
iy =015 + Mgty + o+ Minayg = 0 81§ # g (cor dans ve cex ap; = 0 Vk).
Donc les cofonnes d’indice 7 sont nulles pour j # ¢.
Et sij=g, Onaura:
Tig = My1G3g + Mty -+ + Mlynlng = Miplpy (607 Oy = 07k p),

Comme ap, = 1 if reste
T =Wy ¥ 1<idn

Done 1a colonne d'indice g de (M A,,) est 1a colonne d’indice p de M.

On en déduit alors que ;

Le résultat du produit (MA,,) est une matrice dont toutes les colonnes sont
nulles sauf 12 ¢*™¢ elle est €gale 4 la p™™* colonne de M.

Notons A;,,M = (si;);;, alors :
845 = QiyiNgy + Gpfgy 4+ QipMay = 0 #1872 p (ear ag = 0 ¥R},
Donc les lignes d'indice i sont nulles pour i # p.
Et sii=ponaura:
Spj == Gp1ihyy + Gpathiag 0+ Gpnfilng = Gugmyy = Myg;  (cov ay = DV # ¢).

!l reste alors :
Sps=my; Vi 1<g7<n
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e

Donc la ligne d'indice p de (Ap, M) est la figne d'indice q de M.

On en déduit alors que : _
Le résultat du produit (A,,M) est une matrice dont toutes les lignes sont nulles

sauf 1a p** ligne elle est égale aIa g¥™e ligne de M.

myy TRz TS )
2)Pouru=3, M= | mo Mz M2 e Ma{IR) ona:

iy  Miag kg

-

. cq . r i 3 . .
0 My [§] .
M Agy = 0 mag; O ) ' F .
a L ] ’ o

Ty
Toutes les calonnes sont nulles saul ¢y = ( gy ) ’
Wigp

Ensuite
Cq
(U 0 "
Ank(MApg) = 0 me O b
0 0 g

Le résultat de Ane(MA,,) est donc une matrice dont tous les coefficients sont
nuls sauf celuf d’indice (,q). [l est égal 3 .

Par exemple :
z 0 0
Ap{MAs)=1 0 0 0 seul = d'indice (1,1) avecx =mz3.
0o 00
Et de méme g & @
Aga(MAp)=1 0 0 ¥ avec y = Ma 1.
0 0 0 :

3} Soient A= {11;3-]55 - B = (1),-;.-],—_1 € )'v‘{a(lR:]

Supposons gue : . )

e Ul AX) = tr(BX) VX,

ce qui implique que : )
tr{AApg) = tr{BAyg) Vp.g (M)

Or d’aprés (2), on vient de voir que Iz seule colonne non nulle de A4, est

o é i ra alors I'in-
eq = ( ugp |- Et done le seul élément de la diagonale non nul se

Ui ) . ) )
rersection de cette colonne avec la ligne d’indice g. C'est dong wgp.

~ Par suite

t:‘{AAm}wﬂ+,,,+uw+.,,__i_[}
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En utilisant {I1)’, or trouye :
. tr{AAp,) = vy, = tr(BA,,) = vep  Vp.q.
C'est-d-dire :
o A=B

Ea réciprogue est évidente car ;

A=B=s AX = BX ¥X = tr(AX) = tr(BX) VX
Dol I'équivalence :

1(AX) =tr(BX) ¥X <= A=B
Solufign 3.20. :
Soit [m une application de R* dans R® définie par :
{:zf,:l;, 2) = folz, v, 2) = (x + 2y + mz, ~my - z,2r + 3y — 4z2)

1°} Fu est une application linéaire , en effer :

) |

Yae R ot V(x, v, 2), (w,v,w) € R?

Fn (2,9 8} (e, v, w)) = fon ((m+u, v+u, z+w))

= ((z+u) + 2Ay+v) + mz+w), —mfy+uv) ~ (2 +w), 2z du) + 3y+w) - dz+m))
= ({w42y +mz)+(u+ 2o4+mw), (—my - z)+(—mv - 1), (2r4-3y—d2) (2 4+ i - daz))
= (24 2y+mz, —my — 2, 2z4-3y~4z2) + (u+ 2v + 7w, —mu — w, 2y + 30 — durr)

= fn (2,9, 2) + fin (?’-1 oy 1-'-'}

et 'on a aussi

T2, p,2)) = fo {0z, ay, az)

= (0x + 2oy + maz, ~moey ~ az, 2ar + Jay - 4az)

= {a(x + 2y + mz), u(—1ay ~ z), a2z + 3y — 42))

=olz+ 2y + oy, —my - 2,97 + 3y — 4z)

= afin (7,4, 2) '

20

Ker(fm) = {(z,4,2) | fumlz,¥, z}=(x+ 2+ mz —my—z,22+ Jy - 4z} = (0,0,0)}
et par équivalence on a :

(2,v,2) € Ker{f,,) == (z + 2y +1ﬁz, —my - 2,224+ 3y — 4z) = (0,0,0)

z+qy+mz =0 (L) =+ 2y +mz =0 (f)
= —my-—z =0 (h) < { -my-z =0 {Ig)
2e+3y—4z =0 (f3) “Y+(=d=2mjz =0 (f=1Is-2)
T+ By + msz =0 ()
= @midm-1)z =0 (l ~mb)
“y+(~4—2m)z =0 (i)

comme 2m® + 4m — 1 = 2(m — my )(m — my)

avecm; = :3:;_‘@ et iy = =2=v8

par sujte on a :
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~ simn 3 my et m % me; donc 2m? + 4m — 1 £ 0 et le systéme donne

z =10 2 =0
2z =0 &= y =10
-y =10 s =10

el par sujte
Ker{fin) = {(#,9,2) / (&, ¥, 2} = (0,0,0)} = {{0,0.0)}

~ sim = my OUmM = my 00 ne garde du systéme que deux équations indépendantes.

i reste alors
{ z4+ 2y +mz =0 { z =‘f—2];+m2y= {—?—1-!'?1-2}1;
~my — = =0 z =1y :

et donc
Ker(fin) = {{z,v,2) / (@0, 2) = ((=2+ m?)y, v, —my) avecy € R}

= {y((~2+m?),1,-m) / y € R}
c'est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur ((—2 +m?), 1, —m)
donc de dimension 1

pour déterminer fm{ f,n}
on a d'aberd dim(Im(f,.)) + dim(Ker(f)) = dim(R?) = 3

- sim##m; et m # me
dim(Ker{[)) = dim({(0.0,0)}] = 0 donc dim{Im(fn)) = 3
or Im(f,,) est un s.e.vde R¥ et dém(]R3) =0 on en déduit que

Im(fin) = R?
= Sim=ymy oUm=my
dim{Ker(f)) = 1 donc dim{lm(fin)) = 2

comme {f(e1). f(es), f{ea)} est toujours un familie génératrice de
FR®) = Im(f.) il sufit d'extraire une base de cette famille , donc deux vec-

teurs libres (puisquedim{Im(fn)) = 2)

alors :
fin{l,0,0) = (1,0,2}
Sin(0,1,0) = (2, -1, 3)
fm[t}:u‘l) = {mn "]-l _"’i}

on voit tout de suite gue
a{l,ﬂ.?}w‘—b(m\mi.:d} = (0,0,0) <= {a+bm, ~b, 2a—4b) = (0,0,0) == a = h O
donc(1,0,2), (s, —~1,—4)} est une base de /m(f,,) et par suite

Im(fin) = {2(1,0,2) 4 b{m, 1, ~4) fa,b € R} = {{a + bm,—b, 20 — 4b) / 0, b £ I}

3°) par définition la matrice M de f,, relativement 3 la base canonigue 8 a pour
calonnes les coordonnées des vecteurs {f(ey), fea). flea))
done :

1 2 T
M= 0 —m =1
2 3 —4
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42
Jmest bijective s=» Ker(f,,) = {(0,0,0)) += m # m, et m & ing
5%)
a) fa famille B' = {e{, eb. ¢4} est libre car;
Wa,bcg IR

aey + bey + ceh = Ops
=7 a{3e; + Jes + 3eg) + b(Jey + Bey + Bey) + ofdes + 8en + 3ey) = Oy
= (Ja+ 3h+4e) eg + {3a + G+ Bcpeg + (3 +3b+3c) ey = 0o

Jo+3b44e = 0 ()

Ja+-6b+8 = 0 (l)

3a430+3c = 0 (i)
{3a+3}.*+4c = 0 () fa =10
e adde = 0 (b-4) &= { b = 0
¢ = 0 {fl-'fg} {E,‘ = 0

comme card ({€].eh,e})) = 3 = dim{R*) alers c'est une base de R*
h) e}, cf i e ont respectivement pour matrices coordonnées dans la base 55

HEORH

d’oU 2 matrice de passage de 1a base B 3 la base B

P=P(B.B)= ( )

c) pour écrire la matrice de f,, relativement 3 ' on 2 bescin de Iz matrice
=P l= P(B,A) :
d aprés le systéme !

o e
2oy
“ e

CI = 351-’-‘3934"]63 {‘1 = 3&1-!—382-!-36‘.3
en = 3ep +Geg 4 3ay 4o 5 e, == 3¢
ey = dep 4+ Beg b dey e —ey = e +2e
ey = 2ol - 3eb+ e
ol e = =+l
€3 = Feb— ey
d'ou
2 -1 ]
P=pPlop Bi==| -5 1 4
i 0 -3

et d'aprés la formule M' = M({ fy,B) = P-1MP alors

1 P | 0 1 2 m & & Gl
M= 3 =58 1 4 0 -m -1 36 &
3 0 -3 2 3 -4 333

7+ 3m dm + 11 Moy 4 42
=| —fm-12 —Tm-10 —%w - 2:41

dm + 6 3m+3 R
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Solution 3.21. -
1°) Considérons Ja famille B = (1, X — 1,(X +1)%).
Pour a,beel}, ona:

: a—b+ec =0" L )
ﬂr_l+b-{.¥"'1)+c-{.¥+l)2=—05¢> b+ 2¢ =0 SQa=bh=ec=0
= -0

. Donc la famille B est libre,

Comme card(B) = 3 = dim{IRs[XT), B est une base de E.

27 & est définie sur E par :

YREE, ¢(P)=2X+1)P—(X2-2X 4 1)P.

3) D'abord, si P € E alors "P < 2 et jls existent a,, a1,a2 € R tels que

P g +ay.X 4 (lgx

Alors, #(17) = 2(X + 1){ap+ ey X + 22 X?) = (X7 - 2X + 1) (@) + 20,X)
= (20, —a1) + (22, + dey = 209)X -+ (o + fiag ) A®

qui est bien un polynéme de Ra[X].

Ensuite pour tous a, f ¢ R et P,Q E E.
$(eeP + BQ) = 2X + D{oP + 8Q) - (X* - 2X + 1)(aP + BQ)'
= 2a{X + 1)P + 28(X + 1)Q ~ ct{X"’ ‘)X + P - (X2 - 2X P
a(2X+ 1P~ (XT-2X +1)P)+B(2 X +1)Q —(X2-2X +1)Q") = n-ﬁ{P]H ﬁw{QJ
Dn concfut que ¢ est un endomorphisme de E. ;
b)Notops vy =1, my =X — 1l etvg= (X +1)2. Ona:
Bl) =2(X +1)=2(X ~1+2)=2(X - 1) +4 = dv; + 2.
v} =X242X —3=(X242X+1) - 4 = —dt; + 1
Slag) =8(X2+X)=8(X2+2X +1) =X — 1) =8((X2 42X +1) - (X ~1) -
= —16v; — 8w + Buy
Par suite la matrice M de ¢ dans la base B est
4 -4 ~16
M={2 0 -8
_ 0 1 8
'¢) On a+ définie de E dans F par :¥Q € B, #(Q)=2Q ~ XQ'..
Drabord avec (= b, + by X + b X2, (Q) = +ayX appartient 4 F,
¥ est bien définie de £ dans F.
Ensuite poure, S e R et Q. 5e £
¥aQ + BS) = 2aQ + 35) - X(aQ + f5) = a2Q + 25 — cXQ' - BXS'

= a¥{Q) + B(S).
Ce qui montre gue ¢ est un homomorphisme de E dans F.
d)Ona:

G(1) = 242X, $(X) = =1 44X + X? et $(X2) = ~2X +6X?
donc Ia matrice de ¢ par rapport 3 la base canonigue de E est

2 -1 0
A=1 2 4 -2
0 1 6
etlona:

P(1) = 2, ¥{X) = X et 9(X?) = 0 donc la matrice de 3 par rapport  la base
canonique de E au départ et celle de I 4 |'arrivée est

2 00
a=(299)
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Daprés a relation M(y o ¢) = M) % M(d), on en déduit la matrice de ia
composée

M(pog)=Bx A= (; = _g)

Solution 3.22.

Onad= (,13 g ) et f(M)=Ax M ¥M e My(IR),

1) Drabord le produit A x M de deux matrices qui sont dans Ma(IR) est bien

dans Ma(IR). Ce qui signific que f(M) € My(IR).

En plus, pour tous o, 8 € R et M, N € Ma(R)

flaM +AN) = A x (aM + BN) = A % (aM}+ A X (AN} = oA x M)+ B(A x N)
d’od f(aM + BN) = af(M) + BF(N)).

Ainsi f est un endomorpfisme de My(IR).

2) Pour M = ( ‘v )

L4

{13 z y\ _( 243z y+3u
I(M)_:.(.;, 'G)x( z w)"(:hw-f—ﬁz 3y+ﬁ-w)

_ T+ 3z =0
- s e . 3w =10
done: “FEMS Yt
etdonc: =0 { 4 +3 0
3y+6w =0
r43x =0
vdw =0
ce qui équivautd { 7, U0 o (ts ~ 34)
. —~ 3w =0 (l4-3kL)

cefquidonner=y=r=w=0.

Ainsi on a I'équivalence f(M)=0 & M =0.

D'oi Ker(f) = {03} et [ est alors un endomorphisme m]ect:f

Par conséquence f est un automorphisme et Im{F%} = F = Ma(IR).

Far suite dim(Ker(f)) = 0 (on ne parle pas de base pour {0} } et [ f) 2 comme
base Ia base canonique de M,(IR) et dim{Im{[)) = 4.

3) On.vient de trouver que f est un automorphisme.

Soit M € Mz(IR), M = ( : !f ) Par des Eguivalences et d’aprés les calculs
précédents, on écrit

no [ & b 243z ¥+3w ) _f(a b
f(ﬂ”_(c fi) “\ 3z 482 3;1-!—61»)_“(«3 d)
r+ 3z =a
y+3w =bh
dr+6z =c¢
Jy+6uw =d
r =g=2a
y =d—-2b
Yz o {3z —¢)

w é{ﬂb-d]

wf{ T ¥ m( —2a+ec  ~%W+d
: w 1Ba-c) 33b-d)
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Do le résuitat
st a b _ ~+e  =2b+d ) -2
f e d T\ 38ea-¢ i@k-d) /T 1

On aurait pu vérifier d’abord que A est inversible et calculer 471! =

)<(t i)

L3

= bd

=
e

P

L'écriture (M) = N équivaut 3 A x M = N, puis 3 M = A~ x N.
Ce qui signifie que f est bijective et que f~{N) = A7 x N,

1 4 01
4) Notons M, = ( 00 ) My = ( 00 }
My = ( ‘1} g ) et My = ( g ? j les quatre vecteurs de Ja base canonigue de
\
Ma(IR).
On a successivemen

T

FMy) = A x M = ( ; g ) = M, +3Ms,
J{Mp) = A x My = ( 3 ; ) = My +3M,,
0] 5
F(Mg) = A x My= ( gL ) =80+ 6Ms,
T(Ma A% M s ( 3 ﬁ ) M, 4 6MM,.

Finalement on a la matrice M(f,13) de I'application [ dans la basc canonigue
B

1 80 3 0
o103
-'M(f:B!—' 30 6 0
¢ 3 046

Solution 3.23. :
Soit [ un endomorphisme non nul de IR? tel que f% = f2. On note I = Jmn{f} et

G = Ker{f).

1) $i [ est un automorphisme, donc f7' I'est aussi. On coinpose par [t deux
fois et on aura ) .
Ja#fz = j'—!of.ﬁif—‘lofi
= f?=f
=% f‘lﬁfgnf"}af

== f= ]{IBJ,

Par suite |a matrice de [ dans toute base est V'identité

10 0
M(N=1010].
001

Dans la suite 1 est supposée non bijective,
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2) On suppose que : (FNG) # {Ops).

iy Alors | £ dene(FNG), et done 1 £ disa(F) et 1 < dine{G} fcar (FNG)C F et
(FnG)cG).

Or d'aprés le théoréme de la dimension on a

dim(F)+dim(G) = dim(R?) = 3. Par suite on a seulement ies deux cas suivants :

1°7 cas ; dimn(F) = 1 et dim{G) = 2

Comme 1 S dim{FnG) <dim{Fl=1et(FNG)C F,ona{FnG)=F et par

suite M ¢ G.

2tme cag: dinnl{ F) = 2 et dim{G) = 1.

Comme | S dim(FNG) < dim(Gl=1et{(FNG)C G, ona(l'nG) = et par
suite G C F

Et I'on obrient finalement :

Fc@ ouw G T

i) SiF ¢ G, afors :
T € m*

Dol
vee R f2x) = Ope.

C'est-a-dire :
f?=0 (lapplication nulle)

Soitve F\{0ps}. COmme F oG etv# 0ps, on peut compféter par wn vecteur
u€ G, pour que {u,v} soit une base de G.

Puisque v € F'\ {0y}, alors if existe we R® tel que v = f{u!].

Vérifions que {u,u,w} est libre. En effet :

attbo -l ow = Qs = flau+bo+ cw) = af (u) + 0f(6) + ¢f {w) = Ogs
= eo=0g coruv€ Ker(f)=Cel flwy=v
==+ ¢=10carv# Oga. :

Il reste
ai -+ by = Oga.

Cequidonne a=1b=0 car {u,v}est une famille lihre. D’on [implication :
aut+bvdcu=0p: = a=b=c=1

Ainsi la famille B; = {u,v,w} est libre dans IR®. Puisgue son cardinal est égal 3
12 dimension de IR®, afars c'est une base. Et donc :

ceci c@ar f(u) = f(v)} = Ogs et flw) =
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i) SfTGCF:
Puisque dim(F) = 2 > din(Q) = 1, aJors if existez € F\ G
Par des implicatiens on a :

c€F\G =3 zeF et xg¢G
= HeR®:ze=f) e flz)#0
= Jtel’ : f2(t) = FF(t) = flz) # Opa.
Dpu :
fA#o.
Posons ensuite w = f2(t}, alors
w # Opa car f2{1) # Opo et fluw) = 1) = fz(lf] =w ear [* = 2
Drautre part dirm{G) = 1, alors il existev € G\ {Opa} :

fvelF
UEGCFﬁ{&t}‘fu}:UBa

Montrons que {u,v} est libre :

== Ju e R® ¢ v flu) et flo) = 0ps.

ay -k by = Ona = f(a.u +(m_} = af{-u} -i—i)f(‘u} = au +C‘m3 = Um:i = qa=0carv ?é 0

on remplace il reste v = Ogs et dopc b= U car v 3 Ope.
Ainsi la famille {v, v} est libre.

Montrons gue By = {u, v, w} est libre :

ou+bu+eu =0k == [Haw+bv+cw) =0ps + Ogs + cw = Ops
par flt) = Ope, f2u)= f(v)=0ps et flw)=w

= c=1{ (.‘a‘r'm-‘,f:[lm:

H reste au + by = Ops et donca = b =0 car {u, v} libre.

On conclut finalement que By = {u,u,w} est une base de R* {en prenant en
compte 2 dimension de IR®).
Etl'ona:

¢ 00
Mg (fi=1 1 0 0O car f(u)=1v, f(v)=0ps el flu) = w.
6 0 1
3) On suppose que FNG = {Opa}.
i) D'aprés la propriété dim(RY) = dim(fm(f)) + dim{Ker(f)) ona
3 = dim(F) + dim(C).
Et d'aprés la propriété dimn(F + G) = dim{F) + dim(Q) — dim(F NG}, ona
. =0
din{F + G) = dim(F) + dim{G) = 3.

Par suite |
; dim(F + @) = dim(R%). |
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Puisque (F + G) est un s.e.v. de R?, alors
F+G=R* avec(FNG)={0gs}.

'On en déduit que
RP= FaG. -

IR? est donc I2 somme directe de F et G.

En plus : soit « € F, alors f{x) € Imn(f) et donc f(z) € F.
Ce qui signifie que F est stable par f, (¥x € F f(z) € F).
(C’est équivalent 3 écrire que f{F) C F).
in Ensuite on 2 pour weF:
weF=s3cR®: u= flz)
Puisque z € n? =F@G alors3n € Fel32:€G 1 2= 3 + 22,
Doncu = f(2) = flz1 + 22) = f{21) + fza) = f(z1) (cor 23 € G = Ker(f)).
Et puisque 7 € F, alors 3a € R® : z; = [(a). Ce qui impligue que
Jac R @ u=f(z1) = f(f(a)) = P(a)
On conclut donc que
Yue F JacR? : u=fa)
iit) Deaprés (i) on 2 ;

weF =+ FaeR® ' u=fa)

= JacR® : u= fia) et f{u) = F(2e)) = Fla) = FPla) (ear j* = [

=% f(u)= [*a) avecu= f*(a)
= flu}j=u

Drod fe résultat
Yue F flu) =u.
Puisque [ n'est pas bijective, alors dim(G) = L.

Et comme f n’est pas nu!.‘e, on a din(F) > 1.
Sachant que FF&G = R® et dim{F)+dim(G)} = 3 alors on a Jes deux cas suivants :

1°eas dim{F) = 1 el diny(G) = 2 ¢
Soit {u} une base de F et {v,w} une base de G.
Alors By = {u,v,w} est une base de I1® et l'on 2

= o
= 2 o
Lo B e B e

an-(433)

ceci aar f(u) = u et f{v) = flw) =0ps.
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28mege dim(F) == 0 et dun{G) =1 .
Soit {1, v) une base de F et {w} une base de G. Alors By = {w, v, w} est une base

de R? et f'ona: s 58
Mg {fi=1 0 1 0},
0 o 0

ceci car f{u} = w, flv) = v et f{w) = Ogo.

4) Daprés les résultats précédents si f vérifie 3 = f* on peut toujours trouver
une base de IR? tefle que Ja matrice de f dans cette base soit de Ja forme :

1 00
0 14U s1i [ bigective,
¢ 01

ou .

ou

si [ non bijective et [ # O,

Solution 3.24. :

Soient E = €', muni de sa base canonique B = {e1. -~ .ea} €t f I'endomeor-
phisme de E dont fa matrice M = M{J, B) est donnée par :
AN T T b b
I fr v i
I a
i b
boeer e booa

On considére fa base B' = {e},--- ,e,} définie par

E!i =& “1)
ey Ty e (L)
gy =6 +etey (i)
e, = fest e, (L)

Remarquons qué
exteqpyttem e tezt o tean) (e tez bt Elh-13) = € Sy
Considérons M' = M(f.8"), alors ona -

= aey -+ beg +--- + bey
= ae) +blex 4+ en)
= ael +blel — ey}

= (a— D)} +be,. ()

fle)
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el

Fler) = bey+beg+ -+ begy) + aca + beggyy + - + bes > 3.4 Des exercices supplémentaires
= {a—bler+bley +ep 4+ +e,) '
= fa—Dlegp+be, Y21 () s Exercice 3.25. .
D*autre part on a : ¢ Montrer que pour deux matrices A = ( 3‘1 z” ) et B= ( ::;‘ ) _t:a )
) = I e doe 5 y 2 en BN ek
e = ﬁ:l}i B ‘*:}}e ] on atr(A x B) = tr(B x A). _ : &
& e : : Que peut-on dire pour A et B dans M, (R) pourn > 1.
En passant par (a) et (L) on a : 2o
g . Exercice 3.26, : . \
Iel) = [(a—bley +bel]+ {2 — bes + bel] + - + [(a — blew +bel ] e 00 4
= (a—Db)[e; 4+ -+ e+ [bel, + o+ Del] ; SoitA=1{ 1 2 1
) : 1) Caleuler A,
Droa 2) Calculer - 4% ~ 8A* + A% —0A + I, ot I est la matrice unité de Ma(IR).
f{ﬂi) = {u. - b}l”i & i J.‘.I)Q:l. ) b
- Exercice 3.27. :
EE done i Soit A une matrice carrée d'ordre n.
{a—1b) 0 0 f ; a) Montrer que le produit ‘A A est une matrice symétrique.
0 {a=h 0 - i . b) Montrer que A* est symécrigue si A est symétrique ou antisymétrique.
A = 0 0 {a-0b) T o |, ’ (Rappel : B est symétrique {resp. antisymétrique} si 'B = B (resp. ‘B = - B} )
(a — 1) ; Efere]
5 3 ercice 3.28. :
b L i (e feb (g R)E Soit Ma(IR) I"ensemble des matrices carrées d’ordre 3 muni des applications
O it pu écri
naurait pu ecrire que : % Maﬂm — Ma(]R} g .M:;[m-) — Ji\’ln(m]
6 = () A + oy * A - 5 (A-4)
ez = --¢} +eh (fa-10) _ 2
ey = —ep el (~k2 +13) N Montrer que f et g sant linéaires et déterminer Ker(f) et Ker{g).
e ==,y ten (~laonth), Exercice 3.29. :

52 i " chiz) shiz)
et ensujte donner Ja matrice de passage de B 4 B’ et son inverse Folirchiague a6 Kson sopsioben it mmtoloe: dex) s« ( shiz) eh(z) }

1) Caiculer A{z)Aly) pour =,y € R en fonction de v + y.

( 1 01 - 11 - ' 3 2) Vérifier que pour tout = € R, A(z) est inversible et donner A{z)~?.
0 1 1 wo N 3) §iax est un réel et n € %, caleuler Alz)",
P= 0o 0 1 - 1 i ’ sachant que pourp < 0, p=—n avecn € N : A(z)? = (A(z)"1)".
0 o G- i} 1 i Exercice 3.30.
1 10 1 00
et } \ A p ; Sofcnt}l.—;(ﬂ 1 l)ctfz: 01 U)
d -'1 b v . 00 1 ¢ 0 1
. A ¥ 5 1) On considére Ja matrice B = A - I. Caleuler B™ pourn € IN.
i - » ' : 2) Caleuler ensuite A™ pourn € IN.
0o 0 -- 0 1 Exercice 3.31. ;
et utiliser [Marotlve A1 P~V ALP. On retrouve fe meme résulest. 1) Reprendre la matrica A pré_cédente et calculer A% et A%, )
: 2) Montrer gue pour tout entier nature! non nut n € N*, fa matrice A" est de la
i 1 a; by '
formeA*=| 0 1 a,
0 0 1 _
3) Former les relations de récurrence vérifiées par a., et b,. En déduire A™.
b 126
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Exercice 3.32.°

Determmer Eo:.rtes les ma tnces carrées de M E Ma(R) vérifiant M? = M.

Exercice 3.33. ;- _
2

On pose A = ‘o i

telles que : AM = A et M'A= A.

Exercice 3.34.

. Trouver toutes les matrices M, M’ 3 coefficients réels

Pour n & IN*, une matrice M de Mp(R) est dite nilpotente sil existe p € IN”

telle que MP = O (O la matrice nuile).
Pour une matrice M nilpotente, on définit son exponentielle e™ par .

=E$w.

k50

a) Montrer que si deux matrices A et B de M, (IR) commutent et sont niipg--+

tentes alors e ¥ = Aef,
b) Vérifier. que, !es matrices suivantes sont nilpotentes et caleuler leurs exponen-
tielles. :

' 013 0 1
Aan(g:}) B=(l}01) c=| 1 o 4
0,00 I

Exercice 3.35. : :
Soit € I'ensemble des matrices de fa forme M (o, b) = ( __?) :: ) ol a, b sont des

=

nombres réefs.

1) Montrer que £ est un s.e.v de Mq(R) et donner sa dimension.
2) Montrer que I'application ¢ définie de C dans £ par:

Vi =(a+bi) eC g{a+ b) = M(a,b) est un isomorphisme.

Exercice 3.36. :
Soient a, b, ¢ trois nombres complexes et f I'endomorphisme de €* dont la ma-
trice par rapport 2 la base canonique {e;, ez, e3) st

’ ¢ bhea
A= b e a |].
e o b

N

Trouver la matrice de f par rapport 4 la base
e =€ +ep+eg, ep=eg elef =ey,

Exercice 3.37.
Soit f I endomorpmsme de I'espace vectoriel E = IR® dont fa matrice par rap-
port 3 la base canonique (ey,e3,¢e3) est

0 1 sin{f)
M= -1 0 “cos(d) |.
sin{#} cos(#) 0

# étant un nombre réef donné.
a) Démontrer que f* est 'endomorphisine nul (fo fo f = O},
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b} Pour tout + & T on définit {"application linéaire g = Jdg +1f + i;-fg-
Sojent r.s.t = . Montrer les propriétés suivantes :

= e 0 00= 0108,

= g o{gsem) = (9.0 0:) 0 ge-

- gao g = g {o c'est e zéro de R ).

-ty est un isumorphjsme et donner qt'

c) On pose &) = cos{fey + sin{feg, e = fley) et ey = [(ea);

vérifier que 3" = (&), €h,€}) est une base de E et délerminer Ja matrice de f par
rapport 3 iz hase I3'. '

Exercice 3.38. : :
Soit M € M,(R) une matrice carrée nilpotente. On rappelle gue M est nilpo-

tente s°il existe un entier k & IN" tel que M* = O ( M* est égale 3 Ia matrice
nulle).

1) Calcvler le produit matricied (J — M) x (I + M + M2 4. + M=),

2) En déduire que [a matrice 1 - M est inversible et n‘unner (F—M)*en fonc-
tion de A,
2) Application :

0 2 -1
M = ( 6o 1 ) Vérifier que M est nilpotente et donner (7 —~ M)~
o0 oy

Exercice 3.39. -

Calculer pourn € % les puissances A" et B™ -si possible- avec:

1 2 3 1 1 1
A= 0 1 2 e B=|1 0 0
0 0 3 1 0
Exercice 3.40.

Soit A = a + bi un nombre complexe non nuf, ixé. On défnit Papplication f sur
I'espace vectorie/ > par: f(z)=z+ 3§ V:eC

1) Démoantrer que f est un endomoerphisme sur [e R—espace vectoriel €.

2) Donner la matrice M de f dans la base canonigue B = (¢, c2) (e; = 1 el ez = 1)
et en déduire que f est bijective si et seulement si 6® + b2 — 1 # 0.

2) On pose e) = A, ey = 1A, Yérifier que B’ == (¢!, e5) est une base du IR-espace
vectoriel €.

4) Donner A’ [a matrice d'e f dans {a nouvelle base B', 1a matrice dc passage de
B3 B, ainsi que la rejation entre M et M,

Exercice 3.41,

Fixons trois réels p,q et » tefs que p* + ¢> ~ +> = 1. On désigne par P et Q les
matrices

=

2

P opq pr
P=1{ g0 ¢ gqr et Q=1 P [ étant fa matrice unité
T‘P rq 7

1) Montrer que P et @ sont linéairement indépendant dans Ma(TE}.

" 2) Caleuler P? ~ P et en déduire les produits P(), QP et 2,

3) On note A Ie sous-espace vectorie! engendré par P et Q. Montrer que le
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produtt de deux matrices de A est une matrice de A,

4) Déterminer les couples de réels {r,v) tel gue Ja matrice A = =P | 4@ soit
inversible dans A? Donner ators A=), .

5) Maontrer qu'il existe une base de IR? telle gue la matrice de I"'endomorphisme
f de IR? représenté par Iz matrice P dans fa base canonigue, a pour matrice

100
FP=1000}.
00 o0

!

Exercice 3.42. :

1.0
a1
Soit A € My{IR) différente de T et ©.

On defnit sur ¢ pac: ¢{My=Ax M ~M x 4 YM & MafIR).

1} Montrer que ¢ est un endomorphisme de M, (IR}

2) Déterminer le noyau N = Ker{s).

3) Montrer gue Je produit de deux matrices de N est une matrice de A, Vérifier
que [ et O sont avussi dans A",

On considére la matrice unité [ =

) et Iz matrice nulle O = ( 3 g )

Soient I et k deux endomorphismes de IR? tels que i n'est pas bijectif et )
différent de I'endomorphisme nul, vérifiant -

Ker(h) C Ker(k), I'm(k)  Im(h) et Ker(h) # Foa(h).

1) Préciser ta valeur dim{Ker(h)) et dim(Imi{h)}, puis en déduire disn{ [Cer(k)) et
dim{fm{l}).

2) Démontrer que Ker(f) = Ker(g) et Im(f) = Im{g).

3) Vérifier que R? = Ker(h) @ Im(h) et R? = Kerilyes Imfl).

4) Etablir qu'il exste un réel z € R* tef que i) = ah{u) Vue R

Exercice 3.44. :

Soit f f‘enfomorpm‘sme de E = IR? dont la matrice dans Ja base CaNonigue est
1

e ( 1) )

1) Déterminer ICer(f) et Fm(f) ainsi que leurs bases et leurs dimensions,

2) Soit g I'endomorphisme de E = IR* dont Ja matrice dans la base canonique

est notée X.

On suppose que : X2+ X = 4.

a- Vérifier que I'une des matrices X ou X + ], n‘est pas inversible.

b- Dans le cas X non inversible,

(i) montrer que Im{f) C Jmig) et Ker(g) C Ker( D).

(i) Préciser dim(Ker(g)} et en déduire que Ker(f)= Ker(y) = B,

et f?i’ll:f:j = _fﬂ.i.(g) = Es,

(iii) Vérifer que E = I & E, et en déduirs gue:Jr e R /glu) = f(u) Yu € E.

3) Résoudre alors I'équation matricielle X2 4+ X = A,

Exercice 3.45, :
Poura,f e R;0< o < 8 < 1. Ecudier les suites

(to,0,) € R?, Vg IN, { ¥t = 0un+(1-aju,
Vnt+t = (1= Blu, + Huy,
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3.5 Indications sur les exercices supplémentaires -

Solution_3.25. :
Calculer Jes éféments de la diagonale de A x B
et ir{A x B} = 1+ oy = a1y + agabey + oy big + ogyles
d comparer avec tr(B = A).
3 n n
Pour le cas général - ir(Ax By =} (Z a;jb_,-l-)
=1 \ =l

utiliser la commutativité et échanger les aj; et les bj; pourtr{Ax B) = ty(Bx Ay

Solution_3.26. :

1) Vérifier que A® = a4 (a 3 calculer). .
2) Ecrire que A® = (A")?, A* = A® x A pour faire le reste des ealculs. .

Solution 3.27. :
a) Utiliser les propriétés : {U = V) =tV x*U et {{W)) = W. i

b) Méme indication sachant que par définition A est symétrigue (resp. anti-
symétrique) si A = A (resp. 'A = —A), g g

Solution 3.28. :
Pour f{A) = % (A+4) et gl4) = ;z— (A —*A) définies sur Ma(IR) utiliser les pro-

priétés de la transposée pour montrer que f et ¢ sont linéaires.
Traduire I'écriture f(A) = O et g(B) = O pour déterminer Ker(f) et Ker(y).

Solution 3.29. ;

T) Vérifier que A{z)Aly) = A(z +y).

2) Remarquer que A{D} = Iy la matrice identité et utiliser {1} pour donner I'in-
verse de A(x), -

3) Caleuler (A(x))* en utilisant (1), puis par récurrence (A(z))™ pourn € IN.
Pourp= —n <0, écrire  (A(z))? = ({A(zx))"1)", utiliser ensuite (2).
Solution_3.30. :

1) Calculer d’abard D2 et B?, puis B" pourn > 3.

2) Remarqguer que A = I + B et utiliser la formule du binéme pour n > 2

At = (14 By =" ] 1B 4 BEsll a2l o 2O 2 pa-Sge gLy g
Puis donner A™ en fonction de n.

Remarqguer cormment on a utilisé la matrice nilpotente B pour calculer A™.

Solution 3.31. :

- 1) Faire Je calcul direct de A? et A®.

2) Faire un raisonnement par récurrence.

3) Vérifier que a,, = a, -, + 1 et donner a,,. Vérifier que b, = by + ap_;

et remplacer a,,.1 en fonction de n pour déduire b, en fonction de n.

C'est le méme exercice qu'avant mais on utilise les suites pour fe calcul de A™.

Solution_3.32. :

Pour M € Ma[R), M = ( 2 :L ) I'égalité M* = M équivaut au systéme
P 4yr ==
yr+w) =y

oElztuw) =z
Vyz+uw? =w
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Etudier fe cas (z +w) # 1, :
ensuite fe cas (x +w = 1) et les sous-cas y = 0 et aprés v #£ 0.

Solutign 3.33. :
Pour M € Ma(R), M = ( : f ), Pégalité AM = A équivaut 3 un systéme qui

donne z et w en fonction de = et y.
Danner ensvite M en fonction de z et .
Meéme chose pour M'A = A,

Sclution 3.34. :

Remarquer d’abord que pour M une matrice nilpotente il existe p € I¥* tel que

M? = O et qu'en fait 12 somme
: b=pa]
Mo ; i 2
e = k; aM* estlaméme que M = Y AM* (arpourkzp : MY =0),
> ) k=D
3) Ecrire que e = Y- LA* et quee? = T LBh.
£20 Eze

En fajsant le produit
aﬂeﬁz - 1Ak lBh i A1 akxhs
(T #4948 = 3 dha'B

k0

remarquer que RhAYE = ( 11 gkpa-k
Bl Pl
et que iy = Lt = 4Ok,
Drautre part développer (A + B)™ en utilisant la formule dv binéme.

b} Calculer les puissances successives des matrices données et ensuite leurs ex-
ponentielles,

Solution 3.35, :
1) Ecrire une matrice M{a,b) = ( _‘; i’ ) sous Ia forme aA; + bAs (A; et A,

indépendantes de a et b), i
Deduﬂ_‘e que £ est le sous-espace engendré par ces deux niatrices.
3} Vérifier que ¢ est linéaire et qu-elle est bijective.

§0_fgti0[j 3.36, :

Donqer fa matrice P de passage de la base canonigue 3 12 nouvelle base B'.
Expmlner les vecteurs (c,); en fonction des vecteurs (€4);-

Déduire la matrice P~ de passage de la base B’ 3 la base canonique,
Utltiser ensuite 1a formuie M(f, B") = P~iM(f, B)P.

Solution_3.37, :

a) Calculer M?* et utiliser le résultat M(7% B) = {M(f, B)f = M®.
Dcduj{'e I'endomorphisme #° 3 partir de sa matrice.

b) Vérifier que g, o g = g,4¢ (sachant que /* = 0 et que go=ldg.
Le reste s'ensuit.

c) Vérifier que B’ est libre et remarquer que cord(B') = dim(IR3).
Utiliser ensuite la formule M(J,B") = PIM{f B)P.

Ou essayer de calciler f(e!) dans l2 base B,

Solution_3.38, : -

1) Vérifier que (I ~ M) < (I + M 4+ M2+ M*1) = ] = M* et utitiser M* = O
2)D‘gprés DT M7 =T+ M+ M 4. 4 M2, :

3) Faire Je calcul de M2, M? - - pour déterminer k tel que M* = O et utiliser (2).

i32

Solution 3.39. :

Pour le caleul des puissances positives de A revenir aux exercices précédents
{par récurrence ou par les matrices nilpotentes), v

Caleuler A' puis AP lorsque p < 0 (p== —n, avecn > 0),

oy b bn
Pour i, montrer par récurrence que 3" = { b, ¢, ¢

b ©n
Donner les relations entre les a,. b,, e, €t leurs prédécesseurs.
MOntrer que anye = Gne1+2a,. En revenant aux exercices résolus sur les espaces
vectoricls, déterminer a,, en fonction de n. Puis donner 8" pourn = 0.
Vérifier gtie B n’est pas inversible et donc pour n < 0, B™ n'est pas définie.

Salution 3.40, :
1) Pour cette question voir les exercices résolus sur fes applications linéaires.

2) Caleuder f{1) et f(i) et donner leurs coordonnées dans 5.

Utiliser e résultat : f bijective si et seulement si M sa matrice est inversible.
3) Vérifier que B’ est libre sachant que X # 0. i

4) Calcufer f(c}) et f(eh) et les écrire chacun sous fa forme aey + fley pour avoir
les coefficients des tolonpes de M.

Donner P, calculer P-1 et donner {a relation entre M et M.

Solution 3.41.

1) Sojent o, 5 £ IR. L'écriture P + Q= C

équivaut 3 (e — f)P + Bl =0,

i} 5i deux au moins parmij les trois réels p, g et v sont non nuls (par exemple p #
et q =4 0), I'égalité précédente donnerait (a— f)pg =0

et on aurait (oo — ) =0 et parsujte r = B et aP + o) = 0 = af donca =0,

i) Sinon : les trois ne pouvant étre tous nuls

un est non nul et les deux autres sont nuls.

Par exemple p £ 0 et 9 = r = 0, L’écriture (a — 5)P + 81 = O donnerait § = 0
(sur la diagenale) el ensuite ap® = 0, donc o = ().

2) Faire le calcu! correctement de P x P, simplifier en utilisant les relations
T 2

Pelereg, d=1=-p"~12ourl=1=p?- g%
3) Ecrire gue A= {xP +yQ [/ z,v € R}. Pour le produit de deux matrices de A
utiliser 1z réponse précédente pour remplacer P2, '@ ou QF.

4) Pour A = oP +yQ et A' = 2'P 4 /0, écrire gue A x A’ = I équivaut & un
systéme simple d*éqifations en x et y. En déduire fes conditions sur « et y pour
avoir z' et ' et par suite A’ = A1,

5) Déterminer la dimension de Ker(f), dim(Jrn(f)) (P €étant la matrice de f ).
Vérifer que fo f = f et done 81 uy ¢ Ker(f) alors vy = f{iy) # 0.

Donner f(w) comme combinaison linéaire de ;.

Montrer qu’il existe une base de IR® de la forme (v;, vy, vs) avec vy et vy dans
Ker(f) puis donner ensuite la matrice de f dans cette base,

Solution 3.42. :
1) Faire les calculs pour vérifier que I'application
M) =AxM-MxA YMe Ma(R).
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est linéaire en wtilisant les propriétés des opérations sur les matrices.
2) Traduire (M} = 0.
3) Vérifier que si MA = AM et M'A = AM' alors MM’ A= AMM'.

Solution_3.43. :

1) utiliser le fait que dim(Ker(h)) < dim(Ker{k)), dim(h) # 0

et dim(f er(k)) # 2 (dim(IR?) = 2), :
2) Utiliser le résultat ; si Fi, I deux s.e.v avee Fy C 1) et dim(Fy) = din{ Fa)
alors Fy = Iy,

3) Vérifier que Jm{h) n Ker{h) = {(0.0)}

(sinon 1 < dim(Im(h)y N Ker(h)) < dim{Fm(h})) = 1)

et on aurait Ker(h) = Imih)). '

Comparer ensuite dim(IR*) et dim{ I er(h)) + dira{Im{h}}.

4) Prendre un vecteur vy € Im(h)\ Ker{h).

i- vérifier que : 3z & M* /h(vy) = =k(u) (12 famille (h{w;), k(v )) est lide).
ii- vérifier que si u ¢ R* il existe v & Ker(k) et o e IR tels gue v = wy + av;.
Comparer ensuite h(u) et k(u).

Solution 3.44. - i

1) Poser u = aey + bey et traduire f(u) = Op, puis déterminer Ker(f).

Donner f(1,0} et £(0,1) les vecteurs de Iz base canonique.

Utiliser Im( ) = veet{f(1,0); f(D, 1}).

2) a- Remarguer que le produit de deux matrices inversibles est une matrice
inversible.

b- (i) Traduire Pégalité X? + X = A entre matrices en égalité entre endornor-
phismes.

puis vérifier que : (v € Im{f) = v € Tm(y})) et (glu) = 0g = flu) =0g).

Utiliser ensuite le résultat de I'exercice précédent pour déduire qu'il existe

& R ref que gluy=af(u)vue E.

3) Dans le cas X non inversible : i

traduire ["8galité g = zf en égalité entre matrice et remplacer dans

X2+ X = A pour obtenir une éguation en x qu’on résoud pour avoir X en fonc-
tiondex et A,

Dans le cas (X + I) non inversible :

poserY = —(X + 1), calculer Y + Y et utiliser le cas précédent pour donner Y
et ensuite X

Solution 3.45. :Transformer le systéme en produit matriciel de fa forme
f

Xogr = AX, avec X, = | Hn 5
\ Fn

donner la matrice A et en déduire que A™ = A A+ p,J ¥n € IN (voir les exercices
résolus).

Donner Ay, Ay, po €L gy, ainsi que les relations de récurrence €ntre An, pa Ansi
Bt fing-

Montrer qu'elles appartiennent au sous-espace des suites vérifiant

VnelN zhy = (et )z + (1 - o~ fz,.

Revoir les exercices résolus sur les espaces vectoriels pour donner [a suite (x,.),
en fonction de n.

Chapitre 4

Les déterminants AR

| 4.1 Rappels de cours

Définition 4.1, 50it A = (a:5} y = < UN€ matrice carée d’ordre n 3 coeffi-

1€£j€n
cients dans I = It ou ©. On appelle déterminant de A le nombre noté

det (4} = E £(8}a o(1y228(2)---Bunatn)
S, :

o0 S, désigne le groupe symétrigue des permutations d‘un ensembled rréférg;enas

et <(0) désigne la signature de §.

1 a1 M2 . ¢ a1 din
ag G - - - 20
- Notatien : Le nombre det{4) senote § o B

ny Om2 - ¢ Gan

Propriétés des déterminants : ‘
Soilt A = (a;;) une matrice carée d'ordre n & coefficients dans K.

o det{A) dépend linéairement de chaque colonne de A.

e det{A) ne change pas si,on ajoute 3 une ¢olonne de A une combinaison
lingaire des autres colonnes de A.

« Sion applique aux cotonnes de A une permutation ¢ alors le déterminant
de {2 nouvelle matrice est e{a)dei(A).

o Si A et B sont deux matrices carrées d'ordre nalors ona:

det(A) = det{*4) et det(A x B) = det{ Ajdet(B)

» Les propriétés des déterminants, citées ci-dessus, restent valables en rem-
placant partout le mot “colonne” par le mot “ligne". .

Ces propriétés nous permettront de simplifier le calcul des déterminants.
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Développement d’un déterminant suivant les éléments d’une ligne
ot d'une colonne :

$oit A = (ey) | ¢ ; o, UNematrice carrée d'ordre n. En supprimant un certain
1£3<n )
nombre k (0 < &k <n) delignes et un certain nombre h (1 < & < n) de coionnes‘
dans A, on obtient uae autre matrice A, dite extraite de A.
Soit Ad;; la matrice extraile de 4 en supprimant respectivement dans .4 ta e
ligne et la 1“”“’ tolonne. Le nombre
Bog = (~1)7*1 det(My)

est appelé le cofacteur d'indice i et j.
Les cofacteurs mtemennent dans le caleul des déterminants de | a maniére sui-
vante : .

' heur.emg 4.1. a) Pourtout 1'<i<nona:
S det A = G_iicﬁa'] + o F Rindin
b} Pour tout 1<j<nona: -
det A= a3l 4 ... + anjloy
Posons Co(A} = {Aq) 1¢i<n * la matrice des cofacteurs de A.
1<jen

Alorsona:
'ColA) x A= A x'Co(A) = (detA}],

On en déduit {a formule suivante valahie si def(A)} 0
A = (CD{A}i

Theoreme 4.2. Soient f un ?ndomorphlsme d'un ev B (mnv(E} =un), B et B
deux bases de E. Soient P fa matrice de passage de B 3 5, M (resp. M’} la
matrice de f refativement a B (resp. 8’). On sait que M' = P~'MPF et alors :
det(M') = det{P~1M P) = det(M).

Déhnition 4.2. Daprés le bhéoréme précédent le déterminant des matrices d'un
endemorphisme ne changent pas si on change de base.

Par définition le déterminant de 'endemorphisme f est def(f) == det(M), ot M
est l'une des matrices de f.

Application des déterminants :

I) Rang d'une matrice :

Soit 4 = (ag;) 1< i<y unematriceayantm lignes et n colonnesa coefficients
1£3€n

dans K. Soit f; IK* — K™ ['application linéaire dont A est la matrice rela-

tivement aux bases canonigques B = {g),.bn} BC B = {1y, . 2,,) de K™ et K™

respectivement. :
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A3} T Hpg R £5 BT

(=5 A
Ona A=

LS | iy Qani 1 - T
ol fle)) = ayur + agus + . -+a._,.‘,u,n = { 14, Q00 - ) € K™ . Comme Tinf
est engendré par les f(s;) pour i = ,n; on peut dire aussi que le rang de

A est ]z dimension de ey, engendré par ses colonnes, Chagque tolonne étant
considérée comme élément de 1.

Théoréme 4.3, Spit 4 = une matrice avant m lignes et n co-

aij) 1<i<m
I<jsn
lonnes 3 termes dans 1. [es propriétés suivantes sent équivalentes .

rgld)=r

a- if est possible d’extraire de A un déterminant d’ordre 1 non nul

2) b- tout déterminant extrait de A d'ordre supérieur ou égal 3 r+1I, est nul. -

Corollaire 4.1,

ro{d) = ro(*4)

Défnition 4.4. rang de m vecteurs :

Spient vy, ua. .. uy, des vecteurs de K7,

Le rang de Ia famifle des vecteurs u,, vz, ...,y 85t Ja dimension du s.e.v. gu'ils
engendrent. Donc

v';;{-ul Sl PR 1r.m} = dim [UE(‘.‘L {U.l U tr.,,,}]

Remargue 4.1. Le rang de wy,ug, ..., 1, €5t 2ussi le rang de la matrice e [eurs
coordonnées dans Iz base canonigue de 1"

il) Systéme de Cramer :
Soit 4 = (as} | ;o , Une matrice carrée d'ordre n . Remplacons la j*

e
/e

colonne de A parc; = | ¢ | et développons le déterminant de ja matrice
(in

carrée obtenue par rappert 2 fa j*™¢ colonne :

Py e . @y . Oy
|- N )
' |
] =185+ ok g
2ht . . O . lpp l

On considére e systdme linéaire suivant

Gty gl .. F @pdn = O3
( ) G 4 fAogpmg ek L H 0T = (kg
*
[ anlE] b ggary o S 8anBe = Op
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A=l05) 1 ci<q

l<j<n
Posons Y @1
x=] ), X=|®
Ly by

Le systéme ci-dessus s'écrit :
AX =X,

Si A est inversible , le systéme (*) admet une solution unique qui est donnde
par:

X=4"2X,
. . 3 . "
On sait que A7) = 36%7 CotA) ol Co(A) = {Ay) e est J]a matrice des
I€ign
cofacteurs.
On en déduit que
oy
. ( Ay, B Bpj ) - a1dyj A+ iy
7T et AN T TR ’ »Sing det( 4]
X
TR - B |
B21 "t 't Qg stt O
i) I - =t (ing i
Tj= i " dicr pour tout j = 1,2, .n
&1+ v g o Bim _
ayi v - dg; o0 Ggg
[ T lny Qun

Les formules ci-dessus sont dites formules de Cramer.
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4.2 Enoncés des exercices

Exercice 4.1. :
Calculer les déterminants suivants :

12 0 [ 2 3 -2 4 1* 2 ©%4
3 -2 1 2 2 3 & 9

0 3 1 : -1 1 -2 i 3
d 5 4 2 3 4 3 2 3 -4 Jg 5 6
b -2 1 ¢ 48 S TR 7

Exercice 4.2. :
1%} Donner sous forme d’un produit le déterminant :

p+q q q q
q pPtq q q
q ¢ p+g a
q q g p+q

2°) Montrer que ;

a-b-¢ 2a 23
2t b-a-c Z2h

2c 2c c-a-b
z
|
y
Exercice 4.3. :
Déterminant de Vandermonde :
Soient a,, a3, ,a, n—réels donnés et D,, le déterminant sujvant

=(a+b+e?

3¢} Calculer

™|
M oM<

1 a, (ﬂo}Q (%)3 - [ﬂ-o)u
I m (a)? (@) - (a)?
Du. -
1 eney (@act)? (@aeg)® o0 (@a-g)”
1 an (@) (@) - (aa)®
Montrer que Dy, = [ {a; — ).
0Sicign :

En déduire les valeurs des déterminants
1 -3 9 -27

1 - -

1 4 16 64 )
Di=l_ 1 5§ _g5 195|¢t Da=|1 1+4i 2.,"

1 3 3

1 =2 4 -8
Exercice 4.4, : '
Soient a,b,c des nombres réels. Vérifier que :
1 sine cosa
1 sinb cosb
1 sinc cose

D= = sin(b — ¢) + sin{e — a) + sin{a - b)

bee a-b

= —48in(23%) sin{ %52 } sin{45*)
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Exercice 4.5,

Calculer le déterminant d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux 4 un sauf '

ceux de la disgonale principale qui sont tous nuls :

0 1 .
10 1

P | ¢ ] :
L e, Te. WA

1 1 1

Exercice 4.6.
Déterminer le rang des matrices suivantes en utilisant les dérterminants :

1 2 =2 3 1
i 2 =] 4
we
asl 2 408 5| w2
—1 -3 & =7 2 4 =3 6 4
; 11 -1 4 6
Exgmceli?
étermmer Ie rang de Iz matrice suivante en utifisant les déterminants :
i 2 -2 3
B={ 1 3 8 3i
P4l 243 —-2-920 3+3i
Exercice 4.8,

Dans chaque cas, donner en utilisant les déterminants fa dimension de vect(#)
le sous-espace vectoriel engendré par [a famille F :

DE=R et F= (m‘ug,ws} ot

o= (1,-5,3), ug e (3,2 —4) eb vy = {5, 8,2},

N E=TX]et F= {P;,Pg, Py} o

Pl=2-8X +X2-dX? P =3X —4X%etuy=1-X"

DE=MR)et F= (J"lfl.M;.,AhSofr

at b
M,n( ; G)J’l‘fg (g g et}l.ﬁ:( i ul))

Exercice 4.9.
Pourm € IR, smt Fm I endumorphrsme d’'un espace vectorie! sur IR de dimension
2 dont la matrice par rappori d une base 8 est

m -1 0
Ap=| ~2 m ~2
0 -1 m

1} Déterminer rm pour gue f,, soit un automorphisme et calcujer dans ce cas Ia
matrice de f;! dans la base B.

2) Dans le cas od [, n'est P automorphisme, déterminer la dimension du
no}r::u de fin.
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Exercice 4.10. :

Une matrice A £ M, (IK) est dite antisymétrigue si A= —A.
Soit A une matrice antisymétrique.

a) Montrer gque si i est impair alors  det(A) = 0,

B) Quelle est fa forme de la diagonale de A7

Exercice 4.11.
Une matrice A € M, (1) est dite orthogonale si ‘A = A%,
Si A est orthogonal montrer que  det(A) = +1.

Exercice 4.12. ¢

Montrer que le déterminant d'une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure)

est égal au produit des éléments diagonaux.”

Exercice 4.313. :
Calcufer en utilisant les déterminants Jes inverses des matrices suivantes .

{ A OIS 2 2 -1
de=| 200 1 o Bw=| -2 1 4],
AP 1 30 o)

Exercice &.14.

Soit & € IR. On considére les trois polynémes :

P Ak X X7 Po=1 420K 4 X2t Py=1+X 4+ AX"

1) Déterminzr i pour que { P, P, Py} soit une base de &5 = Ry[X] I'espace ver-
toriel des polynomes de degré inférieur ou égal 3 deux.

2) Dans le cas ot C = (I}, %, Ps) est une base, donner les coordennées du po-
lynfme

P=a,+@X +agX? dans C.

Exercice 4.15. ¢
Soit § une application finéaire de IR? dans IR® dont la matrice par rapporl aux
bases canonigues de ces espaces est :

2 12 -5 =7
M= -1 g i 2
-1 -1 2 K]

Donner une base de (IR,
En déduire Jes conditions necessa:res et suffisantes pour que X = (a,b.c} appar-
tienne a f{R").

Exercice 4.16.
Vérifier que Ies sycternes suivants sont des systémes de Crame: et donner feurs

solutions ;

1)

e gzt
Thdytz+t
—r—y—2z—t
r+y+z-3t

il

(1)

il

B o b
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2)
rdy+z =4

C (&) —z+3y—z =0

I+2y—w2 &

Exercice 4.17. :
Résoudre les systémes suivants :

T4 2y —2z4+dt =1 -+ -z =4
2z dy+3z+5 =4 5 22422 =1
~x =2y + 82Tt =1 —I+y+ 2 =k
i
z+dy—=2 ::-;—z
2 + 4y — 2z s
~z+3y 46z =3
dr 45y —Tr =4
Exercice 4.18. :
Résoudre fes systémes suivants -
o Dy 2 =]
T2y -z 44t =1 " . 32
r+4y+ 32450 =4 - S Agpmds =1
~d - Dy B2 - Tt =5 ~2+3y+bz =2
dr+8y Tz =4

Exercice 4.19. :
Discuter suivant les valeurs de m (m € IR) les systémes suivants :

ZAY+(l-mly =m+2 x—y+mz == j
(I+mla-py+2z =0 : —x 42yt =13
2o = my + 32 =m+2 Ay 2 =

Exercice 4.20. :
Etant donnés les réels a, b, ¢,t,m, n, Etudier le systéme :
bz—ey =1

er—ar =m Dolner une interprétation géométrique du résultat.

ay—lz =n
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4.3 Solutions détaillées des exercices

Solution_4.1. :

Cna: .
11 20 1 2 04
-1 5 4 07 4

dla ;rofsiéme ligne on ajoute la premiére (I3 + 4;).

On développe ensuite par rapport 3 la premiére colonne-pour-écrire.

== x1x 3 ; +(=1)"*2 x 0%

Dod li=8x4-1x7=35

20

201 > uf .
7 4 _

2 2 7.4

1-1— (=1 x0x

Pour I», on a :

1 2 A 1 0 0
h=|-1 1 -2|=[-1 3 -3
iy W 2 T1 -2

QOn a fait deux opérations successives : d’abord 2 la troisiéme colonne on a ajouté
Ia premiére (O3 Cy) et ensuite de 1a deuxiéme colonne on a retranché deux fois
Ia premiére (Cq — 2C,).

Puis on développe par rapport 3 {a premiére ligne. Ce qui donne

. 1+1 43 3
I ={-1) xlx1 1 ,2|._ 9.

Pour s, ona:

2 3 ~2 4 8 3 -2 6
et 3052 1 QL= =1 1B
=l s & 3 417%F F 4.9

-2 1 o0 2 6 1 00

On a fait deux opérations successives :

3 la quatrigme colonne on a ajouté la premiére colonne (Cq + Cy), puis 3 la
premiére colonne on a ajouté deux fois la deuxiéme (Cy + 2C3).

On développe ensuite par rapport 3 la quatriéme ligne. Ce qui donne

§ =2 6
L=(-1'"*x1x{~-1 1 5
T 3 7

On va faire sucecessivement les opérations suivantes :
ajouter 3 la deuxiéme colonne {a premiére colonne (Co + Cy) et 4 la troisiéme
colonne cing fois {a premiére colenne (Cy + 5Cy). Ce qui donne

& 6 46
7 10 42
Puis on développe par rapport 3 la deuxiéme ligne,
) 6 46
SR B b v 5 1 s
Ta=(-1P* x(~1) x 10 42"" 208.

“Pourisona:
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12 3 4 0 0 0
Lwl?2 34 8112 ~1 -2 -8
113 405 6|73 ~3 -4 —¢

4 5 6 7 lci-.ﬂ...@_g

On a fait trois opérations successives :

de la deuxiéme colonne on a retranché deux fois la premiére colonne
(Ca — 2C;),

de la troisiéme colonne on a retranché trois fois la premiére cofonne
(Ca L SC])-

de Ia quatriéme colonne on a retranché guatre fois la premiére colonne
(Cq — 4Gy ).

Dé vefoppons ensuite par rapport 3 la premiére colonne pour écrire

-l w3 =i
Iy =(~1) “"xlx -§ _g _g

Retranchons ensuite de fa deuxieme colonne deux fois la premiére (Ca — 2C,),
ce qui donne

-1 0 -3 |
In=|~2 0 -6 |=0 (car une colonne est nuile).
-3 0 -9

Solution 4.2.

19) Pour A, on va ajouter 3 la premiére colonne la somme des trois autres
colonnes

(Cy 4 (Ca + C3 + Cy)). Ce qui donne :

pta g q g p+4dg q q Y

Ay = q p+q g 9. ptdg p+ag i q
g 2 P+9 q p-tdq q p+q r,J'

q q ¢ ptg p+dg q . p+g

En faisant sortir par linéarité par rapport 3 la prem:cre cofonne fa quantité
{(m+4g), on obuen:

1 q g q

1 p+
bu=(p+ag) | 7 g p+; ,

! g g ptq

En retranchant successivement des autres lignes la premiére ligne et en développant
par rapport a la premiére colonne, on trouve

1 ¢ 9 g
ﬁ1==(p+4q}g g ﬁg
0 00 p
p 0 0f
=(p+4gf0 p D
00 p
Dou

= (p +4q)p°.

2n) Pour Ag, en ajoutant 3 la premiére ligne [a somme des autres lignes
{t: + (i2 +13)) on obtient :
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e—b-—c 20 Zu ashte avbt+e atbte
. al,
Ay = W bea-—c b | = 2% bh-a-c¢ 26
. Je 2 ¢c—a—0b 2e % c—wu-Db}

Par Ja linéarité par rapport & la premiére lgne on trouve :

] 1 1
Ag=(atbac)2h b—-n—¢ 2b

e 9¢ c—a—"b}
Retranchons successivement de la deux:eme colonne et de la troisiéme colonne
chaque fois ja premiére calonne (Cy ~ C; et ensuite Cy — C3). Ce qui donne

1 0 [t}
Ap=(a+b+c) 2 —{a+bc) o
2¢ 0 —{atb+e

En utilisant chaque fois la linéarité par rapport 3 la deuxiéme colonne et par

rapport 3 Ia troisiéme colonne on écrit :
1 0o 0

A= (a2 -1 0 ={a+b+c)?

2 0 -i
37} Pour &y on va ajouter d la premiére colonne la somme des autres rolonnes
(Cy + (Cy4Ca}l -

r ¥y 2 e+ vtz § 2
Ag=ly 2 = y+z4r z I

rx ¥ zdT+y T Y N -~
En utilisant la linéarité par rapport d la premiere colonne et en faisant les
opérations fndiguécs 3 droite de chague ligne, on a

1 g z|
Dagwm(s+y+zhl = 2
]l © v
b1 Y z {h)
=(z4y+2)0 z-y z-z|{-U)
0 z—y y—z| -0 .
En développant par rapport 3 fa premiére colonne, on obtient finalement :
= \% ey BT +z + 4 +z——.r;i.r—.?-yz-j
.&3-{3+y+z)iw_y yz‘ rty+2) (P +y

Solution &.3. :
Notons I}, = D{ag. 61, ,ta) i
el faisons un raisonnement par récurrence surm -

-
|1 6l (a;—a;) ce gui est vrai
- Pourn=1, Dy = Dlamar} =| | % |=a1—a,= T (aj-as)ceq .
Pourn=1, 14 (g, 0] {1 e pgicicl
— L'hypothése de récurrence Do = 1 (o3 = ai)-
H:’.{cjgn
- Pourn+liona: sl
11 ae 62 (1;1 corait |
2 3 nd1 |}
1 a ay o} (5 E
2 |
Dn-&-I—’D{ﬂnﬂln" ﬂﬁ.ﬂm-a-l"'" : |
a -n+‘ I
1 an ﬂ'?n ay v By ot
2 3 T
1 on1 Ohyr Sri Gyer !



En remplacant chaque colonne Oy, (pourk =n+ 1 jusqu'a k = 2)
par Cy — ap Oy Je déterminant D, ., ne change pas et dewenr

o e

1 g~ anp a.:i — Oaltny - ai,'“ -l !
41
1 g —tupy a3 = a1ty -0 aptl - 0 ey |
9 +1
1 ap —au4 G —plpyy - F apT - anlag
1 0 0 pes 0

Développons par rapport 3 {a derniére ligne on obtient :

Py = (1)

2 +1
Qg Opg1 85— ufigy] 70 047 — {784y
241
a1 = Unss G~ @yfagr 0 0] - G0
2 : i1 L
@ — an4l  Gp —dnlpetr -0 G0 — G0ny)

En utilisant ia linéarité par rapport i chaque ligne faisons somr les réels
(20 = ans1) de l2 premiére ligne,
(21 — ans1) de la deuxiéme ligne

{an — ansi ) de la derniére ligne,
Et{'on abtient

Dn+'.[

Ce qui donne

= (" 1)’““ (ﬂﬂ Gy ﬂn-{-l) Y (au o ﬂ-n-i—'l) .

a
1 a, a; o5
oay ad ay

|
= |
1 gpey @ o0 04 ’
1 a" aﬁ ERE {£:1 F

Dr’ad"{ e (a'n+'l = U-n] e {“ﬂ-}—] - ‘ln] x -{ju

En utilisant I'hypothése de récurrence on obtient

Duy1 = (tneg = 8a}+ (8ag; —8a) % H (n; = 0} = H {aj — ai)

d<idgsn OSaiting1)

Alnsi le résujtat est vrai pour tout n g IN.

Et l'on a

Application :

On 2 évidemment Dy =

par suite : I
C’est 3 dire

H {a; —a:) YneIN”

bD<icien
T -3 9«27} {1 -3 9§ -27/
I 4 16 64, 11 4 16 64
1 5 -2 13817711 -5 25 -125
1 -2 4 -8B} {1 -2 4 -8

= —Na,,a1,02,63) aveca, = -3, ay =4, ag = -5 etag= -2
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Dy = (=2 (~5))(~2 —4)(~2 — (=3))(~5 = 4)(~5~ (-lil)}{d ~ (=3)) = 2268.

R S, |

Etde méme Dy =1 141 2]= Da,,ap,00) avec o, = ~i, ¢y = | 1 et
P ¥ F

ag=j=-}+iL.

Cest d dire Dy = (j — (14 }){7 — (-1 +d — (—i)} = (N"-H) (1 — v“)

Solution_%.4. 45
En re.tranchant successjvement Ja premiére ligne de chacune des autres lignes
un déterminant ne change pas. Et 'on a:

1 sinae cosa 1 sina £osa
D=|1 sinb cosb 0 sinb-sine cosb—cosa| {(*)
1 sine cose ) sinc—sina cose—cosa

On développe par rapport 3 Ia premiére colonne et 'on a : |
D = (sinb — sina)(cosc — cosa} — (cash — cosa){sin ¢ ~ gina)
= (siuboosc — coshsine) -+ (sincevsa ~ cosesina) + (sinacosl — cosa din b}
et done =
D = sin(b - ¢) + sin(e — a) + sinfe - )

{ceci en passant parla formule sin{u — v) = sinwcosv — cosusinw),

Drautre part, er: revenant 3 (+) et d’aprés les formules de tngonomém: ona:
sin e = sin v = 2 cos(¥F2) sin{254)

et cosu — cosy = 2511:{""‘}311&{%}

on peut écrire

1 sa cosa
D=|0 Zcos(id2)sin{tz8) 2sin{252) sin( &)
0 Z2cos(*)sin{F0) Q:Sm[“;“)sin{“ £)

_ ensuite on développe par rapport 3 la premiére colonne et en utilisant la linéarité

par rapport a ehague ligne on obtient
2 cos( 142 ) sin{ 25%) 2sin(82*) sin( )

).ws{-%- ﬁll](" u} Qsllliﬂﬂc)silltﬂ-rc)
=dsi1i(’*—"}si|.{s:3)4 WS(%—) —s:mf“ ";

— gin( &
btn L
comme Zﬁg .,} _ ::E( %% I‘ [cos{"”‘“ M- sin{2=)] - [ sin(E#‘}] [oos{ 42 )]
= sin{%’i)cos{ cos{k%- sin{25°) = sin(ek? — £42) = gin(E5S)
ce qui donnie .ﬁnaismcnr sachant gue sin(25%) = —sin(igij

D=-4 sm[-«m) au‘l(
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Solution 4.5. : ' ; =1 0 e w0
' Considérons le déterminant
S % 0 -1
b= . S s 6 0 ... 0 =1]
2 ce dernier déterminant est d’ordre {n — 1), il est diagonal, donc égal au produit
‘ . des coefficients de sa diagonale.
e w4 1 : ['ou Je résuitat
1 o=ox 1 ==+ ¥ O i D= (n-1}-11".
D ne change pas si 3 la premiére cofonne on ajoute Cs + -~ + Ch. )
La premiére calonne est remplacée par C} = ¢y + (G2 + --- + C,) et donc Solution 4.6. :
fm—-1) 1 oo o ] : 1 2 -1 ]
: - o . Soit A= 2 4 3 5 |
(=) 0 .o e ] -2z & -
. . ' 4 A€ My  0n commence donc par étudier les déterminants extraits d ordre
s : ¥ Tmw Tms oamw ‘ I=min{3, 1) de A :
; ¥ 9D 11110 -1
L=l 2 .4 i 2 0 3|=0 (onfaitcy—2e)
(A=1) o oo .01 2 2 6| (-1 0 6
{(n-1) --- 1 -~ 1 0 .
par linéarité par rapport 3 Ja premiére colonne on obtient P12 4 1.0 44 o ;
T TR | j'?——w_.-! 2 4 5= 2 0 5}-._—-0 {om fail ey — 20q)
|-1 -2 7] |-1 0 -7|
10 Tt e o= 1
‘ -1 4 ) 0 5 -3 (iily)
g T T e B : g =] 2 3 5|() =j 0 15 -0|(L+2L) =0
D=(m-1]" : ; i -1 6 -7l -1 6 -7 {Iy)
(car Ia deuxiéme ligne=trois fois la premiére).
T T : __ 2 -1 4| ) 0 5 3| (+la)
§owws O w4 0 i Li=| & 3 5| (k) =| 0 15 -9 (+2) =0
Retranchons successivement de chague colonne Cy, pourl: > 2 fa colonne C, (O, -2 6 -7\ ) -1 6 -7 (is)
est remplacée par Cr — Cy). Ce qui donne _
1 0 - e e 0 (car la deuxidme figne=trois fois la premiére).
: ) : Alors les déterminants extraits d’ordre 3 sont tous auls, On passt ensuite aux
S S ¥ ) : § déterminants extraifs d’ordre detux. On cemmence par ceui du coin droit supericur
D=1 B N A B i_ . ;1:1'; ‘; =5 120,
Par suite rang{A) = 2.
e - v 000 p
1N 9 v 0 -1 12 . L1 |
On développe ensuite par rapport a la premiére ligne pour écrire Soit B = rl: 2 é ? g
i 4 - i
1 1 -1 4 6

On a B e My, On commence par étudier les déterminants extraits de B
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Snl:mon 4.8,

EEmm =R Dans chaque cas on utilise ia matrice dont les colonnes sont farmés par fes co-

¥ - ordonnées des vecteurs concernés :
1 2 -2 3| . . ordo 2 &
L =1 ] 3 -2 3] () 1) rang(F) = rang{M) avec M = | -5 2 -8
(€ 8 <3 6 ' Z 3 -4 2
111 -1 4] ; ' 1 3 8| |1 3 5 w i
(M) =| - ~8 = 17 = =0
{2 -2 3 () ” Comme det{ M) g 'j E g g g | 13 13 l
01 0 0|(a-U) . 2] |
=12 4 -3 6 (ls) ; dcm::mu(x’kf) <3’ 13
11 -1 4] {ls) Camme le déterminant extrait du coin supérieur est\ Ly a|mREA#O
1 -2 3| on a vang(F) = rang(M) = 2 et dim(vect(F}) = 2.
= |2 =2 U} 2 0 1
e @ 53 o
3 2) rang(Fy = rang(M) avet M = 1 e .
: @ 3 (1) : st & B :
- '3 g i . 5
= |0 1 0](h-2) : M étant d’ordre (4, 3) on alcule Jes déterminants d*ordre min(4,3) = 3 qui sont :
0 1 1 ~ 1
! . 9 1] 1 2 01
o Ar={-5 3 fOf=|-5 3 0
.= =10, I -4 =1 3 -4 0
1 1 M 3
=3 !m 11#0.
Par suite I'un de ces déterminants est non nul, donc rang(B) = 4. ~4
’ _ Ainsi rang(F) = rang(M) = 3.
Solution 4.7. ) Ce qui signifie que 12 famille F est libre et que dim{vect(F}} = 3.
i 9 -4 3 5 :
La matrice § = 1 3 -3 3i | est d'ordre (3.4). Calculons -y 3) Les coordonnées des (Af); dans la base canonique “de My(IR) sont :
fopl. Bt =Ba9 Bam ;g My ot (~1,2,3.6), Ma : (3,1,0,-4) et My : (—4,1,3,10).
les dérerminants extraits d-ordre min(3,4) = 3. . o -] 3 -3
ienae * Par suite rang(F) = rang({M) avec M = g :} ' i
i 2 - : i 28 6 —4 10
Ay e 1 3 -2 |= 1 3i 0 |=0 (faire O3+ 205). ; M étant d"ordre (4,3) on calcule Jes déterminants d'ordre min(4,8) = .i qui sont :
1-p 1 2481 ~2-2 i+1 243 0 i
i 2 3 - ~1 3 ~4 l -1 3 —4
Ay=f 1 3i 3 |={1 3i 3i|=0 (faire Ly+(~L = L)) Ay=| 21 1ll=| 0 7 -7|=0
i+1 24% 343 Jo 0 0 30 3/ |09, -9
i -2 3 2 -% 3 | -1 -4 -] 0O 0
Ay 1 -2 3 |=|3i =2 3i|=0(faire L+ (-5 = La)} Ag=l 2 1 1i=l 2 7 =7|=0
i1l =220 343 6 0 0 | 6 -4 10 6 14 -—14
2 —~2i 3] 12 -2 3| e B 3 =3
Ag=| 8 . 3 [=| 3 -2 3ii=0(faire L3+ (~L - Lo)). Sl & m 8 [; 3 0 0=
243 —2-2 3+3i 0 0 0 g4 18] | % -4 A
Donc rang(B8) < 3. s 1 1 2 1 -1
On passe aux déterminants extraits d’ordre deux} :i ] Av=[3 0 3l={3 0 of=0
Le premier, celuj du coin gauche supérieur A' =\ 1 3‘; t: ~-5#£0 6 —4 10 6 -4 4

_ tous nuls, donc rang{M) < 1.

et par suite [ ice B d ; :
" e L Comme le déterminant extrait d-ordre deux du coin supérieur gauche

150 151



Solution 4.12. :
Soit A une matrice triangulaire supérieure

fyp Q2 o0 i fga

0 ap - -+ a4

A= 0 0 asz - az.
0 i e mew o

0 0 ] 0 aua

Montrons par récurrence sur n que le déterminant d'une matrice triangulaire
supérieure est €gal au produit des éléments diagonaux.

~ Pourn =2

A"-—‘(ﬂ” arn ) et
0 (rhb]

| a a
det{4) = J "é a;: w ayyagg - Ougs = ay1092.

Donc, c'est vrai.
~ Supposons que le résultat est vrai a 'ordre (n— 1),

a3y g e ot Qyn-1}
0 apm - Aan—1)
0 0 o3 - a1y | = 110200 Bgeyfa-1) TR
0 0] i

iy 4] L] 1] th_”{n_u

Pour une matrice d’ordre n, on développe le déterminant par rapport 3 {2
1n€ME lione. On obtient alors :

@ a1z o Qn jan @z - @3 {rmj)

_ U azy ' @i _ ¢ cynen 0 ngp o-- @ity
det{A) = R = (-1 g, a0 . A e
0 0 Anp g Y a Qim~1}n~1} |

Dou
det(A) = (~1)"apn (011020 Ogn_1yn-1)) 0'3prés (HR)
Ce qui implique que

211 @2 ot 2t lqa
0 ap -+ -+ ag,
0 0 agy -+ @ap | =anax - G iymo1)0an-
g b B ...

L & 0 .0 0 apa|

Donc le résultat est vrai pour toute matrice triangulaire supérieure {de méme
Ppour triangulaire inférieure).

On conclut gue le déterminant d’une. matrice triangulaire est le produit des
éléments de [a diagonale principale.
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Selutien 4.13. :
Soit fa mmatrice :

-3 2 =1
A= 20 1 .
-1 2 1
Alors ' o
3 3 4 S e i
det(A) = 2 0 1l=| 2 0 1 = {—2]] 2
k = % 2.0 2{({l-1)
Dont A est inversible,
Les cofacteurs de A sont :
: 1 21
Ay = (~1y0+ 2 ] ]: -, Agg = (H_Il){H-z) < 2 |—,_ -3
o g 20 . 2 1
tig= (<109 3 D=t gy (-pyesf 27 ’: g
-3 =1 4 -3 2
Byp = (1)@ T T = 4, Mgy = (~1)@) TV D i=4
2 -1 ol =3 =1
Agp = (-1)B+) o 1|72 0n= f*l)”"ﬂ’l s 1 ]= 1,
-1 2
= (33 o

D'oit la comatrice de A :

\':D{A} = (AiJJ!} = (

1 i
Puisque A7 = ——ae
e ot (A)

De méme pour fa matrice

Ona:
dEE(B} =

9
-2
3

Donc 12 matrice B est inversible.

Les cofacteurs de B sont :

{co(A)), alors

-2 -3 4
-4 -4 4 1.
2 1 =4

-4 2
~—4 1 ].
4 -4

i
2’ 440
21 ;
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VNS I 2 -1 3.9

_"ﬁi'.’l.""l{_]_ :Ul—.“' 5'22=+13 0|=3, ﬁ:s=*—|3 o|=6
2 1| . . _

Aalm"!- I 4!:‘-‘.9 . Aa_gx—i _; :|:::—-—G = A33=+'_.3 ?tzﬁ

D'oi la comatrice de B :

6 12 -3
9 -6 6

Puisque B~! = co(53)), alors

1 L
det(B)
_ yf{ 00 9 00 3
‘o B‘1=§? 12 3 -6 |= 4 1 -2 ].
. -3 6 6 -1 2 2
Solution 4.14.

En utilisant la matrice des coordonnées des vecteurs Py, P, ¢t Py dans la base
canonigue, On a

)

A1
det(Py, Py, Ps) = [1 A 1
; 1 1 A
A2 11
T A-‘l—? Al
A+2 1 A
cecf en remplagant Cy par Cy + (Cy + Cs).
Ensuite
1 11
det( Py, Po, Pa)= (A4 201 X 1
i1 A
1 1 1’
=(A+200 A-1 o
] 0 ).wl]
Doy

del(Py, Py, Fa) = (A + 2)(A - 1)?

On en déduit que det{ Py, Py, P5) # 0 si et sevlement si A # —2 et A #1.
Alns : C = (P, Py, F3) est une base de E = RgX) si et seulement si A # ~2 et

PR

2)Danslecas A # 2etN#£iona:

1
A
i

R i

" A
La matrice de passage de B la base canonigue 3 [a base C est P = (i
1
Aael 1= 1-2
san inverse est P71 = e 1—A A'—1 1-2
1-2 1-2 A2

A+l ] . |
et aprés simplification P~ = m‘l‘;ﬁ:ﬁ ( -: .1+} 5 —} )
- - +

156

Netons U la matrice des coordonnées du polynéme P = a, 4+ a; X 4- e X? dans

ELU
labaseB:U=1{ a
as

et V Ja matrice des coordonnées du pelyndme P = a,+ay X +a2X? dans Ia base
.
D'aprés la relation V = P~U (équivalente-d U = PV} on obtient :

ap(A+ 1} —ag ~an
(A2} {A=1)

—a, -t ay(A 1) - ay
G+G-D)

V=

—ap = a1 -+ aa{A -+ 1}
{(A+2){Ar -1}

Solution 4.15. -

On sait que rang(f) = rong{M) = dirn{f(IR1)).
Puisque A est d'ordre (4,3), sonrang{d} <3,
C‘aiw!an{s !esqdéteiminanrs extraits d'ordre trois :

] 2 12 -7
Me=t-10 91 ]|=0As=|=1 ©® 2|=0,
-1 —1 2 -1 -1 3
2 -5 =7 | 12 =5 =7
Dy=]| -1 1 Zl=C0ethy=| % 1 2i=0.
| % .3 -1 2 3

Hs sont tous nuls, denc rang(M) < 3.

Comme le déterminant extrajt d’ordre deux du coin supérieur est
. 1 2 1®

by= -1 g

et rang(f) = dins{ f(IR*)) = 2.

En plus les deux premiéres colonnes sont indépendantes puisque AL # 0.

Par suite les deux vecteurs vy = (2, ~1, =1} et wg = (12,9, 1) forment une base de

J(RY) (leurs coordonnées dans Iz base canonique de R* sont les deux premiéres

colonnes de M ).

Par suite un vecteur X = (a,b,¢) € f{R?) si et seulenent sila famille (. vy, X}

est liée.

=30 # 0, la matrice est d'ordre deux

» {2 12 af
Ce qui équivaut § det(vy, 10, X} =1 -1 9 bi=0.
-1 -1 ¢

Finalement X € f{IR") si et seulement si a- b+ 3c=10.

Solution_ 4.16. :

1) La matrice du systéme (S,) est carrée et son déterminant est



Par suite le systéme est de Cramer.

1 i 1 1 1 1 1
4 4 1 1], N 4 1 1]
Onad,=; | o ([F08;=|_, | _5 _|=%
2 1 1 -3 2 1 -3
2 11 1 & 1 11
1 4 4 1 3 4 1 4
o e = —16.
s N R i TN
1 1 2 -3 1 1 12
Drod les inconnues z = 4= = I y= % =8 rmde=eat=4 =

2) La matrice du systéme (5;) est carrée et son déterminant est

Par suite Ic systéme est de Cramer.

Ona{}.le 0 3 -1

et =

D'oil les inconnues x = 4 = 3, y = 5 =

111
-1 3 —1|=-8#0
1 2 -1

A =

13 1
=1, 08,=|=-1 0 -1
1 -1 -1

11 1

-1 2 -1
11 3
=1 3 0
1 2 el

= 14,

ool
£e
o
LES
il
e
f
e

Solution 4.17, :

» Considérons le systéme

T3y -4 41 =1
(S} 22 44y 32400 =4
—2 -2y +6z-TL =

1 2 -1 4
La matrice du systéme est A = ( & 4 B3NS ) . Elle est d'ordre
-] 2 6 -7

(3,4).

On a alors rang{A) = rang($;). Sachant que rg{A) = 2 d’aprés I'exercice
{(n°6), il s’en suit que rg(S8;) = 2.

Puisque fe déterminant A = i ‘; g Iexrr.;it d’ordre 2 du coin droit supérieur

est non nul, en prend alors comme inconnues principales : z et t tandis que
X,y vont jouer le role de paramétres.

Etudions ensuite la compatibilité du systéme :
Le seul bordant de A est

~1 4 (1) -1 4 1 {i1) 5 %
fa=| 3 5 al(k) =| 017 7| (a43h) =~ _l:n_
6 -7 1](ls) 0 17 7| (Is+6l) !
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Ainsi le systéme est compatible et I'on a par des équivalences : -

T4+ 2y—z+4t =1 -
(%) = {?:::+dy+3:+5t =4 e

—-z+4t =1—=z~2y (I})
A {3:+5t i Gy (o)

£ = -I_F (11— 3z - 6y) (-5 +4k)
t ni«f('f‘—ﬁfc-“lﬂy}l {Ig+3h].

L'ensemble des solutions est

1 1 :
S=4{y —f11 -8z~ oy . 3 :
{(x, niF {11 — 3z - 6y), = (7 -5z lﬂy]) JzyE IR}

» Considérons le systéme -

~dr+2-zr =4
- (Sa) 2x + 2z =1

~r+y+z =1 ' -
-3 2 -1
Sa matrice est B = 2 0 2 1. Elle est d'ordre (3,3).
-1 1 1

Cherchons le rang de B qui est celvi de (5). Le déterminant de B est non
nul d'aprés I'exercice (n°13) car:

-1 2 1
Donc (S,) est un systéme de Cramer et puisgue ‘B = A, alors
B='A et B~ = ()7 =f(471).
A~} étant déja calculée, on a donc

L -2 -3 e
B"1=“_4 -4 —4 4 ].
. 2 1 —4

Et par des équivalences, on a

x 4
(52) <= (y):!i"1(l)
z ; 1

3 2 -1
‘B=A= ( 2.0 1 ) et det(B) = det{*B) = det(A) £ 0

T 1 -2 =3 q 4
= v |= = -4 -4 4 1]
z o 2 1 -4 1
F 7/4
= i —] 4 .
z —-5/4
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L'ensemble des solutions, qui rontient donc une solution unique, est

S-——{(EA,“E}}.

T4~z = 26/17
. 2r 44y~ 22 =537
S
o e
dr +5y—Tz =4

» Considérons le systéme

L

5a matrice est

. 19 ~1
' 9 4 -2
L -1 3 6
45 -7

Puisque la transposée de cette matrice est la matrice A de I'exercice (n"6)

et que le rang(A)=2=rang(D), alors le systéme est de rang 2.
Le déterminant extrait de D d'ordre 2 du coin inférieur gauche

A mi ui 5 | est non nul. On prend alors comme inconnues principales »
ety.

On étudie ensuite Ia compatibilité du systéme (53) .
Les bordants de A sont :

6 0

¥ 2 % &) 0 5 ?-;-{, (I +12) 5 0
M=y g 2l ™| 3.2 () =, LBIF°

4 5 4}(k) 0 17 12} (I3 + 45}

52 120 :

2 4 | 0 10 == | (i +2k) 120
K TE - 17 X - 10 e |, 7]
3=y 9 sl g) =l-i 3 "3 S B

15  4f(l) 0 17 12| (fa-+4dl) .

Iis sont tous nuls. Donc {e systéme est compatible et 'on a les équivalences :

(S3) <= T +,3” = 202, reste comme paramétre
4r+By =447z
2
T =3 €4
T z + 1]7
[ =zt - zelR
4 17 :
L'ensemble des solutions est donc
2 12 )
== — — zelR.
8 {(3z+ it 17“") / z¢€ }
Solution 4.18. :

Considérons le systéme suivant :

T+ 2y — 44 =1
(81) 2r 44y +32+5 =4
—z—-2y+6z-7Tt =5h
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Sa matrice est

1 2 -1 4
=l 2 4 8 5|
wl =% & =T

Eile 2 été étudiée dans I'exercice précédent et donc rang{4’) = rang({Si} = 2. pn
fait de méme qu'avant. Pour la compatibilité du systéme on trouve quc Ay Fun
des bordants du déterminant

K| 3 "j est égal 3 :

3
—1 4 1) -1 4 1 (f) 7
Ay={ 3 5 4';(12} m! 0 17 7| {a+3) r-»—] 1.:. niz—ﬁB?ﬁU.
6 -7 5|{l;) | 017 1 {3 + 61}

Donc le systéme n'est pas compatible. Ainsi il n'admet pas de solution.

Considérons ensuite

i

B B o
-1

Ty -z

]

i

2 — 2z
) @ =+

—x 4+ 3y + 6z

4x 4 5y — T2

Sa matrice est e,
2 4 -
-1 3 &
4 5 ~T

D=

Eile a été étudiée dans I'exercice précédent et donc r'n.n.g![ﬂ’] = rang(Sy) = 2.
On fait de méme qu*avant. Pour la compatibilité du systeme on trouve gue Ay
J'un des bordants du déterminant

12 o
13=1_] 3 est égal 3 :
12 1) 0 5 3] (htly) ¥ 3
Ay=|-1 3 2{() =|-1 3 2 ) =| 47 lglr‘v‘#ﬂ-
4 5 4 () 0T 12 (Ia - Aly)

Donc le systéme n’est pas compatible. Ainsi H n'admet pas de solution.

Solution 4.19. : >

+ Softmme et

:r-l-y+(l—m}r- =m42
(81) (l4+mr—y+2z =0
2x — Iy + 32 =1+ 2.

La matrice du systéme est :

1 1 (1w m)
Am = U_ -+ m} o] 2 "
2 —-m 3



Son déterminant est : : . Donc

( . omm+32) 1
(@) (@) (o) C T e gm ) T w2
1 1 (1= :
detita) o= (1+m) -1 ( m% _ —m{m+ 2}m + 3} _.m +3
2 —in 3 ¥ o= m{m — 2)(m+ 2) m—2
|
(er) fep~ el . {en} - —mf{m + 2}2 __™ + 2‘
1 0 (1 -m) mfm — 2){in + 2) m—2
{14m) ~2-m 2 ;
Dot : .
7 em-2 3 ® . {( 1 m+3 m—}-?)} ). .
S= ¥ Gl L&
10 (V—m}| () _ s bl e
= (-2-mi(1+m) | 21 () - Sim=40 St
2 1 31 (L) Le déterminant de A,, est nul donc le rang du systéme est infériear
1 11 i
10 (1-m) {th) : strictement i 3. La matrice devient Ag = | 1 =1 2 |. Et puisque
= (=2=mf(m=-1) 0 =13 (I — 13} 2 0 3
21 3 (1] : le déterminant d'ordre 2 extrait du coin supérieur gauche
i 1 (1—m) ' A =] : ; = —2 < 0, alors le rang de Aq est 2. ;
p— - ) > SR o 5 " .
= [2-m) ( | (=1} -1 On étudie ensuite les bordants de A. 11 n'y a qu'un senl. 1] est égal 4 :
= (m+2)(=1+(m=1))=mm—-D0n+2) = 1119 () 1 1 2 () 1 -
Ar=|1 -1 0f(t) =|1 -1 0] (b) = |1 o
- Sim#A0, Qct[ 2) 2 0 2 “3) 1 -1 0 (fg-.i-p}l ST

Te déterminant & de A, est non nul, donc A,, est inversible et le systéme
est de Cramer
Ia solution du systéme est donnée par

Par suite le systéme est possible (ou compatible). On garde alors comme
inconnues principales x et y gui s’expriment en foncrmn de zqu.i est gardeé
comme paramétre. Et par des équivalences on a

'-}_ ' : r+y+z =12
X o= A ‘:St) <= 1?-*‘:3}4"22 2 i)
¥ o= <L Tty =-z+2
ﬂ%z} 4 - £—y =-2z avecz € R
*JQE I b 1 (-3z+2)
= ?
avec = = y =v§(z+2] zeR.
( m+2 1 (1-m) L'ensemble des solutions est donné par :
Alr) = 0 -1 2 =m(m+2)
L N 1
m+ m 3 Sm{(%(_ﬂz+2}l§{z+2)‘2) /zElR},
I m+2 (1- m)
AMy) ={1+m 1] 2 |= —mfm + 2){m + 3) _ o o _
2 m+2 k] Le déterminant de A; est nui donc le rang du systéme est inférieur stric-
1 1 -] ;
1 1 m+2 ; tement 3 3. La matrice devient A4 = { 3 -1 2 ) Et puisque Je
Alz). =]14+m =1 0= ~m(m+ 2}2. & 2. =2 .
L 2 -m m+42 z AR e déterminant d’ordre 2 extrait du coin supérieur gauche
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e ; vi = —4 5 0, alors le rang de A; est 2. Son déterminant est
On étudie ensuite les bordants de A, 1/ n'y a qu'un seul. If est égal 3+ 1 =1 | (h)
! det{Ay,) = [~ 2 ()
o4 [vo1 04 ) 3 -1 m 1| ()
Ay=|3 -1 0{{) =l3 -1 0 la) =4 - -39 £ 10,
l 2 -1 4 hzj 1 -3 0| (L A{IQ} ‘ E = ] 5 1 -1 m | (1)
’ * ! = a 1 1+‘m!{!‘g+{1)

0 m=1 l4+m|(lath)
Par suite le systéme est impossible (ou incompatibie). H n‘admet pas de - ¢

.ﬂ?!utmn s e 1 (1+m)

T lm-1) (1 tm) | =+

il

(m—1

1|
)L

Le déte mmant de A., est nul. Donc le rang du systéme est inférieur

1 13 .
= (2 - =4
strictement 3 3. La matrice A,, devient A_g= { -1 -1 2 ) . Et puisque : : (x4 1) m-J.
) 2 23 2 ~3ims#2et(=1):
le déterminant d'ordre 2 extrait du coin supérieur drojt ; Te déterminant A de An est non nul. Donc A,. est inversibie et Je
g _i g Iz 5 0, alors le rang de A_y est 2. : systéme est de Cramer.

; ; La saciution du systéme est donnée par:
On étudie ensuite fes bordants de A. 1l n'y 2 gu'un seul. I est égal 4 -

A=)
R
0 i3 A
Ay =0 ~1 2i= ; " :?5‘)
¢ 23 AR
E o s h 1
En fait puisque le second membre est nul, le systéme est dit homogéne. } o
Hest toujours compatible. On garde alors comme inconnues principales : FO -1 m
y et z qui $'expriment en fonction de x qui est gardé comme paramétre. ! Alz) =] 2 2 =3 m
Et f'on a alors : : m om 1
T+y+3z = [} y+ 3z == ) i 0 m
(53) { i T M -y +2z =a evecz € : Ay =11 2 1=(m+D2-m)
y =-—= -1 m 1 .
= z =1 averz & R.
1 -1 §]
L'ensemble des solutions est ; Alz) ={~1 2 2{=2-m
) L -1 m
§={{z,~z0) / zeH}. ) Drod
i f _ {2 - m) _ |
s Soit ensuite pour m ¢ R, le systéme * w = fm+1)(2 - m) T a1
x—y+4mnz =0 fege ! : ; b s (m+ 12~ m) -
{(S) § ~w+%+z =2 : & (m+ 1)(2~m)
—+my-z =m. :
2-m) 1
x = = - n
La matrice du systéme est (m+1}2-m) m+l
L'ensemble des solutions, gui contient donc une splution unique, est :
1 -1 m ;
Ae={ -1 2 1] s (21 )}
1. g’ i m+1" Tt
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- Sim=12:
Le déterminant de A,, est npul done le rang du systéme est inférieur
" -1 2 '
strictement 3 3. La matrice devient 4. = | -1 1T | ) . Puisque le
! =i 21
déterminant d'ordre 2 extrait du coin supérieur gauche

1 -1
b=|_, 2|=1¢O,afmsjerangde)12esrz.

On étudie ensuite les bordants de A. Il n’y a qu’un seul. |l est égal 3 :
L)

) =
(3}

1 -1
-1 2 2
-1 2 2

1 L2
1 =1 0
0 o0

)
i) =0
Iy — I2)
Par suite le systéme est possible (ou compatible). On garde alors comme

inconnues principales x et y qui s'expriment en fonction de z qui est gardé
comme paramétre, Et I'on a par des équivalences :

Ay =

r:r.-—y-l-ﬁz =0
5) =
() 1v¢!+2y+z =2
-y = -2z
=k
{~¢.+2§ =-z+2 guecze R
r = —fr42
=
{y =~3z2+2 zell

L'ensemble des solutions est donnée par :
= {(~82+2,-3z+2,z) [/ ze]R}.

- Sim=—1:
Le déterminant de A_; est nul. Donc le rang du systéme est inféricur
1 -1 -1
strictement 3 3. La matrice devient ALy = | -1 2 1 ) .Puisque le
— 1
déterminant d’ordre 2 extrait du coin supérieur gauche
E o=
] - ; ’w 150, alors lerang de A_; est 2,
On étudie ensuite les bordants de A. 1) n'y a qu'un seul. I est égal 3 :

1 -1 0 (L) 1 =1 0 thy 1 9
Ay =| =1 2 21y =0 1 {la +14) .~=t_,’ ‘l‘!g:;#n,
Sl B | () 0 =2 @t [ty % T

Par suite le systéme est impossible {ou incompatible), I n’admet pas de
solution.

Solution 4.20. :

0 —c b
La matrice M du systéme est M = e 0 -a
~b o O
166G

___POUI"C?EO.'{ ] e :c-!

0 -~c b
e 0 —-a
-k a 0

Son déterminant A = =0 (4 développer par rapport 3 la premitre

hgne par exemple).
Donc le rang de la matrice du systéme est strictement inférieur 3 trois.
Pasons X = {z.4,2), u=(a.b,c) et v= ([, m,n).
1 easu=(000)a=b=c=0):
Siv=(0,0,0) I'ensemble des solutions est R,
Siv# (0,0,0) e systéme est incompatible et n'a pas de solution.
280 cas y o4 (0,0,0) (a# O oub£0ouc#0):
Parmi les determinants d'ordre deux extraits on a :
Ai=el & o =1l et‘ - _”-T:ﬂz
c 0 b 0 a 0
et I'un deux est non nul. Ce qui signifie gue rang(5) =
Sia# 0
le systéme a donc des solutions si on a la condition de compatibilité
I - b
m 0 —a|=0
nooa 0
qui est équivalente @ a{mb +ne +la) =
Puisque o # O, il reste mb +ne+ la = 0.

g1

=t Vo
-et les solutions sont données par { » = &% r
© €R
Sib#0 ou c# 0l on obtient Ja méme condition b +ne+la = 0.
w = 2HZE ¢
b

- =, . cutl
Pourb#0:¢ z ==&
yelt

— fizsin
[

]

el
En résumé : :
Si{a, b.c) 5 (0,0,0) et mb+ne+la = 0 alors le systéme 2 une infinité de solutjons,
Si{a.b,c) = (0,0.0) et (I.m,n) = (0,0,0) alors le sysl:éme aune inﬁhité de soly-
tions.
Si (a, b, ¢) = (0,0,0) et (I, n) # (0,0,0) alors le systéme n'a pas de solution;
Simb4nc+la#0 31'ors le systéme n’a pas de solution.
En fait le systéme est Ja traduction de I'Equation vectorielle X AU = V.
Puisque le produit vectoriel X AU est orthogonal 2 U, le vecteur V' doit éire
orthogonal 3 U pour avoir I'existence de solutions. Ce gui signifie gu’on doit
avoir le praduit scalaire U - V = 0 = al + bin + cn comme condition nécessaire,
(sinon pas de solution).
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Exercice 4.28. :

4.4 Des exercices supplé i i Exercice
= pplementaires B M Soient «,b,c,x des réels et D{x) le déterminapt
Exercice 4.21, :
. C'a?cul':‘ J't?zdlétermfnant suivant : cos{z+a) cos{z+b) cos(z 4o
Cl33 9T 14 17| ' : Diz) =] sin{z + ) sin{z+b) siwfa+c)
. D..,. 45 38 .17 14 siu{li~¢) sinfe—a) sinfa-b)
166 49 25 27| ° ; (T
78 GR 35 36 £ Montrer gue D(x) ne dépend pas de x et gue D{z) < 0.
Exercice 4.22, : - ' .
; ; ) Exercice 4.29, ;
Cale JJ'EI". I;E déte:'rlmnz)a itt_suwgm @ : . Etablirune relation de récurrence entre D), et /), .5 (D, ayant des( partout sauf
o 0 -3 : sur Ja diagonale secondaire des 1).
D= 14+i 1-92 1 =2 _ En déduire D, en fonction de x.
i-1 2% 0 3 . 0 0 1]
Exercice 4.23. . v & W I
Soit une matrice A € M, (I) telle que pour toute matrice A1 € M., (K) : b T |
det(A 4 M) = det(A) + det(M). - § W =5
Monrrgr que A =0. i 0 2
g 1 0

Exercice 4.24. :

Calculer le déterminapt suivant : S ;
@ ¥ & : Déterminer Je rang de Ja matrice sujvante en utilisant les déterminants ;

D=|(a+1) (b+1)? (c+1)2

(e +2 (b+2)7 (c+2)? _ . ; % - 6
a.b,c sont des réeis donanés. R g 1 5
: = i =13 - I3
Exercic —i 3420 ~1-1 11
Exercice 4.25. : . 2—1i 342 11
Calculer le déterminant suivant ; Exercice 4.31,
1z z? o Exsreice 4.31, ;- . . . .
0 1 92r 32 1) En ut_thsant les déterminants, discuter suivant les valeurs de a et 8 Ie rang de
D= o 3 Ja matrice
34 = = ‘ ~4 1 ~1 -5
0 1 2 3a? ; : . 2
b, ¢ sont des réeis donnés : y -5 -7
o ' -1 a 2 8

2) En déduire suivant fes valcurs de o et £ la dimension du sous-cspace

Exercice &.26. : o F = veel(Py, Py, Py) de Ry1X], oid :

Calcufer le déterminant ’ Pl =5 X X?e3X% Pom T SX 4dX?42X% €t Po= B4 2X £ o Xt X7,
' 1 cos § +isin§ cos 2 +isin
D= Cﬂsg“isiﬂ}ﬁ T Mg-i'iigjn.i ; . ;
cosFodisind  cosZE  igindE. e _ Exercice 4.32. ; .
# A : £y Caiculer les inverses des maltrices suivantes ;
Exercice 4,27, : : . ITE ‘11
Soient a,b,c des nombres réels. Vérifier que : _ ~3 ~1+i
REANE Al B 9 1 d el i wef s
1 1 1’ 1 i 2 1-+ 1 w? o
|1 "1l cosc cosh Y R
D= | e 1 cose = —16sin 7 sin Esm"‘ 3 avecwzcosz{ +isin%’5,
1 cosb cosa 1
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Exercice 4.33. :
Déterminer sujvant la valeur du paramétre A € it Je rang de 1a matrice

A

o B

1
1
1
A

i e
R e ek

Exercice 4.34. :
On se donne la matrice M € Mz(IR} :

13 -8 ~12
M=1| 12 -7 -13
6 -4 -5

1) Montrer que M est inversible et calculer son inverse M,
2) En déduire M™ pour tout n € I,

Exercice 4.35. :

On note E = W4{X] 'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal
a trois.

1) On considére les deux applications définies sur E par:

el =@ tel que Q(X) = P(X +1)

WEE | { #(P) = § tel que §(X) = P(X — 1)

1} Vérifier que o et ¥ sont des endomorphismes sur E

etque o =1op= ldg.

2) Soit n € M. On pose f,, = ¢ +my.

i~ Donner Ia matrice de f,. dans la base canonique (1, X, X X¥%).

ii- Discuter, suivant la valeur de m, le rang de f,,. Montrer que f*, = .

Exercice 4.36. :
Soit f et g deux applications linéaires de R* dans R* dont fes matrices respec-
tives par rapport aux bases canoniques de ces espaces sont :

1 2 5 1 -1 1
- 2 -1 & T
M=l 1 @ ol” Wl 72
-1 2 -1 1 1 1

Donner une base de f(IR*) et une base de g{IR?),
En déduire les conditions nécessaires et suffisantes pour que X = (a.b.e.d) ap-
partienne 3 f(R®) et X’ = (o', ¥, ¢, d') appartienne 3 g(IR®).

Exercice 4.37. :
Etant donnés les réels o, b, ¢, discuter et résoudre Je systéme :

T+y+z E
ar + by + ez

1
=d
a*z + by +Fz =gt

#
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Exercice 4.38. : _
On considére le systéme suivant:

mz+y+{m—1)z =m
o +my+z =1

Déterminer les valeurs du paramétre m € IR pour fesquelles le systéme est de
Cramer et donner fes sofutions dans ce as.

Exercice 4.39. -

Discuter suivant Jes valeurs de m (m € R) Ja résolution du syr:u_‘:rlne suivant :
: mr+y-+ ¢ =m+2 "
—L = Y + M2 =m— 2
-y 4y 1z =M
R T [ ¥4 =m—4

Exercice 4.40. :

Donner une condition nécessaire et suffisante sur m € IR pour que les trois plans

vectoriels suivants : i
B (l-m)e—2y+z=0, P ¢ dr—{l4+my—2z=0etFs : 3z 2y—(1+4n1)z =0

contiennent une méme droite vectorielle.




4.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solution 4.21.

Faire des d;ﬁ’r.renres de fignes ou de colennes pour avoir des meﬁ“mcnr_ plus
petits et essayer de faire apparaitre des zéros ensuite.

Solution_4.22. : :
Afouter 3 une ligne (resp. 3 une colonne} une combinaison linéaire des autres
lignes (resp. colonnes) pour avoir un maximum de zéros.

Solation 4.23. :

Prendre M = A et vérifier que det{A4) = 0.

En déduire que pour tout M ¢ M, (IK) det(A + M) = det{}M).
Supposer qu'il existe une colonne ¢ non nulle de A.

Compléter Cj par Vi, -+ Vi 4, Vigy, - ,If;, pour avoir une hase de M., (IK].
La matrice M dont les cofonnes sopt My, oo Vi1, —C4, Vigy, -V, vérifie
det{M) # 0,

Ordet{ A+ M) = 0 car sa 1*™* colonne est C;~Ci=0.

L'égalité det(A + M) = det{]M) est absurde,

Conclure,

Solution &.2&.

Remplacer Cp par Ca — Oy et C3 par Cs — Cy. Eaire sortir chague coefficient qui

multiplie la méme colanne. Faire ensuite 5 Ch. Essayer d°avoir fe déterminant
sous forme de produit trés simpie.

Solution_ 4.25. : :

Faire par exemple 3 — 1y, I, — Iy, Factoriser les coefficients dans chaque ligne.
Les faire sortir, Ccauluuer_;usqu’é écrire D comme puissance d'un polynéme du
premier degré en x

Solution 4.26, :

Poser cos § -+ isin § = @, cos 3 +isin 3 = f = o
ety =ros § +isjo .

Puis faire les calculs torrectement sachant que of = #5 = 4% = 1,

Solution. 4.27. .
Utiliser d’abord la formule cos{z} = 1 ~ 2sin® {(=h
Retrancher ensuite la premiére colonne de chacune des autres, Développer par

rappart & la premiére figne.

Solution 4.28.
Développer par rappoert 3 Ja trojsigme ligne.
cos{1) cog(v)

Remarger qug smiu) sinfv)

‘:‘- sin(n} vos{u) — cos{v}sinu) = sinfr - u).
Solution 4.29,

Développer par rapport 3 Ia premiére ligne sans oublier {(~1y+2.
Utiliser le résuftat 1 +2 + .+ - - = 2ot

Faire e raJ'cu.‘ des déterminants extraits de A 3 partir de 'ordre guatre.

17z

1

&gl__ut.m., 4.31.

1) Faire le c;afcuf des déterminants extraits de [a matrice M donnée 3 partir de
I'ordre trois.

2) Remarqucr gtre Ja matrice des coordonnées de la famille F = (P, s Py} dans
Ia base B' = { X%, X2 N 1) n’est autre que [a martrice précédente ef que

dimfvect{F)) = Trmg{?t )

Solution 4.32.

Faire les cafcufs paria formule & ~F = m_%m*m(ﬁf) Si det{Af) # 0.
Simplifier les cafculs sachant que w = &'F, w? = & etw® = 1.
Solution 4.33. :

Revenjr 3 la solution détaillée de lexercice {14).

Solution &4.34. ;
i} Calculer correctement A ~* et fa comparer 3 M.
2) En dédujre 8™ pourwn ¢ 7 suivant la parité de n.

Solution 4.35. :

1) Vérifier Ia linéarité et caleuler o{{ P(X\)} et y{w(P{X ).

2} i- Caleuler (o + (1), {2 Fma (X

{2 4-mb}(X?) et {4+ ind ) X7,

ii= Trouver rang{M..) = vang(f,,) par les déterminants (M,, la matrice de f,,}.
Faire m == —1 dans f2 matricc M,, et cafculer M2 qui est {2 matrice de 7.

™

Solution_ 4.36. :
Revoir la solution détaillée de 'exercice (15).

Solution 4.37. :
Remarquer gue A le déterminant de fa matrice du systéme est un déterminant

de Vandermonde déj3 vu précédemment.
Faire ensuite 1a discussion sujvant les cas (a,b et ¢ distincts deux 3 deux ou ...).

Solution 4.38.
Le systéme étant carré, il sera de Cramer si son déterminant est non nuf.
Donner a sofution en utilisanc les formules de Cramer.

Solution 4.39.
Pour la réselution des systémes revenir aux solutions détaitiCes.

Solution_ 4. .40, : -
Puisquune droite vectoriefle est déterminée par deux équations indépendantes,

. e systéme formd par les trojs équations de Py, de P; et de P; doit étre de rang

deux et compatibie.
Erudier donc son rang.
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Chapitre 5

®

Diagonalisation, Trigonalisation

5.1 Rappels de cours

) Valeur propre et vecteur propre :
Soit f un endomorphisme d'un B -—espace vectoriel .

Définition_5.1. Unscalaire A € IK est appelé une va!eur‘propre de _r' i, cl: seme—
ment s, il existe un vecteur v € E non nul tel que f(v) =2

(cad : ker{f — XMdg) # {0g}) :
Le_s_ous espace ker([ — Aldg) est appelé le sous-espace propre assoae EDW

Dans la suite du rappel :

E est considéré de dimension fini avec dim(E) = n,
le polynome Po(X) = det(f — XIdg) = det(M — XI,) estL appelé le polynome
caractéristique de f (A étant la matrice de [ dans une base guelconque de E),

Théoréme_ 5.1. A est valeur propre de [ si et seulement si Po()) = 0.

Ainsi les valeurs propres de £ (dans IK) sont les racines de P.(X) appartenant 3
K.

Théoréme 5.2. de Cayiey—HamrIton

On a P.{f) = O (I'application linéaire nulle).

Dénnition 5.2. On appelle polyndéme minimal de f noté P, le polyndme uni-
tajre ayant le plus petit degré tel que FB,(f) =0
Cest un diviseur du polynéme P..

11) Diagonalisation d’un endomorphisme :
Soit f un endomorphisme sur £.

Déhnition 5.3. f est diagonalisable, sf ¢t seulement si, if existe une base de E
formée uniquement de vecteurs propres.
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Theoreme 5.3. f est diagonalisable, si et seulement si, il existe une base E de;

E telle que'la matrice de [ dans cette base est diagonale
(dont les coefficients de la diagonale sont alors les valeurs propres de f).

Théoréme 5._4. Pour que f soit diagonalisable il faut et il suffit que :
1" Pe(X) ait n—racines dans I (P{X) = [] (@ — X)),

=]

2"la dimension de chague sous-espace propre Ej, soit égale 3 'ordre de multi-
plicité de fa vajeur propre A qui Jui est associée.

11f) Diagonalisation d'une matrice carrée :

Défnition_ 5.4. Soft une matrice M & M, (IK) et f I'endomorphisme de K"

ayant M comme matrice dans [a base canonigue,

M est dite diagenalisable (sur 1K) si et seulement si 'endomorphisme f est
diagonalisable.

Théoréme 5.5. A est dj.a;gona!r'sabie si, et seufement si, il existe P ¢ M, (IK)
inversible telle que P~ M P soit diagonale.

1V) Trigonalisation :

Définition 5.5, Un endomorphisme f de E est trigonalisable {ou encore trian-
gularisable) si, et seulement si, if existe une base de E dans laguelle la matrice
de f est triangufaire.

Une matrice M € M.(IK) est trigonalisable (ou encore triangularisable) si, et
seulement si, I'endomorphisme de K" ayant M comme matrice dans la base
canonique est trigonalisable.

Théoréme 5.6. Les trois assertions suivantes sont éguivalentes :
1- M est trigonalisable,

2- il existe P € ML(IK) inversible telle que P~ M P est une matrice trianguiaire.
3- le polyn6me minimal P,, de M de degré k, 2 exactement k~racines dans Ik :
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5.2 Enoncés des exercices

Exercice 5.1.
Pour tout P e I” IR{X] on définit I"application ¢{ (Pj=XP VPekE.

Vérifier gue v est linéaire et déterminer ses valeurs propres possibles.

Exercice 5.2. : . ) .
Vérifier que I'ensemble F des fonctions f(t) réelles indéfiniment dérivables et

nulles en 0 et 1 est un espace vectoriel sur IR. }
Vérifier que P'application ¢ définie sur F par : {f}=f" pourtout f £ F
est linéaire et déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

Exercice 5.3.
Soitn e TN et B = B, [X]. Déterminer les valeurs propres de I'endomorphisme
défini sur B par u(P?) = P/ ¥P ¢ E et Jes sous-espaccs propres ASS0CIES.

Exercice 5.4. _ _

On considére Fapplication linéaire f dehme sur Pespace vectoriel réel 2 par:
g d 'jRQ f{['l:} = €2

B = (g4, ¢2) Etant Iz base canonique de IR°, -

Déterminerles valeurs propres -si elles existent- de f et les sous-cspaces propres
associés.

Exercice 5.3, . —
On considére :' espace vectoriel ©° comme espace vectoriel surC. On définit 'ap-

plication linéaire g sur@* par .

ir s Py

g '\el) = £

flea) = —&

Déterminer les valeurs propres -si efles existent- de g €t Jes soUS-€5PACES propres
associfs.

B = (1, e0) élant la base canonigue de€?,

Exercice 5.6. :
Soient les matrices suivantes :

1 ¥k 2 -2 3
210 ’
/1}:;(1 "JJ , Ap = 111 A= 1 1
- 1 I & 13 -
1060 0
-1 2 0 0
MMEL wn g =2 B
112 -1

1) Pour chague matfice A, déterminer les valeurs propres dans I ¢t les sous-
espaces propres correspondants, ainsi que leurs bases et leurs dimensions.

2) Donner po"ur chaque 4; une forme diagonale et Ja matrice de passage F; telle
que I} = ]‘\f‘-_}_égp,;.
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Exercice 5.7, :
0 a?
i
- D a
Soitac IR et A= a
1 1
=

Déterminer les valeurs propres dans R et les vecteurs propres de A.

Exercice 5.8. "
1°) x,y, 6 étant des nombres récls, on pose -

! .
T =zcosd + ysind z =T+ ; %
{ ¥ ¥ o= cosf +isind.

y’ = zsinf — ycoséd 2l gl iy’

En désignant par z le conjugué de z, guelle est Iz reiation vérifise parles nombres
complexes a, £, 2'? Interpréter géométriquement cette relation.

2°) On considére la matrice :

4= cosfl- sinf
TN sing —cosf |
a) Déterminer ses valeurs propres dans I et ses vecteurs propres.

b) Quelle est la transformation linéaire de matrice A par rapport 3 une base
crthonormée du plan?- '

Exercice 5.9. : .
Caleuler les valeurs propres dans R et les vecteurs propres des matrices sui-
vantes :

0 a a a 0 -1 0 v

_ a 0 a a " -1 o0 -1 1}
A=l s e 0 a |EF0  B=| T o " g
@ a a 0 0 0 -1 0

Exercice 5.10. :
Quelles sont les conditions pour que M ait quatre valeurs propres réelles dis-
tinctes :

0 0 0 g\
_ 0 0 ap 0O
M= 0 as O 0 (a1, as,as, a5 € ).
[«¥] 0 0 0

Donner dans ce cas ces valeurs et les vecteurs propres associés.

Exercice 5.11. :
Sojt m e IR. On considére la matrice :

m 1 1
Py == I m 1
1 1 m

a) Déterminer ses valeurs propres réelles et les vecteurs propres associés, Mon-
trer que A,, est diagonalisable.
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b) Discuter suivant les valeurs de m, le rang de A,.. Déterminer I'inverse de A,
lorsguil existe.

¢) Dans les cas ol A,, n'est pas inversible, déterminer le noyau et I'image de
I'endomorphisme associé.

Exercice 5.12. : . :

) o
Vérifier que si A et } désignent les valeurs propres de la matrice ( a7 ) i

s a? ab b
alors les valeurs propres de Ja matrice | 2ac ad+be 2bd | sontd?, ap el p2
e & ed lt_f2

Exercice 5.13. - | -
Moiitrer que I'ensemble des matrices carrées réelles d'ordre trojs qui admettent .
comme vecteurs propres les trois vecteurs de composantes

(1,1,1), {1,0,-1) et {1,-1,0,

forment un espace vectoriel de dimension 3.

Exercice 3.14, - "
Soient E un R—espace vectoriel de dimension 3 et u € L{E), représenté par $a
matrice A dans une base de E. :

1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de u dans les cas
Suivants :

by 3 4 -l 1 -2 -2 10 9
a)) A={ -1 1 1 by B=| -1 i ~1 ) C=10 20 }.
03 2 -1 0 2 2 01

2) Parmi ces matrices diagonaliser celles qui sont diagonalisables.

Exercice 5.15. : ,
Déterminer le polyn6éme minimal de la matrice
; 01 1 -
A= 1 0 1 '
001 i
En déduire un calcu! rapide de A=1, A¥ et A™3.
Exercice 5.16. :
Soit ia matrice A = ( é j 1 Caleuler A'™,

Exercice 5.17. :

Soit u 'endomorphisme de IR muni de la base canonigue et dont la matrice
dans cette base est A = ; "i

a) Déterminer fes valeurs propres et les vecteurs propres de u.

b) Caleuler A™ pour toutn € IN.

Exercice 5.18. :
12} On considére la matrice

-4 =G &
A= 3 5 0
3 6 5
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Déterminer ses valeurs propres. Diagonaliser A, ¢’est-3-dire trouver une nia- -

trice D diagonale et une matrice P inversible telles que 4= PDP-1,
2°) Calculer les coeﬁ'm‘ents de A™ en fonction de n.

3°) On considére les trois suites réefles (un},(v,} €t (1) deﬁmes par leurs p!‘f‘-
miers termes  u, , Ve, Wwe €L /es refations suivantes :

Up W = —4.1.!'“_] = bt
Up = Jugy b Bogog
Uy = Jnot -+ B0p.1 + Sen_g.

Calculer (w,),(va) et {w,) en fonction de n , v, , v, ., ef w,.

Exercice 5.19,

Dans le plan muni d'un repére [O, i, ), on considére un point M, de coor-

données (zg,,) et I'on définit par récurrence les points M., de coordonnées

(Inn?fﬂ} par:
{ Tpa1' = 86z, — 112y,
Yn41

60z, — 79y,

It

2) Montrer que , suivant la position de M, . les points M, sont soit alignés soit

confondus.

b) En considérant fes valeurs propres de fa matrice

8 112
ke ( 60 79 )

retrouver les résultats de Ja question précédente.

Exercice 5.20, ;
Soit u 'endomorphisme de IR® muni de |a base canonigue et dont fa matrice

dans cette base est
3 «2 -1
A= 2 -1 -2 |.

=2 N

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de u.
b) Calculer A™ pour toutn e .

Exercice 5.21, :

Soient les deux matrices ;

1 -1 0 1 2 1
A= 1 1 1 et B= 1 ~1 1
i -1 1 0 3 40

Déterminer les nombres réels ) pour lesquels il existe une matrice cofonne X,
non nulle, telie que ['on ait : )
T ' AX = ABX.

Indiguer pour ¢hague vafeur de A obtenue, les matrices X correspondantes
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”EXE!‘CJ.CE 5.22.

Soit un pcajynﬁme PIX) = X*4+ 0y X% + a1 X +a, 3 coeflicients complexes et soit
iendomorphisme de @ défini par

1a{e
HpaBr] =g
(1} un(ea] = eg
upley) = —{g.ey + 4182 +asez).

otk {e), 20, €3} st Ja base canonigue de .
1) Calculer en fonction de P, le polynome caractéristique de up.
2) Vérifier gue Plup) =

3) Montrer a l'aide des relations (1), que si § est un pelynéme de €[ X] tel que

dT8) < 3 et H{u,) = 0 alors 5 est nul.

4) Déduire des guestions 2) et 3) que tout pelyndme @ e CLX| tel gue Qlup) =1
est un multiple de P.

Exercice 5.23. .

On désigne par (g1, e, 65,64) 12 base canonique de * et on ronsidére "'endo-
morphisme v de R* déhni par :

I ufey) = ey 4 eg+ey

ules] =—€ —ep—ey
ufey) = 2e) g tes+og
ufey) = -Z2¢; —ea

Calculer Ie polynéme caraciéristigue Pz} dew et montrer que Ay = 0 gt dg = 1
sont Jes racines de Fu(z) = 0.

Exercice 5.24. :

Seit E un R—espace vectoriel de dimension n, n € IN* et f € £(E} vérffiant
[F43f+ar=an,

a} Montrer que f n'admet pas de valeur propre.

h) Montrer gue ie polyndme caractéristigue de f est de degré n.

¢) En déduire que n est pair.

Exercice 5.25. -

Soitn € IN* et v un endomorphisme diagonalisabile de W™ n'ayant qu’une valeur
propre.

Montrer gue v est ulle homothétie.

Exercice 5.26.

Sojentn ¢ IN* et p un projecteur de 1",

a} Quelles sont les valeurs propres possibles de p?

b) p est-it diagonalisabie?

Exercice 5.27. :

On considére 'endomorphisme § de IR? dont l2 matrice dans [a base canenique
B (81,82, ﬁa) est

0 1 1
M= 1 2 -1
11 2



1) Montrer que f n'est pas diagonalisalile.

2) Soit v, un vecteur propre non nuf associé 3 Iz valeur propre double, Trouver
un vecteur vy tel gue flv) = vy + v,

3) Soit v3 un vecteur propre non nul associé a ta deuxiéme valeur propre de f.
Montrer que C = (1, vp,v) est une base de R®.

4) Donner la matrice M’ de f dans I base C.

Exercice 5.28.
On considére I endomorphrsme f de IR* dont 12 matrice dans 12 base canonigue

B = [e1, £, 83] est i
11 -
M=|14 =2
2 46 -3

1) [ est-il diagonalisable ? [ est-i] trigonalisable?
2) Trouver -si possible- upe base C de IR® dans laquelle 12 matrice M* de | est

1 0 0
M' = o0 -1
01 H
Exercice 5.29.

On considére J'espacc vectorie! € sur @ et I"endomorphisme 5 de € dont Ja
matrice dans 1a base canonique B = {¢;, e, ey) est

: 01 -1
AM=]|1 4 -2
; 28 -3 /.

1) Montrer que g eSE diagonalisable.
2) Donner une base C formée de vecteurs propres de g et la matrice de g dans
Ja base C.

0 1 -1
3) Que peut-on dire de fa diagonalisation de la matrice M = ( I 4 -2 ) sur
2 & -3

Ik, puis sur(.
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5_-33 Solutions détaillées des exercices

Solution 5.1. :

Pour tous o, 3 € R et P,Q e R[X],

‘,a,.(;_._-P +8Q) = X (P + Q) = aX P { FXQ = ap(P)+ Bv(Q).

i est donc linéaire.

Su:t A dR. Peur on trouver un polyndme P € B{X) non nul avec d°F = m tel
que PPy =

i équwaut i XP= )P

En prénant les degrés on aura d°(X P) = 1 +d“P = d°A + d°P et donc d*) =

ce qui.est impossible avec ) constante dont fe degré ne dépasse pas zéro.

On conclut qu'il n'existe aucune valeur X € . qui peut &tre valeur propre de .
o 'n'a pas de valeur propre.

Solution 5.2.
Soit F={": ]R~—a R / Vi IN fi) existe et f(0) = f(1) = 0}.
F est un sous-espace vectoriel de 'espace vectorref des fonctions réelles sur R.
En effet :
- F #W, car la fonction nulie 8 € F.
~¥Yabe R,V .ge F,
Ia fonmon af + by est indéfiniment dérivable si fet g Ie sont.
Et (af + bg}(0) = af(0) +bo(0) = 0, {af + bg}(1) = af(3) + bg(1) = 0.
Doncaf +by € F.
D'ou F est un espace vectoriel sur R.

Sql_g'rf'apph'(:ation ¥ #

w: F o= F e
fo= elf)=1" '

Qﬂa:

Ve beRetVfge F wlaf +bg) = (af +bg)" = af” +bg" = ap(f) + leply)

Donc ¢ est lin€aire.
En plus on a I"'équivalence :

p{f) = /\f@f"--*fﬁf"~kf*ﬂ

L'éguation c;aracténsuque de cette équation dtfférent:eﬂe est s o? = X =0,

o Premiercas: >0 s
Les solutions sont alors données par '

fit) = aeﬂt + be_ﬁ! a,b & R gquelconques. .

Puisqu'on a f(0) = f(1) =0, et d"aprés les implications suivantes -

{ (0} r.l."i-b = a—l—[l = 0
f[l}-:m: b=V = {

J

= a="b=0
= f:..
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e Deuxiémecas: A <0

Alors if n'existe pas de vecteur prepre non nul poeur A > 0,

Les solutions sont alers données par

) = acos(+/IAlt) 4 bsin(v/IAlE) a,b € R quelcongues.

alors la sevle valeur propre de u est la valeur zéro associée au sous-espace
propre

EBe={PcE/P=CecR)=1

[ est formé par les polyndmes constants.

Puisqu'on a f{0) = f(1) =0, et d'aprés les implications suivantes : Solution 5.4. -
() =a ﬂ- Soit v = w} + yeq un vecteur de fespace 2.
— = :
g Do, J’ = 1" } i} o= + 1 = T#a -~ iIE
{ (1) = acos{y/|AD + bsm{\/ﬂ— : eSS Lz < ge) =l le) -+l v g

Alurs, A = m est une valenr propre de f s'il existe un vecteur v € W” non nuf tef

" = iff que : £{v) =
= { bsin{+/|A) = 0 3 Ce qui gquivaut d {mes - ye:) = Mzey + vea), pu:.s au systeme
5 o ¥ ' - =) : 5 . =
o F£0 . (SJ J] ]'y s ;y éguivalent fuf méme a { ¥ i i‘%’
Pt g Py Pt 4 st g = -
RaULVOIE Pexistence de { et 1{2) = bein(/TI) . b quelconque { qui donne [z sofution y =0 et £ = G (puisque | + )\? #- 0 pour A réef}.
comme vecteur propre i faut et il suffit que sin(+/JA} = 0. Par suite v = 0 £e gui est abisurde (v A (). Et donc on ne peut treuver de valeur
Ce qui équivauta ; propre réelle pour .
' | VA =nm avec ne INY, '
Compte tenu de A < 0, on obtient donc 1 :
g Solution 5.5, -

Soit v = zey + ye, un vecteur de {*espace T,

Donc () = glxer + yea) = xoley) +yglez) = weg —yey.

Alors, A ¢ U est une valeur propre de g 5'if existe un vecteur » & 02 non nu! tel
que ; givl = A

= —n?7? gvec ne N7

o Troisiéme cas: A=0
Qn a2 tout de sufte

=0 Ce qui équivaut 3 (meg — yer) = Maey + i,reg;r pms au qystrme
. : =Ay . . =i
Ce guf Equivaut 4 L5) { T_r . )"l" équivalent lui méine & ﬁ' (1442 Ju !‘w
fity=oat+b abe R 2

Cemme v ne peut étre nul {sinonx =0 et duﬂc ve=01), an doit avoir (1+ 1) = 0.
Alnsi g & deux valeurs complexes J\; =1 el Ay = .

PourAy =iona:

v & ker(g — MTdg) =% ¢ = 2oy + yey auecr =1y r’iy €.

Dol fer{g — ,\1.103;,, = {u = dye; + yep = ylie; + g} [ v € €} = vecl(e))

AVEC vy = ey 1o ap = (1. 1.

Puisque f{0)= f(1}) =0, alorsb=0Qeta+ b0, eitp.arsmten—bn_
H n'existe pas de vecteur propre non nul.

En résumé :
Les vafeurs propres de I'application o sont A, = —n’%? n e IN*.

e G e i e e e 1 i

Le sous-espace propre associé 3 )\, est Pour dp = i onia:
\ : . v Eker(g — Mo ldp) <= v =ze; + yer avecx = way ety 60
Bl YT e Dot ker(y — dalde) = {v = —iye) 4 yeg = y(—iey +ea) [y € Cf v vectlo)
i AVOL Wy v —igy - 8g o —1. 10,
Solulion 5.3. vl 1+ 63 =mi—e, 1)

Pour chaque »n € N* on pose E = IR, |X1].

Soit u l'endomorphisme w . F—3 ¥,

A est une valeur propre de v s’ll existe P € E\ {0} te! que w{P} = AP
cest-d-dire :  P' = AP.

Solution 5.6.

- Pour fa matrice 4, on a ;
Premiercas A#£0: '

Puisque d°(AP) = d°(P) > d*(P’) pour lout polyndme non nul, alors on ne peut

donc avoir P' = AP,

dﬁMywAU:‘Q_A

1 ) B
e e A — AN -
. zﬁal (ke AL = A).

Deuxiéme cas X =0 :

Puisqu’on a Péquivalence  P' = AP = 0 P est constant, Ainsi elle a pour valeurs propres Ay =3 et Ay = 1 gt sont simples,
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R S Y

Soit u = (@, y) un vecteur propre du sous-espace propre B, alors

1 1 1 1 1 1
5 X 1 s\ _[u : =(3-A1 1-2A e (@0 <X 0] {a—h)et(ls=ly)
vEhy = 1 2--41)(&')_(0) ' : b T o0 | |
% = | 1 | 2 hY . 0 . — (3“)‘}‘\2_ " ,
1 -1 ) u ) R ; Ainsi elle a pour valeurs propres Ay =3 d'ordre 1 et Jo = 0 d"ordre 2.
[ —x+y 1] . :
= z-y )\ O ' : Soit v = (x,y, z) un vecteur propre du sous-espace propre Ey, (A = 3}, alors
Y L ¥ prop
-zt y = {] i
s z-y =0 ' ' 5 1 A i 1 T 0
& T =Y ' vE By W 1 I-X 1 y |=1| 0
1 l }_‘-‘-A‘L z 0
Bon , 4 = 1 T 0
" ) i =S 1 -2 1 1 =| 0
J:":*i ‘={(z,y](’x=y}={{$,a:]{;2&]11}=-.'L.‘2-'(1,1),’m6 [H-}- 1 1 =3 :: {0
Par suite Ea, =vect{n;) avecuy = (1,1) comnre base. § —dz+y+az 0
Il est donc de dimension 1., i < T ;’ 2y +q2 = g
s T4y -2z
Soit v = (x,y} un vecteur propre du sous-espace propre F,_, alors ) -2 *;yiz = g
= -4z =
I 18 1\/ 0y _ T4y—2z =
Wiy ( ! 2»-\2)(_1{}_(0) o —h;y:az -
11 z { : . —~dy 44z =
Ll 1)(;; “(0) 3y—32 =0
) :r+~y) (U‘ i & y=z=uo.
= = ; ! ;
2l 0 ) ; :
= gy Drod
= Y=

E)\l = {(:‘w,zj Jf L= y"_‘z} = {[I,I,I] f T € ]R'} = {I{I’LI] )’# T& m’} 3
Doy
Par suite Ey, = vect{u,) avec uy = (1,1,1) comme base. Il est denc de dimen-

By, = {(@,p) /= ~z} = {(w,~x) f 2 € R} = {x(},~1) / z € R}.

sion 1.
Pgr suite By, = veet(ry) avec v = (1, ~1) comme base. i est donc de dimen- Et soit v = (,y,2) un vecteur propre du sous-espace propre Ey, (A = 0),
sfon 1. "5 alors . . :
Ay est alors diagonalisable et sa forme diagonale est : 1=Ag 1 1 x 0
ve By, 1 1= 1w |=10
DI:(A] {}).‘—.. 3 G) :: sl 1 I—AE -Iz 0
: : = 1 11 y |=1{ 0
En posant P1=( I _i ),onzP{‘:( i}g _;:2 ) 111 2 0
L r+y+z 0
Et donc ,, R . = r+y+z t=1| 0
1= A T+y+z ]
111 | & T+ytz=0
—Pourfamatrice Ag={ 1 1 1 {,ona: ; i @ r=-z-yezrycl
1 1 1
1-A 1 1 3-2 1 1 D’oil ) .
det(Ap — M) = 1 1-2 1|={3-2a 1-2 L fey +ea+ ) i By = }Ez,y,z};’zjf-x—y,ﬂ?}:,yE!R}
1 1 1=A| {3=2X 1 1= 4 = Uny—rz-y /UL
: ; = {=(1,0,-1)+y(0,1,-1) /=,y € R}.
186 —




' Par suite Ey, — vect({vy, v}) avec vy = (1,0,—1) et vy = (0,1,~1) comme base.

3 : Par suite Ey, = v ={1,1, L j =
i1 est dbie B+ Aimension:2 boaie & Fordre da ja. : vite £y, = vect{u;) avecu; = (1,1,1) comme base. ! est denc de dimen

sion 1,

Ay est alors diagonalisable ok forme diagonale est EL s0it v= (x,, 2} un vecteur propre du sous-espace propre By, alors

300 ;
Dg:—'(ﬂﬂ@). i 2 A -2 3)(1‘) (D)
00 0 i veE By, © 1 1-X 1 v =] 0
: ; 1 QS 2 0
S T f 11 ' , 1 -2 3 T U
Enposant Pae={ 1 '0 | ,onaP;‘=§ 2 -1 -1 ] - 1 0 ! (y)== {])
1 -1 -1 -1 2 =i : 1 3 -2 z 0
Et denc 2 — 2y 4 3z i
Dy = Py APy, : ' ' ] T+ m(ﬁ)
. 2 -2 1 \: T+ 3y — 2z 4]
“Pouriamatr:’ceﬂz-:(] 1 1),0;13: z-2y4+3z =0
1 3 -1 = r+z =0
2-x =2 3] 13-2 -2 3 ‘ fﬁ:ﬂw?z =0
det{Ag ~ Al) = 1 1=-2 1l={3~X 1-2 1} et en o) i —2r -2y __wﬂ
1 3 «-1=X| |3-A 3 —1-4 R = 1 =g
1 -2 3 ll -2 4 h dz+3y =10
=(3-Af1 1= P{=(@@=M0 3=2 %t i) 5 & y=zr=-relzclR
1 3 ~1—A | o 5 —d-Af{la-h)

D'ou

_EAa = {{T. i, :} l,"r y=it=-a et E IR} = {_(!I!,——.'._",—Ii") {,.'.." € l]‘e}
= {x{l,~1,~1} /= & R}

= (3= AHA - 1A +2). _ t
Ainsi elle a pour valeurs propres Ay = 3 d'ordre 1, Ay = 1 d’ordre I et by = -2 ;
d'ordre 1.

Par suite Ty, = veet{v;) avec v, = (1. ~1.—1} comme base. Il est donc de di-

Soit w = {z,y, ) un vecteur propre du sous-espace propre Ej,, alors _
. mension 1 égale d I'ordre de Ay.

. -2 3\ /= 0
vel, # 1L 1=-X 1 vy | =10
1 3 —1-x J \ z 0

Et soit w = (x,y, 2} un vecteur propre du sous-espace propre E),, alors

-1 -2 3 T 4 "2y = 4 z 0
“ 1 -2 1 y |=10 | weE £y, <« 1 1=2g l)(y)=((l)
13 4 z a . 3 ; 1 3 —1-X z 0
—x— 2y +3z U) 4 L2 3 4 0
& z-2y+z = 0 = 13 1 y {=1|0
T+ 3y— 4z 0 i 31)(;’) (U)
~z~2y+dz =0 »F -2y 82\ 1]
= z-2ut+z =0 = z4+3y+z =10
r+3y—dz =10 z+dy-+z 0
—z—y+dz =10 dz — Zy+ 3z =
- —dy+dz =0 (a+h)et{la+iy) = T4+3ydz =0
y-z = Az — 2y -+ 3z =1
o [ T-2wt3s =0 - 1gy+ P Tp  Wh-n)
' y =2 = =y, a=1llyeiye R
8 ==

Do

By = {(,‘E,y,z}f:-‘ﬂy=2} f {{x,z,x}/sre R} = {z(1,1,1) fzeR}.
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Dod

B,

=
= {

(it,p,2) f 2= ~14y, o= l1lyety € R}
¥{il.1,—-14) /y e R}.
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s Par suite Ey, = vect(m) avec u; = (~3,~3,1,~2) comme base. Il est donc de
Par sujte Ey, = vect(w|) avec wy = (11.1,~14) comme base. 1! est donc de 5 dimension 1.

dimension 1 égale 3 I'ordre de Js. '
) Et soit u = (z,y, z,t) un vecteur propre du sous-espace propre E,,, alors
As est alors diagonalisable et sa forme diagonale est ! i

2 : 1= M 0 0 0 x 0
0 0 : -1 2-X U] 0 0
Dw(n 1 n). : i ue by & =] ; I 0 2 W Y
00 -2 > 1 1 2 “'1"'4\2} i 0
_ -1 0 0 0 _ #h
/1 1 1 L {8 3 12 .' .. 0 0 O =
Enposant Pa=| 1 -1 1 |,onapP;t =% 15 =25 10 }. ! i 1 -4 0 v= g
1 -1 =14 ¥ 0 3 =2 ] 112-:-: *
Et done > - 0 '
Dy = P AsPs. : -z 0 ,
: = =
10 0 0 ! - .
A3 a 0 i z+y+2z—3t 0
- Pourlamatrice Ag=| —, | _o o |-0n3: ; : -z =0
T3 B o . S —2x+y—4z =
. | c+y+2z-3 =0
1-A 0 0 0 z =0
-1 2-2 0 ¢ E « y—dz =0
det(As—Af) = o 1 —2-» & ] {L=A)2=A)(—2~AY~1=A) | P2 -% =0
1 1 2 —-1-A & p=0,y=dzett=2zavecz € R,
Ainsi elle a pour valeurs propres Ay =1 d'ordre 1, Ay =2 d'ordre 1, Ay = -2 5 Droti
d'ordre 1 et Ay = —1 d’ordre 1.
Soit u = (z,y,z,t) un vecteur propre du sous-espace propre E,,, afors 1 By, ={lz,y.zt)/z=0,y=4zetl=2z} = {(ﬁ 'iz,z 2z) F= € R}
| = {2(0,4,1,) [ z € R} —_
1-X 0 0 i & 0 i S W
W — -1 2=X 0 0 yp_1o  Par suite Ey, = vect(uz) avec ug = (0,4, 1,2) comme base. 1] est donc de x.:‘:'~_
e =9 1 =2-X 0 =171 0 ! mension 1 égale 3 I'ordre de ). ' :
1 1 L e t 0
6o 0 0 z 0 Et soit u = (7,3, z,1) un vecteur propre du sous-espace propre By, alors
w | 7110 v | |0 :
21 -3 0 2 [0 - { 1—"; xﬂ 0 g & 0
11 2 -2 t 0 ; ; =1 223 0 -
—z+y /0 : W i+ I =3 " (2)-—(2)
> —2z+y—3z =| 0 $ ].. 1 2 -1-XA;
z+y+2z-2 0 ; 300 0 - 0
—x+y =0 p” -1 40 0 M
- “lz4y-3: =0 : -2 10 90 % 0
81yt =0 | > 1121
y = 3:1: ﬂ
= B oelE o —r+ 4y . 0
—4z -2 =0 —2r+y 0
& y=x=-3zel = 2z rty+2z+1 0
x =0
Drod bt y =0
) Rz4+t =0
B, ={lzyat)/y=x=-3zet=-2}={(-32,-32,2-2:) [ r e IR} I & w=y=0ectt=-2zavecz€ R
= {2(-3,-3,1,-2) /z € R}. o
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D'oa : .. . . ¥
E«\; m{(m,y,z‘tﬁfzzyzﬂeiizwﬂz} z{(ﬁrﬂ‘z(“gz};”—"emi
={2(0,0,1,~2) / z € R} &
Par suite Ex, = vect(ug) avec us = (0,0,1,—2) comme base. Il est done de
dimension ] &gale 4 I'ordre de As.

Et s0it w = (z,y,2,t) un vecteur propre du sous-espace propre E,,, alors

f’l—}.; 0 0 1] & 0
::EEA‘ = “; 2 A'; “2_!\? g (y):([:)
1 i = T ) AL
2.0 0o @ o
o | 723 00 (I)_(ﬂ)
«2 1 =1 0 . i :
i3 240 *
2 ¢
-z + 3y _t+ 0
® —-dty-z 0
x+y+2z 0
=0
=+ ¥ =
z =0
“ rT=y=zx=0ectic

D'ogd
Ey ={zyzst)/z=y=s=0ctteR} ={(0,0,0,)/teR}
= {£0,0,0,1) /te R)

Par suite E,, = vect(uq) avec ug = (11,0,0, 1) comme base. Il est donc de ti-
mension 1 égale 4 I'ordre de A, i

Aq est alors diagonalisabie et sa forme diagonale est :

10 0 o
0 2 0 0
Da=lyp a0 w2 o
00 0 -1
~3 0 0 0 -4 0 6 0}
a1 W@ 0 a_11 -8 3 0 0
EnposantPy=1 1 o o o |.onaPp Bl 1 -312 o0
2 2o 3 12 <12 2 12
et donc .
D4=P4~]Adﬂ-
Solution 5.7. :
¢ a o
1
- {1 a
SoitecR" et A = a Ona
11
&= 5 U
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det{A — AT}

fl

i

-X
-!— . it
a
1

i a? P _)‘_i.
X n | -1 a 1 i —A
@ .
(=2) § +af
: —A 1 A “3 l
¢ af a? a

A
(2007 - 1) = al=2 — 1) 405 +5)
(A =1A+ 1D +20A+1)
(A+D(-N+r+2)

A+ DA +1)(-A+2).

Alnsi elie a pour valeurs propres A = ~1 d’'ordre 2 et \; = 2 d"ordre 1.
Soit w = (x, y, =) un vecteur propre du sous-cspace propre E,,, alors

-A 2 o*
1] x 0
ue ly, o == i y |=| 0
1 5 2 0
- By
a a
1 2
1 e T 0
= = 1 ® i = 0
__ij 1 z 0
l\ e’ a
24 ay+a’z
? 0
- —r+y+az = 0
1 0
K o 2 2 ot ' 6 -4
a? a
r+ay+atz = .
& x4+ ay+alz =0 (Ih=oely; li= a?ly)
T+ay+e?z =0
= :r-+ay+u?x ={}
& z=-gy—a’z y2€R,
D'ou

Par suite E,, = vect{{ny,uz})
Il est donc de dimension 2.

By, ={le.yz2)/oe=—gy—aretyze IR} ﬂ_{{“ﬂy— a’2,3,%) /y.z € R}
y{—a,1,0) + z(—a?,0,1) [ y,z € IR} :

avecu; = (—a.1,0) et up = (—a?,0,1) comme base.
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Et soit = (z,y,z) un vecteur propre du sous- espace propre Iy, alors

- A e g
] 1 x 0
ve £y, ; J\; a y | =10
= B el z ]
@ a
f/-2 a o P
1 & G
& E -2 a y la= ( 0
1 P 0
Pl 2 :
@ a7
~2a 4 ay +a*z 0
)
= ;l—gﬁﬁ = ( 0 )
I+ y»- 0

o€ qui dnnne ensuite
~2rday4aiz =0

1
(z,y.2) £E\, & SE-Wdaz =0

1{.!.
'I'Q"-Qj,’u',— uy -2z =0
[u?w-+ay+a21 =0
& ~3ay+3a’z =0 {(Zalg -+ 4) et (Ba%ly + 1))
1 day —3a%z =0
{:r = a%z
=
Yy =an

o= xi;aEZ,y.—_zaz et z e IR,
Dot
By, ={{muz)/z=dz, y=0z etzeR) = {{a*2.az.2) / - € R}
= {z {a‘*,o.l);ze’lﬂ}

Par suite E,, = vect(vi) avec v, = (a* a,1) comme base. Il est donc de dimen-
sion 1 égale & I'ordre de Ay,

Solution 5.8,
1%) Xy, @ étant des nombres réels, on pose ;

= = colf VRO { o = cosfl +isind

i ¥ =asingd - ycosé g =2 40
En désignant par 7 le conjugué de z, alors

7 =z’ iy = (zcosl + yeind) +i(msing — ycosd)

= z(cos & + i5in #) — iy{cos & 4 15in 6)
= (z —éy){cosf 4 iginf) = az.
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A';:nsjpour avoir le point M' d’affixe 2' on appligue d’abord au point M d'affixe
> une symétrie d'axe (Oz) - ( pour avoir {e point P d'affixe z) -, ensuite on fait
4 P une rotation de centre O et d’angle @,

'a:_ . _ f cosd sin
2.3}:_".591{ A ( sing  —cosd )
a)0na:
A L |ewsd-A sud | 2 2 _ o B2
detl4 - ATy = © ginf —cosf— )= —C8 &+ A% —sinf
=l |
= (A -1 +1),

Amsu‘l a deux valeurs propres distinctes Ay = Let Ao = -1. FtFona:

cosf — 1 siné - o G
BCEM - sind —msfl’-—l)(y )_(9)
{cosf — 1)+ (sinfly (9
31n8}z+{—0069—1}y 0 I
PEN 2

2:rsnr|—-':t.r35-—23;-::4:':52 = {

e 8

3
0 ]
= gin - — — = ()
3{ p KNG
b
QCOSszsin*—ycosq

2 |
{ —~ 9 sin? —+2331n~3005§ =
L 2
= xsing—-ycosg =0 {ceci cor cusg # 0 ou sin g 5 0).
(Pour ces calculs revenir aux formules :
- g B & [
8=1-2sin2w =2 L i NG = 2sin - cos =)
cos sin® 5 2cos” z 1 etsind Slllzhobz)

D'od . 8 .
By = ¢{z, )f:nsinE:ycos«?-}
= u((:os : , §in -—} fue ]R} .

. 8 g T o8z '

( Ced car csing = yeoss =0 équivaut 3 §1=0. Cequiveutdire
Y sin~2— :
8 v
que (z, y) et (cos -2-,3111 5} sont colinéaires. Dong if existe  u € R tel que
g &

{z,y) = u(cos 5»sin 5) & . .
Par suite By, = vect{u} avec u; = {WE’”i“ ;5) comme hase. 1l est donc de

dimensicn 1.

#
De méme on trouve que Ey, = veet{uy) avec up = (sin =,

[
50— o058 :-;] comme base,

- Ik-est done de dimension 1.
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b) Lz matrice B de Ja transformation dans fa base {u,,u3} farmée par les vecteurs

1 @ ) C'est donc une symétrie par rapport 3 i‘amﬁ_zﬁ&fﬁg&

propres est B = ( i <f

g
par le vecteur wy. Cet axe fait un angle 7 avec l'axe Ox.

Solation 5.9.
0 a o n
2 e 0 2 a
Soit A =| a a D a |3¥eca # 0, alors
e a a (
~A a4 a a
a —=A 6. @«
det(A - M) = e a =A a

= : (C;-'=C'|+C?‘i"ﬁa‘i"c.j.]

ce qui donne

1 o a a
det(A—A) = (3a—A i 'i a2
1 a a —A
t e & 2 (la = 1)
=(3a~A)g “‘\“g _‘\_2 g {on fait (ksx=h) )
0 0 0 —A-a (la=4)

= (3a — A)(—A ~ a)®
= —(3a ~ M)A+ a)®.
Donc A a deux valeurs propres Ay = 3a d’ordre un et Ay = —a d’ordre trois.

Svit u= (z,y, z,1) un vecteur propre du sous-espace propre E, , alors

—Ar a a o T 0

a —X a a v || 0

wE EA} =4 o 2 A b, A == 0

a a [ i 1]

| —da a a a & 0y

a -3a a a v | _| 0

ﬁ ' oa e —=3u  a z 4 |0

- a-~ B a —3a t 0
—3oax + ay + az + at 0
g ar — 3ay +az+at 10
‘axr+ay—3dez+at | | O
ar 4+ ay + az — 3at 0

ensuite
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~3ar+ay+az+al =10
ar — day +az iat =
ar+ay —3nz+al =
ar+ay+az—3at =0
—dzty+z+t =0
r=dy+zr+t =0
r+y—3z+L =0
r+y+‘-~—3f ={

u € Iy,

{on sinpli fie por a (o D))

Ce gui donne
-dr+y+z+t =0

lrdy = : |
we Es, &; Ta =0 (on fait (to~ b). (fs = ). (5 — 1))
44—‘“ ={)
Xxo=
Do

E}, ={{z.y,zl)fy=22=zt=zetr e R} ={{zzz5)/scR}

= {x(1,1,1,1) /€ R}.
Par suite Iy, = veet(z) avec uy = (1,1,1, 1) comme base. Il est donc de dimen-
sion un.

Et soit v = (x,y.z,1) un vecteur propre du sous-espace propre E,,, alors

—Ag a a a s 0
e —X a a y 0
TQEas i a =Xy a = | Tt
e o @ —Ag f L]
e a a a T 0
a a 0 a 1 0
i @ a ¢ 4 i =1
e a a e t 4]
ar + oy + o0z +al 0
- azx + oy + az + at 0
ax +ay + az+at ]
\ ar +ay+az+at 0

& ar+ayteztal=10
& r4y+z+t onsimplifie por o (0 #0)
& il==r=y~2 ryzel.
Doi
By, {lx,p,2.t) f t=—2—y—zetmy2e R}
{tzysr,2, g~y ~2)/ z,y.ze R}
{2(1,0,0,-1) + 2{0,1,0,-1) + 2(0,0,1, -1} / =, 3,2 € R}.
Par suite FA, = wect({v),va.13})
avec vy = {1,0,0,-1), vo = (0,1,0,—1) et vy = {0,0,1, —1) comme base.
II est done de dimension trois éga)‘e i l'ordre de ).
I en résulte que {u;,v1,v2,v3} est une base de IR! formée par les vecteurs
propres de A,

It

0 -1 0 0
(2) Pour 5 = 0 -1 0 -1
1] 0 -1 0
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{=x -1 0 O
L
de(B-31) = | R
' 0 0 =1 =A

A -1 o]l -1 0 0
(u)\)_' -1 =X =li4|-l =X -1
0 -1 =-A 6 -1 -A
Mo3AZ41=(02-1)2 - A2
PDE - A-1)242-1)
(A = A (A = Ao }(A = Aa)(A — Aa).

Donc B a quatre valeurs propres :

145 AL ~14 /5 . ~1=4/5
A= "r1Azn 2‘/"__,\32 T ot M z

i

H

2

qui sont toutes d’ordre un.

Soit u = (x,y,2,1) un vecteur propre du sous-espace propre £, alors

-2 -1 0 ] T 0
-1 =i =] i} Y ]
ve Ry @ 0 ~1 =i =l z 0
0 0 -1 =X 1 {]
—Ax i 0
—r=dy~z | _{ 0
id —y—Az—t 0
—z — Al 0
y =-Az
(N-lzrdt =0
F Y e+ (N1t =0
z = At
y = -—Am
=M =M=z
= 5 = A
g
g o= (A - 1.
Dot |
Ey = (z, = Az, (A2 - !}.‘c,—p_lm}/reﬁ{}
’ A
= {z(l,—A (N - 1}.—1‘{_—?] fze IR}.
Par suite E,, = vect(w;) avec u; = (1, -2, (3} = 1), -K.é—i-—l—} comme base. Il est
¥

donc de dimension un. !
Puisgue M} — 1 =J; pour< = 1ou?, alors

Uy = [11 -’)l.],,)t}, "l} et uy = (1, —).Q‘)lﬂ, "'1)-
Et puisque A? — 1 = —); pouri =3 ou 4, alors
Uy = {1‘ ~Ag, —Aa, 1) ety ={1,~Ay, =Ag, 10,
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Solution_5.10. :

0 a 0 o
: - 0 0 as 0
OnaM=| , w 0 0 | @rs
) g n o 0
: —A 0 0 ay
; - 0 =X &y {
@gi‘-(ﬂf M) = 0 o5 ~A 0
Tay ] 0 =i
. —A (5] 0 1 9] 0 iy
= {=A)} az -2 Oi~aql =2 az 0O
: 0 0 -] |a -2 0

= 23(A% — gya3) — aya4(A? — aza4)
= (A- ayaq}{A? ~ agag).
M a donc quatre valeurs propres réelfes lorsque ayay > 0 et uaay > 0. Elles sont -
M = VTG, g = = /B85, Ny = /a5 €0 My = ~ \/azii.
Efles sont distinctes si et seulement si aya; # asag et aq,ag, @3, a; non nuls,
Soitw = (x,y,%,t) un vecteur propre du sous-espace propre E,,, alors
‘-/\1 0 0 a & Q
9 —-Al ay D u
0 g "'Al 0 z
iy 0 0 —'A] 4
—-)\]15 <+ @y 1 =
~A1ytagz =0
aayt — Ai a2 ==
agE — Mt =
—hr+4at =0 |
Gy — /\]f. =
—}\1'I,I"+dgz B
asy— Mz =10
—Mr 4t =

HEE;\I =1

1]
a
U

# ) a'l ‘.

z = L.
Ceci puisque les deux premiéres fignes sont dépendantes et les deux derniéres
ont un déterminant non hul {doncy = z = 0).
On obtient comme vecteurs ptopres :

L [17 G? GI zla‘i) associé o .J\]_ = Ly

I
itz 2(130,9,“—&"——} assocté & Ay = — faja,

1
fQpy
ug = (0,1, ¥ ,0)  associéh Ay = /303
figag e o
ug =(0,1,~ 0} assucié @ Ay = —./agay

L]
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Solution 5.11. : . el : Soit u= (=, ¥, 2) un vecteur propre du sous-espace propre F,,, alors

By = {(z,z.2) [z € R) = {2(1,1.1) / = ¢ R}
engendré par fe vecteur propre u; = (1,1,1).

mo 1 1 ! i 5 : -
Soitm € R. On considére fa matrice A, =| 1 m 1 ' o e — Az 1 1 = 0
mn . : u £ }‘?5": b T - Xy 1 o = (¢
! Lt “.L 1. 1 m- Aa - Q
a)Ona: . 111 z 0
> me- A 1 1 ' ; o 111 y p=| 0
det{A ~ A7), = Iome ) 1 : 1 z 0
o 1 1 m~-A
zhytz =0
24nr-A ] 1| = Tyt z =0
= |24m=-A m—-2A 11 {6} =ep gt ca) rs+y+z =0
24+m-A 1 m—A I I
i = z4+y+z=0
1 1 1 , o
= (24m=-A)1 m-2A 1 & r=-—x—y myeld
1 1 m=A e Droii
i g = 1 .I‘ G By, = {lziy, s —y)/ 2,y € R} = {x(1,0,~1) +4(0,1, =1} /=,y &€ B},
= (2+m-A g m-1-A g {on fait z; _ J; :;: ) : 1 est de dimension deux, engendré par la famifle des vecteurs propres
0 m—1- : :
L : ug = (1,0,~1) et ug= (0,1,-1).
= (24m-- Afm- 1= X2 i Done la matrice A, est diagonalisable et sa forme diagonale est :
A 2 done vne valeur propre Ay = m + 2 d'erdre un et une valeur propre ! S PRt B { m+2 0 1]
Ax =m - | d'ordre deux. 3 D = 0 )y 0O ] 0 m-=1 0
0 0 A n 0 m-1
: _ D) Dn sait que det{A,,) = det{ D) = (m + 2)(m - 1},
Solt v = (z,y, ) un vecteur prupre du sous-espace propre B, alors Sim#=2etm#1:
m - A 1 1 x {0 | f Am est inversible el donc rang{A.,) = 3,
u e E,\’ 1 m = .\] 1 ¥ =z 0 3 i
I m=X z U g Sim= -2
: i o 0 U]
$ 1 = [ 0 , rang(Am) = rang(Dy) =rang | [ 0 -3 0 || =2
- =2 1} ] 2% ' 2 6 0 -3
1 =2 z 0 i Puisque les deux derniéres colonnes sont indépendantes.
.
L
22 +y+z =0 ; i Sim=1: w g
= #—2y+z =40 | : r ' e 300
ray—22 =0 rang{Am} = rang(Dy ) =reng| 0 0 0 I =1,
; 6 0 0
~Or4ytz =0 : ar on a uie s6ale colonne non nulle.
& ~3y+3z =0 (a+1) : R
-3z =0 (2z+14) i Le cas ot A, est inversibie cstgm #1etm#—2etalors
i 1 m -1 1l—-m 1-m
i -1 2
& Tz, | ALl e 1—m m*—~1 1-m
Drog i : (- 2 — 172 1-m 1l-m m?=}
!

1 m 4 | -1 =4
L S -1 m<1 - .
(4 2)(m ~ 1} -1 —
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In{Am) = {Fin(t) v € R¥} = {fun(avs +buz + cus) / a,bc € R}

c) Les cas ot Ay, n'est pas inversible sont : gr = {afn(w1) + bfm(ua) + c/mlua) / a,b.c € R}
= {—3buz — 3euy / b,c € R} = vect{{ua, us})
. ; i iés 3 -3,
- Le premier casn =1 : cen car wy vecteur propre associé 3 0 et up, vy assod T 3
a . - Solution 3.12. : " o
Notans X = 2 la matrice colonne d'un vecteur u dans Ia base | So:ent A et u les valeurs propres de la matrice ( ‘; d ) Alors elles sont les
B! = (uy,u9,u3) formée des vecteurs propres. ; raf:;im_es du polyndme

Soit f., I'endomorphisme de matrice A, dans Ia base canonique, alors

uCker{fm) & DX =0 " Pla) = det{A - z]) = “‘i d_: =2% - (a+d)z + (ad =~ be). ©
300 o ] D.QRC -
# 100 altbl=t0 : S P(z) =2 - (a+ d)z + (ad - bc) = (& ~ A)(z ~ j1).
¢oo ¢ 0 Par jdentification on obtient ;
Aa 0 Adp = oc+d
TN 0 b= 20 3 Ap = od—be
0 b y Ce qui impligue que
® o=0 | | Map? = (+p)?-2p
0 . 3 Ay = a+4d
@ N=| & |. : )\".u = ad-be
p ® o . Ml = (ad—be).
D'od : . . . b
9 i . On arrive donc aux relations suivantes : W5
ker{A,,) = {buy + bee R} = veet U ! ; :
etr( )= {bus +rcus / b.c } = vect({u,us}) : 42 = (a+d)? - 2(ad—be) = a? +d? +3be .
Ihn{d,) = {fmln) | v € RY} An = ad~le (%
= {fimlau; + bug +cug) / a,b,c € R} A2 = (ad - be)?
= {afinltn) + Ufim{va) + cfinlua) / a,bc € R} i o2 ab  B?
={dau; fee R it i
= :{;eca(;;;}. } f 5 Soit B la matrice B = ( 20c ad b Ibd )
Caru; vecteur propre associé 3 3 et ug, ug associés 4 0, : P ¢ o &
s
- Le deuxiéme casm. = -2 : ;o of coap ab B
a Q(_'gj n.—.det(B-_—m{) = Zac ad4be—x 2hd
Notons X' = | b | la matrice colonne d’un vecteur u dans Ia base i et od d-2x
& : m—::3+:.c2(az+d2+ﬂd+bc)~x({ﬂd-—bc)(a +0a+ﬂd+ﬁc))+(ﬂd“—bc]a.
B’ = (), us,u3) formés des vecteurs propres. : -
S0it fm I'endomorphisme de matrice A,, dans la base canonique, alors . Or d'aprés (1) on a
ukerlfm) ¢ Dondos= 0 A4+ dtadtbe= A+ 1+ A et ad~be= Ay
g o a a [ :
+ 0 -3 ﬂ)(b):(ﬂ) | Et alors :
: Tl ' 'S g Qe) = ~2® +2? (A4 62+ M) — 2 ((A)(A2 + 2+ M) + (Aa)?
- ——gb ) == ( g ) . : = (x - J\p)(—x’ + ()2 +pé}x__ AZPZ)
—3¢ _. .
Q7 . .f = —(z = M)z = X)(z - 42). _
[/ i >
 X=|0]. _ Ce qui signifie que les racines de Q sont donc Jyu, )* et u?. Elles sont alors Jes
4 “ b s covaleurs propres de la matrice B.
Dot ker(Am) = {aw / a € R} = vect(ny), R _
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Soiutwn 5. 13

SoitE I ensemble des matrices carrées réelles d’ordre trois gui admettﬁnt comme
verteurs propres Jes trois vecteurs u, up, ug de composantes g
{1,1,1), {1,0,-1), {1,-1,0}.

Et svit P la matrice de passage de Ia base canopigue 3 [a base B' = {uy,u3. )
(B" est hien une base car elle est fibre).

Alors : A € £ si et seulement il existe trois valeurs propres de A : Ay Ag of Ay
associées successivement & uy, ug ef ug.

Par des équivalences on écrit ;

A=PDP!
MoO000D
s A=P 0 As 0 p-1
( 0 0 X
M 00 0 o o no o
o A=] 000 J|4+;0 X 0]+ 00 0 p-1
00 o 0 60 00 Ay
M DO 0 00 00 0
= A=P 00 0 1lPY'+P|{ 0D M OIPY+ PO O O |PF
000 g0 00 U U
1 00 Do o 000
& A=0 Pl 0 0 0 PPl 01 0 |PrsaPl 000 P!
000) (ﬂ{]n) 001
& A=MB;+ B+ A3Ba,
ot
100 ; =1 =¥ =1
B,:( 009)(--§ -1 -1 2 )
000 -1 2 -1

r g agh ; 1 =2 '1
0 ¢ | e Bi=z| -102 -1 f.
sy «1@ 2 S\ o 0o
£ = vect{{ By, By, By}).

Puisque cette famille 3 trojs matrices est libre donc dim(&)'= 3.

Dot

Solution 5.14. :

1) ) Pour ia matrice Aona:

: 3= A 4 |
det{A—A) = I B [ | 1
0 3 2-A
2-X 2+ H2-1
= -1 1=A 1 (fi:il-}-fg fg;'
[t} 3 2
1 1 -1
= (2=2) -1 1-4 1
Y 3 2-4

Donc A a une valeur propre triple Ay = 2.

Soitw= (r,y z} 4n vecteur propre du sous-espace propre Ey,, alors

3-M q - | o+ 4]
it E E)h L -1 1~ f\l 1 1 - {
0 3 -2 {

Y
1 4 -1 T 0
= (—J. -1 1 y | = U)
.0 3 0 z 0,
a4dy—2 =0
< -F—-y+z =0
3y =40
p—a =0
- -tz =

By, ={{z.,0z)/ze R} = {2{1,0,1) / =z € IR}.

Ii est engendré par le vecteur propre u, = (1,0,1). Puisque dim{E,, ) =113

égal 4 I'ordre de multiplicité de cette valeur propre, alors A n'est pas diagona-
lisable.



b) Pour fa matrice Bon a :

1-2 -2 -2
det(B —~ A} = <1 1=-2 -1}
~1 0 2-Xj
~1—-2A =1=X =l=2X}j
= -1 1- A -1 (i‘; =Ii + IQ-I- '!d}
-1 6 2-2
1 1 1
= (=1 A) -1 1A -1
-1 0 2-4
I 1 1
= {=1=A}0 2=2x 0| th=l+hel=lkL+1l)
0 1 3=

(=1 = A2 - A)(3 = A).

Donc B a trois valeurs propres simples Ay = =1, Ay = 2 et Az = 3. Par suite
elle est diagonalisable.

¢} Pour la matrice Con a:

1=X 0 2
det(C ~ M) = 0 2-24 0
2 0 1-A
3 - A ¢t 3-A
= 0 2-2 G| (=041
2 0 1-4
1 ] 1
= (3-Af0 2-2A 0
| 2 d 1=2
1 0o 1
= (3~2)(2=-A)0 1 0
2 0 1=
= (=1=A3-A¥2-2)
Done € a trois valeurs propres simples )y = -1, J; = 2 et Ay = 3. Par suite

elle est diagonalisable.

2) i) B étant diagonalisable, soit u = (z,. z) un vecteur propre du sous-espace
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propre E,,, alors

-1 6 Gy

2 -2 -2 T
=4 -~1 2 -] y =
-1 0 3 z

20 -2y —22 =10

1~ -2 -2
UE:E,\. ~ -1 1=X\ -1

il
.
oo o
™

coo ke H

)

=4 —~z4+2y—-2z =0
—x+3z =10
Gz~2y—-2z =
&= 2y~4z =0
T =3z !

& z=3rety= 2z I
D od
Ey, = {{32,2z,2) fz e R} = {(3,2,1) / z ¢ R}.
11 est engendré par le vecteur propre w, = (3,2,1).

Et soit v = (&, y, 2} un vecleur propre du sous-espace propre Iy, alors

1-2A -2 -2 x 0
ve By, & -1 1-Xg -—1)(1;):: 0)
-1 0 2—X z /° 0
-1 -2 -2 z 0 ;
P S oWl w ¥ l=1{0
-1 0 0 z 0
-r—2y-2z =10 .
R —z-y—z =0
-z =0
—-?w—gz =
= —y=z =10
z =1

By, ={(0,~z,z) / z e R} = {2(0,-1,1) / z € R}.

ﬂ est engendré par le vecteur propre uy = (0, ~1,1).
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EL s0it w = (z,y, =) un vecteur propre du spus-espace propre E,, afors

P — A -2
weh, &« -1 1-)4
-1 it
-2 -2 .3
&= -1 -2 -1
-1 0 -1
—2m - 2y~ 22
& ~x =2y -z
P
2 — 2y -+ 2z
FE —x -2yt
z

= r=—zety=10

Do

)
| ¥ | =
2—)«3 x

x 0

¥ =1 0

z 0
= {

=)

=0

=)

=0

=

E.’ln e '{(I:O: "'“T'J ,/5'1 = ]-R} ey {,’L‘{J‘U,_l) f‘fiﬂ € ]R_}

H est engendré par le vecteur propre ug = (1,0, —1J.

-En posant P == ( 2 -1 0 ) la matrice de passage & la base {u,, g, gk,

3 0 1
1 T =1
1 1 1 1
nnrmuveP“:E 2 -4 2],
i =3 -3
Et afors
-1 0
B=P 0 2
00

#i) C aussi étant diagonalisable, soit u = lr,¥, z) un vecteur propre du sous-

espace propre E,,, alors

I-A 0
'UEEM = 0 2-XA

O )
P +22 =0
= dy =0
254 Az =
g o=
=
y e

Dot

. .J_EJ\I _£= {{2:‘“}. ""ﬂ".} jre IR} =

o
n Pt
3

{2(1,0,-1) j z € R}

I est engendré par le vecteur propre u; = (1,0, ~1),
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0
o
0

£t soit w=(x,y, =) un vecteur propre du sous-espace propre E,,, alors

Dou

1= Az 0 FN
= 0 2- A [ (y -
0 1-A e

2
=Y B 3 x 0
& 0o 0} Y =(U
2.0 -1 Z D_,u
[ —x—22 =0
% 8 s =0
[ -8z =10
= { z =0
& z=z=I

£y, = {(Uu?;’n{-’) {ve ]R} = {y(0. 1, o) /ve R}

1] est engendré par le vecteur propre v = (0, L0}

Et s0it w = {2, %, 2} un verteur propre du sous-espate propre By, alors

i € E"J\a

Dot

1l est engendré p

En posant P = (

on trouve P~1 =

et alors

4-——4\3 (} 2 -
= 0 2—‘:43 U) U =
2 0 1-2x x
il a I i}
L 0 =1 i} (1; :(D)
2u -2 )\ 2 it
-~z 42z =0
N -1 =0
dr—2x =410

w r=xely=IL

B, = {(z.0,2) fre R} = {#1.0,1} /= € m}

ar le vecteur propre uz = (1,0, 1).

1 A

o

1

G 1
-1 6 1
f,.

e
;{02 0
1o 1

M

1]

g
s ———
|
= —
fum i S i e
w oo
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Solution 5.15. :

01 3
Soit A= | 1 0 1 |,alors
001

U | 1}
det{A A} = 1 = 1
. 01X

il

-3} d|=a-snee-y

~(A1PA+1)
e S T L S N

Par suite le polyndme minimal de A est de a forme :
Prn=MA=1¢X+1) avee l<k<2

Sik =1, on aurait

= oD
= Do
Lo B ]

PuAy={(A-DNA+D=A2- | = (

) 210,

Pn=(A~1*(A+1) = -P. P, étant unitaire.

o}

Ce qui est faux (car on doit aveir P,.(4) = 0). D’'od

Donc
Prfd)=0=AY - A2 A4+T (§)

Et par des implications on a :
(#) = A4 A2+ A=]
=

Al—A24+ A+ D) =]
= A=Al Ay ]

1
= A" l=—-| 0
i}

a1 -
= A"l=11 0 -
00

Et l'on a aussi -

£ b

(#) = A'=A24A-7
10 2 ¢ 11 100
= A=1012|+]101]|]-{0610
a0 1 0 0 1 00 1
01 3
= A= 1 0 3
00 1

210

Et de méme on 3 :

() = A4 At A=T=A(-A+I+47)
= At=-A+I14+477

0 -1 -1 1 ¢ 0 01 -1
= A 2=} -1 0 -1 J4+{0 1 0]}|+]10 =1
0 0 -1 0 01 o0 3
1 0
= A7%={0 1 -2
({1
Et I'on a encore

(#) = —-A+A 4+ A=T=AN(-J+AT+ 477
= A3=-J4 4714+ 47

-1 0 0 a1 -1 1 0 -2
= A"3= 0 -1 0|+ 10 ~1 |+ 01 =2
6 0 -1 00 1 00 1

= A-3

0 1 -3

1 0 -3 ).

0o 1
Solution 5.16. :

Soit Ja matrice A = ( g ti ) , alors :
2-X -1

‘&iﬂﬁ(A'—‘AI}a 3 —1——)

|ZA2—1+1=P£_

Et d'aprés les implications suivantes : R

PAd)=A?-A+1=0 = A'=A4-7T
= Al=AA=A(A-DN=A"-4
= AB=(A-1)-A=-] ,

on en déduit qgue :

Alm=A3!ﬂ+l:(A3>33_A={_I)33‘A=n;‘Az_Aﬁ(:g }]: )
- [
Solution_5.17. :

SoitA= ( g _: ), Ia matrice de I'endomorphisme v dans la base canonique.

a) Par des éguivalences on a : -

Bk wddT T
2 1-.&'qu e

@ M -5r+6=0 :

- A=20ul=23.

X est valeur propre de u & det(A ~ .\!)'=1

_ Donru a deux valeurs propres Ay = 2 et Ay = 3.
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Soit ( ; ) les eoordonnées d'un vecteur propre associé 4 A, alors

(5 2)(6)-(2) = (3 2)()-(8)

Doa
_ y =4z ) /reR}={z(1,2) /€ R}.
I a pour base {v;} = {(1,2)}.

Soit ( ; ) les eoordonnées d'un vecteur propre associé 3 Ao, alors

d4-d -1\( =z 0 1 -1\fz\_ (9
(%) ()-(0) = €3 2)(0)-(3)
g -y =
W~y = 0
& y=a.

Dot :
By, = {(z,z) Jz € R} = {z(1,1) { = € R}.
i1 a pour base (vg} = {(1,1}].

b) D'aprés ce qui précéde A est d:agcnahsable etlonz: A=PDP-\.

o0 D= 32 et P= {2 ]).'amamcedepass;ageéiabase

{w1,ua}.
Puisque Pl = ( _é _i ) alors

A" = (PDP™Y)" = PD"P~1,

Comme D* =-(

L i
o 3" ) il s’en suit que

1 1\/2 o\[f-1 1 23n _on g _gn
Au:(z l)( o 3“)( 9 _1)-«;(2_3"“2““ 2,,“_?“) Vo e N,

Solution 5.18. :

) -4 -6 0
1°} Pour déterminer les valeurs propres de A = 3 5 0 jona:
6 b
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—4 ) -8 o
det{A - I} = 3 5-2 0
3 6 5-A

-4 -2 -6

- (5_‘“1- 3 5--:\]

el T :
= {5-).)] 3 ; 5_'\l (= h+1a}

, {5~\}(—1-A)]§ 5;}‘\

= (5~ AN){~1-A}N2-2).

"4 a2 donc trois valeurs propres simples Ay = ~1, Ao = 2 et Az = 5. Par suite elle

est diagonalisable.
Soit u = (z,v, z} un vecteur propre du sous-espace propre E,, alors

’ ~d Ay -6 0' x G
vell, = 3 5=-X ) ¥ ¢
g 6 5-M z 0
-3 ~6 0 z 0
&= 3 60 v s}
3 66 z 0
—3x -6y =
= 3z 46y ;:0
3z +6y+ 6z =0
x =-29
® Yz =0

@ p=-etz=0

Dot
By, ={{-245,u.0) /vy e B} = {y(-2.1.0) /vy € R}.

Il est engendré par le vecteur propre u; = (-2,1,0).

5oit u = (r,y,z) un vecteur propre du sous-espace propre Ey,, alots

Yt kmdy  =b o\ /= 0
ue B, < g 5— Ag - )(y )
-6 —6 0 s 0
=3 3 3 0) ( y 0
3 6 3 z L]
-0z -6y =
“*+ 3r+ 3y u(}
Az + By +3z =0
y =—I
Tl Ba48z =0
o = el 2=,
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Dot
By, ={(z.—x,3) {5 e R} = {2{1,~1,1) /2 € R}.
1 est engendré par le vecteur propre wy = (1, ~1, 1},

Soit u = (x,y, 2) un vecteur propre du sous-espace propre E.,, alors

- — Ag -6 0 T 0
e F)‘;u s 3 5- )3 £ ( i = 0 )
3 6 5~ Ay ) = ﬂ"
-9 -6 0 z o
— 3 g 0 Yy = {
3 g 0O z 0
Oz~ 6y =0
<= 3z =10
3z+6y =0

& r=y=0ctzeR.
Dron
Ey={0,0z2)fze R) = {2(0.0,1) / z e R}
H est engendré par fe vecteur propre vy == ({0, 1},

~3 14
P = 1 -1 0
4] 11

{a matrice de passage 3 Iz base {ws,t12.u3), 00t trouve

-1 -1 10
P""' = -1 =2 0
1 2 1

-1 0 0
A=P] 0 2 &} REL
- 0035

2¢) Peur calculer les coefficients de A™ en fonction den ona

A" = (PDP-1)"
PO - b

En posant

et afors

HIR

("1}“'1 LR (_l)w.l 1 . gn+i i}

N WL L
AP =
o Sl

3°%) On a le systéme :
iy ~dun_y — bup-g
v, 3t + Bv,g qui est équivalent 3
uly

Jttny + B+ S

Aol

2i4

-3 a Qo SN0 ¢ -1 -1 @
1 =10 02 6 =t =20 ].
0 11 0 0 5 1 23

. Uy, -4 -G 0 Un—1
Uy Lo 3 3 0 3 Vned .
\ I 6 b Uq_y

;Sj Fonnote X, = | w. | . alors cette relation s'écrit Xa = A Xq.1.
W,
Par récurrence on obtient :

Xa=AX,  =AAX, g)="-= AT Xa.
Drou
| un 21— 2(-lr -2t 0N f w
¥o= Uy - (_ﬁ_ 1}n+1 4 4 {_1}::4-1 +2ﬂ+1 0O g .
Wy} 57 - 2" 2.5 ondl  gn g

Ce qui éguivaut 3

Yo
ity

Solution 5.19. -

Soit M, de coordonnées (z,,y,) et par récurrence ies points M, de coordonnées

{#u. ) définies par:

\ Tutl
a1

L _,_;n
a}Jes coordennées du vecteur M, M; sont

=y \ [ (8520~ 1124,) - %o \ _ [ 8dma— 112y, ) ‘
W=t /& {60z = T94) — va B0ir, — B0y,
|
Et les coordonnées du vecteur Mle sont i

(24=1)" = 2%)ug + (2(=1)" = 2" g
{(-'I}"‘:‘l + 2% )irg + [(ml)“'”‘ 4 anFlyg,
(51\ . 2")“0 o+ (2.5" . gﬂ-{-l)yc 4 5“"-”0

I~
3
i

i

80, — 112‘!}!;
50.'1,1 -~ 704 (]

(1]

ag—wy N (88w = 112p) — )
( ¥2 = ) B (60zy ~ TO9y1) ~n
- 34;]:1 =5 112;,-‘1_ T i S

80z, ~ 80y, ;
84(851, — 112%,) ~ 112(60z, — T9y,) )
60(86z, ~ 1124,) ~ 80{60z, ~ 70yo)
42z, ~ 560y,
300z, — 400y,

. B4z, 112y,

=0 ( 60z, ~ 80y,

D'od le résultat :
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- 8i M, = My on a les £quivalences

852, — 112y, o [ Beo—112 = 0
. 60z~ Ty, = g, 60z, ~ 80y, = 0

1
3o~y = 0 (5gh)

i
2]
]

Szo-dy, = 0 (5h)
Donc si M, est sur fa droite D d'équation 3z — 4y = 0, alors '
' MMy = SM.M, = 0,

ce qui implique que

My =0
et donc
My = M.
Et par récurrence
My=Mpy = =M =M,

Par suite fes points M., sont confondus.
- Si M, n'est pas sur la droite D d’équation 3z — 4y = (, alors la relation
My My = 5M, s,

implique ) ;
R = SM M = 5 (m@m}) = 52 R,

Et par récurrence

Mo 0, = 5" R My,

Donc les points M, sont tous sur fa droijte dirigée par m‘ﬁ et passant par le
point M.

b} Spit fa matrice A = ( gg ““.},1?3 ) . calculons les valeurs propres de A. On
a: '
85— A =112
det(A — AT =1 .75 B ';—sl}&. A 6A+5=(A~1}A-5)=0.

A a donc deux valeurs propres simples Ay = 1 et Ag = 5,
Soit (z,y) un vecteur propre associé 3 Ay = 1, alois

(NG )= (8) « (&% 22)(5)-(3)

2

b
o = (= e gt = 2},
< Jx - dy {{ 5 ¢ 1}

20
On prend comme vecteur propre associé 3 1 le vecteur vy = (4,3).
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Et s0it (2, y) un vecteur propre associé 3 Ao = 5, alors LR,
85—\ -112 20N o (so ~112 ’xj=(n>
( G0 =70 = Ay y /A0 J 60 -84 ) ( 1; 0

& SreTy=0 (If ==L el ),
=Ty e = Tl = 35

12

On prend comme vecteur propre associé 4 5 le vecteur up = {7,3).
L2 matrice de passage 3 la base {u;, up) €L SON inverse sont alors

4 7 e U b )
P:(S )E:tp —( 3_4)-

o

1 0
. Onp obtient A= PDP-! aver D = ( 5 B )

Notons (‘ m}t‘ \| les coordonnées du point M, dans i3 nouvelle base (1, us). Les
Y )
refations

Gngr = 86an — 112y,
Yn+1 E SEL‘J'Iﬂ A 7{3‘{,":1

s'éerivent

% Y1 Yn Hn
.r 1 Tt )_I _ w2 | ( In )jl :
P ( ik J_D. Fal e
.13:1 i 0 I{;I —a, :T;a I
(F2)=-( ) (k)-(a)

On voit que dans cefte nouvelle base les points M,, ont [a méme abscisse
af = af, Ainsiona: ,
siyl, = 0=y, (M, sur la droite d'équation 8u — dy = 0 ), alors My, = -~ = A, et
les points M, sont confondus. )

. - £
Et siyl # 0, alors M, a pour coordonnées ( 5™yh ) '

¢ 2 I —§

Les points M, vont étre sur la droite passant par M, dirigé par .

Ce qui denne

Et donc

Solution 5.20. :

i el =
17} Pour déterminer les valeurs propres de A = ( 2 “; ~2 ) ona:
' -2 .
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Et soit w = (x, y.z) un vecteur prapre du sous-espace propre Ey,, alors

g I : ; ' iR VN ) -1 - it
det{A - Al = - SR s ) ugk,, 2 =1-2Xa =2 y p=1|0
-0 2 4-X ! ~2 2 4y z 0
: i -2 -1 b 0
1—X -2 -1 : | & 2 -3 -2 y |=1[0
= |1=-A =1-A ~2| {c} = c) + £z} -2 2 2 x 0
0 2 4+ ; ; 2=2Y-z =0
1 -2 -1| ! < 2e=-3y-2 =10 i
= {1=-XA)1 -1-2A ral : ~2r 42y +22 =0 ;
0 2 4-2 Tz
! w y =0 (lg4+4)
1 =9 =1 ; < y=0elz=ux
= (1=A40 1-x -1 (B=b-U) i .
0 24— i D'od
i ' Eby = {(x,0,2) [ y € R} = {2(1,0,1) /& ¢ R}.
1—A -1
= {1- A)% 2 42 i I ‘est engendré par le vecteur propre uy = (1,0,1).
= (1=-2)(A?-5x+6) = : -
= (1=A}A=2)(A-3). ? i Et soit u = (z,y, 7} un vecteur propre du sous-espace propre Ey,, alors
|
1 3—Ag -9 =1 x 0
‘ i By, = L N (R -2 y |=|D
A a done rrois valeurs propres simples My = 1, As = 2 €r Ay = 3. Par suite elle ! v o -9 ; i me X : 0
est diagonalisable. : 0 -9 -1 & 0
Soit w= (=z,y, =) un vecteur propre du sous-espace propre E, , alors : 5 2 -4 24|y l={0
. -2 2 1 z / [
wdy—z =0 i
I-X -2 -1 z ! /0
; < e—-dy—22 =40
€ By, & 2 =l -2 = :
u A - 1 A; 4.“31)(2) (g) : Ozt Oytz =0

T R . i ’ ~2y-z =0 _ .
_9 9 g 0 i <-=>.::=Oef.z==—-2y.

21{*—23!——2 =0

& r—y~2: =0 | Doi
~%2+%+3z =0 Bxy = {(0,y,~2) /y € R} = {y(0,1,-2) /y € R}.
L S ] Y = _ -
< A0 (R ! i It est engendré par le vecteur propre ug = (0,1, ~2).
& z=yetz=1{0, E 11 (i}
En posant P = ( 10 1 ) la matrice de passage 2 la base (uy. g, 1z},
Bien : 11 ;2 1
on trouve P! = 2 -2 -1 | etalors
Ey, = {{r.2,0) fx € R} = {#{1,1.0) / z € R}. 1 P ool way
i
100
Il est engendré par le vecteur propre uy = (1,1,0). : : A=Pl 0 2 0 | P,
el 5 5 &
i
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2") Pour calculer les coefficients de A* en fonction de n on a :

Aﬂ o (PDP—‘}IIZPD“P_I
i1 0 ™ 0 0 -1 2 1
= (10 1 0 2° ¢ i S T
01 -2 0 0 3 1 1 =1
Dod
_1+Qn+l 2_2ﬂ~}~1 1=
At =] 450 2-3" 1 3° )
2n+1 — 74 ___2rr.+l + 2.3 _2,,_’_2'35

Solution 5.21. :

1 -1 @ 1 21
Seient Jes deux matrites: A={ 1 1 1 et B=4{ 1 -1 1 ].
3 -1 1 G 3 0
a 0
Sojt [amatricecolonne X = { & | £ 0 ) et A e IR, ona par des équivalences :
< 0
a—2b a4+2b4rn
AX=ABX & a+bte | =x| a-btc
Jo~b+e 3
a—b = Aa-+20+c)
<« atb+e = Aa-big)
1 da—b+e = A@3D)
A= 1a+ (224 )b+ Ac = 0
“> A-Da+{-A—-1)b+(A~-1) = 0
Ja+ (=32 -Db+ec = 0

Ce systéme admet une solution autre que (0,0,0) si et seufement si son déterminant

A est nul, Puisqu'on a

A=1 2241 A
A = {A-1 -A-1 A-1
3 -3A-1 1

A-1 2A 41 1
= [A~1 =A-1 0
—3 =1 =2

.
{eh =y ~cy)

A=1 2241 1
= A=1 =2-1 0
28 +1 A+1 @

(1= 13+ 2)

IR S O
22+1 A4t

A=-1 ~1
= [A+1}|23+1 l’

= (A+1)(3N),

* 220

alors
A=0wx=00ul=-1

- Pour A= 0 on trouve fe systéme :

—a-=+h = 0
—t—bh=—c = 10
qui est équivalent 3
i = g
~g—c = 0
2a+e =
c'est-d-dire
b = a
{ c = —2a

D'od

a
A= ( a ) quee a quelcongue dans R,
—2a

- Pour A = —1 on trouve fe systéme :

—2a-b-¢ = 0
~%a-2¢ = {
3a+2b+c = 0
qui est équivalent 3
—a-b = 0
i = -0
2042 = 0
c'est-3-dire
b = —a
{ c == =
Dot
a
Xs=| —a avec a quelconque dans R
==
»
Solution 5.22. : . .
Soit P{X) = (X® +agX? + 0y X +1,) € G[X] et soit I'endomorphisme de @ défini
par
1:.,_,{&1] = &3
(1) uplen) =e3
rrr(e;i) = —{{&083 + aye2 -i-a:gt‘.g},

ol {eg, €2, e3) €St Ja base canonigue de C°.
1) Le polynéme caractéristique P, de up est donné par:
Polx) = dei{A - <},
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0 0 —u, . _ _ ) ) ;
ol A= ( T 0 —uy ) est Ja matrice de up. D00 : 1) La matrice de u par rapport 4 Ja base canonigue de " est

0 3 g 1 -1 2 -2
0 01 -1
-z 0 —tty ‘ i A=141 01 o
Pu(z) = 1 - =il I-—- ~a? g g -, = - P{r). ! 1 -1 1 0/
0 1 —az—a . .
i Le polynéme caractéristique F(x) de u est :
On en déduit que : N 1—a =l 2 -2
o= P j . - 1 =1
a_ Por) = ded(A — 2]} = A 5
2) On a d'aprés le théoréme de Hamilton-Cayley ; ()= ded{ = =]) } “: ke ‘j .
— —i
Polup) =0,
! -2 -1 2 -2
et donc _ 0 - I -1
Plitp) = —~ Pe(up) = 0. i B 1 =1 1l
i &= o g : : 0 0 T
3 soitSc@telque S=bo+hw+ba? et Slup)=10,
donc b, Jd + byup + byuk = 0, Ce qui implique que l—x -1 2 -2
S(up)(er) = bofdie;) + lpwp(er} 4 banp(upleg)) = 0, = l,il :T - T _é [arl* Jait sortir )
¢’est-a-dire 0o o |
byey + byea + boeg = (. P—x =1 0 -9
Puisque la famille  {ej.eq,e4)  est libre on obtient alors ) 0 -z 0 -1
- | =1 1 o=l 1—x 0 ,
be == by = by, | 0 0 0 -1
Par suite :
i -z -1 0
5= | g =g+ g
. i | ol U em 0 A el on develuppe suivant 1y )
4) Soit (} € CiX] tel que Qlup) = 0. i 1 -1 1-= _

En faisant fa division euclidienne de Q par P on obtient :
1-2 -1
= (—a)1- -t)! 0 —x

A K et|X) : Q= HP+K avec () < d"(P} =3

Ce qui entraine que t -1
S
= (—ﬂ’)e{] - fl’)z.

Ceci car Q{up) = 0 et Plup) = 0 (voir (2)). ; Ainsi Ay = 0 et Ay = 1 sont deux racines doubles de Pux) = o e
Ona d_onc K{up) =0etd”(K) <3 ce quiimplique d’aprés (3) que K est pul, i :
Par suite Q@ = H P. Q) est alors un multipie de P. i

{Q 2 H’J’JHUP) g [\’Ehp} = Q(’l;p) —_ J’r{'u ;;)P(n;;} - A4

! Svient £ un R—espace vectoriel de dimension n,” n € IN° et °f = E:('E}
Solution 5.23. : | vérifhant [P+ 3 +4f = 0.
- |

Soit u I'endomorphisme de I* défini par : :
L ¢ a) Supposens que [ admet une valeur propre A € R. Alors

we) =e;+egtey i Jue E : v#0get flv)=Av,

tleg) = —ej a3 —ey ' i

wley) =2e +er+ey+ey - ; _F.Ig.qui impligue gue

wer) = e e, L (Pasran) = ST 0) = Fw) 48Ny =g (e [F43]411 = O)
222 '
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Ensuite

Af(v) + 3 + dv = ATv 4 3w 4 4o = Op.

Donc
(A% + 32 + 4)u = 0p,
Tomme wv+#0g on obtient

N 4a3hed=0,

Orle polynbme z’+3x+4 n'apas de racine dans IR. On concleit que [ madmet
pas de valeur propre dans R.

b) Scu'f A = (ai;);; la matrice de f dans une base donnée. Alors P, e
polyndme caractéristique de f est donné par :

Q3 — & g o My |
Pilz) = det(A - zl)=| %0 om-T o e |
Qp) R Tt gy X

la pfus_grande puissance de x est obtenue lorsguon fait le produit

(a11 — x){egz — z) - {opn = x).

£t dans ce produit a pius grande puissance de x est {—2)". Ainsi le degré de P.
estn, '

c) Supposons que n est impair. D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires
et puisque la limite & Finfini de P.(x) est d’un cété négative et de Iautre positive,
alors il existerait A € R tel que  P.(\) = 0. Par conséquence { admettrait \
comme valeur propre. Ceci est absurde avec ce qu'on trouvé en (a). Donc n est
pair.

Solution_5.25.
Siu est un endomorphisme diagonalisable de I{™ n'ayant gu'une valeur propre
alors il existe une base (e, eq,-- ,e,) de K" formés par des vecteurs propres

associés tous d A,
Soft x € IK", alors il existe ay,-- ,a, € K tels QUE T =me) + - + apty.
En calculant u(x) on obtient :

uaiey + -+ ane,) = agufey ) + -+ a,ule,)
-B].ACl R G.“Aé’.n

A(alﬂl & - u,,ﬂﬂ}

Az

u{z)

Ponou

D-ou Je résuftat _
: ¥z e K™ u(z) = Az
Par spite v est bien trne homothétie.

Solution 5.26. -
Un prbjecte;_rr p de K" = E vérifie pop=p.
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a) Si A est une valeur propre de p alors

Jueld v£lz [/ plv)=Av
Ce qui implique que
JoelK® v#£0g / plple))=p(iv).

Clest-i-dire

- 1) = Ap (v) = Mo
wekK" v#0p / { g—';{l;}){l >
Deonc
weEK" vEO [ du=Atw

_Et alors

JeeK™ v£0g [ (A2=2)v=0p
Comme v # 0g, on obtient :
MaAd=mAd=-1)=0

On conelut que les valeurs propres possibles d'un projecteur p sont 0 ou 1.

b) On sait que E = IK™ = I'm{p) & Ker(p) lorsque p est un projecteur.

Donc dim(K™ = n = dim{Im{p)) + dim{Ker(p)) =k +k (h=n-k).

~ 5 dim{Im(p)) =k =0 |, alors Ker(p) = E. Donc pour tout x & 5 ona
plxz) = 0.
Par suite p est 'endomorphisme nul et sa matrice est nulle.
Il est diagonalisable avec comme valeur propre 1 valeur zéro.

- 8 dinKer(p)y =h=0 , alors Im{p) = E. Donc paur tout = & F il existe
yveFE telque z=p(y).
Puisque pop=7p , alors

p(z) = p(p(y)) = (pop)(y) = ply) = =.

Drod le résuitat
YreE piz)=z.

Parsuite p est I'endomorphisme identité et sa matrice est la matrice identité
if est diagonalisable avec comme valeur propre Ia valeur un.

~ Siks0eth#0alors Ker(p)# {Og} et doncil existe des vecteurs propres
non nuls associés 3 la valeur propre 2éro. _
Etl'on aaussi Im(p) # {0g}. Donc il existe des vecteurs propres non nuls as-
sociés 3 la valeur propre un (car Yz ¢ Im(p) p(z) = = (veir le cas précédent}).
£n fait on a2 Tmi{p) = E; le sous-espace propre associ€ & un et Ker{p) = L,
I'espace propre associé 3 zéro. i
Puisque leur somme est directe et est égale 4 E alors p est diagonalisable. La
matrice diagonale de p va contenir & fois un et h fois 2éro sur la diagonale.
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Sotution 5.27. ;
1) Le polynéme caractéristigue de f est :

-X 1 1 2~ X 1 1 I
Pe=det(M - XI)=| 1 2-Xx “l|=[2-x 9-x e
-] 1 2-X| {2-x 1 2- J\’J
ceck en faisant €, + (Cy + Cy). Ensuite
f 1 1 |1 1 1
Pe=(2-X)1 2-X “ly=2-X}0 1-X =2
1 1 2-X |o 01X

Dou
Po=(2- X)1-X)2

Ainsi I'endomorphisme f posséde deux valeurs propres Ay =1 qui est double ct
As =2 qui est simple.
Un vecteur (. y, 2) appartient 3 ker{f — A, Id) si et seulement si

x ~1 3 1 & a
{4~ I3) Y = 1 1 -1 7] = {
z v =1 4 1 z 0

=r+i+s =10
ce qui équivaut au systéme { Tty—2 =il
=X+y+r =
qui a pour solutions y = 0 et 3 = » (faire ia somme de deux lignes (1) et (2)).
Par suite le sous-espace propre associé 3 A, est
Ly = {{a,0.2) / » € IR} qui est de dimension un et est engendré par
le vecteur propre vy = (1,0,1).
Comme la dimension de 1, est différente de 'ordre de mudtiplicité de \;, f n’est
pas diagonalisable,

2) Posons wy = (2,5, 2), Légalité f{ue) = vy + 1 équivaut 3
(F = Td}{im) = [{ny) — 1y = vy, puis 3

x -1 1 I x { i
A=Kl v | = i1 -1 ¥ i=] 0
z =t 1 1 ( L] k 1 )
[ —xbydz =1
ce qui équivaut au systéme { a4+y—z =0
Ao ) e S =

o | g
qui a pour solutions (= } *3
Ly =3
On choisit donc le vecteur vy = (0, 3. 4) (pourz = 0),
3) Pour trouver vy associé 3 I3 valeur propre A = 2 on résoud le systéme

SOTET

“ty+z =0

ce qui Eguivaut au systéme { x -~z =1
-r+4y =10
qui a pour solution { 3: ii

Le sous-espace propre associé 3 A= 2 a pour base le vecteur vy = {1.1,1).
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. 1 01
Ensuite on a deb{ay, vy, vs) =| 0 % 1= =3 #0.
1 3 1
Ce ?;_uf assure que C = (v, v2.m) est une base de R
f{?-‘l} ]
4) On 2 d'aprés ce qui précéde ¢ flvs) = +v2
0 f{"l&) = Zuy

pa,r"s,uite {a matrice A’ de [ dans la base C est -

110
010
L0 0 2

qui est triangulaire. Ce qui assure que [ est un endomorphisme trigonalisable.

Solution 5.28. :
1) Le polyndme caractéristique de A est
' =X i s
P{X) = det(A — X[3}.= 1 4-X % ==X+ X=X +1
' 2 8 ~3-X

] e v ~X 4 = '—.)(]{):2-{-1]‘
Ce qui donne Po(X) = X3(-X + 1)+ (-X +1) = (I . o
IER gst de degré trois, mais a une seule racine réelle simple. Donc [ n'est ni
diagonalisable, ni trigonalisable. _
2) SiC = {uy, up,uy) est une base de W* dans laquelle Ja matrice de |

Y 1 0 i)
estf'=1 0 0 -1
01 0
i [y} =y |
on aurait alors § fiug) = uy ,
Lo f(n.;i} = —1ig i
Avecwy = (z, 3, 2), la premiére ligne signifie que u, est un vecteur propre associc

3 la valeur propre 3 = 1. . _ . .
=1 0 S
0 -

-1 1 =1
Ce qui équivaut a i3 —2)(

Lo R

2 8 —4
—tr4y—-z =0
puis au systéme { =43y -2z, =0
CZe+by -4z =0

Qui a pour solutions { z =gy
y € I quelcongue

Pour y = 3 on prend le vecteur uy = (—1,3,4). g

Pour trouver uy el w, tels gue [(ug) = uy et J{ng) = —up on remarque que .

F(f{na)) = flua)= —uq et done (f? + ld)(xg) = 0.

Posons uy = (2,y, z) et résolvons I'équation

z 0 -2 1 x 0
(A’-’H;;}(y):(u 6 -::)(y ={ 0| .
: z 6 8 —4 z U] .

" ‘dont les solutions sont de [a forme {x, y.2y) »,y € R.
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On choisit ug = (1,0,0) = e; (& =1 et y = 0).
Ettona Uy = f{?.tz) = f{al] = fﬂ;l,g).
EtI'on a bien f(uz) = f([(ug)) = —us.

-1 1 0] G
Lz famille C = (%1, u2,u3) a pour déterminant D =| 3 0 1 i=— ~2 qui ¢st non
40 2|

nul. Ce qui assure que C est une base de R?, dans laquelle Ia matrice de f est
1 0 0
M=| 00 -1
0 1 0

Solution 5.29. :
Le polynéme caractéristique de M est

-X 1 ~1
PolX)=det(M - XI3)=] 1 a-2X 8 o T, I
2 6 -3-X

Ce qui donne
PolX) = XH-X + 1)+ (~X + 1= (1 ~ XA 4 1) = (X = X - D)X D).
F. est de degré trois. U a trois racines complexes simples.

Par suite I'endomorphisme ¢ {ov encore Ia matrice’ M) est diagonalisable (sur

).
Soitw=(x,y,2) €T :
u €St un vecteur propre associé 4 A, = 1 si et seulement sf

x f -1 1 =1 T {
(M-E)l v | = 1 3 =2 ¥y |=1] 0
z 2 6 -4 z 0

—Hty—2 =
ce qui donne fe systéme { z+3y—22 =0
v 2z J'ﬁy 4;. ={

; ; : T _“q‘luf
Qui a poursolutions § z =4y
yel quefcom;ue
Poury =3 on prend je vecteur u; = (—1,3,4).

Ensuite : u est un vecteur propre associé 4 Ay et seulement si

w= 4 8f
z ot 1 b 0
(M=il){ v |=] 1 4-1 -2 v 0
(z) (2 6-3—:)(z) (0
—txty—z
ce qui donne Je systéme { T+ (d - i)y - =
2$-¢-6y |\3'|"!J ‘—_n
r =1y

Qui a pour solutions { z =3y

¥ € R guelcongque
Poury =1 on prend le vecteur up = (i,1,2).
EnSuite : « est un vecteur propre associé 3 My = —i si et sewfement si

B ax i 1 ~1 z 0
(M+ifz) | v | == 1 d+1¢ -3 y | =10
z 2 6 =841 2 0
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irty—z
te qui donne Je systéme { =z + (4+i)y -2z
22+ fiy = (-3 +i)z
T = -ty
Qui 2 pour solutions { = =2y
yeR qus.imn.que
Poury =1 an prend le vecteur uy = (~1,1,2).
On a donc giuy) = uy, glug} = tup et glug) = ~iuy et Ja matrice M de g dans fa

base C = (w1, uz, 15} est
1 0 0
M=|0 ¢ 0],
0 0 —i

nowot
oo

01 =i
3) Si on considére la matrice M = [ 1 4 -2 | comme glément de Ma{IR)
? 2 6 -3

et on veut la diagonaliser { sur R), elle n'est pas diagonalisable {voir I'exercice

précédent). . 3
Tandis que si on considére la matrice M = : fé _g comme é/ément de
Mq(T) elle devient dizgonalisable et s'écrit

J;ie-; ?}‘:jr;:mce de passage de [a base canonique 3 la base C et M’ Iz matrice
diagonale ci-dessus.



5.4 Des exercices supplémentaires

Exercice 5.30.

Sur I'espace E des applications indéfiniment dérivables sur IR.
On défnit Papplication linéaire :

v ; F — F
f - elfi=1.

Déterminer ses valeurs propres et ses vectcurs propres.

Exercice 5.31. :

Sur I'espace E = R{X] on considére I'application «: de F déinie par

Wi P—s P+ X

Vérifier gue v est Jinéaire et déterminer ses valeurs propres et les sous-espaces
propres qui leurs sont associés.

Sur Pespace F{R) des applications de IR dans IR, on définit I'application ¢ par :
MJ) =ygavecglx) = fla+1) VreR,

1) Donner (1) dans les cas sufvants :

fi(a) = 22, folr) = sin{mx) et fy{x) = cos(Irz).

2) Vérifier que ¢ est lindaire,

3) Montrer que A = | est une valeur propre et déterminer le sous-espace propre
qui lui est assacié.

Exercice 5.33. :
0 -1 0

Onconsidére la matrice suivante M = § 1 0 | comme élément de My(H),

0 01
1) Déterminer ses valeurs propres (dans ) et vérifier si élle est diagonalisable.
2) Trouver les polynémes caractéristique et minfmal de M.

Exercice 5.34.
Dans chacun des cas suivants, donner les valeurs propres, les sous-espaces
propres et étudier Ia diagonalisation des matrices réelles suivantes :

1 =1 1
A=(1 3 B*(-] 1)
31 a1
e=( 1) v=(13)
Exercice 5.35.

Refaire I'exercice précédent en considérant les matrices A, B, C et [} comme
étant des matrices complexes (des éléments de Moll)).

Exercice 5.36. :
0o -1 ¢

On considére la matrice suivante M = | 1 6 0 | comme élément de My{E).
0 01

Déterminer ses valeurs propres (dans €) et vérifier si elle est diagonalisabie.
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G 1 i iy St

Exe_ﬂ:ic,gS.J?. 7 " 0 i d
idér i = 2 3 0 | élément de

pour o € R on considére la matrice M, ( At e g

prsoi : trice M. a une valeur propre

1) Déterminer les valeurs de a pour lesquefies la matrice Ma

double.

i e ! lisable?
2) La matrice M, est-elle dl?gﬂna 4
3:’} Poura = 2, calealer Ia puissance M3 pourn & IN.

ercice 5.38. o , .
?n?gnsjdére un espace vectoriel £ de dimension 4 sur®@ et f I'endomorphism

de E dont {a matrice dans une base de E est
| 1 -2 4 -6

2 -1 2 0
M=1 ¢ 6 -3 &
s | 4 -2 .S

1) Déterminer les valeurs propres de M et les sous-espaces propres.de M.
2) Diagonaliser ensuite da matrice M.

ercice 5.39. ‘ _
E);i;? :n endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique
B = (1. c9.03,e4) e R est

= 1 0 1
gl O 1
A= ~-12 6 3 1
-2 1 0 =1

1) f est-elle diagonalisable? -
é i - yolypéme minimale de f. ‘ .
‘;’)} ?r‘ltj:?;?;?:mie}éz (v, Uz v, vaq) dE R? dans laquelle 1a matrice de | est

3 n o 0
o -2 0 o
A=lg 0 -2 1

6 0 0 =2

® |
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5.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solution 5.30. - | :
Considérer ) € R et chercher les applications indéfiniment dérivables sur I
telles que w(f) = Af.

Ce qui revient 3 résoudre I'équation différentielle §' — Af =0,

Préciser ensuite les valeurs possibles et les vecteurs propres 2s50ci€s.

Selution 5.31. :

Considérer A € R et P € R[X] non nul tej que

P(P) = P4+ XP =AP (+).

Résoudre d’abord I'équation différentielle (1 - A} f(X)+ X[/{(X) =0

Et chercher les conditions sur A pour avoir des solutions quj sont fdes polyndmes.
Ou:

Ecrire P = a, X" +- - +a,, remplacer dans () pour avoir un systéme 3 résoudre
avant comme inconnues les coefficients de P.

Solution 5.32. :

1) Remplacer x par (z+ 1) pour aveir ¢(fi(z)) = fi(z+1).

2) Veérification automatique.

3) f est un vecteur propre associ€ 3 Ay = 1 siona:

a{f{x)) = f(z+ 1) = A f(x) = f(x) (c’est une égalité entre fonctions sur m).
Et done f{t +1) = f{t) VL € IR,

Penser ensuite aux fonctions périodiques.

Solution 5.33. :

1} Caleuler P(X) = det(M — X13) et trouver ses racines. Si elles sont toutes
réelles Comparer leurs ordres de multiplicité avec les dimensions des sous-
espaces propres qui Jeurs sont associés. )

2) Sachant que toutes les racines de F.(X) sont racines du polyndéme minimal
P X), PuiX) divise PL.(X) et que Pn(M) = O, déternuinef P,.

Solution 5.34. :

Dans chaque cas trouver le polynéme caractéristique (X} ¢ RIX].

1°" cas P. a des racines non réelles, donc Ia matrice est non diagonalisable et
non trigonalisable. i

ofine cac P 3 toutes ses racines réelles Ay et As.

Si Ay = M et la dimension du sous-espace E,, est deux alors la matrice est
diagonalisable (donc trigonalisable).

Si Ay = Ay et Ja dimension du sous-espace E,, est un alors la matrice n'est pas
tiagonalisable mais triconalisable,

si hy # Ag alors Ja matrice est diagenalisable (donc trigonalisable).

Solution_ 5.35. -

Dans le cas oi les matrices sont considérées dans My (T), le polynéme caractéristigue

P.(X) est considéré dans T{X). 1l a toutes ses racines dans €.

1%" cas P, a des racines distinctes A, # ). La matrice est diagonalisable (donc
trigonalisable).

atme e3¢ P, a une racine double dont je sous-espace associé est de dimension
deux. La matrice est diagonalisable (donc trigonalisable).

34t cas P. a une racine double dont le sous-espace associé est de dimensien
un. La matrice n'est pas diagonalisable mais trigonalisable.
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Salﬁtion 5:36, 2

Déterminer le polyndme caractéristique, ses racines et comparer leurs ordres
de multiplicité avec les dimensions des sous-espaces propres gui leurs sont as-
sociés.

Solution_5.37. .
1) Caleufer le polynéme caractéristigue et trouver scs racines.

2) Etudier suivant fes valeursde a les dimensions des sous-espaces propres com-
parés aux ordres de multipficité. 1 .

3) Essayer de diagonaliser M pour avoir M = PDP~! avec I diagonale

et yiiliser Afv = PO Y,

Solution 5.38. : . .
1) Calculer Je polynéme caractéristique el Lrouver ses racines.

Trouver les dimensions des sous-espaces propres et les comparer aux crdres de
multiplicité. . . -

2} Trouver une base forinée de vecteurs propres et diagonaliser ensuite A

Solution 5.39. : B : _
1) Calculer P. e polynéme caractéristique de A et vérifier qu’il a une racine Ay
simpie et une racine triple Ag. _

Vérifier que fa dimension du sous-espace propre associé 4 o est deux. o

2) Puisque Py, divise P, et que Ay el g sont racines de P, donner les possibilités

pour P, et vérifier jusqu’a avoir P (A} = 0. ; :
3) Donner iy une base de Ey,, {vg,13) une base de Ey, ot chercher un vecteur

vy = (z,u,2.1) tel que flug) = vy ~ vy
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