
Le chapitre VII, c'est un mélange d'exercices sur 
la notion de développements limités et leurs applica­
tions : calcul des limites, étude local des fonctions, 
équation -de la tangente, recherche de fonctions équi­
valentes ... 

Le chapitre VIII est consacré à l'étude détaillée 
des courbes paramétrées. C'est un chapitre très inté­
ressant, surtout en mécanique pour l'étude · des dépla­
cements d'un objet matériel dans le plan. 

Les auteurs seront reconnaissants à toute personne 
qui aurait l'aimable gentillesse de leur signaler toute 
erreur ou tout oubli dans ce livre. . 

Pour tout contact: benkaddoursaid1960@gmail.com ou benkaddoursa.id@yahoo.fr 
tel : 0670842513 
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Chapitre 1 

Les suites 

1.1 Rappels de cours 

Définition d'une suite numérique 

Définition 1.1. Soit IN1 une partie infinie de JN. 
Toute application u de IN 1 dans 1R. est appelée une suite numérique. 
Pour n E IN1, le réel u(n) est dit le terme général de la suite u P.t sem noté Un , La 
suite u est notée ( un)nEIN 1 • • 

Opérations sur les suites 

Définition 1.2. Soient (Un)nEB'-l, et (11,.)nEIN, deux suites réelles et À E lR.. 
L'égalité de deux suites : 
(Un)nEIN 1 = (11n)nEIN1 -{==} (vn E lN1, 1Ln = Vn), 
La somme de deux suites : 
(un)nEIN 1 + (vn)nElN1 = (u.,, + v,.),.eJN, • 
La multiplication par un réel : 
À· (un)neJN, = (Àun)nEIN1 • 

La multiplication de deux suites : 
(un)nEN, X (vn)ne!N 1 = (un X Vn)nelN 1 • 

Suite extraite 

Définition 1.3. Soit (unfnelN, mie suite eth une application strictement crois­
sante de 1N1 dans 1N1, 
La suite (vn)neJN, défi.nie pa.r: \:/n E 1N1, Vn = U1,,(n) est appelée une suite extraite 
de la suite (un)nElN,. 



Suite convergente, suite divergente 

Dêfinition 1.4. Une s·u.ite (un)nEIN, est convergente si, et seulement si, il existe un 
réel a tel que 

Vt: > 0, :ln0 E 1N : Vn E 1N1, (n > no) =} (lun - al < ê). 

Une suite qui n'est pas convergente est dite une suite divergente, 

Thêorême 1.1. Si une suite (un)nEN, est convergente, le réel a est unique. 
On l'appelle limite de la suite et on le note a = lim Un, a = lim u,, ou a = lim un. 

n n➔+oo 

Si (vn)nEN est une suite extraite de ( u,, lnEIN, et a = lim Un, alors a = li[!l Vn-
t · n--t+oo n➔,oo 

Définition 1.5. Soit (un)nEIN, une suite divergente. 
Si on a: VA> 0 3N E lN1 : Vn 2: N, Un 2: A, 
on dit que cette suite a pour limite +oo et on écrit lirn Un = +oo. 

. n--++oo 
Si on a: VB < 0 :lN E IN1 : Vn 2": N, Un :SB, 
on dit que cette suite a pour limite -oo et on écrit n.!!~""' Un= -oo. 

Suites bornées 

Définition 1.6. • (u.-.)nE'N, est constante = 3c E JR., Vn E lNi, Un= c. 

• (u,..)nEIN, est majorée<=> 3M E IR, Vn E Ni, u., :SM. 

• (un)nEIN, est minorée<=> 3m E IR, Vn E lN1, m :S Un-

• (un)nElN, est bornée<=> 3(m,M} E IR2, Vn E lNi, m :S Un :SM. 

Proposition 1.1. - Toute suite convergente est bornée. 
- Une suite extraite d'une suite bornée est bornée. 

Suites monotones (à partir d'un certain rang) 

Définition 1.7. • (u,,)nEIN, est croissante~ 3n0 E lN1, 'r/n E lN1 et n :2: no, 
t/.n+1 -Un 2": 0. 

• (1tn)nelN, est strictement croissante ç=;, 3no E lN1, Vn E lN1 et n 2: no, 
Un+1 - Un> o. 

• (un)nEr-1, est décroissante~ 3n0 E IN1, Vn E 1N1 et n 2": no, Ur.+1 - Un~ O. 

• (Un)neJN, est strictement décroissante ~ 3no E lN1 'r/n E 1N1 et n 2: no, 
Un+1-Un < 0, 

Théorème 1.2. 1. Toute suite croissante et majorée est convergente, 

2. Toute suite décro·issante et minorée est convergente. 

3. Toute suite croissante non majorée a pour limite +oo. 

4. Toute suite décroissante non minorée a pour limite -oo. 
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Suite arithmétique 

Définition 1.8, Une suite (un)n?:n. est dite une suite arithmétique s'il exister E IR 
tel que : 

'r:/n 2": no, Un+l - Un = r 
Le riel r est appelée la raison de la suite ( un)n?:n •. 

Propriétés 1. 1. ( u.,.),.?:n. est une suite arithmétique si et seulement si 
tl.n+2 + Un 

\ln 2 no, Un+1 = 
2 

. 

2. ( Un)n>no e8t une suite arithmétique de raisorl r si et seulement si 
- 1 Vn?. p ~ no, Un = Up + (n - p}r. 

{ 

+oo 
En particulier Un = U,,

0 
+ (n - n0 )r et lim u,.""' u0 

n➔+oo , 

sir> 0, 
.sir= 0, 
sir< O. ~oo 

S. Si ( Un }n:::n. est une suite ar-ithmétique, alors 

n-p+l 
l;/p E IN : n?. p?. n0 , Up + Up+l +···+Un= · 

2 
(u,, + u,.). 

Suite géométrique 

Définition 1.9. Une suite {un)n?:n. est dite une suite gé.ométrique s'il existe q E 1R. 
tel que : 

'r/n?::. no, Un+1 = qu,. 

Le réel q est appelée la raison de la suite ( u,,)n?:n •. 

Propriétés 2. 1. (t1n)n?:n. est une suite géor,;étrique si et seulement si 
Vn ?::. n 0 , u;+l =: Un+2 X Un, 

2. (Un)n?;n. est une suite géométrique de .mison q ~ Vp E ·_JN · _: ll ~ p ;:_: n.,, 
Un = qn-pup, En particulier pour p = n

0 
: 

-oo si q > 1 èt 'lin. < 0 
Un = qn-n°Un et Jim Un = Un Si q = 1 

{ 

+oo _ si q > 1 efu,.. ::,: 0 

0 

n➔+oo O 
O 

si - 1 < q < 1 

pas de limite si q :S -1 et '-'n. =f 0 

3, Si ( Un )n?:n. est une suite géométrique de mison q (q ./ l), alors ,. 

Vn ~ p 2: n0 on a 
1 _ qn-p+l 

Up + 'Up+l + · · · + Un ;:;:;: l Up, 
-q 

Suites récurrentes 

Définition 1.10. Si (un)n?:n. est une suite telle que : il existe une fonction de 1R. 
dans 1R, et \ln> n 0 , Un+l = /(un), on dit que c'est une suite récurTente {simple) 
associée à la Jonction f. 

Proposition 1.2. Soit (Un)n;;:n. une suite récurrente associée à f . 
1. Si f est une fonction croissante, alors (Un)n?;n. est croissante (resp. décrois­

sante) 

si Uo :S /(u0 ) = U1 (resp. u0 2 /(11.0 ) = U1}. 
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1 

2. Si Uo E J un intervalle IJ.e lR avec f(I) CI et f c.ontinue sur I, alors la limite 
de (un)n~n. si elle existe, elle est une racine de l'équation f(x ) = x . 

Remarque 1.1. Étant donnée une suite récurrente vérifiant Un+i =au,.+ b et tel 

que a :/: l, la s-u.ite v,. définie par Vn = Un + a~ 1 est une suite géométrique vérifiant 

Vn+l = aVn-

La suite (vn)n est dite la suite auxiliaire associée à la suite (un)n­
Le calcul de. u,. est ramené à celui de Vn-

Suites adjacentes 

Définition 1.11. Deux .suites (Un)n~n. et (vn)n;;:n. sont dites adjacentes si elles 
vérifient : 

1. L'une est croissante et 1 'autre est décroissante. 

2. lim (vn - un) '-" O. 
n.-++oo 

Théorème 1.3. Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la m~me limite. 

Propriétés utiles 

Propriétés 3. Étant donnés deux réels l et l', des suites (un)n~n.,, (vn)n~n. et 
(wn)n;:>:n., alors on a les résultats : 

{ 
Vn ::::: no, lu,. - li S: Vn . 

• et lim v - O ::=:, lim Un = l. 
n➔+oo n - n-++oo 

{ 
Vn 2:: no, Vn $ Un 

• lim Un = i et lim Vn = l' 
n--++oo n-t+oo 

{ 
Vn::::: no, 11n S Un$ Wn 

• et lim Vn= lim Wn=l 
n-++oo n➔+oo 

~l's_l. 

=⇒ lim u,,=l. 
n->+oo 

. { Vn 2:: ri0 , v,. $ ti,,, 

t 1. + ~ lim Un = +oo. 
fi IID Vn = 00 n-->+<X> 

n➔+oo 

{ 
Vn 2:: n 0 , v,, S Un 

• et lim Un= -oo ~ lim Vn = -oo. 
n4+ oo n➔+oo 
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1.2 Énoncés des exercices 

Exercice 1.1. Calculer les limites des suites suivantes : 

2n2 - 3n + 2 
1. Un=-----1-n 

4. Un = sin(n) + n 

7. Un = Jn2 + 3n - n 

(-l)"+n 
2.'Un = - ---(-l)n -n 

5_ Un = nsîun 
n2 +cosn 

8. 'Un = (1 + .:) n 
n 

a" - b" 
3. U., = --b ; lai # lbl an+ n 

. 1 
6. Un= n sm­

n 

9. Un = E(nv'2) 
n 

Exercice 1.2. Déterminer les limites des suites suivantes : 

n 1 
i.v.n = I: Vri3+1 

k=l n + 
n '°' n 4. u,. = L.. n + k 

•k=l 

2n+l 

' " n 2. u.,, = L.. ~ 
k = O 11 + , 

n 1 
3.u,,= L . JT: 

k=l vk 

Exercice 1.3. Soit (un)n la suite définie par uo =a> 0 et Un+ l = 
2
f
1
: :) . 

1. Montrer que Vn E IN, Un> O. 
1 

2. Montrer que Vn E JN, lt1.,,+1 - li $ 2iu,. - li. 

3. En déduire que Vn E lN. lun - l i S: (i )n la ~ lj. 

4. Déterminer la li.mite de la suite (un)n, 

Exercice 1.4. Posons Un = t 
4

k2

1 
_ 

1
, po1,r n E JN•. 

k~t 

1 a b 
1. Chercher a et b tels que 

4
k 2 _ l = 2k:._l + 2k ·+-i' Vk E IN. 

2. En déduiil:'. lim Un. 
n; + cx, 

Exercice 1.5. Soit (un )n une suite arithmétique de premier terme uo et de raison 1· 
telle que u5 = 3 et. U13 = 15 . 

1. Calcvler uo et r. 

2. Calculer la som.nte S = U7 + ua + · · · + U19 . 

Exercice 1.6. Calculer en fonction de n lo somme Sn = 3 + 6 + 9 + • • • + 3n . 

Exercice 1.7. Soit la .mite (un)n définie par u.o = 0 et Un+I = lu(l + e"• ) . 011 pose 
Vn = e"" , Vn E JN. 

1. Montrer que la s,1.ite (vn),. e.~t arithmétique. 

2. En déduire une expression de 1Ln en fonction de n. 

1 
Exercice 1.8. Soit ( u,..)n la sui.te définie par Uo = 0 et u.-.+1 = 2 ✓12 + ,i~. 

1. Montrer que la suite (vn)n définie pa,. Vn = ~;, - 4 est géométrique . 
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2. En déduire la limite de la suite ( vn)n puis celle de la suite ( Un)n. 

Exercice 1.9. Soient les dEiux suites (un)n;::2 et (vn)n:c:2 définies par: 

n 

Un= IJ cos(:i,) 
k=2 µ 

,r 
et Vn =u,..sin(-). 

2" 

1. Montrer que la suite (v,..),..~2 est géométrique. 

2. Écrire v,.. puis u,.. en fonction de n et en déduire la limite de ( u,.),.~2. 

Exercice 1.10. Soit la suite (u.,)11 définie paruo = -4 et Un+1 = ~(un - 2), '<ln E IN. 

On pose Vn = u,.. + 6. 

1. Montrer que (v,,,),.. est une suite géométrique. 

2. En déduire une expression de (un)n en fonction den et déterminer lim u,. . 
n➔+oo 

n 

3. Calculer Sn = ~ Vk en fonction de n puis lim S,... 
L.....J 11-++oo 
k=O 

n 

4. En déduire s~ = ~ 'Uk en fonction den et lim s~. 
~ n-t+oo 
1.~o 

u 
Exercice 1.11. On considère la suite (u,..)., définie par Un+1 == 

2
" + 1 et Uo = 1. 

1. Définir la suite auxiliaire ( vn)n associée à ( u,.),... 

2. Montrer· que (vn)n est une suite géométrique. 

S. Exprimer ·vn puis Un en Jonction de n . 

4- En déduire lim v,.. et lim u,... 
n-t+oo n-++oo 

Exercice 1.12. Étudier la monotonie des suites suivantes : 

')n n+l 
l.u,..=-­

e" 
?, Un = ,/n+I - vin 

vn+2 

3. Un = ~ 1 ' n E ]N. 
n, 

T& 1 
4. u,, = ~ --k-, n E lN* 

L.,, n + 
k~I • 

5. Un"- n + 3 

n 1 
Exercice 1.13. Soit (u,,)n~l la suite définie paru,.. = L kZ · 

k=l 

1. Vérifier que pour tout entier k 2:: 2, : 2 :S k ~ 
1 

- ¼· 
2. En déduire une majoration de la suite (u,,)n-

3. Montrer que la suite (un)n est convergente et donner un encadrement de sa 
limite. 

Exercice 1.14. Soit (t>n)n la suite numérique définie par : 

{ 
Uo = 3, 
'Un+l = J3un + 4, 'in ~ O. 
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1. (a) Montrer que la suite (un)n eBt majorée par 4. 
(b) Montrer qv.e (u..)n est strictement croissante. 

(c) En déduire que la suite (Un)n est convergente et déterminer sa limite, 
. 1 

2. (a) Montr-er que \/n E IN, 4 - Un+1 $ 2(4 - un) • 

(b) Retrouver le résultat de 1. ( c). 

(c) Étudier la converyenœ de la suite (vn)n définie par Vn = n2(4- u,.). 

Exercice 1.15. Soit (un)n la suite numérique définie par uo ER+ et pour tout entier 

naturel n , Un+l = J2 + ~u~ . 

1. Montrer que si uo :$ 2, alors la suite (Un)n est croissante et majorée. On 
déduire qu'elle est convergente et calculer sa limite. 

2. Montrer que si uo > 2, alors la suite (un)n est décroissante et minorée, puis 
déduire qu'elle est convergente et déterminer sa limite: 

Exercice 1.16. Soit (un)n.::-1 la suite définie par Un= t ¼· 
1 k=l 

1. Montrer que la suite (un)n est croissante. 
. . l 

2. Montrer que pour tout entier n ?'. 1, U2n - u,.. ?'. 2-
3. En déduire la limite de la suite (un)n . 

Exercice 1.1 7. Étudier la cont,ergence des suites suivantes : 

(2n)! 
1. u,.. = 22n(n!)2 

4. { uo ?'. 0, 
Un+l = 2 + ./Un 

3 { 

'U() > o, 
' 1 

'ün+l = 'Un -l- -
Un 

Exercice 1.18. Dans chacun des cas suit1ants, montrer que les deux suites ( un)n et 
( Vn)n sont adjacentes : 

1 
l.1.1n = l+-

1
, 

n. 
n 1 

3. u,.. = I: ki' 
k=l 

n 
Vn=-­

n.+l .. 
1 

Vn = Un +--1 n.n. 

· " 1 1 
.2. Un = L k2 1 v,. :: Un + ;; 

~ .. 1 . . 
n 1 · · · . · 1 

4. Un= L k ·'- ln(n), · Vn =u,. - ri 
km1 

Exercice 1.19. On considère les deux suites (u,..),, et (vn)n définies par: 

{ Uo = 3, 
Un +vn 

Un+l =--
2
-

Un+l +vn 
et Vn+1 = 

2 
, \ln~ O. 

1. Montrer que la suite ( w,..),., définie par Wn = Vn - u.,., est géométrique et 
déterminer sa limite. 

2. Montrer que les suites (un)n et (vn)n sont adjacentes. que peut-on déduire? 
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S. On considère la suite (sn)n définie par sn = u,. + Zvn. 
. 3 

(a) Démontrer que la suite (s.,.)n est constante. 

(b) En déduire la limite des 3-Uites (Un)n et (vn)n, 

Exercice 1.20. Soient a et b deux réels tels que O < a < b. On définit de= suites 
( Un)n et ( Vn)n par : 

{ 

u.o = a, vo = b, 

u,.+v,,_ 
Un.+1 = --2- et Vn+l = Jttn+1Vn, '<ln~ O. 

1. Montre,· que '<ln E IN, 0 < u,,, < v,,. 

2. Démontrer que la suite ( un)n est croissante et que la .s1âte ( 11n)n est décrois­
sante. 

1 
3. Démontrer que Vn E IN, Vn+l - Un+! S 2(vn - Un), 

4- En déduire que ( un)n et ( Vn)n sont adjacente.s. 

Exercice 1.21. Soient a E Ill et ( Un)n la suite définie paru., = ( l)ln . Étudier, 
n - + a 

suivant les valeurs de a, si la suite (Un) n converge. 

Exercice 1.22. Montrer que si les suites (u2n)n, (u2n+1)n et (uan)n convergent, alors 
la suite ( 1t'n )n converge. 
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1.3 Solutions détaillées des exercices 

Solution 1.1. 1. Pal' simplification on a 
2n2 - 3n + 2 . n(2n - 3 + 1) 2n - 3 + 1 

lîm - ---- = lim n = lim n = -oo, 
n-•+oo 1 - n n--,+oo n(¼ - 1) n--,+oo ¼ - 1 

car lim (2n-3+~) = +ooet lim (_!.-1)=-l. 
n-t+oo n n-++oo n 

(-l)"+n <-W +l 1(-ltl 1 
2. On a ( ) = ( ~)n . Puisque lim -- = lim - = 0, alors -1 n - n _-_ _ 1 n--,+oo n n-,.+oo n ,.. 

lim (-l)n =Ü etàonc lim tl)"+n = - L 
n->+oo n n--,+oo -l)n-n 

an - bn 1 (br 
3. Si lai > lbl, alors lim --b·- l.im ~ = 1, car lim ( P. t = 0 

· r,.--,+ooan + n n ..... += 1 + (a)" n--,+oo " 

puisqv.e 1~ 1 < L 
an -bn (~t -1 

De même, si Ja l < jbl, alors lim --- = lim ( b) == -1. 
.. --.+ooa" + br. n-1-+oo % n + 1 

4. Onasin(n)2:-L Ceguidonneu,..;:o:-I+n.Comme lim (-l+n)=+oo, 
n--t+oo 

on en déduit que lim u,. = +oo. 
n➔+oo 

nsinn einn 
5. En simplifiant par n2 , on écrit 

2 
= " . 

n +cosn 1+ 7 
. sin n 1 cos n 1 l 1 

Et puisque Os 1--1 s -, 0 s 1--1 s -2 et lim - = lim - = 0, 
n n n 2 n n--.+con n-1-+oon2 

. sinn cosn 
alors hm -- = lim -~- = 0, et lim t'-n = O. 

n4+oc.i n n➔+co n,1, · n-++oo 

, Sin X . 1 
6. Sachant que lim -- = 1 et hm - = 0, 

x.-tO X n-•··t HX>n 

. 1 sin l 
on écrit hm n sin - = lim _ï...!J:. ""- 1 . 

n-,.+(Xl n n.--t +oo -
n 

7. En multipliant po.r l'expression conjuguée, on 11 

lim (✓n2 +3n-n) = 
n-t+oo 

lim ( Jn2.+'::iiî. + n )( 0ïr+-:i:;i ·- n.) 
n➔+oo JnT+ :ln + Tl 

lim 3n 
n-++=✓n2 + 3n + n 

1
. 3 
lffi 

n--•+oo Ji+*+ 1 

3 
2 

8. Sachant que ab = eb ln", on ér:rit 
1 ln(i+.l.J j (1 ) 

lim (l+-)" = lim enln(I+!) = lim e ~ = e, wr lim n + x = 1. 
n➔+oo n n--t+<X> n·--++oo x➔O x 

9. Puisque n\!'2 - 1 < E(n./2) :S.: n✓2, aloi·; v'2 - ¼ < Un $ \/'2. 
Comme lim ( v'2 - .! ) = lim ✓2 ·-~-' ✓'i., on obtient lim Hn = \!'2. 

n-;.+oo n n~"} ·I oo n-t+oo 

9 



Solution 1.2. : 

1. On a d'après les implications suivantes 

{En passant à la somme en variant k de l à n). · 
n . l 

lim --== hm -===l 
n-H oo ~n3 + n n➔+oo {/1·+ ,t. 

n . 1 
et lim - -- = hm 

3 
r;-:-ï = 1. 

•H+oo {/n3 + 1 n-t+oo V 1 + ~ 
D 'où lim Un "" 1. 

n -++oo 

2. On a d'après les implications suivantes 

S. 

OS k S 2n + 1 => n2 S n2 + k S 1l + 2n + 1 = (n + 1)
2 

1 1 1 
=> ---<-- < ­

(n + 1)2 - n2 + k - n2 

__ n _· _ < _n_ < !: 
=> (n + 1)2 - n 2 + k - n2 

(2n + 2)n < 2
~

1 
_n_ < (2n + 2)n 

=> (n+l)2 - 6 n2 +k - n2 

Zn+l 2 2 ~ < '°' _n _ _ < ~±_. 
=> n + 1 - L.,.; n2 + k - n 

.t""o 

(En passant à la somme en variant k de O à 2n + 1, on a 2n + 2 termes) . 
2n . Zn + 2 2 d 'd ·t Comme Jim .-- = hm -- = , on en e m que 

n->·H>on + 1 n➔+oo n 
2n+l n 

lirn E - - = 2-
n➔+oo k=O n,2 + k 

n 1 
D 'où lim '°' - = +oo, car lim ..fo = +oo. 

n4+ooL,;Jk n➔+oo 
k=l 

10 

4, 
. n 

n n L n n n k < n => n + k < 2n => -- > - => -- > n- = -. - - n+k-2n n+k- 2n 2 
1=1 

Or .fün !: = +oo, d'où Jim t ~k = +oo. 
n➔+oo 2 n- •+oo k=l n + · 

Solution 1.3. 1. En roisonnant par récurrence : 
On a Uo =a> O. Supposons que u,, > O. Alors 3 + 1i... > 0 et 1 +Un> O. 

. 3+Un 
Par mite Un+i = 2(1 + Un) > O. 

Donc Un> 0, Vn E lN. 

l 
3+u,. 1 Il - Uni I1-u,, j 

2. IUn+i - li = Z(l + Un) - 1 = 2 + 21.1.n S --2-, car 2 + 2un 2'. 2. 

9. En raisonnant par récurrence : 

luo - li = la - l j S ( ~ )01a - lj. 
1 

Supposons que lu.. - li S (2)"-la - 11, 
ju,. - lj 1 1 n 1 n+l 

alors IU.,+1 - li S -[- S 2((2) la - Il)= (2) la- li. 

Par suite lll.n - lis <2rla -11, Vn E lN. 

4. Puisque li111 (-
2
1 

)1' = 0, alorB lim ju,, - Il = 0, et donc lim Un = 1. 
~➔+oo n-++oo n➔+oo 

1. Par des équivalences, on a : 

1 a b 
4k2 - 1 = 2k - 1 + 2k + 1' Vic E 1N 

# _1_ = 2k(a + b) + a - b 'vk lN 
4k2 - 1 l 4k2 - 1 ' E 

# a+b=0pta-b ::: l 
1 1 * a= - et b = - -. 2 2 

2. On peut donc écrire 

1 1 1 
Un 4 - 1 + 4.22 - 1 + · · · + 4.n2 - 1 

1/2 .1Œ._ 1/2 1/2 1/2 1/2 
= ( 2 - 1 - 2 + 1) + ( 4 - 1 - 4 + 1 ) + · · · + ( 2n - Ï - 2;ï'+ï ) 
= (1/2 _ 1/2) + (1/2 _ 1/2) + .. ,+(_!E_ _ _!E_) 

1. 3 3 5 2n - 1 2n+ 1 
1 1 

= 2(l - 2n+l)~ 

D' . li 1 OU ID Un= -
2

. 
n➔+oo 

Solution 1.5. 1. La suite étant arithmétique, on a 
Un= uo + nr, lin E lN. Donc us= uo + 5r = 3 ei u.13 ~ u~ +-13r. = lli . D'où 

uu - u5 = (13 - 5)r =Br "" 12. 

11 
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. 12 3 , g 
Par suite, r = - = -. Et 'l!o = u5 - 5r = 3 - 5r = --

8 2 2· 

2D' 'lf, ld . n-p+l . apres a ormue .ucoursUp+llp+i+···+Un=---(up+u,,), ona: 
2 

19-7+1 
S = u1 +us+···+ u19 = 

2 
(u1 + u19) 

D'où 

S 13 1( g _3) ( 9 3 l = 
2

1-2+r2 + - 2+192) =195 

§_olution 1.6. Considérons la sttite définie par Un= 3n, Vn E IN. La suite (u,,.)n est 
arithmétique de premier terme 11.0 = 0 et de raison r = 3. On a 

, . n+l 3n(n+l) 
Sn= Uo -t- ~Il+···+ Un= --2-(1.io +·tin)= 

2 
· 

Solution 1. 7. 1. Par définition d,.; (v., )n o-r.. a Vn+I = eu~+i = 1 + e"" = 1 + Vn, 

donc la suite (u,,)n est aiithmétique de rai8on r = 1 et de premier terme 
Vo = e" 0 = 1. 

2. Par suite v11 = v0 + nr""' l + n et u.,.. = ln(v.,) =ln(]+ n). 

Solution 1.8, 1. En rempfoçant, on trouve 

2 1 ( 2 ) u;, - 4 Vn 
Un+l = u,,.+ 1 - 4 = 4 12 + un - 4 = -

4
---- ""' 4 . 

Donc (vn)n est une suite géométrique de raison q = 1/4 et de premier terme 
vo = u5 - 4 = -4. ·-

2. u,. = q"vo = 
4
1 

(-4) = -
4 

1 
l . D'où Hm v,. = 0 et 

" n- n--+-+oo 

Hm u,.. = lim ,Jv,, + 4 = 2. 
n.➔+oo n-++-oo 

Solution 1.9. • 1. Ca.lculons le rapport Vn+I : 
Vn 

.'U_n+l ~ Un.+1B~n~:: C~!l~R!n~ 
V , Un t;lln "J+r am ,n-

.. n,,.,;,, ,_!•ln~,)·r)·= ½s!n(,'ir) = l 
am sin ,'Ir 2 

D'où ( v,.),.. est une suite géométrique de raison q = l/2 et de premier terme 
• 71' 71' • 1r 1 

v2 = u2sm 4 =ci;,s 4 sm 4 = 2. 

2. On en déduit que v,.. = v2qn-2 = !~
2 

= - 1
-. 

2 2n- 2n-l 

P 
. Un I 

ar suite Un = -.-,,- = ---­
sm F 2n-l sin f,, · 

~ 2" 1 2 
lim Un= lim F •---=-

n➔+oo n➔+co sin 2'l, 71' 2n- l 7r 

Solution 1.10, 1. En remplaçant, on écri.t 

3 3 9 3 3 
· ~n+( = Un+l + 6 = 4(u., - 2) + 6 = 4un + 2 = 4(un + 6) = 4un· 

Donc (vn)n est une, suite géométrique de raison q = ~ et de premier terme 

Vo = U() + 6 = 2. 

12 

2. On en déduit que Vn = u0 q" = 2(i)n. 

Et par suite Un= 2(~t - 6 et lim Un= -6. 

3. 

S' n 

4 n-H-oo 

Uo + UJ + ' · · + Un = Vo - 6 + UJ - 6 + · · · + Un - 6 

Sn - 6(n + 1) = 8(1 - (~)"+l) - 6(n + 1). 

D'où lim 8~ = -oo. 
n-++oc 

Solution 1.11. 1. Pour tout n E lN, on pose v11 = Un - l où l est la solution de 

l'' . l 1 t equation = 2 + 1. Alors l = 2 et Vn = Un - 2, 'in E JN. 

2. Pour tout n E IN, Vnf-1 = Un+I - 2 = ½(un - 2) = ½un, La suite (vn)n est 

géométrique de n:à.son q = ½ et de premier terme v0 = -1. 

3. V,.= Voqn =-(½)",D'où Un= -(½)n + 2. 

4. lim v,, = lim - ( ! )n = 0 et llm Un = lim (v + 2) = 2. 
n➔+oo n--t+oo 2 n-4+co n➔+i::::iio n 

SI n+2 n+l o ution 1.12. 1. Un+i - Un - -- - --
en.+t e" 

e 2'. 2 2 1. Donc (un)n est décroissante. 

2. Pour tout n E JN, u,.. > O, et 

vnTI-vn+l 
vn+T-vn 

= n(l-e)+2-e 
:S 0, car 

( vn+-2 - v'n+Ï)( foTI + v'n+î)( ✓rï+î + ✓iî) 
( Jn + 2 + v'n+-1)( .,/n+ 1 - fa)( v'n+-1 + Jti) 
-l'ï+î+Jn 

vn+2+jn+T 
:::; 1. 

Donc (un)n est décroissante. 

3. Pour tout n E JN*, on a 

'Un+I 2••-1-l ni 2 
~ = (n -~1)! 2" = n + i '.S 1. 

D'où (un)n est décroissante. 

13 
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4. 

Un+l -Un = (-1-+_1_+···+-l-)-(-~+-l-+···+~) 
n + 2 ' n + 3 2n + 2 n +- 1 n + 2 2n 

1 1 1 
2n + 1 + 2n + 2 - n + 1 

1 = -,-----:-;-:-----:-:->û. 
2(n + 1)(2n + 1) 

D'où ( Un )n est croissante. 

5. Considérons la fonction 

On a 

f: IR+ -+ 

X 1---t 

z+a -Jx+2 
'( ) 2J;+2 f X = ~'--'(..c,x_+_3_),,,_2 -

lR 
✓x+2 
x+3 

-x-1 
-==---<O. 
2Jx + 2(x + 3)2 -

La fonction f est donc décroissante. D'où 

n < n+ 1 * /(n);:::: /(n+ 1) =>Un;:::: Un+l, 

et la suite ( Un )n est décroissante. 

Solution 1.13. 
1 1 _ k - (k - 1) _ 1 _- 1 > 1 . 1 _ 1 . 

1· k - l - k - k(k - 1) - k "k - 1 -: k k k2 

1 1 1 
D' · l t· 1 2 11 = 1 + - + - + • • • + -. apres a ques ion ., on a . "' 22 32 n2 

1 1 l 
22 :S 1 2 
1 1 1 

32 
:::; 

2 3 

1 1 1 
n2 

::; ----· 
n-1 n 

1 1 1 1 1 1 
D'ml - + - + .. • + - S 1- - et donc Un S 1 + 1- - = 2 - - ::S 2. 

22 32 n2 n n n 
1 1 1 1 1 1 

S. Un+l -Un= (1 + 22 + · · ·+ n2 + (n + l)2 )-(l + 22 +- · · + n2) = (n + 1)2 2: O. 

La suite ( Un )n est croissante et majorée par 2, donc elle est convergente. 
Puisque 1 < Un < 2, alors l :S lim Un :S 2. 

- - n➔+oo 

Solution 1.14. 1. {a) Par récurrence, on a 
0 :S uo < 4. 
Supposons que O ::S Un < 4, 
alors O :S 4:::; 3u,. + 4 < 16, et donc O :S Un+1 < 4. 
D'où OS u,. < 4, Vn E JN. 

14 

{b) 

3u,. + 4 - u! (4 - Un)(l + Un) 
Un+l - Un = ✓3un + 4 - Un = ~ = ~ > O. 

u,.+ +un 3u,.+4+Un 

Donc ( un)n est strictement croissante. 

{c) La suite (un)n est croissante et majorée, donc elle converge vers un cer­
tain l E JR.. La fonction :,z; H y3x + 4 étant continue sur Bon domaine 
de définition, on en déduit que l = ✓31 + 4. D'où 12 - 31 - 4 = 0, soit 
(l-4)(1+1) = O. Donc l = 4 ou l = -1. Mai.3 l = ✓3l + 4? 0, donc l = 4. 

2. (a) 

12 - 3un 3 
4-Un+i=4-J3un+4= 

4 
~= ~(4-un), 

+ Un+4 4+ u,.+4 

Or 
3 l 

Un 2: 0 =?- 4 + ✓3un + 4 2 6 ~ 4 + ~ :S 2. 

D'où 4 - Un+J :S ~( 4 - Un)­

(IJ) Pui3que 

1 
4-U,.. $ 2(4-tln-l) 

1 
4-Un-l $ 2(4-Un-2) 

4- Ut 
1 

< 2(4-uo) 

alors 4-u,. :S ( ! r'( 4-uo), et donc O $ 4-un :S (-
2
1 

)". Or lim (-
2
1 )n = O, 

2 n-++oo 
donc lim Un = 4. 

n-++~ 

n2 
{c) 0 s; tin S 

2
,... Or 

n 2 ln(n) 
ln(-) = 2 ljl(n) - nln(2) ""n(2- - ln(2)). 

2n n \ 

n2 
Donc lim ln( -

2 
) = -oo. 

n-++oo n 

conclut que' l\m Vn ""O. 
n-++oo 

0 et on 

Solution 1.15. 
\;fn E1N. 

1. uo;:::: 0 et 'r/n E JN, Un+1 = ✓z+ ½u~? O. Donc Un? ù1 

Supposons que uo S 2 et montrons que Un S: 2, \;fn E JN. Si Un S 2, alors 
1 2 

2+ 2u,. S 41 

et donc Un+1 = ✓2 + ½u~ $ J4 :S 2. 

15 
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D'<J'Ù. Un :::; 2, 'rln E IN. 
Montrons que (un)n est croissante. On a : 

tln+l -'U.,,. = ✓2 + ~~a - U.,, = 2 - ~ = (2 -T.tn)(2 + tin) 2: 0. 
2 

J2 + ½ua + Un 2( J2 + ½ua + Un) 

{ceci puisque 0 _$; Un $ 2). 
La suite ( un)n est croissante et majorée, donc elle est converyente. 

Posons l = lim u.,, , alors l = ~- D'où ~ = 2, cad l = ±2. n-++oo V"'T 2'- 2 

Or l = J2 + ½12 ~ 0, donc l = 2. 

2. On suppose que uo > 2. Si Un > 2, alors 2 + ½u~ > 4 et donc Un+1 > 2. D'où 
tin> 2, 'rln E IN. 

, . (2 - Un){2 + tt.n) 
D après la questwn 1., · on a Un+t - tin = ~ < 0, donc 

2(y2+ ½u~ +u,.) 
(un)n est décroissante et minorée par 2, d'où elle est convergente. Posons 

l = lim u,., alors l est solution de 1 = J2 + ½l2 . Donc l = 2. 
n-++oo 

Solution 1.16. 1. 

2. 

1 1 1 1 1 1 
Un+l - Un= (1 + - + · · • + - + --) - (1 + - + • • · + -) = -- > 0. 

2 n n+l 2 n n+l 

Donc ( u,.).,. est croissante. 

1 1 1 1 1 1 
(1 + - + · · · + - + -- + · · · + - ) - (1 + - + · · · + -) 

2 n n+l 2n · 2 n 
1 1 1 

--+--+···+-
n + 1 n+ 2 2n 
1 1 1 
-+-+ ···+-
2n 2n 2n 
n 
2n 
1 
2· 

9. La. suite ( T'n)n est croissante, donc soit elle converge, soit elle tend vers +oo. 
Si lim Un ;;,: 1 E lR, alors lim tt2n = l et, en pllSsant à la limite dans 

n~+~ n➔+oo 

l'inégalité 
1 1 

1.t2n -Un ~ -
2

, on auro 0 = l-l ~ -
2

, ce qui est absurde. Donc lim u,, = +oo. 
n-t+oo 

Solution 1.1 7. 1. La suite ( Un )n est positive à termes non nuls et s'écrit comme 
produit. Il vaut mieux étudier le rapport ~ . En effet 

Un+I (2n + 2)! 22"(n1)2 

tin 22n+2((n + 1)!)2 · (2n)f"" 
= (2n + 2)(2n + 1)(2n)! . __..:::._ . (n!)2 

(2n)! 22 .22" (n + 1)2(n!)2 

= (2n + 2)(2n + 1) = 2n + 1 < 1. 
4(n+ 1)2 2n+2 -

16 

Donc (un)n est décroissante et puisqu'elle est minorée par 0, alors elle est 
convergente. 

2. La suite (Un )n s 'écrit comme somme, on é{u.die alo-rs la différence 1tn+1 - u.,, . 
En effet 

1 
Un+! - 'lin== (n + l )2"+l 2 0, donc ( un)n est croissante. De plus 

' '_ 1 » ... 1 1 1 - (l·in l 
u,. = ,, - < ) - = - . 2 1 == 1 - (-)" < 1. 

L, k2k - ~ 2k 2 1 - ~ 2 -
k= l k= l 1 

La suite (u,,)n est majorée par 1, donc elle est convergente. 

1 
3. Par r·écurrence, on a : uo > 0 et si Un> 0, cllor·s 'Un +! = Un+ - > O. 

Un 

Donc 11.r, > U, \:ln E IN. D 'où 1,,.+1 - u,,_ = _!__ > 0 et la suite (un )n est 
. U n 

croi.ssantc. Supposons qm ; (u.,, ),, est m ajorée, olm·.• elle conue1'9e vers 11.n rr.el l 

qui vérifie l = l + !
1
·, ce qui eBt absurde. D onc li,n u,. == + oo. 

n -t-+oo 

4, Etudions la différence •.1.n+l - u" = 2 + ~ - u,, = (2 - y'u,;')(1 + y'u,;'). 

1er cas : Uo 2: 4. P ar récurrence : si Un ~ 4, alors Un+l = 2 + Fn 2: 4. 
Donc Un 2: 4, Vn E IN et Un+J - Un :'.S O. 
La suite (Un),,, est alo1·s décroissante et minorée par 4, donc elle est conver­
gente. 

Notons l = lirn Un . Alor-9 l = 2 + vil et pai· suite (✓l - 2)(✓î + 1) = O. 
n.-+ + oo 

D'où l = 4-. 
2 ème cas : Uo < 4 . 

On montre de la même man.ièr-e que Un :S: 4, '<ln E IN, que (un)n est cmis­
sante 
et que lim 'lin = 4. 

, n➔+ oo 

5. Considérons la fon ction 

.f: !0, 1] -t IO, l] 
x i--+ ln(l + J:). 

Puisque f'(x ) = -
1 

1 
> O. alors f est croissante et on cm déduit; que lei suite 

+x 
(u ,. )n est m onotone. Posons 

,. g : IO, l) -1 lR. 
x >--l- ln(l -1- x ) - 1;. 

On a g' (x ) = 
1
- x $ O. Don c q est décroissante et comrne g(O) = 0, alors + x . . . 

g(x) :'.S 0, Vx E [0, l]. Par suite ln(l+x) s; x, Vx E jO, l] . D'oùu1 = ln(l+ti.o) :S: 
1to et la suite (un)n est donc décroissante, De plu8 et par récurnmce, on a 
Uo:?. 0 et si Un 2:: 0, alors u,,+1 ""ln(l + un) 2: 0 et don c Un 2:: 0, \:ln E IN. 
La suite ( u ,,)n est ainsi décroissante et minorée pa.r 0, don c elle est convergente. 

Solution 1.18. 1 1 1 - n 
. • Un+l Un - (n + l) ! n! . (n + l)! :c;; 0, 

donc (un)n est décroissante. 
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n + 1 n 1 
• On a Vn+l - Vn = _n_+_2 - _n_+_l = (n + l)(n + 2) ~ 0, 

donc ( vn)n est croissante. 

• En plus lim (un - Vn) = lim (1 + ..!_, - _!!__l.) = O. 
n➔+oo n->+oo n. n + 

Par su-ile (-un)n et (vn)n sont a,djacentes. 

1 
2. • Un+! -Un= (n+ l)2 2: 0, 

donc (un)n e8t croissante. 
1 1 1 -1 

• Vn+l - Vn = (n + 1)2 + n + 1 - n = n(n + 1)2 :'.S: O, 

donc (vn)n est décroissante. 

• En plus on a lim (vn - u,..) = lim ~ = O. 
n-++Oû n-++oon 

Par suite ( Un )n et ( Vn)n sont adjacentes. 

1 
3. • Un+! -Un= (n+ l)! 2: Ü, 

donc ( un)n est croissante. 
1 1 1 -1 

• Vn+J - v,. = (n + 1)! + (n + 1).(n + J.)! - n.n! = n(n + l)(n + 1)[ S O, 
donc ( Vn)n est décroissante. 

1 
• En plus on a lim (v,.. - Un)= lim --

1 
= O. 

n➔+oo- n➔+oon.n. 

Par suite, ( Un)n et ( Vn)n sont adjacentes. 

1 n 
4. • Un+l - Un= -- + ln(--

1 
). 

n+I n+ 
Considérons la fonction : 

/: !l, +oo[ lR 

X 
1 X 

--+ln(--). 
x+l x+l 

f'(x) = 1 
2 > 0 donc f est croissante s·ur l'intervalle [l, +oo[. 

x(x + 1) 
Et puisque lim f(x) = 0, on déduit alors que f(x) 5'. 0, 'rlx E !l, +oo{. 

~➔+oo 

D'où Un+l - Un s; 0 et la suite (Un)n est décroissante. 
1 n 

• Vn+l - Vn = - + ln(--
1

). 
n n+ 

Considérons la fonction : 

g: [1, +oo! ---t IR 

X ~ 
1 X 
-+ln(--). 
X Xt- 1 

On a g'(x) = -l ) < 0 et lim g(x) = O. On en déduit que g(x) 2: 
x2 (x+ 1 x➔+oo 

'rlx E [1, +oo[. 
D'où Vn+i - Vn 2: 0 et la suite (vn)n est croissante. 

1 
• En plus on a lim (un - Vn) = lim - = O. 

n➔+oo n-++oo n 
On conclut que les suites (un)n et (vn)n sont adjaœntes 
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Solution 1.19. 1. On a 

~ + Vn Un + Vn Vn - Un Wn 
Wn+l = Vn+I - Un.Ll = -~-- - --- = --- = -

' 2 2 4 4 
Donc (wn)n est géométrique, et'rln E lN, w,. = (!)1'w0 = (!)n 
D'où lim Wn = O. 

n➔+oo 

4 4 . 

. 1 
2. Puisque Vn - Un= (4)1' 2: 0, alors Vn ~ Un, 'rln E lN. On a 

Un+Vn Vn-U,, 
Un+l - Un"°' --- -Un= --- > Ü 

2 2 - ' 

donc ( Un )n est croissante. Et 

un: t·oo + Vn 'Un - Vn 
Vn+1-Vn= -

2 
-v,,=--

4
-- :S:;0, 

1 

donc (vn)n est décroissante. Enfin, lim (vn -un):= lim ( !)1' = O. 
n➔+oo n➔+oo 4 

On conclut que (ur;)n et (vn)n sont adjacentes. 
Puisque (un)n et (vn)n sont adjacentes, alors elles sont convergentes et conver-
gent vers la m~me limite. · 

S. (a) Pour tout n E lN, on a 

Un+l + 2vn+l .. ,.+,,n + 2 =4:"":+vh 
8 - ----=--- - 2 2 n+I - 3 - 3 

D'où (sn)n est uns suite constante. 

(b) Notons l = lim u,, = lim v ... 
n-++oo n-+ +oo 

11 Un + 2vn 11 
On a Sn = so = - , donc --=-- = -

3 3 3 

u,. + 2v,, 
--

3
--=8n· 

P . l 1. ·t b . l + 21 11 11 ar passage a a zmi e, on o tzent -
3
- = 

3
, soit l = 

3 
. 

Solution 1.20. 1. Par récurrence on a : 

D < uo < iio. Supposons que O < Un < Vn, • . . 

Al u,.+vn u,.+vn Vn+Vn .· · · 
ors Un.+1 = --- > 0 et 'Un+1 = --- < --·- = v 
' . 2 r.:----::::-- 2 . 2 n· 

D OU Vn+l = ✓'ttn+i Vn > \/Un+J Un+1 = Un+l, 

.. 
On en déduit que O < Un < Vn, 'rln E lN. 

f2 O Un+1Jn Un+u,; 
· na Un+1 = --2- > --2-- = Un, d'où (Un)n est croissante. 

Et Vn+1 = Jun+1Vn < Jvnvn ""v,., d'où (·vn)n est décroissante. 
3. Pour tout n E lN 
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. • 

i 
t 
L 

4- On a 
1 
2(un- 1 - u,._ i) 

0 < tln- 1 - Un-1 $ 
1 
2(vn-2 - u..-2) 

Donc O :5 Vn - Un :5 ( ~ )"(vo - Uo)- D'où lim (v,,. - 1Ln) = 0 et par imite 
2 n➔+oo 

( Un)n et ( vn)n sont adjacentes. 

Solution 1.21. Si a ,f 0, a.lors 

1. 1· l 0 lm U2n = !ID --- = 
n➔+oc n-++oo2n + a 

1. 1· l et 1m U2n+1 = 1m - 1---
11-+oo n➔+oo 2n+l + a 

Donc (un)n diverge (car si elle avait une limite, celle-ci serait unique). 
Si a= 0, alors lim u2n+1 = +oo. Donc Va E JR, la suite (u,.),. diverge. 

n➔+oo , 

1 
a 

Solution 1.22. Posons lim u2n = !1, lim t12n+1 = l2 et lim t:t3,,. = la et consi-
n➔+oo n-++oo n➔+co 

dérons les deux suites (us,.)n et (u6n+3)n -
La suite (ua,.)n est une suite extraite de (U:!n)n : 
U6n : u0 ,u6,u1a,··· etuz,,, : u 0 ,u2,u4,U&,:·· ,· ·· 
et aussi e.1:traite de la suite ( uan)n : 
1Lon : Uo, '1.15, 1.t12, .. ' et 'U3n : 'Uo, U3, '1.16, U12,''' , · ·' 

donc lim Usn = lim Uzn = lim 't13n • D'où l1 = l3. 
n-++~ n➔+~ n➔+~ 

De méme, la suite {u6n+3)n ut extraite de (u3,.),. et de ( U2n+1)n, 
donc lim USn+3 = lim UJn = lim 1L2n+l· D'où 12 = l3. 

n-++oo n-t+oo n➔+oo 

On en déduit que lim u2n = lim 1L2n+1 et on conclut que la suite (un)n est conver-
: fl-t+oo n-++oo 

gente. 
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1.4 Exercices supplémentaires 

Exercice 1.23. Calculer les limites ries suites suivantes : 

l.un= 5n+3 
2n2 + n + 1 

7. Un= (~sinn)" 

, sin(nn+7r) 
2. u,, = 2 . 3 

n + 
2n+2 - 3n 

5.u =----
n 2" + 4.3" 

cosn 
8. Un= E(;}) 

n2 + cosn 
3. Un = 2 • 

2n +smn 
6 - n+(-l)n 

. Un - n2 + 1 

9. Un= n¾ 

Exercice 1.24. Déterminer les limites des suites suivantes : 

2. u,,= t~ 
/tc,, l n + 

1 2n 1 
3. 1.1n = - :z= cos c ;:::-;--;: ) 

n k=I vn+ k 
n I 

5. Un = I: ----;f_ 
k=O n+ vk 

Exercice 1.25. 
1 

1. Vérifier qne (1 + cr' 2: 1 + -/n, Vn E 1N'. 
vn 

2. Q'U.'en déduit-on ? 

n l 
Exercice 1.26. On pose Un = L 1T. . 

k = l vk 

1. Vérifier que v'k+I - ..fk = d, /k pour tout k E JN'. 
k+l+ k 

2. En déduire que ✓k + l - ✓k $ ~ pour tout k E JN•. 

3. Vérifier que ✓n + 1 - 1 s; Un r10u1· tout n. 

4- Donner lim u,... 
n➔+oo 

Exercice 1.27. Soit (-u.n)n une suite arithmétique telle que u5 = 4 etu7 = 9 . Calculer 
le premier terrne et la rai.son de cette suite. 

Exercice 1.28. Soit la suite (un)n 

1 
v,. = - , Vn E 1N. 

u,.. 
·• 

'fi 2u,. 0 dé nie par 11.0 =c, I r.t i1n+ 1 = :i'~-~ 
3
u; n pose 

1. Montrer que ( Vn ),, est ime suite arithmétique. 

2. En déduire ·une eXpression de Un en fonction de n . 

Exercice 1.29. Soit (un)n la suite définie par u.-.+1 = efii;; où p E JN• . Posons 
Vn ""ln(un) . 

Vé ;r. 'Un 1. ri1te-r que Vn+I = - . 
p 

2. En déduire le terme général de (un)n -

Exercice 1.30. On considère la suite (un)n ~éfinie par Un+l = ~" + i et Uo = 1. 
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1. Définir la suite auxiliair'e ( Vn)n associée à { un ),. . 

2. Montrer que (vn)n est une suite géométrique. 

S. Exprimer Vn puis Un en fonction den . 

4, En déduire lim Vn et lim u,,_. 
n--t-+oo n ....,.. +oo 

Exercice 1.31. Étudier la monotonie des suites suwantes : 

2n 
1. Un = 2n + ( -1 f 2. Un = n + l 

n l • 
3. u,, = II (1 -

2
k + 

1 
), n E IN 

1 
4.un=n+­en 

k=l 

Exercice 1.32. On considère la suite (Un)n définie par uo = 0 et tLn+1 = Jun + 2. 

1. Démontrer que pour tout n E IN, 0 S ·un S 2. 

2. Montrer· que la suite (un)n est croissante. Que peut-on déduire? 

Un - 2 
3. ( a) Montrer que Un+i - 2 = yu., + 2 + 

2
. 

1 
(b} En déduire que, pour tout n E lN, lun+I - 2[ :S 2iun - 21, 

1 
puis que, lun - 21 S 

2
n - l · 

(c) Que peut-on déduire? 

Exercice 1.33. Soit (Un)n;,:o la suite définie par vo = 1 et la relation 
Un+l =~valable pour tout n E IN. · 

1. Montrer que si (un)n converge, alors sa limite est égale à 3. 

2. Pom· tout n E IN, on pose Vn = Un - 3. 
1 

(a) Montrer que pour tout entier n, lvn-+tl S 
3

[v,,_j. 

1 
(b) En déduire que pour tout entier n, lvnl :S 2( 3t. 

,9. lJérfoire de la question précédente que la suite ( Un)n coriverge vers 3. 

. n 1 
Exercice 1.34. Soit (Un}n la suite de terme général u,. = L [[ ' 

k= t vk 
n . 

1. Montrer que U2n - Un ~ J2n' Vn E JN* . 

2. En déduire la limite de ( u,.),.. 

Exercice l.35. Do.ns chacun des cas suivant, montrer que la suite (un)n est crois­
sante et majorée par le réel M, puis déterminer sa limite : 

1. 'Un+I "" ✓6 + Un, Uo = 0, M = 3 

2n+u.. 
3. Un+l = --- , U(J = 1, M = 2 

n+ 'Un 
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4un-3 'f= 3 2. 'Un+i = - --, uo = 2, 11 -
Un 

Exercice 1.36. Dans chacun des cas suivant, montrer que la suite (un)n est décrois­
sante et minorée par le réel m , puis déterminer sa limite : 

Un 
1. Un+l = ---

2
, Uo = 1, m = 0 

Ur,+ 
1 1 

u;, +3 . 
2. Un+! = 2(un + I), uo > 1, m = 1 

3. u .. +1=-
2
(u.,+-), uo>l, m=l 

u,. . 

Exercice 1.37. On considère les suites (un)n el; (vn)r, définies par: 

{ 

UQ = 2, Vo = 1, 

Un+ 2vn 
Un+l = 

3 Vn?:: O. 

1. On pose w,, = v,. - Un, Vn E lN. Mont1-er que (w1,)n est géométrique et déter­
miner sa limite. 

2. Montrer que (u,,)n et (vn)n sont adjacentes. 

3. En posant tn = 3un + Bvn, déduire la limite commune de (u,.) et (vn)-

Exercice 1.38. Soient a et b deux réels tels que O < a < b. On définit deux suites 
( u,.)n et ( Vn) 11 par : 

{ 

uo = a, vo = b, 

2UnVn 
Un+l = - -- et 

'Un+ Vn 

'Un+ Vn v 
Vn+I = --

2
--, vn _2: 0. 

1 
1. Montrer qùe Vn?:: 0, 0 < u,, < v,.. 

1 

2. Montrer que la suite (un)n est croissante et la suite (vn)n est décroissante. 

3. Démontrer que '<ln 2:: 0, Vn+i - U..+1 S i(vn - u,..). 

4- Déduire que les deux suites convergent vers la mc!!me limite. 

5. On note 1 = lim u,, = lim v ... 
n-t+oo n-t+oo 

(a) Montrer que la sui.te (unvn)n est constante et expliciter la constante. 

(b) En déduire la valeur de l. 

·• 
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1.5 Indications sur les exercices supplémentaires 

Sol1,1tion 1.23. 1. En faisant une simplijic.(.ltion par n? vérifier que 
5n+3 

lim -,---- = 0, 
n-++oo2n2 + n + 1 

. \ sîn(nn + 1r)I 1 
2. Utiliser la majorotion O :'S lu.ni= n 2 + 3 :'S n1 + 3' 

montrer que lim Un= O. 
n-+ +oo 

3. Simplifier pa1· n 2 pour écrire 
n2 +cosn 1 + 7 
2n2 +sinn = 2-t~' 

cosn 1 sinn 1 r 1_ 0 utiliser les majoratiorn O S 1-2- 1 $ 2 , et O $ l-n2 1 :'S n2 et n~focn2 - ' n n 
n2 + cosn 1 

pour déduire que lim 2 2 + • = -2 · n--t+oo n Slfi n 

4_ Écrire que 5n - 4n = 5n(1 - ({)") puis déduire n~IJ:cxt - 4" .sachant que 

lim (~)" =0. 
n--t+"" 5 

2n+2_3n . 4(j)"-1 

5. Simplifier par 3" pour écrire que n,!if 00 2n + 4.3" = n.!!foo ( i )" + 4 · 

1 + (- lt 
= lim · ~ puis déduire 

n--t+oo n +;; 
. . n+(-1)" 

6. Simplifier par n pour écrire lim 2 + 1 n--t+oo n 

. n+(- 1)" 
hm 

n--Hoo n2 + 1 
1 

7. Vérifier que O ::; \uni < 3" · 

n n . 1 
8. Passer par I cos ni ::=; 1 et E( 4) > 4 - 1, pour avoir O 5 lu.ni < î _ 1 -

"crire nue n¼ = e¼ ln(n). Sachant que lim ~ = 0, donner lim+ n¼ • 9. l~, • n-++oo n n-+ oo 

1.. Vérifier les implications : 

--==l== < --==l=""' < __ 1 _ _ vn4 + n - vn4 + k - Jn4 + 1 . 

n 'Ç' 1 n 
--===<L-===<--·-
Jn4 +n - k=l v'n4+k - ✓n4 + 1 

Calculer lirn __ ri_. - et lim ~' puis déduire lim Un, 
. n--t+oo Jn4+n n--t+oo y n4 + 1 n--t +oo 

2. Comme précédemment vérifier que : 

n n n2 

k<n==> '°'-- > vn2+n. - ~ Jn2 + k - n + n 
k=l 

En déduire ensuite lim Un, 
: n--t+oo 
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3. Vérifier gue : 

1 1 1 
=> O< -- < ---< --- < l - ffn - Jn + k - vn + 1 -

PaBser par la décroisBance de la f onction cosinus sur [O, 1] 
Faire la somme de l à 2n pour déduire que 
2n cos( Â+ï) ::=; I:~:1 cos( -Â+);) s 2n cos( kn) 
Donner ensuite Jirn tin. 

n. · ->+oo 

.4- Vérifier que 

n 

Puis donne1· lîm ~ -
2 

1 
2 

. 
n➔+= L-rn + k 

k~ l 

5. Vérifier que : 

~ < ~--1-< _1_1 __ 
2n2 - L n2 + k2 - n2 + 1 

k=l 

1 1 1 
---<---<-
n+ y'ïï- n+v'k - n 

Passer à la somme de O à n ((n + 1)- termes) . 

S h li n +l li n+l d I ac ant que m ~ = m - .-- = 1, onner inl Un. 
n-.+oon + y n n➔+ao n n--t+oo 

Solution 1.25. 1. Soit a~ O. Vérifier d'abord par récurrence que 
(1 + a)" ;::: 1 + na. 
Choisir le a convenable pour avoir le résultat cherché. 

2. Déduire ensuite lim (1 + ~ )". 
n--t+oo y n 

Solution 1.26 . 1. Faire le produit ( v'k+ï - v'k )( J k + l + v'k) . 
., V , :;:; 1 < 1 ,;,, en;.er que ,/f+ï+v'k _ 7k . 

S. Passer à la somme de k = I à k = n pour avoir 

4- Puis donner lîm ~. 
71--t +oo 

Solution 1.27. Sachant que Un= u 0 + nr, \ln E IN, écrire les deux équa.tions obte­
nues pour u5 et U7 et en déduire r et u 0 • 

Solution 1.28. 1. Vérifier que Vn +i - v,.. eBt une constante indépendante den 
et donc ( v,.)n est une suite arithm,itique. 
En déduire Vn en fonction de n. 

2. Donner ensuite u., en fonction de n. 

Solution 1.29. 1. Exprimer Vn+I en fonction dP- Vn, 
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2. En déduire que (v,.)n est une suite géométrique et donner son terme général, 
puis celui de (u,.),, . 

Solution 1.30. 1. Poser Vn ;= Un - l et vérifier que Vn+ l ~ ½ Vn + ( ¼ - ½ 1) · 
Choisir l tel que Vn+i = ½vn . 

2. Déduire que la suite (vn)n est géométrique. 

3. Ex-primer Vn, puis Un -

4. En déduire lim Vn et lim Un. 
n -t+oo n-➔+oo 

Solution 1.31. 1. Vérifier que Un+1 - Un 2'. o. 
, . n2" ( ~ > l) 

2, Verifier que Un+1 - Un = (n + 2)(n + l ) 2:-. 0 ou que ,.,, - · 

( l ) 2k 3. Remarquer que _1 - 2k+Ï = 2k+1 · 

Un+l 1 d 'd . Un+l < 1 Vérifier que -- = 1 - --- et e uire que - - _ . 
Un 2n + 3 u., 

4. Calculer Un+t - Un et voir son signe. 

Solution 1.32. 1. Montrer par récurrence que O::; Un ::; 2. 

2. Vérifier que ¾+1 - un= 2
-::}

1
:.::;,). et utiliser la q·11estion précédente pour 

déduire la monotonie de Un et sa amvergenœ. 

3. (a) Écrire que un+l - 2 = ✓un+ 2 - 2 et multiplier par l'exprt;t;sion conjugué 

✓un+ 2 + 2. 

(b) En utilisant~ + 2 2' 2, ~éi'i~er que lnn+l - 2j '.:.'. 1""2-
21 

et que par récurrence ju,, - 21 S 2n - I · 

(c) Passer à la limite sur n pour déduire lim u,, . 
n-¼ + oo 

Solution 1.33. 1. Remarquer qi~e si lim 'Un= l alors lim Un+ 1 = 1. 
- - - n -+ +oo n➔+oo 

En passant à la limite sur n des deux cotés en déduire que 
l = lim tl.n+1 = lim ~ = v'f2-=1. 

n--t+oo n.-t + oo 
Déduire l sachant que l 2'. O. 

Id . (a) Écrire que liin+il = 1~ - 3j et multiplier par l'e.-i:pression conjug-ué 

✓12 -- li~ + 3. 
M . l3-1Lnl ~ <LJorer ✓12 _.,,.+3 par 3 • 

{b) Vérifier par récurrence que lvn 1 $ 2( ~) n. 

3. En déduire lim lvnl et ensuite lim -Un -
n-++~ n➔+oo 

Solution 1.34. 1. Calculer 1i2,. - Un et passer par l'inégalité 
+. > -A,- pour tout k tel que n + 1 .$ k .$ 2n . 
v~ - v2n n /n, 
Déduire en passant à la somme que u2n - u,, ? v'2rÎ = ✓2 • 

2. En supposant que (u,,_)n converge vers une limite finie l déduire une absurdité 

' l l ' · l ' ". 1·t· > ✓ri-en passant a a imite sur inega i e u2n - Un _ J2 • 
En vérifiant que la suite (-un)n est croissante déduire que lim Un= +oo. 

'tl4+ oo 
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Sqlution 1.35. 1. • Montrer par récurrence que O $Un$ 3, 'ln E JN. 
. . (3 - Un)(2 + Un) 

• Venfier qv.e u,.+l - u,., = ~ 
vu+11n+un 

et que la suite (un)n est croissante et majorée. 
• Poser l = lim Un et donner l'équation vérifiée par l, puis calculer l . 

n-++oc 

2. • Montrer que 2 '.;_'. u,. $ 3, 'tfn E 1N. 
• Vérifier que Un+1 - Un ~ O. 
• Déduire q11e la suite ( u,, ),. est convergente et calculer l = lim it,.. 

n➔+oo 

!J. • Montrer que 1 $ Un< 2, 'ln E 1N. 

3 
• Vérifier que O < 2 - 'Un+1 $ - et déduire lim u,.. 

n n➔+oo 

Solution 1.36. 1. • Vérifier que Un> 0, '<ln E IN. 
• Montrer que u.,,+1 - Un< 0 et en déduire que (u..)n est convergente. 
• Poser lim Un= l et résoudre l'équation vérifiée par l. 

n➔+oo 

2. • Vérifier que 'Un> 1, 'tn E lN. 
• Montrer qv.e 

Un+1 - Un $ 0 et en déduire que ( V.n)n est converyente. 
• Poser lim Un,:: l et résoudre l'équation vérifiée par l. 

n-t+oo 

3. • Vérifier qùe Un 2': 1, Vn E lN. 
• Montrer que 'Un+i - u., < 0 et déduire que (un)11 est convergente. 
• Poser lim Un = l et résoudre l'équation vérifiée par l. 

n➔+oo 

Solution 1.37. 1. Exprimer Wn +l en fmction de Un et Vn, puis en fonction de 
Wn· 

Donner Wn en fonction de sa raison et trouver lim w0 • 
n➔+oc 

2. En utilisant le signe de w,. , donner celui de Un+1 - Un et de Vn+l - v.,, puis 
conclure. 

!J. Exprimer tn+l en fonction de tn pour voir que (tr,)n est constante. 
Poser l = 1im Un= lim v,. et utiliser la limite de (tn)n potJr déterminer l. 

n➔+oo n-++oo 

' Solution 1.38, 1. Montrer par récurrence que O < v..,,
1
< v0 , Vn E IN. 

2. En utilisant le résultat précédent vérifier que 
Un+! - ti.,. > 0 et que Vn+I :; Vn < 0 (utiliser Vn - Un > 0, 'Un > 0 et Vn > O). 

3. Exprimer Vn+l - Un+1 en fonction v,. - Un puis majorer · 
sachant que 11n - Un < Vn + 'Un . , 

1 . 
• 4- Montrer que O $ v,.. - Un S 

2
,, (vo -u.o) et en déduire que les dett.X suites ( Un)n 

et (vn)n sont donc adjacentes. 

5. (a) Montrer que UnVn = V.oVo = ab, '<ln E IN. 

{b) Poser/= lim Un= lim Vn et tJtiliser la limite de (t,.),, = (u,,vn)n pour 
n-.+oo n➔+oo 

déterminer l. 
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Chapitre 2 

Limite, continuité d'une 
fonction sur lR 

2.1 Rappels de cours 

Dans tout ce résumé : 
f est une fonction réelle de variable réelle définie sur un intervalle I (I peut avoir des 
bornes infinies) , et soit a un élément de I ou une extrémité de J. 

Linùte en un point 

Définition 2.1. : 
1) f admet b E 1R pour limite en a ~ {-oo, +oo} lorsque 

Vr:; > 0, 3o > 0, Vx E I, (0 < lx - al < o =} 1/(x) - bl < ë). 

2} On se place dans le cas où I a +oo ou -oo pour extrémité. 
a- J admet b E JR pour limite en + oo {resp. en -oo) lor-sque 

Vr:; > 0, 3A E JR, Vx E J, (x > A=} lf(x) - bl < ë) (en + oo) . 
Vé > 0, 3A ER, Vx E J, (x <A=} IJ(x) - bl < ë) (en - oo). 

1,. f admet +oo pour limite en a lorsque 

VB Elit, 3o > 0, Vx'E. I, (0 < lx - al < a==} f(x) > B) (a Elit). 
VB Em., 3A E JR, Vx E I, (x > A==} f(x) > B) (a e8t + oo). 
VB E IR, 3A E IR, \:fx E J, (x <A~ f(x) > B) (a est - oo). 

c- f admet -oo pour limite en a lorsque 

\:/B E lR, 3a > 0, Vx E J, (0 < i:c - aj < n =9 J(x) < B) (a E IR). 
VB E Il, 3A ER, Vx E J, (x > A =l> J(x) < B) (a est + oo). 
VB E IR, 3A E IR, Vx E I,(x <A=? f(x) < B) (a est -oo) . 
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Propriétés 4. et notation : 

- Si J admet une limite réelle en a, alors f est bomée au voisinage de a. , 
- Si J admet b et b' pour limites ·réelles en a (a réel, +oo ou -oo), alors b = b 

(la limite lorsqu'elle existe est unique). 
- Lors(Jll.e J admet une limite b en a on écrit b = li~ f ou b = ~];. f(x) . 

Continuité 

Définition 2.2. On dit que f est continue en a si f(a) = ;î~~ f(x). 

C'est à dire 

V2 > O, 3a > 0, Vx E J, (lx - a\< a==> lf(x) - f(a)I < e) 

Caractérisation à l'aide des suites 

Propriétés 5. J admet b pO'Ur limite en a {réel, +oo ou -oo) si et seulement si, pour 

toute suite (xn)n d'éléments de I - {a}, · 

on a l'implication ( lim Xn =a=> lim f(xn) = b) • 
n➔+oo n~+oo 

Corollaire 2.1. Si (x,,.)n est une suite d 'éléments de I admettant une limite l E J 
et si J est continue en l, alors La suite (f(xn)),, conuerge vers f(l) . 

Remarque 2.1. Pour montrer que·f n'a pas de limite (ou non contim,e) en a, il 
s·uffit de donner l'exemple de deux suites (xn)n et (Yn)n vérifiant \ln Xn # a et Yn i= a 

et telles que . 
lim x = a et lim y = a mais lim f(xn) # lim f(Yn) (ou h~ f(xn) # 

Ti-++oo ~ Tl n➔+oo n n-t+co n--++oo n-+ c,o 

f (a) pour la non continuité). 

Limite ou continuité à gauche ou à. droite 

Définition 2.3. Pour a E lR., on dit que f admet b (fini ou infini) comme limite à 

droite en a lorsque 

Vë > 0, 3a > 0, Vx E J, (O < x - a < a=> \f (x) - b\ < é) 
VB > 0, 3a > O, Vx E J, (0 < x - a< a==>, f (x) > B) 
VB > O, 3c, > 0, Vx E I, (0 < x - a< Ct => f(x) < B) 

b E lR. 
(b est + oo). 
(best -oo). 

On définit de même la limite à gauche en remplaçant partout l'inégalité O < x -a < a 

parl'inégalité0<a-x<a. . _. . . 
J est dite continue à droite {resp. à gauche} lorsque la limite a droite {resp. a gauche) 

est égale à J(a). 
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Propriétés 6. et notations : 

- Lorsqu'elle existe, la limite à droite {resp. à gauche) de f en a est notée lim f 
a+ 

ou lim f(x) ou f(a+) (re3p. lim f ou lim /(x) ou J(a-)). 
;;~ a,- ;~; 

- f a pour limite b en a si et seulement si le.$ limites à droite et à gauche en a 
sont égales à b. · 

- f est continue en a si et seulement si les limites à droite et à gauche en a sont 
égales à f(a). 

Tableau résumant les résultats sur les limites infinies : 

limf lirng lim(f + g) lim(Jg) li 1 m;; lim i; 
+oo +oo +oo +oo 0 ? 
-00 -00 -oo +oo 0 ? 
+oo -oo ? -00 0 ? 
-00 +oo ? - oo 0 ? 

0 ±oo . ±oo ? 0 0 
±oo 0 ±oo 7 ? ? 

Propriétés 7. : 
Soit I =]a, b[ un intervalle de lR et x 0 E la, b] et sôient f, g, h et u des fonctions 
définies sur I - {x0 } = i : · 

{ 

Vx E J, !f(x) - li~ u(x) · . 
- et lim u(x) = O => ]:,~ f(x) = l 

Z-½%r, o 

- Si lim f(x) =li= 0, alors il existe e > 0 tel que: 
x--t:ço 

Vx E J et O < lx - x.,I < e =;, J(x) >< l > 0 
(J(x) et l ont même signe}. 

{ 
Vx E J, f(x) :S g(x) 
lim f(x) = l et lim g(x) = k =;, l ~ k 

:t:-4:'t'o X--tX 0 

{ 
'lx E i h(x) :S f(x) :; g(x) . 
lira h(x) = lim g(x) = l =:;,- .,1:rL f(x) = l 

:t:-tro, · x-•U::o .-,.. 

Ces propriétés restent vraies même six., est infini (a= -oo ou b = +oo). 
Et s'appliquent aussi dans le cas de limite à droite ou de limite _ à gauche. 

- Si f est continue sur I et g continue sur J avec J(I) C J, alors go f est 
continue sur I. 

L'image d'un intervalle par une fonction continue 

Proposition 2.1. : 
Si f est ccmtinue sur l'intervafle [a, b], alors f([a, bl) = lm, M} 
avec m = inf f(x) et M = sup J(x). 

>cE(o,bJ xE[a,b] 

En particulier : 
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Si f est continue et croissante alors m ""f(a), M = J(b) et f([a, b]) = lf(a), f(b)]. 
Si f est continue et décroissante alors m = f(b), M = f(a) et J(la, b]) = [f(b), J(a)]. 

Théorème 2.1. : · 
Si f est continue sur l'intervalle [a,b) et f3 un réel corn.pris entre f(a) et f(b), alors 
il existe au moins c E [a, b] tel que J(c) = f). 
Autrement dit : 
Si f est continue sur l'intervalle [a, b] et f(a) x /(b) < 0, alors l'équation f(x) = 0 
admet au moins une solution c E]a, b[. 
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2.2 Énoncés des exercices 

Exercice 2.1. : 
1} Préciser quelles sont les applications f définies sur IR telles que 
':/(x, y) E IR2 

: f(x)f(y) - f(xy) = x + '!J, 
(Déterminer d'abord f(O) et f(l )} 
2} Préciser qu.elles sont IR,s applir,ations g définies sur IR telle.1 qne 
'ef(x,y) E ]R,2 : q(x + y) - g(x -y)= 4xy. 
(Rt:marquer qm, (x + y)2 - (x - y)2 = 4xy, puis transformer l'égalité donnée.) 

Exercice 2.2. : 
Trouver toutes les Jonctirms défini.es sur lR te.Iles que 

\i(x,y) E fil2 
: lf(x)- /(11)1 = lx-y!. 

Exercice 2.3. : 
Jj On définit sur JR." la. fonction J par· .f(x) = sin(i)-
Én utilisa.nt la, définition , montrer que f n'a.dmet. p,.s de limite en O. 
2 1 Soit a E 1

1-1, lj . Trouver ttne suite (xn)n de IR.* telle qu.e lim Xn ""0 
/ n-++CQ 

et lim f(xn) = a. 
n-t-+(X) 

Exercice 2.4. : 
Soit f une .fonction définie de IR. dans IR périodique de période T > O. 
Montrer que si lim f (x) = l, alors f est constante. 

x➔+oo 

En déduire que la fonction g(x) = sinx n'a pas de limite en +oo. 

Exercice 2.5. : 
Déterminer la limite de la Jonction f en :r. 0 dans les cas .mivants : 

f(. ) Ji+s-3 1 1. :r = ~ et X 0 = . 
2 f(x) = 3/,x+i-2

2 
et x,, = O. 

· "V4+x -

3. f(x)= J-fi+l-f[:; etx0 =0. 

1. f(x) = ✓4i+î-~ et Xo = O. 
-'1 ✓2x+1 - i9s,,+1 

Exercice 2.6. : ·• 
Calculer les limites suivantes : 

. .Jx2+âî-a 
hm~- : 
:r--+O v x2 + b2 - b . 

1 
lim ::i:2(1 - cos2 

- ); 
.r.-T+cx:, X 

où a et b sont deux réel.s tel que a> O. 

Exercice 2.7. : 
1) Calculer les limites sui.vantes : 

l -- sin x 
lim (" )2 .~-->} ·:a ·-· X 

lim uE(u.) et lim ~E(u) 
u➔-oo u➔+oo 
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{E(u) étant la parUe entière du réel v.J. 
2) En déduire les limites s-uivantes : 

lim E(½) + x 

X -t O E(}) - X 

x >O 

et 
E(½) + x 

lim 
X -t O E(½) - X 

x<O 

Exercice 2.8. ; 
On considère la fonction numérique J définie par : 

tan x.Jtaîïx - sin xv'sinx 
f(x) "." x3Jx 

Soit D =)0, H 
1) Montrer que pour tout x E D on a 

f( ) _ (tanx + te.n:uin :>: + sinx) X r;;;:; X 1-cos:i: X l . 
X - -,.- ~ :z: V ~ ---;r- Jêœx(Jêôîj'i'+l) 

2) En déduire liro f(x). 
x -+O+ 

Exercice 2.9. : 
On considè1-e la fonction définie par 

x + x2 + · · · + xn - n 
J(x) = x _ l , (n E IN') 

1) Déterminer la limite lim X,:~1
1 pour k E :IN•. 

z-+l 
2) En déduire lim f(x) . 

:z:-+l 

Exercice 2.10. : 
On considère la fonction définie par 

{l - sinx){l - sin2 x) • • • (1 - sinn x) 
f(x) = cos2n x ' 

(n E lN•) 

) M l• 1-cos; ; - fi 
1 ontrer que t:l_!fo l -coe t - 2 pour k E IN' . 

2) En déduire lim f(x) = ?-· 
:,:-+; . 

Exercice 2.11. : 
On considère la Jonction numérique f défin•ie sur lR par : 

{ 
J(x) = sin!sin 1.'.'.:,, 

/(0) = J(l) = 0 
six;é Oetx:fl 

Étudier la continuité de f. 

Exercice 2.12. : 
On considère la fonction f définie sur 1 = [-~ , f] par : 

f(x) = sinx + . Bi x c/- 0 
{ 

Jl -cos2 x 
s1nx 

f(O) = v'2 
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Étudier la continuité de f sur T. 

Exercice 2.13. : 
Soit f une fonction continue de JR dans JR. On suppose qu'il existe l et l' deux réels 
tels que 

lim f (x} = l et lim f (x) = l' . 
X--).+oo .z-+-oo 

Montrnr que la, fonction f est bomée. 

Exercice 2.14. : 
Déterminer les fonctions continues sur JR telles que 
V(x , y) E lR.2 

: f(x) + J(y) = f(x + y). 
En déduire e=ite les fonctions continu.es sur JR telles que 

(x + y)2 _ xz _ y2 
V{:t, y) E JR.2 

: g(x+y) = g(x)+g(y)+xy (remarquer qv.e xy = 
2 

). 

Exercice 2.15. : 
Soit f une fonction continue sur [O, +oo[ et positive, telle que 

lim j(x) < 1 
o;-++oo X 

Montrer que : 3.-i:0 E [O, +oo[ / f (xo) = x.,. 
Quel résultat on obtient si on a l'hypothèse lim fl!l < a: avec a> 0? 

x➔+co • 

Exercice 2.16. : 
On considère les deux Jonctions numériques 

f : lR. -+ lR. 

X -t { ~ six,t.O 
si X= 0 

1} Étudier la limite de f en O. 
2) Étudier la continuité de g en O. 

g : IR 

X 

3) La fonction f o g a-t-elle une limite en 0? 

... 
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Exercice 2.11. : 
Dam chacun des cas suivants, étudier si la fonction donnée est prolongeable par conti­
nuité sur IR ; 

1) f(x)""' l-c;:
1
vfx1. 

2) g(x) = sinxsin l. 
3) h(x) = sin(x + 1) ln Il+ xi. 

Exercice 2.18. : 
On considère la fonction f(x)""' -:i::3 + 2x + 1 définie sur l'intervalle I = [l, 2]. 
1) Étudier le .,igne de f(x) - f(y) pour x ,!, y deux réels de I, puis en déduire la 
monotonie de f . 
2) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans I, 

Exercice 2.19. : 
On considère la fonction J(x) = 4x3 

- 3x - ½-
1} Calculer f(-l), !(-½), f(O) etf(l). 
2) En déduire que l'équation f(x) = 0 admet au moins trois solutions dans l'intervalle 
[-1, 1]. 
3) Exprimer cos 3a en fonction de cos cr. 
4) En posant a= cos cr, déduire les trois solutions de l'équation J(x) = O. 

Exercice 2.20. : 
Montrer que l'équation : 

1 1 
-cosx- --- == 0 
2 (l+x)2 

a au moins une solution dans IR. 

Exercice 2.21. : 
Soient a et b deux réels non nuls de méme signe (ab> 0) et f une fonction définie et 
continue de la, b] dans [a, b). 
Montrer que : 3x0 E (a, b] / x 0 f (xo) = a.b. 

Exercice 2.22. : 
Soien~ f et fJ · deux fonction.~ c.ontinues sur l'intervalle [a, b) et tellea que : 

Vx E [a, b] g(x) < f(x). 

Montrer que: (3m ém.:): (Vx E {a,bl), f(x)?. g(x) +m. 

Exercice 2.23. : 
Soit f une fonction continue sur un inter1.1a:lle I de lR. pour laquelle 
3k E lR, : Vx E J, f 2(x) = k. . 
1) Montrer que f est une fonction constante sur I. 
2) Est-ce que cette propriété reste vraie si I n'est pa.~ un intervalle ou si f n'est pas 
continue? 
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f;xercice 2.24. : 
Soit f une fonction continue sur IR telle que : 

lim /(x) = a et lirn J(x) = b avec ab< O. 
x➔+~ ~➔-oo 

1) Montrer que : (3(x0 , Yo) E IR2
) / f (x 0 )f (y0 ) < O. 

2) En déduire que l'équa.tion J(x) = 0 admet au moins une solution dans IR. 

Exercice 2.25. : ' 
Soient f et g deux Jonctions continues sur l'intervalle [O, 1] et telles que 

(f(D) - g(O))(j(l) - g(l)) < O. 

Montrer que : (3x0 E [O, 1]) / J(x 0 ) = g(x0 ). 

Exercice 2.26. : 
Soit f une fonction définie et continue de [O, 1) dans [D, l] . 
Montrer qu'il ex-iste x0 E {O, 1] tel que f(x 0 ) = x0 • 

Exercice 2.21. : 
On considère J une fonction numérique définie et continue sur l'intervalle [O, l]. 
Montrer que : 

(3c E]O, l[) / J(c) = ¼ + c~J. 

Exercice 2.28. : 
Soi.t f une fonction continue sur un segment [a, b] · ét c, d deux réels faxés de ! 'intervalle 
[a,b]. 

Montrer qu'il existe a E [a, b] tel que J(c,) = J(c); f(d). 
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2.3 Solutions détaillées des exercices 

Solution 2.1. : , 
1) Étant donné que '<i(x,y) E IR2 

: f(x)f(y) - .f(xy) = x + Y, 
prenons x = y = 0 on obtient : 
/(0)/(0) - /(0) = f (O)[f (O) - 1] = 0 et donc f (0) = 0 ùU .f(O) = 1 {1). 
Ensuite avec x = l et y = 0 on obtient : 
/(l)f(O) - /(0) = /{O)[f(l) - 1] = 1 (2). 
Ce qui implique que f(0) ,j: 0 d'après (2) et que f(0) = 1 d'après (1). 
D'où: pour tout x E Ill, f(x)f(0) - f(0.x) = /(x) - 1 = x + 0 
c.àd, l;/x E IR, /(x) ""x+ 1. 
Inversement : 
la fonction f(x) = x + 1 vérifie la propriété 
V(x,y) E 1ll2 

; f(x)f(y) - .f(xy) = (x + l)(y + 1) - (xy 1: 1) = x + Y· . . , 
Finalement, la fonction f ( x) = x + 1 est [ 'unique solution ver.fiant la condition posee. 
2) En utilisant la remarque, on a,ura 
g·(x + y) - g(x - y) = 4xy = (x + y) 2 

- (x - y) 2 

2 ce qui donne g(x + y) - (x + y)2 = g(x - y)-· (x - y) . 
u+·u 

x= --2-
u-v 

y=--
2 

Pm« u ,t " quekonq,,,, on ''"' { : : ; ~ ~ ce qui ,..,,m,,t â { 

On aura g(u) - u? = g(v) - v2 ceci pour u et v quelconques. , 
Par s·uite l'application f(u) = g(u) - u2 est constante g(u) - u2 = c avec c E 1R.. 
D'où 3c E 1R. tel que Vu E IR, g(u) = u2 + c. 
ln·uersement : _ 
les fonctions de la fonne g(x) = x2 + c, avec c E 1R. constante, véri.fient bien 
g(x + y) - g(x - y)= [(x + y)2 + c] - [(x ~ _Y) 2 + c] = 4':y, _'v(x, y) E JR.2 • . 
Finalement, une Jonction g vérifi,e la condition demandee s-i et seulement si elle est 
de la forme g(x) = x2 + c, 'rfx E IR {où c est une constante dans 1R.). 

Solution 2.2. : 
Soient u et v non nv,ls quelconques tels que u > v. 
On aura lf(u) - J(v)I = lt, - vl = u - v (1). . 
Avec x = u et y= O dans l'égalité de l'hypothèse, on a l.f(u) ·- f(O)I = !·ul 
et avec x = v et y= 0 dans l'égalité de l'hypothèse on a aussi IJ(v) - f(0)I = lvl. 
1ercas: 

{ 
f(u) - f(0) = u 
f(v) - .f(O) = -v . 

ce qui donne. par difjêrence IJ(u) - f(v)I =lu+ VI (2). 
Il s'en suit d'après (1) et (2) que lu+ vl = u - ~J. 

Ge qui implique q11e ·u + v = u - v ou -u -: v = u - v 
et donc v = O ou ti = O. Absurde avec le fait que ·u et v non nuls. 
2èmecas: 

{ 
f (u) - .f(O) = -u 
f(v) - /(0) = V 

On arrive à la même absurdité. 
Il nous reste 
f(u) - f(0) = u et J(v) - f(0) = v 
et donc f(u) = u + f(0) et f(v) = v + J(0) 
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ou bien 
f(u) - f(0) = -u et f(v) - /(0) = -v 
et donc f(u) = -u + /(0) et f(v) = -v + J(0) 
Par suite, 'vx E Ill, f(x) = :r: + c, ou bien 'rfx E Ill, f(x) = -x + d {où cet d sont 
des constantes dans IR). 
Inversement : 
une fonction de la forme f(x) = x + c vérifie 
If (x) - f(y)I = l(x + c) - (y+ c)I ""' lx -YI 
et une fonction de la. forrne f (x) = -x + d vérifie 
l.f(x)- /(y)I = 1(-x + d) - (-y+d)I = 1-x +yl =.lx-yj. 
Finalement les Jonctions vérifiant la condition donnée sont celles de la forme 
g(x) = x + c et celles du type h(x) = -x + d (cet d des C01UJtantes quelconques). 

Solution 2.3. : 
1} Raisonnons par l'absurde : 
supposons qu'il existe l E Ill tel que lim sin(¼) = l. 

•-+0 
z,fO 

On aura donc 've > 0, 317 > 0,: '<lx, lx -01 < 1/-~ !sin(¼) -li< e. 
Prenons t:0 = ½. Pour 'f/ > 0 quelconque, posons x 71 = 2l., eb- y., = f+~ktr où k est un 

entier naturel tel que~< k (c'est possible avec k = E(
2
~") + 1). 

0 < lx'l - OI = 2l" < T/ et IY1J - 0I = f+~k1r < 21,. < 'T/· 

On aura donc lsin(;~)-ll < e =½et jsin(i¾;-)-11 < e = ½-
Comme sin( :1-) = si.n(2k'lr) = 0 et sin( .l..) = sin( "-2 + 2k1r) = 1, on obtient Ill < -

2
1 et . .x-.,., v.,, 

il -Il<½, . 
et donc 1 = Il+ (1 - l)I .$ Ill+ Il - Il < ½ + ½ = 1 
ce qui est impossible (on ne peut avoir l < 1), On arrive donc à une absurdité. 
Ou on peut traduire Ill<½ et Il - li < ½ par l E] - ½,½[et (l -1) E] - ½, ½[. Ce qui 
donnerait l E]- ½,½[et l EJ½, i[, Ce qui est impossible/. 
Ainsi la Jonction f ( x) = sin { ¼) n'admet pas de lim·ite en O. 1 

2) Soit a E [-1, 1]. Pui.~que la/onction sin(x) est une bijection de [-i, ;] dans [-1, 1], 
il existe 8 E [-~, f] tel que sin(O) = a. 
Pour n E JN•, posons Xn = B+~n . On a Xn E IR*, lim Xn = O, 

,r n➔+oo 
et lim J(x,,) = lim sin( .1...) = lim sin(B + 2mt) = sin(B) = a 

n➔+oo n--++oo Xn n➔+oo 

Ce qùi confirme que f(x) = sin(¼) r,;.a. pas de limite en O. Gar si la limite existe, elle 
serait unique et non pas égale à chaque a E [-1, l]. 

Solution 2.4. : 

Soit f une fonction définie de 1R dans lR. périodique de période T > O. 
Soit x E 1R.. Pour chaque n E JN, posons u., = x + nT. On a lim un = +oo. 

n➔+oo 

Comme Hm f(x) = l on a d'après les propriétés des limites lim f(un) = l. 
x➔+oo n➔+~ 

Or lim J(un) = lim f (x) = J(x) (! étant périodique). 
n➔+co n➔+oo 

D'où 'vx E IR f(x) = 1. 
Ainsi f est constante. • - .. 

On. sait que la fonction g(x) = sin x est périodique et n'est pas constàntè.' Donc; elle 
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ne peut admettre une limite en +oo (sinon elle serait co1UJtante !). 

Solution 2.5. : 
Si on passe aux calculs de ces limites directement on a des formes ind.étenninées. On 
essaie donc d'enlever ces indétermination..~ suivant les cas. 

1. En multipliant par les expressions conjuguées, on a 

D'où 

f(x) 
( ,lx+8 - 3 )( y'x+8 + 3 )( y'2x+2 + 2) 

= (✓2x + 2-2)(Jx+8+ 3)(J2x+ 2+ 2) 
((x + 8) - 9)(~ + 2) 

= ((2x + 2~ - 4)( Jx + B + 3) 
(:,.; - 1)( 2x + 2 + 2) 

= 2(x-l)(Jx+8+3) 

= ( ,,/2x+2 + 2) our x 1- 1 
2(Jx + 8+3) p 

. r (✓2x+2+2) (.,12+2+2} - 1 
~~f(x) = .,~ 2(Jx+8+3) = 2(v'ï+"8+3) = 3· 
~;,!l , 

2. Remarquons que pour z et a réels, on a 
z3 - a.3 = (z - a)(z2 + az + a2

) et donc x = ( ?/x + 83 
- 23

) 

puis x = (-ç'x + B - 2) ( ~x + 8
2 + 2?"x + 8 + 4) (avec z = {tx + 8 et a= 2} 

X 
ce qui donne ?lx+ 8 - 2 = ---,,.2----­

{/x + 8 +2{/x+8+4 
. 2 

et l'on a z2 - a2 = (z - a!}z + a) et donc x2 = J4+x2 --:- 22 

. puis i2 = {✓ 4+x2 -2)( 4+ x 2 +2) (avec z = J4+ x2 eta= 2) 
. . . · . ~ . 

ce qui donne ( ~-:-- 2) = ( ~ 2 2
) . . . . . v•+~+ 

Par suite, pour i 'lé o 

f(x) = -e,'x+s- 2 

./4+x2 - 2 
X ( J4+x2 + 2) 

( ?,'x + 82 + 2{/x + 8 + 4) X - x2 

v'4+x2 +2 

= x({/x+82 +2~x+8+4) 

D'où 
lim /(x) = +oo et lirn f(x) = -oo 

~-+o+ .r~o-
x;,!0 x;,!O 

9. Pour x ::/= 0 on a 

<✓¾i + 1-{[,)</¾z + 1+ #) = <✓-:,, + 1
2 

- ,#
2

) = 1 
ceci d'apr-ès l'exercice précédent (ou en multipliant -par l'expression c.onjugué) . 

P~r _s;i.ite f(x) =;, J ~ + 1 - -Jî = J-:,+!+,R; 
Et donc 

1 
lim f(x) = Hm ~==----= = 0 

6:-+0+ :x-+O+ fl+Ï + /1 
i v,?JTi Vx'l 
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4. L 'expression ✓4x + I - {1/3x + 1 = (4:t + 1)½ - (3x + l)i. 
On pose donc m = 6 = ppcm(2, 3) (le plus petit commun multiple de 2 et 3) 
et l 'on utilise l'identité u.6 -- v 6 = (u - v)(u6 + u4 v + u3v 2 + u2v3 + uv4 + 116) 

ui donne u - ·v - u• -v• q , - (u6+ui v+uS,,2+u'lv3-+1Lt14+ti1'} 

avec v. = ✓4x + l = (4x + 1)3 et v = ..;1/3x +-1 = (3x + I )½ pour avoir 
(4x + 1)3 

- (3x + 1)2 = ( ✓4x + 1 - -ç/3x + l )h(x) 
et donc 64

"'
31,(~f ±6

x = ( ✓ 4x + 1 - {1/3x + 1) 

où h(x) = (4x+l)~ +( 4x+l) ~ (3x+ 1)½ + (4x+ 1) 1 (3x+l) § + (4x+ 1) ~ (3x+I)i 
+ ( 4x + 1) ½ ( 3x + 1) f + ( 3x + l) 1 
et lim h(x) = 6. 

>-+0 
x / 0 

De même l 'e:i:préssion J2x + 1 - ,Y.5x + 1 = (2x + l )½ - (5x + 1)¼. 
On pose donc n = 4 = ppcm.(2 , 4) (le p!us petit commun multiple de 2 et 4) 
et l'on 1ûilise l 'identité s4 - t4 = (s - t)(s3 + s2t + st2 + t3 ) 

avec s = v'2x + 1 = (2x + 1) ~ et t = v'5x + 1 = (5x + 1)¼ pour a11oir 
(2x + 1)2

-; (5x + 1) = (-J2x'îl - v'5x + l)k(x) 
et donc 

4%(;)"' = ( ✓2x + 1 - v'5x + 1) 

où k(x) = (2x + l )~ + (2x+ l) i(5x + l)¼ + (2x+1)½(5x+l)f + (5x + l)¾ 
et lim k(x) = 4 

,--, o 
:r.;,!0 

Ce qui donne 

f(x) = ,,/4x+ï - ffx+l = 64x
3 + 39x2 + 6x x ~ 

✓2x + 1 - v'5x + 1 h(x) 4x2 - x 
= 64:i:'+39:i:+6 k(x) . 

4a:-1 x h(x) 
ceci ap,·ès simplification par x pour x f O 
Et finalement 

limf(x) = _!3_ x ~ = -4 
, -,o -1 6 
x jO 

Solution 2.6. : 
1) En utilisant les expre.9sions conjuguées on a 

lim ~-a = lim (~-a)(v'x2+a2+a)(~+ b) 
x -+O v:.•+b'-b x-+O ( ✓x2 + b2 - b)( vif'+ a"'i. + a)( ✓x2 + b2 + b) 

= Hm ((x2 + a2 ) - a2)( ~ + b) 
., ... o ((x2 + b2) _ b2)(~ + a) 

= Hm x2( v9"+b2 + b) 
,:-.o ~(✓x2 + a2 + a) 

- x2 + b2 + b = hm--===~­
x-.o ✓x2 + a2 + a 
/b/ +l1 

= /al+;-

2) Faisons le changement de variable : y "= .l et donc x = ! . 
X y 

On a x tend vers + oo si et seulement y tend vers o+ . ' 
Et l'on a x 2(1 - cos2 !) = l~c~• v = sin

2 
JL ,,;,, (~)

2 
· 

:t JI 7 y . 
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Sachant que lim ~ = 1, on enduit que 
y-tO y 

' 2 
. 2 2 1 . (sin y) hm x (1 - cos - ) = hm -- = 1. 

x-t+oo · X · y--tO y 

3) Faisons le changement de variable z = (1 - x) et donc x = (J - z). 
On a x tend vers ~ si et seulement z tend vers O. 
Sachant que sin(x) = sin(~ - z) = cos(z) = 1- 2sin

2
(½} 

_ . 1 - sinx _ 2sin
2
(½) = ~ (sin(½))

2 

on eC'T"lt que (,, )2 - 2 2 _;_ 
2 -X Z 2 

D'où 
. 1- sinx _ . ! ( sin( ½))

2 
1 

hm ( 1f )2 - hm 2 z = -2 
x➔ ; 2 - X z->0 2 

( en passant par lim sin u = 1). 
u -+0 u 

Solution 2.7. : 
1) On sait que la partie entière E (u) d 'un réel vérifie E(u) s; u < E(u) + 1 
et si u > O, on aura u2 < uE(u) + u et donc u2 

- u < uE(u). 
Comme lim i? - u = +oo, on a aussi lim uE(u) = + oo. 

u-++oo u....;.+ oo 

De méme si u < 0, on aura uE(u) 2 u
2

. 

comme lim u2 = +oo, on a aussi lim uE(u ) = +oo. 
u➔-oo ~~ - oo 

2) En faisant le changement de variable u. = ½ (x = ~), on aura 
1 

E(l)+x E(u)+~ l+~ 
E{¼) - x = E(u) - ~ = l _ __.!,_ 

Et l'on déduit que 

lim 
x-t O 
x > O 

uE(u) 

1 
1 1+--

E(;; ) +x = lim uE(u) = l 
E(½) - X u--Hoo l - _1_ 

uE(u) 

(ceci car lim )() = O.J 
u-++ oo u .cr u 

Et de fo même façon 

Solution 2.8. : 

1 
1+--

lim E(½} + x = lim uEl(u) = 1 
X --, 0 E(½) - X u --+-00 l __ _ 
x < O uE(u) 

1) En utilisant le fait que 
ay'a = ( fa)3 et l'identité u3 

- v3 = ( u2 + uv + v2
)( u - v), 

on a les égalités suivantes pour x E D étant donné que sin x 
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:?: 0, t an x ?: 0 et :: 

cosx~O: 

/(x) 
tanxJta.nx - sinx✓sîiix = --'---- c--c=-----'-_:_ x3..jx 

::: ( ✓ia.nx)3 _ { ✓s1lïx ) 3 
x3..fi 

= [ ( /tanx)2 + vtâiïf ✓sïnx + ( vsinx)2] ( Jtanx - v'sinx) 

[tanx + vtanxv'sinx + s1:
3

:z;i v'taïïx- vsfnx) 
x3.fi 

[ 
v'sinx r:-

tanx + Jtiiiixv'sinx +sinx) (y'cosx - vsinx) x ....,e. _____ _ 
X :z;2..jx 

[tanx+,/tanxJsinx+sinx] Jsinx( ~-1} 
-~--- - --------!. X yCOSX 

= f ta;:e + 

= [•~x + 

X ;z:2..jx 

tan:r~inx + ~1 x ( r;;;;; x 1- .,fêœx) 
x x " V~ x'JJcosx 

tanx sinx • ~ 1- cosx l - - - - + ...!.!!..,!; X ~ X --- X -,---==,--:== 
x x " " x 2 (1 + y'cosx)y'cosx · 

D'où le résultat 

[
tanx 

f(x)= 7+ tan:z: sinx sinx] ~inx 1- cosx 1 --. -. - + -- X -- X --- X --==,,.,.....----
X x x x x2 y'cosx(y'cosx + 1) 

2) Sachant que lim tano: = lim sin:,; = 1, lim ~ = ! 
,::-,Q+ :t x-+O+ x x-tO+ "' 2 

etJiml _ 1 
o:--.o+ -,,'ë<isx(Jêœ, x+ 1) - 2, 

on en déduit que 

lim f(x) = r 
:i:--+O+ 4 

Solution 2.9. : 
1) On a pour chaque k E LW, l'égalité 1 
(x - l)(xk-1 +x"'- 2 + · .. + 1) = (xk +xk-1 + .. ·+x)-(xk-1 +xk-2+ .. + 1} = xk-1 

xk - 1 1 
Ce qui donne x _ 

1 
= :z;k-l + xr.-2 +. •. + 1, pour k E ]N•. 

On en déduit que lim xk - 1 = lim {xk-l + xk- 2 + .. . + 1) = k · k · JN• 
,:-tl X - l ,:-tl ' pour E . . 

2) On a pour n E ]N• 

. f(x) ~ x + X 2 + .. · + x" - n = (x - 1) + (x2 
- 1) + ... + (xn -1) 

x-1 x - l 
= (x - 1) + (x - 1) + ... + (xn - 1) 

x-1 x-1 x-1 
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Puisque n E :N•, e:it fi:r;é alors : 

ll'm J(~) 1• [(x - 1) (x
2 
-1) (x" - 1)] = = 1m -- + --- + ... + ---

x-+1 ,:,➔l :li - 1 X - 1 X - 1 

-r ((x-l))+li ~(x2 -1)) +r ((x"-1)) -,,~ ~ ,.!\ --;::T ··· .,~ x-1 

= 1 + 2 + .. -n = n(n + 1 
2 

Solution 2.10. : 
En utilisant l'identité: l - ak = (1 - a)(l +a+ .. •+ ak-l) pour a E IR et k E lW, 
on écrit 1-cosk t = (1-cost}(l+cost+• • •+cosk-I t) et l-cos2 t -,,,, (1-cost)(l+cost), 
ce qui dorme 
1- coskt (1- cost)(l + cost + • .. + cosk-l t) = -------------1 - cos2 t (1 - cost)(l + cos t) 

1 +cost + •· • +cosk-l t =--------1 +cost 
On en déduit que 

. 1 - cosk t . 1 + cos t + • • • + cosk- I t k 
Inn ---=hm-------- -
1-+D 1 - cos2 t t-tO 1 + COS t - 2 

2} En fa~ant le changement de variable t = x - -½ (et donc x = t + !), on a 
sinx ·= sin(,t + f) = c:-~t et cosx = cos(t + ; ) = - sint 
Ce qui nous donne . 

(1 - sin:t){l - siu2 x) • • • (1 - sin" :c) (1 - cos t)(l - cos2 t) • • • (1 - cos" t) 
= sin2

" t 
(1 - cos t)(l - cos2 t) · • • (1 - cosn t) = ~--~-,----,:-,-~----

(1 - cos2 t)n 
(1 - cost) (1- cos~·t) (1 - cos"t) 

= (1 - cos2 t)(l - cos2 t) .. · (1 - cos2 t)' 

C()S2n X 

Pour n E JN•, fixé on en déduit, d'après (1), que · 

. lim f x '"" lim [ (1 - cos t) (1 - cos
2 

t) ... (1 - cos" t)] = ! x ~ x ... x ~ = n!. 
.i-+i () HD (l-cos2 t)(l-cos2 t) {1-cos2t) 2 2 2 2" 

:Solution 2.11. : 
Considéro_ns les fonctions: u(x) = ~' v(x) = 1 ~,, et h(t) = sint. 
Les deu:z: fonctions u(x) et v(x) sont des fractions rationnelles, donc continues sur 
leurs ensembles de définition qui sont respectivement l = lR - {O} et J = lR - {l }. 
Comme la fonction h( t) = sin t est définie et continue sur JR., les deux fonctions com-
posées . 

1 

h(u(x)) =sin! et h(v(x));;: sin 1~,, sont continue3 sur In J = ffi.- {O, l}. 
Et donc leur produit J(x) = h(u(x))h(v(x)) = siu; sin 1:,, est une fonction continue 
sur lll- {O, l}. 
n nou.s reste à étudier la continuité en O et l. 
Au point x 0 = 0 on a: 
1/(x)I :S jsin 1:.,I (car jsinil ~ 1). 
Comme lim lsin 1: 1 = lsinrrl = 0, on en déduit que lim f(x) = 0 

:i;-o "' z-tO 
et lim J(x) = /(O). 

:z: .... o 
Ainsi J est continue en O. 
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De même au point X1 = 1 
lf(x)I :S jsin ;I (car jsin 1:.,1:; l). 
Comme lim lsin !1 = jsinrrl = 0, on en déduit que lim f(x) = 0 

~-+l o;-+l 
et lim f(x) = / (1). 

z->I 
A in.,i f est contimLe en 1. 
Finalement, f est continue .<Jur JR. 

Solution 2.12. : 
Posons h(x) = sinx, k(a;) = COSX et w(z) = iz. . 
La fonction 1 - k 2 

( x) = l - cos
2 x est continue sur IR car somme et produit de f onc­

tions continues sur lR.. 
Comme 1 - cos2 x est à valeurs dans Ill+ et la fonction w(z) = vz est continue sur 
lR. +, la fonction compos&J w( 1 - cos2 x) = v'l - cos2 x est continue sur IR. 
La fonction h(x) = sin x est c1!.~tinue si.r l'intervalle I = !-i, j/ et s'annule en O, 

. v'l - cos3 x 
donc f (x) = srn x + sinx est définie et continue sur[-;, O!U!O, il = J - {O}. 
Au point O : 

lim J(x) 
.z-+O+ 

. . ✓1 - cos2 x = hm smx+----
x-+o+ sinx 
. . ✓siu2 x 

= hm smx+---
x-,o+ sinx 

= lim (sinx + l~nxl) 
x-to+ s1nx 

= lim (sinx + 1) = 1 # f(O). 
z-4-Q+ 

De même, on trouve lim f(,r) = lim (sinx - l)·= -1 :;f f(O) 
x-+O- x-t()-

Ainsi f n'est pas continue en O (elle n'est même pas continue à gauche ni à droite ~n . , 

Solution 2.13. : 

Puisque lim f(x) = l et lirn f(x) = l' et par définition des limites on a: 
:r:➔+œ ~➔-oc 

Pour e0 = 1 ils eristent A < 0 et B > O tels que 
v'x(x <A=:, lf(x) - l'i < 1) et Vx(x > B ⇒ lf(x) - li < 1) 
En passant par l'inégalité lai - lbl S:: la - bl püur a et b des réels, on a : 
Vx(x <A ⇒ IJ(x)I - ll'I < 1) et Vx(x > B ⇒ !f(x)I - Ill < 1) 
Et donc 

Vx(x <A ⇒ lf(x)I < 11'1 + l) et Vx(x > B ⇒ lf(x)I < Ill+ 1) 
Comme f est continue, l'image de l'intervalle I = [A, B] est 11,n intervalle de la forme 
J=[et,/J] aveco-=înff(t) et/3=sup/(s). 

tET •E l 

En posant M = m.ax(ja-1, l.6I, Ill + 1, ll'I + 1), on conclut que 
"lx E IR lf(x)I :SM 
Ce qui signifie que f est une fonction bomée. 

Solution 2.14. : 
1) Soit f est tme fonction continue sur IR telle que 
V(x,y) E lR.2 

: /(x) +/(y)= f(x + y). 
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On a f(0) = J(O + 0) = f(0) + f(O), donc f(0) = 0 = Of(l). Et si on suppose que 
f(n -1) = (n - l}f(l), 
alors f(n) = f((n - 1) + 1) = f(n - 1) + /(1) = (n - l)f(l) + f(l) = nf(l). 
Par récurrence on obtient: J(n)'= nf(l) \fn E 1N. 
Pour k E 7L, (-k) E 1N, donc f(-k) = (-k)J(l), 
et 0 = f(0) = f(k + (-k)) = f(k) + f(-k) = f(k) + (--/c)/(1), 
ce qui donne J(k) = -(-k)f (1) = kf(l). 
D'où \fk E 7l f(k) = kf(l) (k positif ou négatif). 

Pour r = I!. avec p E 'll et q E :JN• 
q . 

q-foi.• q- jo,a 

f(p) = f(qr) = J(r + · ~ -+ r) ==~= qf(r). 
Comme J(_p) = pf(I), on obtient p/(1) = q/(r) et par suite f(r) = tf(l) = r/(1). 

Pour x E lR., on sait qu'il existe une suite (rn)n d'éléments de~ telle que 
lim r.,_ = x. 

n-++oo 
Comme f est continue, on a : lim f (rn) = f ( lim r,.) = f(x), 

n-t+oo n.-t+oo 

sachant que rn E Gl et donc f(rn) = rnf(l) , 
on écrit que xf(l) = lim rn/(1) = f(x). 

n.➔+oo . 
Finalement, on conclut que Vx E lR /(x) = xf(l). 
La Jonction f est de la forme f(x) = ax (avec a= J(l)). 

Inversement : . 
2 Si f est de la forme f(x) = ax, al(J'J's elle vérifie f(x+y) = /(x) + /(y) , V(x, y) E lR. . 

(x+y)2 - x2 - y2 
2) En utilisant la remarque xy = 

2 
, 

l'égalité g(x +y)= g(x) + g(y) + xy devient 
(x+y)2 -x2 - y2 

g(x + y) = g(x) + g(y) + xy = g(x) + g(y) + 
2 

ce qui donne g(x + y) - (x ~ y)
2 

= [g(x) - ~
2

] + [g(y) - y;]· 

x2 . 
En 7JOsant f(x) = g(x) - 2 , on trouve que f vérifie f(x +y)= f(x) + f(y). 

x2 
Et d'après (1), on trouve f(x) = ax = g(x) - 2 

x2 
ce q'Ui donne g(x) = ax + 2 . C'est la forme de toutes les Jonctions continues sur lR. 

qui vérifient 
V(x, y) E lR.2 

: g(x + y) = g(x) + g(y) + xy. 

Solution 2.15. : 
On pose g(x) = J(x) - x s-ur [O, +oo{. La Jonction g est bien définie et continue s-ur 
l'intervalle [O, +oo[ car différence de deux Jonctions continues. 

On a lim g(x) = lim x (f(x) - 1) = -oo 
z-++oo ~➔+oo X 

(ceci car lim (f(x) -1) = l -1 < 0). 
x➔+oo X 

Par définition des limites, on a : 
pour A< 0, 3B > 0 : \:/x (x > B "'? g(x) < A) (*) -
En prenant a = 0 et b = B + 1 on a !es données suivantes 

46 

1) g est continue sur [a, b], . . . 
2) g(a) = g(O) = /(0) 2'. 0 (! est positive) et g(b) = g(B + 1) < A < 0 (voir·(•)) . 
En utilisant le théorème des valeurs intermédiaires, on en déduit : 
3x0 E [a,bj tel que g(x0 ) = 0 = f(x 0 ) - X 0 et donc f(x0 ) = x 0 • 

Si on a l'hypothèse lim L1=l < a, avec a > 0, on refait la même chose avec 
:t-++oo X 

g(x) = f(x) - ax. Et l'on obtient le résultat 
3x0 E (0, +oo( tel que f (x0 ) = ll'.Xa, 

Solution 2.16. : 
1} On a limf(x) = lim 1 = 1. 

~-+0 z➔ D 

:i:;,!O z;,!O 

2) On a \:/y E lR., -1 S sin y S 1 et donc O :S sin2 y S l. 
Par suite, 'rfx # 0, 0 :S sin2 ¼ :S 1 et donc Vx /, 0, 0 :S lxain2 ½I :S !xi. 
Comme lim u(x) = lim v(x) = 0, avec u(x) = 0 et v(x) = x, 

a,.-.O ir-o 
4';,!0 o:;,!O 

on en déduit que limxsin2 ½ = O. 
~-+O 
x;,!,O 

Par B1Lite Jim x sin2 l = g(O) et g est continue en O. 
111 ..... 0 X: 
x;,!0 

{ 

/(xsin2 ¼) ='1 si sin2 ! /, 0 et x # 0 
3) On a(! o g)(x,) = f(g(x)) = j(O) = 0 · s~ sîn2 ! = 0 et x # 0 

, - /(0) = 0 St X = 0 
L'égalité sin2 ½ = 0 a lieu si 3k E 7l : ¼ = b et donc x = xk­
En pr-enant les del.IX suites 

(xn) ~ ,;" et (vn) = (2,..~1),,-' on a 
lim J:n = 0 et lira y,. = 0 

n-t-+oo · n➔+oo 

mais lim f(g(xn)) = lira J(xn sin2 mr) = lim /(0) = 0 
n➔+~ n4+oo n➔+~ 

et lim f(g(yn)) = lim J(y,.sin2 (2n + IH) = Hm f(Yn) = l (car Yn # 0 et 
n-++oo n➔+oo n➔+oo 

f(yn) = l}. 
Par suite f o g n'a pas de limite en O. 
On a de'l.lJ suites qui convergent vers 0, mais les limites de leurs images sont diffé­
rentes ( voir ! 'unicité des limites). 

Solution 2.17. : 
1 - cos JÏxÎ 

1} La Jonction f(x) = lxl est définie et continue sur IR.•, ror elle est com-

posée et rapport de Jonctions continues et définies sur IR avec !xi 'F 0, 
Pou·r O on a: 
1-cos Jlxf 1-cosy /Cï 

lx! = 
112 

en faisant le changement de variable y= v lx! (y2 = lxl)-
Quand x tend vers O on a aussi y tend vers O. Ce qui donne 
1. . 1 - cosy 1 
imf(x) = lim--,---'-- = -. 

'0-+0 .... o y2 2 
"';,!O y;,!,O 

f est donc prolongeable par continuité en O par la fonction 
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r 

f(x) = lxl six i 0 { 
1-cosJlxî 

½ Si X= 0 

2) Sur 1R. • la fonction g(x) = sin x sin ½ est composée et produit de fonctions continues 
donc continue. 
En O on écrit que pour tout x f, 0 
0 $ lg(x)I ~ lsinxllsin¼I $ lsinxl (car0 S: lsinll 5: I). 
Et par suite lirn g(x) = 0 (ceci car limsinx = OJ."' 

: ~ D : ➔ O 

xlO ~~o 

g est donc prolongeable par continuité en O par la fonction 

- (x) = { sinxsin½ J1i x # 0 9 0 six=O 

3) La fonction 11 + xi est définie . et continue sur IR- { -1} et prend des valeurs stric­
tement positives. Donc la Jonction 11111 + xj est définie et continue sur R - { -1} et 
par suite la fonction h( x) = sin(x + 1) ln 11 + xi est définie et C01ttinue sur ID. - { -1}. 
En( - I)ona: 
Faisons le changement de variable y = x + 1. Quand x tend vers -1 on a y tend vers 
O. 

Et lim sin(x + 1) lnll + x! = limsinyln IYI = Hm sin Y (y ln IYD = O 
;;:l ;;g ~;8 Y 

(ceci car lim sin 11 = 1 et lim y ln IYI = OJ. 
~g y ;;i 

Par suite h est prolongeable par continuité en O par la Jonction 

h(x)={ sin(x+l)lnll+xl s~x;f-1 
Ü 81 X= -1 . 

Solution 2.18. : 
1) Pour x ,f y on a 
f(x)-f(y) = (-x3 + 2x+ 1)- (-y3 +2y + 1) = (y8 - -x3) + 2(x-y) 

= (y-x)(y2 + yx +x2
) - 2(y-x) = (y-x)(y2 +yx+x2 -2) 

On a x 2". 1 et y 2". 1, donc x2 2". 1, y2 2". 1 et xy 2 1, · 
ce qui donne y2 + yx + x2 

- 2 ~ 3 - 2 = 1 et donc y2 + yx + x 2 - 2 > O. 
Ainsi le signe de f(x) - f(y) est celui de (y- x) = - (x - y) 
~t por· .,uite J est strictement dtl.croi.ssante sur l'intervalle [l, 2] et donc injective. 
(x < y=> 0 < Y - x => f(x) - f(y) > 0 => f(x) > f(y)). . •· 
2) On a f(l) = 2 et /(2) = -3, donc f(l) x J(2) < O. En pl'US f est continue .9ur 
[l, 2] puisqu'elle est polynomiale. 
En utilisant le théorème des valeurs intermédiaires on obtient l'existence d'un c E [1, 2) 
tel que f (c) "'O. 
Comme f -est injective, c est unique. 
D'o~ l'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans/. 

' . 
Solution 2.19. : 
1) Étant donné f(x) = 4x3 - 3x - .! on a : 
1(-1) = -;. 1(- ½) = ½, 1(0) = -l et 1(1) = ½-
2) On a: · 
/(-\) x !(-½) = -¾ < 0 et f polynomiale donc rontinue sur [- 1, - ½). 
D 'aprês lethéorème des valeurs intermédiaires il existe c1 E)-1, -½[ tel que f ( ci) = O. 
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Comme!(-½) x f(0) < 0, on fait le m~me raisonnement sur[-½, O], donc il existe 
c2 E] - ½, O[ tel que /(c2) = O. 
Et de même sur [O, l], /(0) x /(1) < 0, f continue sur (0, 1) il existe C3 E]O, 1[ tel que 

/(c3) = O. 
Ainsi l 'équation f(x) = 0 admet dans [-1 , l j au moins les trois différentes solutions 
CJ, C2 et Ca (-1 < C1 < -½ < C2 < 0 < C3 < l}. 
3) D'après les formules t1-igonométriques 
cos3o = cos(a; + 2a) = cosacos2n -sinasin2a 

= (cosa){2cos2 a, - 1) - 2 sin2 a cos a 
= 2cos3 a - coso - 2(1 - cos2 a) coso: 
= 4cos3 o: - 3cosa 

D'où 
cos3a = 4 cos3 a - 3cosa. 

4) Pour a E {-1, Il, posons a= cos a. Al01·s 
f(a) = 4a3 - 3a - ½ = 4cos3 L~ - 3coso - ½ = cos 3n - ½ 
A insi l 'équation f(a) = 0 équivaut à cos 3a - ½ = 0 et donc à 
cos 3o =½=cos f. 
Par suite 3a = j + 2h ou 3a"" -J + 2k1

1r avec k E 7l ét k' E 'll . 
Et donc a = i + 2;.- ou a= -J + 2k/ avec k E 7.l et k' E 'll. 
En tenant compte de la. parité et la périodicité de la fonction cosinus on trouve trois 
valeurs différentes 
a = cos i ou a = cos ¾J o·u a = cos 1i" . 
Ce sont donc les seule3 solutipns de l 'équation f(x) = 0 dans [-1, l] . 

Solution 2.20. : 
1 

Considérons la fonction J(x) = ½ cosx - (l + x)2 . Elle est définie et continue sur 

] - 1, +oo[. 

On a f(O) = -½ < 0 et J(21r) = ½ - (l /z1r)2 > O. 

En plus la fonction f est continue sur [O, 2,r). D'apri'.'I le thé.or'ème des ualeurs inter­
médiaires il existe c E [O, 2,r] tel que /(c) = O. 

Ainsi l'équation ½ cos x - -( 
1 

)2 = 0 a au moins une solution rim!8 Ill. 
l+ x 

Solution 2.21. : 
Posons g(x) = xf(x) - ab. Alors 
i - g est continue sur [a, b] ear produit et différence de fonctions continues. 
ii- g(a) x g(b) = [af (a) - ab) x [bf(b) - ab) = ab(J(a) - b)(f (b) - a) . 
Comme f(a)- b S: 0 {car J(a) E [a, b)J, J(b)-a?: 0 {car J(b) E [a , b]J et ab> 0 
on en déduit que g(a) x g(b) S: 0 
En passant par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe x 0 E ja, b], tel que 
g(xo) ""x0 f(x 0 ) - ab= O. 
Et donc il existe x 0 E [a, b] tel que x 0 f (:r: 0 ) = ab. 

Solution 2.22. : 
f et g étant continues sur l 'inter,1alle [o., b] et telles que: Vx E [a, b], g(x) < f(x). 
Posons h(x) = f (x)- g(x ). La fonction h eBt cmitinue sur [a, b] -car elle est différence 
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de deu.x fonctions continues sur [a, b]- et Yx E [a, bl, h(x) > O. 
D'après le cours h([a , b]) = [m,M] avec m = min h(t). 

t Ela,bl 

Comme h e.st continue, elle attei~it ses bornes, donc il existe x 0 E [a, b] tel que 
m ""' h(x0 ) > O. 
D'où (3m E JR.~), ('v':r, E [a,b]), m :s; h(x) = f(x)- g(x) et par suite 

(3m E JR.:), ('v'x E [a, b]) , .f(x) ~ g(x) + m. 

Solution 2.23. : 
1} Si k = D: 
on aurait j 2 (x) = O et donc f(x) = 0 pour tout x E I. f serait la fonction constante 
nulle. 
Si k # 0: 
Soit x 0 E I. Alors /2(x0 ) = k. 
Pour tout x E I - {x0 } on a aussi f 2 (x) = k = /2(xô), 
et donc If (xo)I = If (x)I = v'k. 
Si f(x) et f(x 0 ) sont de signes différents on aurait d 'après le théorème des valeurs 
intermédiaires -puisque f est continue sur l'intervalle 1-, l'existence de c E I tel que 
f(c) = O, et donc /2(c) = 0 = k. Ce qui est absurde! 
Par suite f(x) et f(x 0 ) ont m~me signe et lf(xo)I = lf(x)j. Ce qui donne f(x" ) = J(x) 
pour tout x E J. 
Ainsi f est bien constante sur l. 

( 1 six E [0,1] 
2} i- Prenons I = [0, lJ U [2, 3] et f définie par f(x) = l - 1 six E 12, 3] 

On a J2(x) = 1 et f est continue sans que f soit constante. 
(I n'est pas un interualle) 

. { -1 sixE[-1,0] 
ii- Prenons I = [-1, l] et f définie par f(x) = 1 six E]O, l] 

On a P(x) = I et I est un intervalle sans que f soit constante. 
(! n'est pas continue: lim J(t) = 1 f= lim f(s) = -1). 

t➔O+ s➔O-

Par suite, la propriété ne reste pas uroie si I n'est pas un intervalle ou si f n'est pas 

continue. 

Solution 2.24. 
Par hypothèse, on a lim J(x) = a . 

x->+oo 

Donc pour t: 1 = lf, il existe A > 0 tel que 

'v'x > A lf(x) - al < 1;1 = E1. 

Avec x0 = 2A >A> 0, on a lf(xo) - a! < ~' 
ce qui donne - 1; 1 < f(x 0 )- a<~' et ensuite a - ~ < f(xo) <a+~-

Les deux réels a - 1%\ et a+~ ont le même signe que a. Par suite f(xo) a le même 
signe que a. 
De la même façon 
Par hypothèse, on a lim f (x) = b. 

r-t-oo 

Donc pour t::2 = ~ , il existe B < 0 tel que 

Vx < B lf(x) - bl < ~ ~ E2-

Avec Yo = 2B < B < 0, on a lf(Yo) - bl < ';1, 
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ce qui donne-~< f(y0 ) - b < ';1, et ensuite b- ';1 < f(Yo) < b+ ,. 

Les deux réels b - ~ et b + ~ ont le même signe que b. Par suite f(Yo) a le même 
signe que b. ' 
Finalement f(x 0 )f(-y0 ) est du signe de ab qui est négatif. 
Par suite 3(x0 , Yo) E JR.2 / f(x")f(Yo) < O. 

2} f étant continue sur JR., · donc elle est continue s-ur [x0 , Yol • 
Comme J(x 0 )f (y0 ) < 0 on en déduit d'après le théorème des valeurs intermédiaires 
qu'il existe c E [x0 , y0 ] tel que f(c) = O. 
Ce qui signifie que l'éqv.o.tion f (x) = 0 admet au moins une solution dans R. 

Solution 2.25. : 
Posons h(x) = f(x) - g(x). La fonction h est continue sur l'intervalle [0, l] car diffé­
rence de deux fonctions continues. 
En plus, on a h(O)h(l) = (J(O) - g(0))(/(1) - g(l)) donc h(O)h(l) < O. 
En utilisant le théorème des valeurs intermédiaires on obtient 
(3x0 E !O, ll) / h(x0 ) = 0 = f(x 0 ) - g(xo)-
Ce qui donne 
(3x0 E IO, ll) / f(xo) = g(xa)-

Solution 2.26. : 
Posons h(x) = f(x)-x. La Jonction h est continue sur l'intervalle [O, 1] car différence 
de deux fonctions continues (la fonction f (x) et g($) = x). 
En plus on a h(0) = f (0) et f (O) E [O, 1) donc h(O) > O. 
Et l'on a /(1) E [O, l]. Donc f(l) < 1, puis h(l) = f(l) - 1 <IO. 
Par suite h(O)h(l) < O. 1 

En utilisant le théorème des valeurs intermédiaires, on obtient 
(3x0 E {O, 11) / h(x0 ) = 0 = f (xo) - Xo, 

Ge qui donne 
(3xo E [O, 11) / /(x0 ) = Xo-

Solution 2.27. : 
Pour c ,f O etc f= 1, l'égalité f (c) = ¼ + c:1 est équivalente à 
J(c·) _ ! __ l_ = O = c(c-l)/(c)-2c+l. 

c c-1 c(c-1) 

Posons h(x) = x(x - 1)/(x) - 2x + i. 
la Jonction h est continue sur (0, l] puisque les fonctions x, x - 1, f(x) et -2x + 1 
sont continues SfJr {0, l]. · 
Et en plus, h(O)h(l) = ( +1)(-1) = -1 < O. 
D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe c E]O, l[ teL que h(c) = O. 
Ce qui donne, (3c e]o; l[) / c(c - l)f(c) - 2c + 1 = O. 
Puis (3c E]O 10 / c(c-l)/(c)-2c+l = f(c) - ! - _l_ = 0 

' ' c(c-1) c c-1 
Et finalement 
(3c E]O, 1[) / f(c) = ½ + 

0
: 1 . 

Solution 2.28. : 
f étant continue sur [a, b], donc f ([a, b]) = [m, Mj, 
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f 

avec m = inf f(t) et M = sup /(s). 
~~~ ~~~ . 

Comme c E [a, bJ, /(c) E f((a, b)) = [m, M], et donc m :Ç f(c) S: M. 
Et de même m S: f(d) S: M. 

Par suite 2m S: f(c) + f(d) S: 2M, et donc m :Ç f(c) ~ f(d) S: M. 

f étant .continue, le théorème des valeurs intermédiaires nous permet de conclure 

qu'il existe a E [a, b] tel que /(o.)= f(c); f(d). 
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2.4 Exercices supplémentaires 

Exercice 2.29. : 
Trouver toutes les fonctions définies sur 1R telles que 

V(x,y) E m,2 : lf(x) + f(y)I =lx+ yj. 

Exercice 2.30. : 
Trouver les couples de fonctions (!, g) continues sur IR et telles que 

V(x y) E lR { f(x + y) = f(x) + f(g(y)) 
' ' g(x + y) = g(x) + g(/(y)) 

Exercice 2.31. : 
Soit f une fo,iction définie sur· lR et continue en O telle que: J(3x) = f(x). 
1) Montrer que pour tout entier n E IN" et tout x E IR, /(x) = /(f..). 
2} En déduire qne pour tout x E 1R, f(x) = /(0) et que f est constante. 

Exercice 2.32. : 
On pose ,\ = [~; et on définit la fonction g0 (x) =!xi-\. 
1) Montrer que: 'r/x E lR, g,,(3x) = 2go(x). 
2) Soit g une fonction définie sur lR telle que '<lx E Ill, g(3x) = 2g(x). Vérifier que 

Vx E IB.* 
g(3x) 
9o(3x) 

g(x) 

9o(x)' 

Exercice 2.33. ; 
Calculer leB limites .mivantes : 

. {lx·- 1 
hm--­
,,, ... ,1 X - l 

l
' ✓ X -t- 3 - J3x + 1 
1m ---=---

x➔ l {lx -1 

lim ij x3 + x2 + 1 - mx où m est un 1-éel. 
x-++oo 

Exercice 2.34. : 
Calculer les limites suivantes : 
1} 

. yf x - 1 - ?'°3 - X 
hm -,~=~---,== 
x-•2 ~X - 1 - Fx"=1 

2} 

S} 

!. rx+T- fi 
!ID --=~--'--

:,;-➔ +oo ;:/a:+ 1 - ffe 
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Exercice 2.35. : 
Calculer, lorsqu'elles exi.~tent, les limites sui'vantes : 
1} 

2) 

9) 

4) 

5) 

li 1-sinx+coax 
m. 

:t--t½ smx + cosx - 1 

x"' -a"' 
lim --- { avec a E JR~) 
~➔a. X - a 

l
. sin(irx) - cos(!'/) 

:c~ 2x - x2 

sinx - sin( l) 
lim , "' 
::r:-tl ez - ei 

Exercice 2.36. : 
Calculer les limites suivantes : 

. ✓a2 + x2 -~ 
hm--------· 
x-40 ✓'iif+x2 - ~' 

1 1 ' 
lim x2(cos - - coa2 -); 

:c--t-oo X X 

où a et b sont deux réels tel que b > O. 

Exercice 2.37. : 
On consid~re les intervalles suivants : 
I =]l, 2[, J =]3,5), K = [-1 , l[ et H = [O, 2J. 

r sinx - sin2 x· 
x2.f (½ - x}2 

1} Donner si possible des exemples de fonctions polynomiales (donc continues) de l'un 
de ces intervalles dans l'autre. 
2) Peut-on trouver une fonction affine bijective {donc continue) entre deux de ces 
intervalles ? 

~~2.38.: 
.t) On définit sur 1R • la fonction f par f ( x) = cos(½) . 
En utilisant la définition montrer que f n'admet pas de limite en O. 
2) Soit a E [-1, 1). 1h>uver une suite (xn)n d'éléments de m.• telle que lim Xn = 0 

n➔+oo 

et Iim f (x.,.) = a. 
n➔+oo 

Exercice 2.39. : 
Soit f une Jonction définie de Ill dans Ill périodique de période T > 0 et telle que 

lim J(x) = k 0 , ko ER. 
:i:-+-oo 

Montrer que f est constante. 
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Exercice 2.40. : 
On considère la Jonction f donnée par l'expression 

f(x)= ~-2tanx 
cos2x 

1} Déterminer l'ensemble des réels appartenant à l'intervalle I ~ [O, ½] pour lesquels 
J est définie. · 
2) Peut-an prolonger! par continuité mi point x 0 = î ? 

Exercice 2.41. ; 
On considère la fonction f donnée par l'expression 

J(x) = E(x) sin(-rrx) 

1) Étudier la continuité de la Jonction f au point x 0 = k (avec k E 7LJ. 
2} .Montrer que f est continue sur Ill. 

Exercice 2.42. : 
Montrer que l'équation --x3 + x+ 1 admet une solution unique dans l'intervalle [l, 2]. 

Exercice 2.43. : 
Soit f une fonction continue de l'intervalle I = [O, 1) dans lui mtme. 
Montrer que pour chaque entier n E :r-i•, il existe an E (0, 1] tel que f(a,..) = a~. 

Exercice 2.44. : 
_ Soit f une Jonction continue sur l'intervalle I = [a, b] et telle que f(a) = f(b). 

Montrer qu 'il existe au moins x 0 E J tel que f(x 0 ) = f(x 0 + b2a). 

Exercice 2.45. : 
Soit n un entier non nul (n E JN• ). 
Montrer que l'équation cos x + cos 2x + · · · + cos nx = 0 admet au moins une solution 
dans l'intervalle (0, 1r]. 

Exercice 2.46. : • 
Soient f et g deux fonctions définies et continues sur Ill. . 
On suppose qu'il existe (a, b) E (R~)2 tels que a< b, J(a) = a,· f(b) == ,b, _g(a) < 1 et 
g(b) > 1. . . .. 

Montrer qu'il existe c E)a, b[ tel que : f(c)g(c) = c ' 

Exercice 2.47. : 
Soit f une Jonction continue sur un segment !a,b), avec f(a) =f. f(b), et u, v dew, 
réels strictement positifs fixés. 
1) Justifier la continuité de la Jonction g(x) = (u + v)f(x) - v.f(a) - vf(b). 

2) Montrer qu'il e.:xiste c Eja, b{ tel que J(c) = uf(a) + vf(b). 
tt+v 
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Exercice 2.48. : 
Soit f une fonction continue sur un segment (a, b]. Et soient xi; x2, · · · , Xn n-réels 
fixés appartenant à l'intervalle (a, b]. 

. . · f (xi) + f (x2) + · · · + f (xn) Montrer qu'il existe o E [a,b) tel que /(a)== ::...;_...;:.:.._:__;_..c:.-___ -'--'-. 
n . 

Exercice 2.49. : 
. Soit f une fonction continue sur un segment [a, b] 1' 0, avec J(a) :/: O. 

Montrer qu'il existe x0 E]a,b{ tel que f(x 0 ) = Xbo -a J(a). 
-Xo 

Exerçic.e 2.50. : 
Soit f une fonction continue sur un segment la, bl, avec f (a) < ab, et b2 < f(b). 
Montrer qu'il existe c E]a, b[ tel que /(c) = be. 

fBçercice 2.51. : 
Étudier la continuité de la fonction f définie de Ill dans Ill par 
f(x) = E(x) + (x-E(x))2. 

Exercice 2.52. : 
Dans chacun des cas suivants étudier si la fonction donnée est prolongeable par conti• 
mâté sur Ill .: 

l} f(x) = &in vfxÏ(l ~ cos \l"fxÏ) 
!xi 

2) g(x) = cosûos-½_. · • 
9) h(x) = cos(x})lnll +xi , 

Exercice 2.53. 
On co~idère la fonction numérique à variable réelle définie par : 

f( )-{ sin(xE(!)), six/0 
x - f(O) = 0 

1} Montrer que la fonction f est continue à droite de Xa = O. 
I!) Soit un entie1· k EN". Résoudre dans l'intervalle (O,rr] l'équation E(D = k. 
On note I1c l'ensemble des solutions de cette équation. · 
S).Soit fk la restriction de là fonction f à l'ensemble I,.. 
Dééerminer des expressions de ft(x) et de fk-1(x) pour k E IN•. 
Étudier la continuité de f sur l'intervalle !O, :ir] 
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2.5 Indications sur les exercices supplémentaires 

,Sfilution 2.29. ; 
Calc."ltler d'abord /(0). 
&primer 1/(x)I en fonction de lxl, 
Prendre x et y différents et non nuls. En supposant que f(x) et f(y) de signes diffé• 
rents montrer qu'on arrive à x = 0 ou y = O. 
En déduire la forme dé f . 

Solution 2.30. : 
Vérifier que Vy E lR /(y)= f(0) + f(g(y)). 
Pui.s en déduire que 1:/(x, y) E lR f(x + y) - f(y) = f(x) - f(0). 
Poser h(x) = f(x) - f(O) et vérifier que h est linéaire. Voir la solution détaillée de 
l'exercice (Ex 14) et donner ensuite l'e,:i;pression de f et de g. 

Solution 2.31. : 
1) Faire un raisonnement par récurrence pour montrer que pour tout entier n E IN" 
et tout x E Ill /(x) = f(f,;). 
2) Pour x donné, ittiliser la continuité de f pour· trouver lim f ( f,;) = lim f (xn) 

n-t+oo n-++oo 

otLXn = -/n · 

Solution 2.32. · 
1) Faire le calcul directement pour vérifi.er qtte g0 (3x) = 290 (x). 
2) Faire le calcul en remplaçant 90 • 

Solution 2.33. : 
Utiliser les techniq-ues vues dans les exercices solutionnés telles que les identités 
u3 - v3 = (u - v)(u2 + uv + v2 ) et u2 - v2 = (u - v)(u + v). 

Solution 2.34. : 
Revoir les solutio'/1,/J détaillées. 

Solution 2.35. : 
1) Multiplier par les expre,,sions conjuguées ou utiliser les identités pour calculer 

. ✓x4 + 1 - ✓x4 - 1 
lim --===-- • 

.<--Hoo ~ - ✓x2 - 1 · 
2) Utiliser les formules sin x = 2 sin~ cos Î, cos x = 2 cœ2 f - 1 ;; 1 - 2 sin2 Î pour 
li 1- sinx + cosx 
x.2; sinx + cœx - 1 · 

x"-a" (!é.)"-1 
3} Tronsformer --- = a"' e et utiliser("')""= edn ! . PMser ensuite par 

x - a x-a a 

la notion de dérivée en posant h(x) = e"' 10 ! . 
')É . sin(7l'x)-cos(1';f) 11(x)-u(2) x-2 
-, crire que 2" - x2 = x - 2 x v(x) - v(2) 

avec u(x) = sin(:irx) - cos("/) et v(x) = 2" - x 2 = e"' 1n,2 - x 2 • 

Passer ensuite par la notion de dérivée. 
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5) Utiliser les mêmes indication.s que les précédentes avec u(x) = sin x - cos(½) et 

v(x) == e"' - e½ en séparant les cas x-+ 1 + et x --i 1- . 
Les questions où l'on utilise la dérivée, sont à faire après le chapitre sur la notion de 
dérivée. 

Solution 2.36. : 
Pour la première limite multiplier par les expressions conjuguées. 
Poiir la deuxième faire le changement de variable x = l et utiliser lim 1- .~f;"'" = ½· 

1' tt.-+0 ... 

Po'Ur la troisième faire le changement de variable u = ~ - x et passer par 
r 1- c""" 1 - ~ 
.. ~-;;r-=2· 

Solution 2.37. 
1) Sachant qu'une fonction affine est de la forme f(x) = ax + b . . 
Trouver a et b tels que f(l) = 2 et /(2) = 4 {ceci pour avoir f(I) =]2,4{c J). Cette 
fonction sera continue de I dans J . 
Faire de même pour les autres. 
2) Si f est affine f(x) = ax + f3 on a 
/(/) =]/(1), /(2)[ si a > 0 et f (I) =]f (2), f(l)[ si o < O. 
De même f(J) ""']/(3), /(5)] si a > 0 f (J) = [/(5), /(3)[ si a < O. 
La seule possibilité d'avoir une bijection est entre J et K (en raison de la forme de 
Jet K). 

Solution 2.38. : 
Revoir la solution détaillée de l'exercice (3). 

Solution 2.39. : 
Revoir la solution détaillée de l'exercice (4). 

Solution 2.40. : 
1) f est définie sur I = [O, !] si cosx 'I 0, tanx définie et cos2x-:/- O. Donc x f f et 
2x'I !- . 
21 Utiliser ± = 1 + tan2 x et cos 2x = cos2 x - sin' x = cos2 x(l - tan2 x) pour / cos :;z; • 

±-2ta.nx déterminer lim ""co=s_,x.__ __ _ 
z--+f cos2x 

So.l!!llim. 2.41. 
1) Calculer lim f(x) et lim J(x). 

x-► k+ œ-tk-
2} Utiliser {1} et passer par le fait que la fonction E(x) est continue en tout x f. k 
(pour tout k E 7l). 

Solution 2.42. : 
Utiliser le théorème des valeurs intermédiaires pour l'exi.litence d'nne solution avec 
g(x) = -x3 + x+ 1. 
En étudiant le signe de la dérivée vérifier l'unicité. 
Ou vérifier que six f. y deux réels de Il, 2] l'égalité O = -x3 + x + 1 = -y3 +y+ I 
donnemit x 2 + xy + y2 = 1 ce qui est faux vu que x ~ 1 et y ~ 1. 
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Solution 2.43. : 
Pour chaque entier n E JN• considérer la fonction hn(x) = f (x) - x". 
Utiliser ensuite le théorème des valeurs intermédiaires. 

Solution 2.44. : 
Considérer la fonction h(x) = f(x) - J(x + b·t) pour tout x E [a, llij. 
Utiliser ensuite le théorème des valeurs intermédiaires. 

2 

Solution 2.45. : 
Pour n E JN• donné, considérer f(x) = cosx + cos2x + ... + cosnx. 

f(1r)=(-l)+l+•··+(-lr={ 0 ~n~ir. 
-1 si n impair 

Si n pair la réponse est immédiate. Si n est impaire utili.ser le théorème des valeurs 
intermédiaires sur [O, 7rl après calcul de f(O). 

Solution 2.46. : 
Considérer la fonction h(~:) = f(x)g(x) - x sur l'intervalle {a, b]. 
Étudier les signes de h(a) et h(b). Utiliser ensuite le thêorème des valeurs intermé­
diaires. 

Solution 2.47. : 

1} Utiliser le fait que g(x) = o.f(x) + f), (à et /3 const,antes et f continue). 
2) Vérifier que g(a)g(b) ::; O. Utiliser le théorèmeaes valeurs intermédillirell sur [a, b]. 

Solution 2.48. : 
En posant m = inf /(s) et M = sup f(t), vérifier que 

•E(a,bj tE{a,b) 

m $ f(x1) + f(x2) + · · · + f(x,.) < M. 
n -

Utiliser ensuite le théorème des valeurs intermédiaires sur [a, b]. 

Solution 2.49. : 

Co~idérer la fonction h(x) = (b - x)f(x) + (a - x)f(a) sur [a, b]. 
Vérifier _que h( a )h(b) < 0 et qv,e h est continue sv.r [a, bj, puis 'Utiliser le théorème des 
valeurs mtermédiaires. :., 

Solution 2.50. : 

Considérer la fonction h(x) = f(x) - bx. Passer ensuite par le théorème des valeurs 
intermédiaires sur /a, bj. 

§olution 2.51. : 
J1J.Stifier la continuité sur IR - Zl. 
Pour Xa == k E Zl, vérifier que lim f(x) = lim f(x) = x

0
• 

:z:-u:J 2;--+:t;;-
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Solution 2.52. : 
1) Vérifier que J ~t paire et justifier la c.ontinuité sur JO, +oo{. 
Calculer liru f(x) en faisant le changement de variable x = u2 • 

:ç➔O+ 

JJ) Vérifier que g est paire et justifier lrl continuité sur JO, +ool, 
Choi8ir par exemple x,. = -2 1 et Vn = ~2 

1+ . 
ff1f Rfl' "'J 

Vérifier que lim Xn = lim y,. = 0 et lim g(x,J =f lim g(y,.). 
n➔+oo n➔+oo n➔+oo n➔+oo 

Conclure que g n'a pas de limite en O. 

3) Jv.atifier la continuité de h .mr] - oo, -l{U] - 1, +oo[. 
Faire le changement de variable u = x + 1 (donc x""' u - 1), puis calculer 
lim h(x) = limsin~ulnlul-
~➔-I u➔O 

Solution · 2.53. : 
1) Pour x > 0 utiliser l'inégalité;; cS E(;) _$ ;; + 1 et donc ir S xE(;) ~ 7r + x. 
Déduire ensuite lim xE( .!!: ) • . . . . . . . ~-ta+ z: 

2) Pour k E JN', traduire E(!) = k par k '.S; < k + 1 pour avoir Ik =Jm, îl, 
3) Pour x E Ik, fk(:r.) = sin(kx), et pour x E lk-1, A- 1(x) = sin((k - l)x) . 

Écrire enruite que {O, 7r] ~ {O} U (û 1,.), et étudier la continuité en chaque { pour 
ko,1 

kelN". 
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Chapitre 3 

Dérivation d'une fonction de IR 
dans IR 

3.1 Rappels de cours 

Dans ce chapitre, J désigne un intervalle non vide de IR, à bornes finies ou non. 

Définitions 

Dêflnition 3.1. Soit f une fonction définie de l dans lR. 

• f est dite dérivable en un point a de I lorsque la limite lim 
xEI~{o:} 

f(x) - J(a) 
x-a 

e:z;iste dans JR.. 
Cette limite est alors appelée la dérivée de f en a, et est notée f' (a). 

• f est dite dérivable à droite (resp. à gauche) en a lorsque lim 
%-+D+ 

f(x) - f(a) 
x-a 

xeI-{a) 

(resp. lim f(x) - J(a)) existe dans IR. 
ll-+a- X - a 

:rEl-{"} 

Cette limite lorsqu'elle existe est notée J:1(a) (resp . f~(a)). 

:. , • Si A est une partie de I, on dit que f est dérivable sur A quand elle est dérivable 
f en tout point de A. 

• La fonction qui à x a8socie f'(x) est la fonction dérivée de f. Elle esl définie 
sur une partie de l. 

Remarque 3.1. La Jonction dérivée de f est aussi notée t ou Df. 
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Propriétés 

Théorème 3.1. Pour un point a E I vérifiant 3a > 0 tel que ]a - a, a+ a[C I , on 
a les équivalences : 

1. f est dérivable en a ?=> f est dérivable à dmite et à gauche en a et 
f;(a) = f~(a). 

2. f est dérivable en a {==> il existe une fonction cp définie sur I et continue en 
a telle que pour tout x E I , f(x) = J(a) + (x - a)10(x). 

3. f est dérivable en a ?=> il existe un réel A et une Jonction e: définie sur I et 
continue en a et nulle en a tek, que, 
pour tout x E I, f(x) = f(a) + (x - a)A + (x - a).o:(x) . 
Et alors A= !'(a). 

Théorème 3.2. Étant données f et g de'II.X fonctions définies sur I et dérivables en 
a et un réel >., alors 

• f est continue en a. 

• la fonction f + g est dérivable en a et(!+ g)'(a) = f'(a) + g'(a). 
• La fonction),.f est dérivable en a et (V)'(a) = >.f'(a). 

• La fonction f g est dérivable en a et (f g)'(a ) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a). 

• Si f ne s'annule pas sur l'intervalle ]a-u,a+a[ tel que ]a-a,a+a[C I, alors 
. 1 . 1 1 !'(a) 

la fonction Ï est dérivable en a et ( 7) (a)= - (f(a))2 . 

• Si f est continue et strictement monotone de I dans J = f(I) et si f'(a) =fa 0, 
alors l 'application réciproque 1- 1 est dérivable en b = f (a) 

et u-1 )'(b) = f'~a). 

• Si h est définie sur un intervalle U contenant J(I) et dérivable en c = f(a) 
alors ho f est déri-uable en a et (ho f)' (a) = !'(a) x (h' o !)(a). 

Dérivées successives 

Définition 3.2. i) On définit par récurrence la dérivée nème de f, notée j(n), par 
f(o) = f et pour tout n E JN• 

1 
f(n+l) = (f(n))'. 

ii) On dit que f est de classe 'D" sur I, si toutes les dérivées f (P) e1istent et sont 
définies sur I pour p E {0, 1, · · · , n }. .• 
iii) On dit que f est de classe en sur I, si toutes les dérivées jlPl existent et sont 

· définies et continues sur 1 pour p E { 0, 1, · · · , n}. 
iv) On dit que f est de classe C""' sur I , si f est de classe en sur I pour tout n E JN. 

Formule de Leibnitz 
Soit n E N. Si f et g sont deux fonctiollB de classe vn sur J, alors la fonction f g est 
de classe V" sur J . Et l'on a dans ce cas: · 

n 
(Jg)(n) = I:C~J<k)g(n-k) 

k=O 

Composée de fonctions de classe en 
Soit/ eth deux fonctions de classe C" sur Jet J respectivement, avec f (I) C J, alors 
h o f est de clruise C" sur I. 
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3.2 Énoncés des exercices 

Exercice 3.1. : . . · . · · · 
Étudier la dérivabilité d droite, la dérivabilité à gauche et la dérivabilité des f 0;1ctioT1S 
suivantes : · 

f 1R. --+ fil. 1) La jonction f définie par 
X --+ f(x) = lx2 - 4j 

9 m. --+ 1R. 
2) La fonction g définie par 

X ➔ g(x) = { I Si X -=/= 0 
Bi X= 0 

Exercice 3.2. : 

Étudier la dérivabilité puis calculer les dérivées des fonctions suivantes : 

1) /(x) = ✓lxl + Jixî 
2) g(x) ""'ln(x + v'x2+1) 
9) h(:c)::;:; (x"')"' 
-0 k(x) = x(z~) 

Exercice 3.3. : 
On considère la fonction numérique définie par : 

{ 
J(x)=x2 sin½ six,iéO 
/(0) :::: 0 

- 1) Montrer que la fonction définie pour xi- O par g(x) = cos l n'admet pas de 
limite en x 0 = O. x 

- 2) Montrer que la fonction f est continue en x
0 
= O. 

- 3) Montrer que la fonction f est dérivable en x 0 "" O et en tout x ,f O. 
-:::-T 4) Montrer 'que la fonction!', dérivée de f sur 1R., est continue sur IR.• mais 

ne l'est pa,s en x 0 =< O. 

Exercice 3.4. : 

S · { lxl" sin 1 si x =/ 0 oit a E JR.. On pose f(x) = "' . 
- 0 six = O 

1} Pour quelles valeurs de a la fonction f est continue sur m.? 
2) Pour quelles valeurs de a la fonctjon f est dérivable sur 1R.? 
3) Pour quelles valeurs de a la fonction f est deux fois dérivables sur 1R.? 

Exercice 3.5. : 

Soit f: [0, l] -+ JR., dérivable et telle que J(0) = f(l). On définit l'application g par 
g : (0, l] --+ IR • 

x ➔ x = { f(2x) si O $ x $ ½ 
g( ) f(2x - 1) si ½ < x $ 1. 

1) Montrer que g est continue. 
2) A quelle condition g est dérivable? 

L
~ Exercice 3.6. : 

Calculer les dérivées des fonctions suivantes {où la variable est notée x) : 
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b) g(x) = l+x+:i,2 

~ -

c) h(x) =ln::::~!::~ d) k(x) = ln[!n(lnx)J 

e) l(x) = a(:()llb:z:+blrinb,:e= a•+P . 
Exercice 3.7. 
On considère la Jonction définie par f(x) = x 3 + x pour tout x E :R. 

1. Mont-rer que la Jonction f admet une fonction réciproque h. 

2. Préciser la parité de h , sa monotonie et donner son tablea~ d~ variation. 

3. Montrer que : Vx E JR.+, h(x) ~ x . 

,t. Déterminer la limite : lim ~! J. 
:t:➔+oo % 

5. Montrer q«e la fonction h est dérivable sur IR.. 
6. Calculer h'(2). 

Exercice 3.8. : 

1) 1!fontrer que la dérivée de l'application f(x) = cosx - 1 + ~ est une application 
cro'tSsante. 
2} En déduire que : (Vx E IR.) 
S) .Montrer que : (\lx E IR.+) 

Exercice 3.9. : 

cosx > 1- ~ 
- 2 -

x3 x - 6 $ sinx $ x. 

Soient a et b deux réels positifs. On considère la fonction J à variable réelle 
définie par J(x) = a3 + b3 +x3 - 3abx. ' 
1) Étudier les variations de f. 
2} En déduire que pour tous rée/.s a, b etc de fi+ : 

a3 + b3 + c3 ~ 3abc. 

Exercic~ 3.10. : 
Calcu.ler f(n)(x) : 
1} pour n = 0, 1, 2, 3 et 4 et f(x) = cosx; 
2} pour J(x)·= e-o: et n E lN. 

ExèrclC$ 3,11. . 
Soit ne lN. -CalCiller la 'dérivée d'ordre n des fonctions suivantes: 
1} J(x) = e"'sinx. · · . 
2) g(x) = e"'xP pourp E JN' . 
3) h(x) = xk oosx pour k E N4 . 

Exercice 3.12. : 

Calculer les dérivées n ème des Jonctions suivantes : 
1) f(x) = (x_:a) . 

2) g(x) = :z:2~ 1 • 

S)_h(x) = ~ -
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Exercice 3.13. : . 
On considère la fonction f(x) = ✓1 - x 2 • 

1) Donner l'ensemble de définition de f et étudier sa dérivabilité. 

2) Calculer pour x E) - 1, 1[ u(x) = -Jl'=x2 ! ✓1 - x2 

~ a2 r,--;; r,--::; d3 ~ 
v(x)=vJ.-,~-dx2 yl-.,;2 et w(x)=vl-x-_dx3 yl-x·. 

Exercice 3.14. : 
Soient a et b deux nombres 1-éels. En dérivant n-fois la relation e<n+b)x = e0 "'ebx, 

retrouver la formule du bin6me de Newton. 

Exercice 3.15. : 
On définit la fonction numérique f par : 

f(x)={ e- -fr s~x~O 
0 S'l.x=O 

1) Vérifier que f est dérivable sur lR. 
2) Calculer sa dérivée J' et montrer qu'elle est continue sur lR. 
3} Calculer sa dérivée seconde f" et montrer qu'elle est continue sur IR.. 
4) Montrer par récurrence sur n E IN que six/; 0, j<n>(x) est de la forme 

j(n)(x) = Pn(¼)e-;\ où P., est un polynôme de degré 3n. 
5) En déduire que f est de classe C"° sur R. 

Exercice 3.16. : 
Pour n E ]l'•r, on pose 

IR.. 

X 
rt--1 ,l 

X e ~ 
et 

Exprimer 9n+2 en fonction de 9n+i et g~. En déduire que 

Exercice 3.17. : 
• d" • 

Pour n EN, on pose H,.(x) = (-l)"e"' dx" e-"' . 

1) Calculer H,.(x) pour n = 0, 1, 2, 3, 4 et 5. 
2) Montrer que H~(x) = 2xHn(x) - Hn+i(x), \ln EN. 
3) Montrer que H~(x) = 2nHn_ 1(x), Vn EN. 
4) En déduire que H;:(x) ,2xH~(x) +2nHn(x) = 0, Vn E IN. 
Et que (2x - i;) H .. (x) = 2xH.,_(x) - H;,(x) = Hn-1(x) 
et 2xHn(x) = Hn+1(x) + 2nHn- 1(x), Vn EN. 

Exercice 3.18. : 
1) Préciser quelles sont les applications f définies, continues et dé1'ivables sur IR telles 
que 
\f(x, y) E IR.2 : f(x)f(y) - f (xy) = x + y . 
2) Préciser quelles sont les applications g définies, continues et dérivables sur R telle.~ 
que 
'v'(x, y) E JR2 

: g(l: + y) - g(x - y) = 4xy . 

65 



3.3 Solutions détaillées des exercices 

Solution 3.1. : 

i)Onaf(x) = { x
2

-4 s~x'EJ - oo, -2jU[2,+oo[ 
· 4 - x 2 St X Ej - 2, 2[ 

Sur ]-oo, - 2[U]2, +oo[ et sur )-2, 2[ la fonction f e.st dérivable car c'est uri polynôme 
sur chacun de ces intervalles (en pas,wnt par les théorèmes du cours). 
Le problème c'est en x 0 = 2 et en x1 = - 2 . 

. f(x)-!(2) . (x2 - 4)-0 . 1 On a hm - --- = hm ---- = hm x+2 = 4 =l,1(2) 
:t -+2+ X - 2 :r:-¼2+ X - 2 x➔2"" 

(4 - x2) - 0 
et lim ---- = lim -(x + 2) = -4 = 1;(2) 

z➔2- X - 2 et->2-

f est donc dérivable à droite avec f:i(2) = 4 et dérivable à gauche avec J;(z) = -4, 
mais n'est pas dérivable en x 0 = 2 puisque 4 =/ - 4. 
On obtient la même chose avec f~(-2) = 4 et 1;(-2) = - 4. 

2) Sur j - oo, O[U}O, +oo[ la fonction g est dérivable car c'est un polynôme sur chacun 
des intervalles ] - oo, O[ et JO, +oo[. 
Pom· 0 la fonction g est définie par une autre expression. On utilise la définition pour 
étudier la dérivée. 

g(x)-g(0) x-l 1 
On a donc lim '--'-~~~ = lim --

0 
= lim (1 - - ) = -oo 

x-to+ X - 0 :i:-tO+ X - x -tO+ X . 

et de même lim g(x) - g(O) = +oo. 
,, .... o- X - D 

La fonction g n 'est PM déri'Vable à droite de 0, ni à gauche de O. Et donc non dérivable 
en O. 

Solution 3.2. : 
1) Lo. fonction u(x) = Jxl est continue et dérivable sur ] - oo,0!U]0,+oo[, donc 
v(x) = lxl + ..JÏxÏ est continue et dérivable sur]- oo,0[u]0,+oo[. Et par suite f(x) 
est continue et, dérù1able sur ] - oo, O[U]O, + oo[ ( car composée et somme de fonctions 
déri'Uables sur] - oo, 0[U]0, +oo[). 
Et, l'on a 

. f(x) - f(O) . ( ✓lx!+ Jixî) - O . ( J x + JX) 
hm ~~-~ = hm ~-- --- = hm 

...... o+ x - 0 :,; ...;Q+ x - 0 z->O+ x 

= lim ✓};_ + ~ = +oo. ,,➔o+ x V x3 
Ainsi f n'est pas dérivable à droite en O. Donc non déri'Uable en O. 
Pour calculer la dérivée en x # 0 on a : 

Six> 0, alors f(x ) = jv(x) où v(x) = x + JX et v'(x) = 1 + 
1
;;;: 

2v x 
1 

l+-
et f'(x) = ~ = 2,/x 2,/x + 1 

2JV(zj 2J x + ...fi 4J x2 + x...fi 

Six < 0, alors f(x) = Ju{;rj où u(x) = -x + yCx et u'(x) = -1 - ;--;: 
2y-X 

-1 
- 1+2Fx -2Fx - 1 

!' (x) "" --:===== = ~r===== 
2J- x+Fx 4Jx2 - x Fx 
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2} La fonction g(x) = ln(x + Jx2 + 1) est une composée de fonctions. On fait le 
raisonnement suivant : 
D'abord, la fonction u(x) = x2 + 1 est un polynôme, donc dérivable sur IR. 
On compose avec la fonction rocine qui est continue et dérivable ~O, +✓[-2 Comme 
u(x) :;:: 1, on a u(x) E]O, +oo[ 'dx E IR et par suite v(x) = Ju(x) = x + 1 est 
dérivable en tout x E IR. 
Et donc la fonction w(x) = x + v(x) = x + Jx2 + 1 est dérivable sur IR (somme du 
polynôme x et de v(x)). 
Remarquons ensuite que : 
x :2: 0 =?- w(x) :2: :r. + 1 :;:: 1 > 0 
et x < 0 ~ w(x) > x + -J:ilï = x + lxJ ::a x - x = O. 
Ce qui donne w(x) > 0, '<lx E 1R.. 
Comme la fonction ln(t) est dérivable en tout t > 0, on en déduit que la composée 
ln(w(x)) = ln(x + ✓x2 + 1) est définie, continue et dérivable sur IL 
Finalement la fonction g(x) est dérivable sur 1R, tout entier. 
Et l'on écrit que 

w'(x) 1 + v'(x) 
g'(x) = (ln(w(x)))' :::.: w(x) = w(x) 

1 + u'(x) 1 + 2x 
2JÙ(x) _ 2v'x2+Ï 
w(x) - x+v'x2 +l 
Jx3+T +x 1 

=---- Jx2+î(v?+î + x) J:z:2 + 1 
S} Par définition de la fonction pui.ssanœ, on a: ab= é 1"" et donc 

. h(x) = (x'")'" = e"'ln(,;') = ex(xln:i;) "" e"'' ln:r: 

La fonction u(x) = ln x est définie, continue et dérivable en tout x > O. On multiplie 
par le poly,;,ôme v(x) = x2 qui est dérivable sur 1R., donc w(x) = x2 lnx est dérivable 
en tout x > O. 
01t .compose 0,vec la fonction exponentielle qui est dérivable sur IR.. 
On obtient h(x) = ew(z) qui est donc dérivable en tout x > O. 
Finalement la fonction h(x) est définie, continue et dérivablf sur ]O, +co[. 
Et pour tout x E]O, +oo[, ~ . 
h'(x) = w'(x)ew(o:) = (2x lnx + x2¼)e"'

2 
lu = x(2lnx + l)e" '°"'. 

On peut méme écrire que h'(x) = x(2lnx + l)x"'
2 = (2lnx + l)x""'+i. 

' . 
4) De méme k(x) = x<x') = e(x') lu = e<eŒ '"c) 10 "' est définie, continùe '-et dérivable 
sur JO, +oo[ comme composée des fRnction suivantes : ' 
posons u(t) = lut, v(s) = e•, w(z) = z, donc k s'écrit 
k(x) = v (v (w(x)u(x)) u(x)) comme composée et produits de fonctions dérivables sur 
]0,+oo{. 
Et pour tout x E]O, +oo[ 
k'(x) = ((e"' 10 "') lnx)' i/e"'u)ln,: = ((e"' 10"')'lnx + e"' 1n:i:(lnx)') x(z•J 

= ((lnx + 1) lnx + ¼) e"' 10 "'x(:,;") = ((lnx + l)e"' 1nzlnx + e" 10 "';-) :z;(z") 

= ( {lnx + 1) lnx +;) e10 "'" x<z') = ((ln x + 1) ln:c + ¼) rx<"'~) 

$.olution 3.3. - 1} La fonction g(x) =cos~ n'admet pas de limite.en O car les 
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lkux suites de termes généraux Xn = 2~,r et Yn::: !+;..,, ont pour limite o. 
Mais lim g(x,,) = 1 et lim g(y.,) = 0 sont différentes. 

n➔+oo n➔+oo 

- E) D'aprè.8 la majoration lx2 ain ¾I::; x2 et le résultat limx2 = D, 
:1--tO 

on a limx2 sinl = 0 = f(O) . 
:s:-+0 X 

:i:#0 
Ce qui assure la continuité en O. 

- 3} En x 0 = 0 on a : 
. J(x)-f(O) . x2 sinl . . 1 

hm"-'-'--'--'--'- = lim ---"' = hm x sm - = 0 
:z-+O X - Q .2i40 X œ➔O X 
:,:#Q >40 x;,fO 

(d'après la majoration !xsin¾I S lxl). 
Ainsi f est dérivable en O et f'(O) = O. 

:ta,!O 

Comme f est dérivable sur 1R. • -( car composée de fonctions dérivables sur 1R. • )· 
f est alors dérivable sur JR.. 

- 4) Pour x -/= 0, 
f'(x) = (x2 sin l )' = 2xsin l + x2(-:.\ cos l) = 2xsin l - cos' l 

~1 % z X. . 3: X 

on a vu que xsin; tend vers O et que cos¾ n'a pas de limite quand x tend vers 
O. Par suite f'(x) n'a pas de limite en O et donc f' n'est pas continue en O. 

Solution 3.4. : 
Notons les fonctions suivantes : 
u(t) = IW, v(s) = ~ et w(q) = sin q. 
La fonction f s'écrit f(x) = u(x) x w(v(x)). 
v e.st définie et.continue sur IR* à valeurs dans JR.. w est définie et continue sur JR, 
donc la ,compo;iée w(v(x)) est définie et continue sur m.•. 
La Jon·ction u{x) = lxl" étant définie et continue sur m.•, donc le produit donne f(x) 
qui est i::ont~nue /l'l!,r Il{•. · 

R nous reste à étudier la continuité en O : 
1er cas a> 0 . 

On sait qui: 'efx ,/, 0, 1 sin ¾I S 1, 
ce qui donne 'efx-/= 0, lf(x)I = llxl"sin~I $ lxl"-
Comme li1n lxl°' = 0, on obtient lim f(x) = O = f(O). Ainsi f est continue en O et 

m➔O x➔O 

1>ar· st1ite continue sur IR. 
,el!me cas a= 0 

'ef.T. :p O f(x) =sin¼ 
On sait que cette fonction n'a pas de limite en O. 
D_one f n'est pas continue en O. 
3eme cas a< 0 
La fo'f'fction lxl" = 1,.f-~ temi vers +oo quand x tend vers O et sin¼ n'a pas de limite 
en O.·, 
Par suite J(;r,) n'a ,pas de limite en O. 
Finalement : 
f est continue sur lR si et seulement si a> O. 
2) Puisque f n'est continue sur IR que pour a > 0, pour la dérivabilité sur 1R. on 
étudie seulement les cas a> O. 
Sur] - co, O[U}O, +oo[ la fondtion f est dérivable sans problème car produit et campo-
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sée de fondions dérivables sur JR,*. 
En Xo == 0, on écrit 

J(t) - f(O) . ltl" sin½ - o 1 lim :...o...:---'---'---'- =hm'-'----'~- = lim ta-l sin ï. 
, ... o t - Q t->0 t - 0 HO 
t>O t>O t>O 

1•rcasa>l 
On a: 'Vt > 0, 0 $ lta-l sin ½I $ t°'- 1 {car I sin ½I $ 1 et O < t"-

1 
). 

Comme lim ta-l = 0, on a. aussi lim t"-1 sin½ ::a: O. 
t--+0 ,-o 
DO DO 

Par suite lim f(t) - ~(O) = 0 
,-,o t -
t>O 

et f est dérivable à droite en Xo = O. 
. . f(t) - f (0) 

De la mllme façon on obtient hm 
O 

= O, donc f est dérivable à gauche en 
t-+l'l t -
t<O 

Xo = 0. 
Ain,ii f est dérivabie en O et. !' (0) = O. 
On conclu.t que f est dérivable sttr lR. 
2ème cas a c:: 1 ou O < a < 1 . 1 
A cause de la fonction sin½ qui n'a pas de limite en O et de la fonction t0

-
1 = tl-<> 

qui tend vers l'infini en O lorsque O < a < l, 
la limite lim /(t) - J(O) = lim t .. -i sin.!. n'existe pas et donc f n'est pas dérivable en 

,..... t -- 0 , .... o t 
t>O t>O 

o. 
Finalement on a : f est dérivable sur IR si et seulement si a > 1. 

3) Pour étudier la dérivabilité deux fois, f doit d'abord être dérivable une fois. On 

doit donc travailler avec a > l. 
D'abord on a J'(x) est donnée par 

{ 

axa-l sin l + xa(-1~) cos l = ax"- 1 sin l - xa-2 cos l si X > 0 
X X~ ~ % X 

J'(x) = = -a(-x)"-1 sin¼ - (- xt ·· 2 cos½ six< 0 
f'(O) = O six = 0 

On auro donc 
l" cas a> 2 
lim f'(t) - f'(O) = lim f'(.s) - f'(O) = 0 
i'<8 t - O ;:;g s - 0 
et donc f"(O) = 0 (ceci en pa.ssant par les majorations 
!ax"- 1 sin ¼I ~ laxa-ll et lx"-2 cos ¼I '.:.:: lx"-2 1), 
2ème 1 <a< 2 
la fonction ;a- 2 cos¼ n'a pas de limite en O et donc f' n'est pas dérivable en O. 
Comme f' est dérivable sans problème sur Ill*, on conclut q1ie : 
f est dérivable deux fois sur m. si et seulement si a> 2. 

Solution 3.5. : 
1) Notons u(x) = 2x et v(x) = 2x - l. La fonction u est continue sur IR, donc conti­
nue sur [0, ½[ avec u([0, ½D = [0, l[. Cornme f est continue sur [0, ll, g(x) = /(u(x)) 
est continue sur [O, ½[. . 
Par un raisonnement semblo.ble g(x) = f(v(x)) est continue sur J½, l] . 
En Xo = ½, on a: 
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lim g(x) = lim f(2x) = f(l) = g(½) 
X➔~- x--t ½-
et lim g(x) = lim f(2x - 1) = f(O) 

X-+½+ ,:-+½ + 

ceci car f est continue en O et en 1. 
L'hypothèse f(O) = f(l) nous permet d'écrire que 
lim g(x) = lim_ g(:z:) = g(½)-

x-+½+ x-+½-r-

Ainsi g est continue en ½ et par suite continue sur [O, l] . 

2} g est dérivable sur {O, ½[ et sur J½, l j car composée de fonctions dérivables (raison­
nement identique à (1)). 
En X 0 = ½, on a : 

lim g(x) - g(½) ""' lim /(2x) - /(1) = lim 2/(2x) - f(l) 
:r➔r x-½ x➔ ½- x- ½ x➔ ½- 2x-1 
= 2 lirn f(u) - f(l) = 2f' (l). 

u➔l- u-1 9 

] . g(x)-g(½) _ li /(2": - 1)-J(O) _ 1. 2
J(2x - 1) - J(O) 

1m 1 - m , - 1m 
2 :r--+½+ o;-i ,,_,½+ o;-'l >;--+½+ X - 1 

= 2 fun f(u) - /(O) = 2J' (0). 
u-+O+ u-0 d 

Puisque f est dérivable en O et en 1, g est dérivable à _gauche de½ avec g~( ½) = 2/~(1) 
et aussi dérivable à droite de 1 avec g~(½) = 2/~(0}. · 
Pour que g soit dérivable en i il nous faut 1;(1) = /~(O) (la dérivée d gauche de f 
en l doit étre égale à la dérivée à droite de f en 0) . 

Solution 3.6. : 
a) On a J(x) = (a+x),,!(b+z)n = u(x)v(x) avec u(x)""' (a+ x)-m et v(x) = (b + x)-n 
Donc · 
f'(x) = u1(x)v(x)+u(x)v'(:z:) = (-m(a+x)-=- 1 )(b+x)-"+(a+x) - m(-n(b+x)~n- 1 ) 

= [-m(b + x)-n(a + x)l ((a+ x)-"'-1 (b + x)-n-1 ). 

D 'où 
, -m(b+x) - n(a+x) 

f (x) = (a+ x)m+l(b + x)n+l pour to-ut x 1- -a et x f. -b 

, ~ l+x+x2 s(x) b I On a g(x) = ~ = u(x) avec u(x) = - - - = - -
1 1->=+x · 1 - x + x2 t(x)' 

s(x)=l+x+x2 ett(x)=l-x+x2 . 

C , '( ) _ s'(x)t(x) - s(x)t'(x) _ (1 + 2x}(l - x + x2) - (1 + x + ;1})(-l + 2x) 
omme u x - (s(x))2 - (l _ x + x2)2 

2 - 2x2 1 - x2 

=----=2--,-----=-=, 
(1 - x + x2) 2 (1 - x + x2 ) 2 

on a 
1-x2 

2-----c--
g'(x} = u'(x) = (1 - x + x2

}
2 

2~ 2J~!~$~~ 
D'où 

1 - x 2 1 - x + x 2 

g'(x)= (I-x+x2 )2 l+x+x2 • 
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Remarque: 
g est dérivable sur 1R puüque les deux polynôme8 1-x +x2 et 1 +x+:z:2 ne s'annulent 
jamais sur Ill {leurs discriminants sont né,gatifs). 

a+btanx ( ) ( ) - a+bte.nx _ s(x) 
c) On a h(x) = ln = !nu X avec u X - a-btanr -t( ) · 

a - btanx x 
Comme 

s'(x)t(x) - s(:z:)t'(x) 
u'(x} = (t(x))2 

b(l + tan2 x)(a - b tanx) - (a+ bta.n x)(-b(l + tan2 x)) 
(a-btanx)2 

2ab(l + tan2 x) 
= (a - btanx)2 

On aura donc 
2ab(l + ta.n2 x) 

'( ) _ u'(x) _ (a - btanx)2 

h x - u( x) - a + b tan x 
a - btanx 

2ab(l + tan2 x) a - btanx 
= (a-btanx)2 x a+btanx· 

D'oi;, 
, 2ab(l + ta.n2 x) 2ab(l + tan2 x) 

h (x) = (a - btanx)(a + btanx) = a2 - b2 tan2 x · 

d} On a k(x) = ln [ln (lnx)] = ln ·u(x) avec u(:z:) = ln.v(x) = ln(lnx) et v(x) = lnx. 
1 , v'(:z:) 1 

Comme v'(x) = -, on au (x) = -( ) = -
1 

-
X V X X nx 

1 
'( u'(x) _ x!nx 

et k x) = u(x ) - ln(ln:z:} 
D'où 

k'(x) = x(lnx){~n(lnx))" 

e) On a l(x) = acosbx + bsinbx e«"' = u(x)v(x) avec u(x) = ac9•!i$t:Tlntn: et 
- a2 + b2 

u(x) = ea"'. 

C '( ) -absînbx + b2 
cos bx t '( ) _ a:r 

omme u x = 
02 

+ b2 e v x - ae , 
· on a 

-ab sin bx + b2 cos b:z: a:r a cos bx + b sin bx ao; 
l'(x) = u'(:z:)v(x) + u(x}v'(x) = a2 + b2 e + a2 + b2 ae 

[

-absinbx+ b2 cosbx a2cosbx + absinbxr = - --~--=---+ e - ~+b2 ~+b2 
_ -ab sin bx + I? cos bx + a2 cos b:z: + absinbx u:t 

- a2 + b2 e 
D'où. 

l' (x) = e0
"' cos bx. 

Solution 3. 7. : 

- 1) La fonction f(x) = x 3 + x est un polynôme donc continue et dérivàble ~r 
lR. 
Et l'on a f'(x) = 3x2 + 1 qui est strictement positive. -1 

L
'"-ïi-

. 

" - ,1, 

Par suite f est une fonction strictement croissante et continue. D'après les_ 
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théorèmes du cours, f est une bijection de 1R dans J(JR) 
où J(JR) =] lim f(t), lim J(s) 1=) - 00 +oo[= JR. 

t-t-oo .,-,.+00 l ' 

Ainsi la Jonction f admet une réciproque noté.e h définie de Jfl dans JR. 

- 2) On a pour tout z E lR., f(-z) = -z3 -z = - (z3 + z) = -f(z). f est alors 
impaire et sa réciproque est aussi impaire. . 
En effet 
Pour tout a; E lB. 
h(-x) = h(-J(z) ) avec x = f(z) ~ h(x) = z 

= h(f(-z)) car f impaire 
= - z car (ho f)(t) = t 
= -h(x) car z = h(x) 

d'où pour tout x E Ill, h(-x) = -h(x) et donc h est impaire. 
On sait que h a la même monotonie que f . Donc h est strictement croissante 
et 

lim h(s) = +oo et lim h(t) = -oo. 
J-t+oo t4- ~ 

- 3) On a pour tout z E lfl+, /(z) = z3 + z ~ z 
Et donc·pour tout a; ER+ f(h(x)) 2 h(x) (x 2 0 => h(a;) 2 h(O) = O 

. p,i,isquè h croissante) . 
. .Ce _qui don.ne pour tout x E lR.+ x 2'. h(x) 

- 4) Pour _tout x E JR', f(h(x)) = x et donc (h(x))3 + h(x) = x 
' d x 1 

ce qui onne (h( ))3 == 1 + --x (h(x))i 
On passe à la limite en écrivant que 

. · ( X ) • ( } ) } hm . --- = hm 1 --- =l · ----
"''·++oo (h(x)) 3 H+oo + (h(x))2 + .,.!!~00 (h(x))2 - l, 
ceci car lim h(x) = +oo. 

:0➔+00 . 
D'où le résuUat 

lim _x_ = 1. 
:r➔+oo h3(x) 

- 5) Puisque f eJJt dérivable sur IR et ne s'annule jamais (f'(i) = 3x2 + 1 i= 
: 0 Vx E Ill), alors sa réciproque h est aussi dérivable surf (JR) = .IR. 

....... 6) D'après les résultats sur la dérivée de la réciproque, on a 
. 1 

pour tout XE lR., h'(x) = f'(h(x)). 

Pour x = 2, h'(2) = i{~(
2

)) 

comme /(1) = 2 donnb 1 = h{2), on obtient 

h'(2) = f'~l) = ¾ 
Solution 3.8, : 

1) La dérivée de l'application f(x) ""cosx-1 + =;. est donnée par f'(x) = - sinx+x. 
La dérivée de cette dérivée est (l')'(x) = f"(x) = -cos+l qui est donc positive 
puisque cosx:;; 1 Vx E ]R. 

Par suite l'application f'(x) est croissante sur JR. 
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2) D'après (1) , pour tov.t x? 0, J'(x) 2'. J'(O) avec J'(O) = O. 
Ce qui assure que J est croissante sur Ill+ (sa dérivée étant positive) . 
Et donc pour tout x 2 0, on a J(x) 2 f(O) 2 O. 
En plus pour tout x E IEL, (- x) E IR+ et f(-x) = f(x) avec f(-x) ~ O. 

D'où Vx E IR, /(x) = cosx - 1 + ~ ? O. Et par suite 

Vx E IR, 
x2 

cos x ? 1- 2· 

3) En posant g(x ) = sinx - x +~, sa dérivée donne 

g'(x) = cosx -1 + =l- = f(x). 
Comme f est positive, en part·iculier sv.r IR+, g est croissante sur IR+ . Et donc 

Vx E lR+, g(x) = sinx - x + ~ ? g(O) = O. 
3 

C'est à dire : Vx E IR+ x - 'i- ::; sinx . 
Et d'après ( 1) or, a vu qu,e f' ( x ) = x - sin :i; est croissante sur IR, donc sur IR+ . 
Et donc pour tout x E fil+ , f'(x ) = x - sin x 2 f'tO) = O. 
Finalement 

(Vx E IR+) 
x3 

x - - < sinx < x. 
6 - -

Solution 3.9 .. : 
1) Dérivons la fonction f(x ) = a3 + b3 + x3 - 3abx, on trouve f'(x) = 3:i:2 - 3ab = 
3(x2 

- ab). Comme a et b sont deux réels positifs, f'(x) est négative sur l 'intervalle 
1-v'ab, v'ab] et positive sur] - oo, - ../ab[u]-/âb, +oo[. Donc J est déc~ss~nte sur 
[-v'ab, v'ab] et croissante sur chacun des intervalles] - oo , -v'ab[ et ]v'ab, +oo[. 

2) D 'après (1), f atteint son minimum sur IR~ en x 0 = v'ab. 
Par suite, pour tout c E 1R+, /(c) 2: J(,;;J;). 
Ce qui donne, pour tout c E IB+, a3 + b3 + c3 - 3abc? a3 +b3 - 2ab,;;J;. 
Or a3 + b3 

- 2ab../ab = (ay'a - bv'b)2 est positive. 
On en déduit que pour tous réels a, b et c de IR+ ; a3 + b3 + c3 - 3abc 2 O. 
D'où le résultat ; 

V(a, b, c) E m,3 a3 + b3 + ,:-1 ? ,.la.lie. 

Solution 3.10. : 
1) Pour f(x) = cosx, on a J(0 l(x) = f(x) = cosx et; 
J'(x) = -sinx f"(x) = (l')'(;i:) = -cosx 
Jt3l(x) = (!(2l)'(x) = sinx t <4l (x) = (!(3)) ' (x) = cosx = f(x) . 

A partir de ce ca.lcul on p_eut écrire en générai 
J(n)(x) = J(x) = cosx• si n= 4k; k E IN 
f(nl(x) = f'(x) = - sinx sin= 4k + 1, k E IN 
J(nl(x) =f"(x)=-cosx sin=4k+2,kEJN 
j\">(x) = j(3l(x) = sinx sin= 4k + 3, k E lN 

(ceci en faisant une récurrence sur k). 
On résume ces cas en écrivant que f("l(x) = cos(x+ni} 
(en passant par la formule cos(a + b) = cos a cos b - sin a sin b). 

2) Pour f(x) = e- "' et n E IN. 
f'(x) = -e-"', f"(x) = - (-c"') = e-·"' = /(;1;) 
Et en général : 
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t<">(x) = e-" sin est pair et f(n)(x) = -e-x sin est impair. 
C'est d dire f(n)(x) = (-l)ne-"' (qu'on peut vérifier par récurrence). 

Solution 3.11. : 
Soit n E IN. 
1) Pour f(x) = e"'sinx, on a 
f'(x) = (e"')' sinx + e"(sinx)' = e'" sin x + e"' cosx = e"(sin x + cosx). 
J"(x) = (l'(x))' = (e")'(sinx + cosx) + e"'(sinx + cosx)' 

= ex(sinx + cosx) + e"'(cosx -sinx) 
= 2ex cosx. 

J(3l(x) = (l"(x))' = (2e" cosx)' = 2ex cosx - 2e"' sinx = 2e"(cosx - sinx) 
j<4l(x) = 2e"' !(cos x - sinx) + (- sinx - cosx)] = - 4e" ainx = (-4)f(x). 

on retrouve f mu!tipl-ié par -4. 
Et par récurrence : 
J(8l(x) = j(4x2)(x) = (Jl4l)(4l(x} = ((-4/){4)) (x) = (-4)(J(4l)(x) = (-4)2 J(x) 
et en général J(4kl(x) = (-4)k f(x) pour k E 1N. 

Pour n E 1N, faisons la division euclidienne de n par 4. On aura n = 4k + r avec 
k E 1N et r = 0, r = l, r = 2 ou r = 3. · 
Par suite j<4k+r)(x) = (f(4k)) (rl(x) = ((-4/ J)Crl(x) = (-4t(f(r)(x)). 
D'où le résultat 

j(nl( )- (-4)"(sinx+cosx)e"' 
{ 

(-4)ke" sinx 

x - (- 4)k(2cosx)e"' 
(-4)/c(- sinx + cosx)e"' 

sin= 4k (k E lN} (n multiple de 4 (r = 0)) 
sin= 4k + 1 (k E lN) (r = 1) 
sin= 4k + 2 (k E JN) (r = 2) 
sin= 4k + 3 (k E lN) (r = 3) 

2) Pour g(x) = e"'xP avec p E lN*, en utilisant la formule de Leibnitz, on a : 

g<"l(x) = f C;:>(xP)(m)(e"')(n-m). 
m=O 

Sachant qtie : (e"')(n-m) = e", (xP)(o) = xP el que · 
(xP)(m) = v(p - 1) · · · (p- m + l}xp-m = (p!~,)!xp-m si p ?: m > l et (x")(m) = 0 si 

m>p, 
on obtient 
1er cas n::; p 

= ( ~ cm___.e!......,xp-m) e"' 
L, n (p-m)! 

m=O 

= (c~x" + C;,pxP-l + C~p(p- l)xP· 2 + 

2ème cas n > p 
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9} Pour h(x) = xkcosx pour k E lN•, on utilise la formule d~ Leibnitz. 
Soit n E lN 
1er cas n < k 

-n n t 

h(nl(x) = L C!:'(x-")(ml(cosx)ln-m) = L c~ (E.:;,,),xk-mcos(x + (n-mH}-
m=O m = O 

2ème œs n > k 
Comme les dérivées (xk)(m) deviennent nulles pour m > k, il reste la somme jusqu'd 
k. 

k k 
h(nl(x)= L C~(x"}(ml(cosx)(n-m)= E c~(k.:;,.)!xk-mcos(x+(n-m)~). 

m=O m""O 

On a par exemple : 
h'(x) = kx"- 1 cos x - xk sinx = kxk-l cos x + xk cos(x + i)-
h"(x) = k(k- l}x"'-2 cosx+ kx"-1 cos(x + ½l + b/-1 cos(x+ j) +xkcos(x + 2i) 
= k(k - 1 )x1:-2 cos x + 2kxk-l cos(x + ½) + x cos(x + 2~) ( avec k 2: 2). 

Solution 3.12. : 
1) Pour f(x} = ,,:e1, on écrit f(x} = (x - a) - 1 et par suite 
f'(x) = (-l)(x - a)-2 , f"(x) = (-1)(-2)(x - a)-3 = 2!(-1)2(x - a)-3 

Faisons l'hypothèse de récurrence 
j(nl(x) = (-l)"n!(x-a)-n-l 
Pour n + 1 on aura : 
J(n+ll(x) = (f(n))' (x) = ( (-Wn!(x - a)-n-l )' = (-l}"n!(-(n + l))(x - a)-n-l-l 
et donc f(n+ll(x) = (-l)M1(n + l)!(x - a)-n-2 • 

D'où le réb"Ultat 

.. ( ) (-1 )"ni 
Vn E IN, f n (x) = (-lrn!(x-a)- n-l = ---. 

(x -a)"+l 

l 
2) Pour g(x) = x2 _ 

1 
on utilise la décompomtion ':n éléments simples. Ce qui donne 

1 l 

g(x) = -1.._ - -1.._, et ensuite : 
x-1 x+l 

1 )(n) ( 1 )(n) 
Vn E lN, g(n)(x) = (-1.._ - -1.._ . 

x-1 x+l 
En utilisant la question (1) avec a= 1, puis a :a -1, on trouve pour tout n E IN, 

(nl( ) _ 1 [ (-lrn! (-lrn! ] _ 1 ( )n 1 [ 1 1 ] 
9 x - 2 (x - l)n+l - (x + l)n+l - 2 - 1 n. (x - l)n+l - (x + 1)n+1 . 

3) Pour h(x) :a (,;•~!)', on utilise ta décomposition en élé111;ents simples. Ce qui donne 

h(x) = (,;~lÎ + («!1j• + (zîf) ·f {a:.;1)2' 
après calcul, on trouve ¼ = -a = f3 = 'Y = li et donc 

1( 1 1 1 1 ) h(x)a:c- ---+--+--+--
. 4 (x - 1) (:i; - 1)2 (x + 1) (x + 1)2 · 

Soit n E IN. En faisant comme avant, on à : 

( 
1 ) (n) - = ((x-1}- 2)(n) = (-2)(-3)· ··(-2-n+ l}x-2-n 

(x - 1)2 · . 
_ (-1}"2x3-··(n+l) (- lt(n+l)I 
- (x - l)n+2 = (x - 1t+2 . 
Et de m~me 
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( 
1 )(n) (-lt(n+l)! 

(x + 1)2 = (x + l)n+2 · 
Finalement on a pour tout n E 1N 

hn(x) = _
4
1 ( (-lrn! (-lrn! (-l)"(n + 1)! (- l)"(n+ 1)1) 

(x - lJn+l + (x + l)n+l + (x - 1)n+2 + (x + l)n+2 

Qu'ori, ·peut &:rire sous la forme : Vn E 1N 

n . _ ~ • _ n 1 (- 1 1 (n + 1) (n + 1) ) 
h (x) - 4 ( l) n.. (x - 1)"+1 + (x + l)n+l + (x - l)n+2 + (x + l)n+2 · 

Solution 3.13. : 
1) Lafonctlon f(x) = ✓l-x2 = u(v(x)) est composée de v(s) = 1- s2 

et u(t) = -/t. 
Noton8 Di, Du et D., les ensembles de définition respectivement de f, u et v. 
On sait que D., = IR et Du = ·{O,+oo(. Et l'on a 
x E Di # f(x) est définie • 

· # v(x) est définie et v(x) E Du · 
{:? ·.x· E D., et v(x) E [O, +oo( 
~ x E: IR et (1-x2) 2: O 
# 12:x2 2:o 
# -1 <X< 1 

- - 1 

# x E [-1, ll 
D'où D1 = [-1, 1]. 1 

v(x) étant un polynôme, il est continu et dérivable sur Ill et donc continu et dérivable 
sur [-1, 1]. 
La fonction u étar,t continue sur [O, +oo[ mais n'est dérivable que sur ]O, +oo[ (u non 
dl!rivable en O}. 
ll R'en Ruit que f(x) = u(v(x)) est continue sur [-1, 1) et dérivabfo .rur {-1, 1] sauf 
pom· x tel que v(x) = l - x2 = 0 (qui donne x = 1 ou x = -1). 
Finalement, f est continue sur (- 1, 1] et dérivable sur] -1, 1(. 
2) Sur l'intervalle ] - 1, li, an a : 

! ✓1 - :r2 = f'(x) = (u(v(x)))' = v'(x)u'(v(x)) 
1- -X = (-2x)~-= = --

2~ ~ 
-x 

= f(x) 
D'où le réS'Ultat 
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~~ = f"(x) = (l'(x))' = ( ✓1-~ x2 )' 
dx2 - x 

D'où le ré.rnltat 

-✓1-x2 +x( ✓ 2 ) 
1-x 

(-{L- z2)2 
-(v'f=x2)2-x2 

= ~\v'f=?)2 

= ✓1 - x2 (1 - x2) 

-1 

J3(x) 

d2 r.---;; -1 
~-yl-x2 = -(--2-)' 

dx2 1-x 

= J111 (x) = (l"(x ))' = C;(~) )' 
3/'(x) 

= ~~;) 

/(x) 
= f4·(x) 

- 3:t 
= fS(x) 

D 'où le résultat 

Solution 3.14. : 
Pour a E Il, (e""")(l) = oe'"", (e0

"")(
2) = · (oe0 "'i1

) = a 2
e

0
"' 

k 1N ( °'"')(k) k àX 
et par récurrence sur E , e = °' e · b • 
Soit n E IN. En dérivant n-fois la relation e<<>+b)x = ea:r:e. "', on ol,t.-wnt 

(e(«+b)•')(n) = (e""' eb"'/".J. 
En uiilisant la formule de uibnitz et ce qv.i précède on aum 

(a+ b)Re(a+b)"' = t C~(ea"')(m)(è"')(n- m) = 'Ê C~ame""'bn-mé:r: 
m~ m~ 

= e'""elx< ( f: C~ambn-m) = e<a+b):r: ( t C;:iambn-m) 
m=O" m - 0 

En simplifiant des deux cotés par e<a+b}x -qui est non nul- on retrouve la formule du 

binôme de Newton 
n 

( b)n "Cm mbn- m a. et b deux réel.s. a+ =.~ na ' 
m = O 

Solution 3.15. : 
1) On a e- -:i = v(u(x)), avec u.(s) = ----:z et v(t) = e1

. . , • 

La Jonction u est définie, continue et dfriva.ble autant de fois qu on veut sur 1R ( et 
ses dérivées successives sont continues S1L1' IR• J • · 
La fonction v est définie, mntinue et dérivable autant de fois qu'on veut sur IR. 
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Donc la composée f = i1ou est définie, continue et dérivable autant de fois qu'on veut 
surlR•. 
En x 0 = 0 on a: 
lim e--:z = lim c-1/ = 0 = /(0) (en faisant le changement de variable l = y) 
~➔O 11➔+00 ' , :r 
1:;,<!0 
f est donc continue en Xo = O. 
En plus 

lim f(x) - f(O) = lim e--f.z = lim ye-Y2 = 0 
~-o X - 0 2: ➔0 X 11-++oo 
x#O :z:#0 

(ceci d'après le résultat lirn zPe-• = 0). 
z-++oo 

Ainsi f est dérivable en x0 = 0 et f'(O) = O. 
Et par suite, f est dérivable sur lR tout entier. 

2} Pour xi= 0, on a 

f'(x) = (e- -f.z )' = u'(x)v'(u{x)) = : 3 e- -;'1 elle est continue sur m.• 
et lim 

2
3 

e--;,1, = lim 2y3 e-ii2 = 0 = /1(0). 
■->O X 11-++oo 
x#O 

Par suite f'(x) est continue en 0, et donc continue sur IR. 

2 -:.1. 
f '(x)-f'(0) ,e ■ , 

lim .:..._'-'---''---'--'- = lun _x __ = lim 2y4e-y = 0 
~➔D X - 0 .:r➔O X y-++oo 
x#D x#O 
D'où f"(O) = O. 
En plus 

limf"(x) = lim (-: + 4
6 ) e-"!r 

1: •- ~0 m ➔O X X 
x;,<!O :z:/0 

= lim (-6y4 + 4y6)e-!l = 0 = f"(0). 
v-++oo 

Par suite / 11 est continue en 0, donc sur lR. tout entier. 

4) Pour x =/- 0, on a vu que 
f(o)(x) = f(x) = P0 (¼)e-~ o-ù. P0 (z) = 1 polynôme constant de degré d0 P0 = 3 x O. 

2 l (1)-::½' Et f'(x) = -e-;;'1 = P1 - e , 
x3 X 

avec Pi le polynôme P1 ( z) = 2z3 et d0 P1 = 3 x 1. 
Supposons que pour n E lN 
f(n)(x) = Pn(½)e-:;;¼ où Pn est un polynôme de degré 3n. 
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On aura 
J<n+l)(x) = (f(nl)'(x) = {Pn(~)e--:.Z)' 

= (Pn(½))'e-:i + Pn(½)(e-;;lz)' 
-1 1 1 _ l 1 2 _ _1_ 

= -P (-)e ;,- + Pn(-)(-)e ;;'2' 

. 

x 2 " x x x3 

= (-l P' (.!:_) + ~Pn( .!:_ )) e--:i 
x2 "x x3 x 

=P,.+1(½)e-;;lz . 
A11ec Pn+1 (z) = -z2 P~(z) + 2z3 Pn(z) . On a 
d"(z2 P~) = 2+d0 P~ = 2+3n - 1 = 3n+ 1 et d0 (z3 Pn) = 3+d"Pn = 3+3n = 3n+ 3 
Par suite d0 (Pn+1) = 3n + 3 = 3(n + 1) et donc l'hypothèse de réctirre.nce est' vraie 
pour n+ 1. 
D'où le résultat 

Pcrur tout n E lN', f<">(x) = Pn( .!:. )e-;lz où Pn est un polynôme de degré 3n. 
X 

5) f est de classe CX' sur m: dérivable autant de fois qu'on veut. 
En x 0 = 0, on raisonne par récurrence : 

·- pour n = 0 J(o)(x) = f(x) est continue et f(O) = O. 
- Supposons que J(n.) est continue en O et J<nl(O) ~ O. 
- Pour n + 1 on sait que 

lim JCnl(x) - J<"l(O) 
•-o X -0 

= lim .!:.p,.(.!:.)e-;lz 
Z--+0 X X 

:i:;éO .r~O 

= lim yP,.(y)e- 1? = O. 
y-t+oo 

D'où f(n+l)(O) = (Jfn))'(O) = O. 

En plu.s limJ<n+l)(z) = limPn+1(l)e--:r = lun Pn+1(y)e-11• = O = f(n+ll(O). 
:c.---+U 21--+0 :t y-t+oo 
x;,<!O :i:;<O 

Ainsi j(n+l) est continue en O et donc sur lR.. · 
Finalement on conclut que f (n) est continue sur lR. pour tout n E lN. 
Ce qui assure que f est de classe C00 sur fi.. 
Remarque: 

( 
_2 3 ._ 2 _!:1 a 2 

yPn y)e 11 = y(a0 +a1y+· · ·+a3,.y ")e 11 = a0 ye 11 +a1y2 e-11 +·. •+a3ny3n+le-11 
c'est une somme finie de q:antités qui tendent vers O quand y tend vers l'infini. 
Par suite lim yPn(y)C-11 = O. 

11-++oo 

Solutlon 3.16. 
D'abord on a : 

.. 

1 dé . ée d l t ( .l. )' ( 1 )' .!. 1 .l. . ·1 · l d . d l a riv e e• es e~ = ,; e• = -~e•, ceci en uti isant a érivée e a com-
posée. 
Ensuite on a 

Yn+1(z) = Un+1)(n+Il(x) = (x(n+l) - 1e¼)(n+1) = (x"e¼)(n+l) 
= ((xne½)<ll)Cn) = ({xne¼)')(n) 
= (nx"-1e½ - x"~e¼){n) 
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9n+2(x) = Un+2)(n+2J(x) = (x(n+2)-·le½)(n+2) = (x"+le½ )!n+2) 
= ((x"+le½ )!2))(n) = (({xn+ie¼)')')(n) 
= (((n+l)xne½-xn+I;\e½)')(") 

= ((n + l)nx"-1e¼ - (n + 1)xn;be¼ - (n - l)x"-2e½ + x"-1:!,,e½)(n) 
X ~ 

= (n + 1) (nxn-lef - xn~e¼ t) - [(n - l)x"-2e½ - xn-l ~e½ r) 
ceci en utilisant le fait que (au(x) + bv(x))(n) = au<nl(x) +1n,(n)(x). 
D'où le résultat 

Yn+2(x) = (n+ 1)9n+i(X) - g~(x) (*) 

Ensuite et par récurrence : 

- Faisons l'hypothèse de récurrence suivante : 
Vk, 1 ::S k ::Sn gk(x) = (/1o)(kl(x) = (-l)"'x-lc-le¼. 

- Pour n + 1, on a d'après la relation (*) 

9n+1 (x) = ngn(x) - g~-l (x) = n(-l)"x-n-le¼ _ ( (-1)"-lx-(n-1)-le¼)' 

= n(-wx-n-le; - ((-1)"-lx-ne½ )' 

= n(-l)"x-n-1e½ - ( (-1)"-1(-n)x-n-1e½ + (-1)"-1x-n(-;\ )e¼) 

= n(-l)"x-n-le¼ - (-l)'1- 1 (-n)x-n-1e½ + (-1)"-1x-"-2e¼ 
= n(-l)nx-n-le½ -n(-l)"x-n-le¼ + (-l)n-lx-n-2e¼ 

D'où 9n+i(x) = (-1)"-lx-(n+i)-le½ = (-l)n+lx-(n+l)-le½ 
la formule est donc vraie jusqu'à l'ordre n + 1. 

On conclut fi~alement que 

Vn E JN•, 

SolÙtloP....· 3.17. : 
1) Calculons les dérivées successives de e~x•. 

• • 2 
{e-"' )1 = -2xe-"' 

(e-"'
0

)" = (-2xe-"'
1
)"= (-2x}'e-x• -2x(e-"'2 )' = -2e-"'2 

- 2x(-2xe-"'2 ) 

=, (-2 + 4x2 )e-x• 

(e-"'
2
)'" = ((-2 + 4x2)e-"''}' = 8xc"'

2 + (-2 + 4x2 )(-2x)e-"'2 

"" {12x - 8x3)e_.,• 

(e-"'
2

)<4l = ((12x- 8x3 )e-"'
2
)' = (12- 24x2 )e-=-' + (12x -8x3)(-2x)e-"'2 

= (12 - 48x2 + 16x4 )e-"'2 

(e-"'
2

)<5l = ((12- 48x2 + 16x4 )e-"'
2
)' 

: = (-96x + 64x3 )e-"'
2 

+ (12 - 48x2 + 16x4 )(-2x)C"'2 

' = (.:... l20x + 160x3 - 32x5)e-x• 

Ensuite et.par. définition' de Iin(x) = (-l)"e"'0 ::;n e-x•· : 
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H3(x) 

Hs(x) 

, d0 
, , 2 • 2 

=(-I)0 e"' -;r-;;e-x =e" (e-"' )=e"·-x =e0 =l 

.Ji 2 2 2 i > 
= (-1)1e"' -

1 
e-" = -e"' (e-x )' = -e" (-2xe-"') = 2x 

.~ 2 2 2 _2 2 =(-1)2e" -
2
e-x =e" (-2+4x )e"' =-2+4x 

~~ 0 • 2 3 = (-1)3e"'
2 -e_,,. = -e"' (12x - 8x3)e-" = -12x + 8x 

dx3 
d~ , • 2 2 4 = (-1) 4e"'' r2Js

4 
e-x = e"' (12 - 48x2 + 16x4 )e-x = 12 - 48x + 16x 

= (-1)5 e"2 .'!._e-x' = -e'"
2 
(-120x + 160x3 

- 32x5 )e-"'
2 

dx5 

= 120x - 160x3 + 32x5 

2} On sait qv.e : 
{i) pour m E IN, on a 

( 
dm )' d7"+l dm 
-·-u(x) = (u!m))'(x} = u(m+l)(x) = -d +1 it(x) = dx;,(u')(x), 
dx"' xm 

{ii) pov.r p E JN•, on a : 
(xu(x))(P} = Cg(x)l 0 lu(P)(x) + C!(x)(llu<P-1l(x) = xu<P)(x) + pu(p-l)(x) 

(la dérivée seconde et leB sv.ivantes de t(x) = x s'annulent). 
Ensuite on écrit 

1 

H~(x) = ((-lte"' 2 :;,:e-x') 
2d'', ,d" 2 = (-l)"(e"' )'-e-x + (-l)"e" (-e-"' )' 

dx11 dx"' 
dn 2 • d"+l 2 = 2x((-l)"e"

2
-e-x )- (-l)"+le'" ~~e-x 
dx" dxn+I 

= 2xHn(x) - Hn+l 
D'où le résultat 

3) Ensuite on a : 

Hn+1(x) = (-l)"+le"2 (e-"'2 ) (n+l) = (-l)"+le"'2 
( (e-'"2

)') (n) 

= (-l)n+ 1e"'2 (-2xe-"'")(n) = (-1)"+1e"'0 (-2x(e-"'0 )(n) - 2n(e-"'
0
)(n-l)) {voir 

{ii)). 
= 2x(-l)"e"

2 
(e-x')<n) - 2n(-1)"-1e"'

2 
(e-"'

2
)(n-l) = 2xHn(x) - 2nHn-i(x). 

D'où le résultat 

Hn+1(x) = 2xHn(x) - 2nHn-1(x) (**) 
• En combinant(*) et(**), on trouve 

H~(x) = 2xHn{x) - Hn+l (x) 
= 2xHn(x)- (2xHn(x) - 2nHn-1(x)) = 2nHn-1(x). 

D'où le résultat 
H~(x) = 2nHn-1(x) 

4) On a 
H;:(x) = (H~(x))' = (2xHn(x) - Hn+l(x))' (voir(**)) 

= 2Hn(x) + 2xH~(x) - H~+ 1 (x) 
= 2H,.,.(x) + 2xH~(x) - (2(n + I)Hn(x)) ((***)pour (n + 1) 
= -2nHn(x) + 2xH~(x) 
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D 'où. le résultat 
H:(x) - 2xH~(x) + 2nH11 (x) = O. 

D'après (*), on a troutJé H.:,_(:1/) = 2xH,.(x) - H,,+i(x). 
' d 

Qu'on écrit sous la forme 2xH,.(x)- H~(x) = (2x - -)H(x) = Hn+i(x). 
dx . 

Et d'après (**), on a 2xH,,(x) = Hn+i(x) + 2nHn-1(x). 

Solution 3.18. : 
1) L'égalité f(x)f(y) - f(xy) = x + y donne lorsque x = 0 et y= l 
f(0)f(I) - f(0) = l = f(0)(/(1) - 1) et donc f(0) ! O. 
Ensuite cm prend x =y= 0 on trouve f(O)f(O) - f(O) = 0 = f(O)(f(O) - 1). Comme 
f(0) f= 0, on a forcément f(O) - 1 = 0 et donc f (O) = I. 
Fixons y et dérivons par rapport à x les deux membres de l'égalité 
f(x)f(y) - J(xy) = x + y, on aura 
f(y)f'(x) - yf'(xy) = 1 (2), x et y étant quelconques dans R. 
{y est considérée comme constante, la dérivée de f(xy) = f(u(x)) est u'(x)f'(u(x)) 
avec u(x) = yx, u'(x) ""y). 
En prenant y= 0 daM l'égalité (2), on trouve f(O)f'(x) = 1 et donc f'(x) = l pour 
tout x ER. · 
Donc f (x) = x + c = x + 1 (puisque c = J(O) = 1). 
Réciproquement : 
La Jonction f(x) = x + 1 vérifie f(x)f(y)- f(xy) = (x + l)(y + 1)- (xy + 1) = x + y. 
Ainsi la seule Jonction dérivable sur R vérifiant 'll(x , y) E R 2 

f(x)[(Y) - f(xy) = x + y est f(x) = x + l. 

2) S'il existe g définie, continue et .dérivable sur lR, telle que 
lf(x,y)EIR.2 

: g(x+y)-g(x-y)=4xy (*), 
on dérive les membres de l'égalité ( *) en considérant que y est constante. On obtient 
g'(x + y) - g'(x - y)= 4y (3). 
On dérive ensuite les membres de l'égalité(*) en considérant que x est constante. On 
obtient 
g'(x +y)+ g'(x - y)= 4x (4). 
En faisant la somme de (3) et (4), on obtient 
2g'(x + y) = 4x + 4y = 4(x + y) ceci pour tout (x, y) E IR.2 . 

Et on aura donc g'(u) = 2u pour tout u ER. 
Ce qui donne g(u) = u 2 + c avec c constante dans lR. 
Réci11roquement toute fonction de cette forme vérifie 
g(x + y) - g(x - y)= [(x + y) 2 + c] - [(x -y)2 + c] = 4xy. 
Fi11alement les fonctions dérivables sur lR vérifiant 
l;/(x, y) E 1R2 

: g(x + y) - g(x - y) = 4xy 
sont les Jonctions de la forme g(x) = x2 + c où c ER. 
Rem!Jrque 
Revoir cet exercice qu'on a déjà. fait dans le chapitre précédent sans l'hypothèse de la 
dérivation. 
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3.4 Exercices supplémentaires 

Exercice 3.19. : 
Étudier la dérivabilité puis calculer les dérivé.es des fonctions suivantes : 

1) J(x) = Jx2 + v'lxÎ 
2) g(x) = ln(x2 + yx + 1) 
3) h(x) == (lnx)"' 
4) k(x) = x(lnr) 

Exercice 3.20. : 
. • { xb sin :i- si x ;é 0 

Soit b E lll+. On pose /(x} = 0 six= o 
Étudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f. 

Exercice 3.21. : 
On définit sur I = [-!, f] la fonction numérique f par: 

f(x) = { e-(,m
1

•>2 s~ x =f, 0 
0 1nx=O 

1) Vérifier que f est dérivable sur I. 
2) Calculer sa dérivée f' et montrer qu'elle est continue sur I. 
3) Calculer sa dérivé.e seconde!" et montrer qu'elle est continue sur I. 
4) Montrer par récurrence sur n E IN que 
six:/= 0 f{n)(x) est de la forme 

f<"l(x) = (acosx + b)P ... (.;!,, )e - <•1•

1
•l'' o1l, Pn tUJt un polynôme de degré 3n, 

(a, b) = (0, 1) sin pair et (a, b) = (1, 0) sin impair .. 
5) En déduire que f est de classe C"" sur I. 

Exercice 3.22.: 

On considère la fonction f : IR -+ lll telle que ; 

f (x) = { eo{r'-1)-t SB! lxl < 1 
• lx! 2: l 

Montrer que f est indéfiniment dériuable sur IR. 

Exercice 3.23. : 
Calculer les dérivées n ème des jonctions suivantes : 

f(x) = ("'~l)A pour a= 1 puis a= 2. 

Exercice 3.24. : 
Soit n EN. Calculer j("l(x) : 
1} pour f(x) = sinax oû a Em.~; 
2) pour f(x) = e-bo: et b Em.•. 

Exercice 3.25. : 
Calculer la dérivée d'ordre n, n = 1, 2 ov. 3, des fonctions suivantes ; 
1) f(x) = e"'tanx. 
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2} g(x) = e"'~ . 
3} h(x) = cosx2 • 

Exercice 3.26. : 

Calculer les dérivées n èmes des 'onctions suivantes · • 2 I' . 
f(x) = 4sm xcosx; g(x) = cos2 x; h(x) = xcosx et k(x) = x3sh x. 

Exercice 3.2T. : 

Trouver les couples de fonctions (/, g) dérivables sur IR et telles que 

\f(x, y) E IR { f(x + y) = f(x) + f(g(y)) 
g(x + y) = g(x) + g(f(y)) 

Exercice 3.28. : 

On considère la fonction num.érique à variable réelle définie sur (O l! [ par 
f(x) = 2sinx + tanx - 3x. · ' 2 

1) Montrer que 
1r 

\fx E]O, 2[ J'(x) > O 

2) En déduire que 

\fx E]O, il 2sinx + tanx > 3x 

E~erèlce 3.29·;- : 
Soit f 'Une fonction numérique définie sur IR+ et bornée. 
On suppose que f est deux fois dérivable sur fi+ et que 't/x E IR+, f"(x) 2 O. 
Montrer que f ·est décroissante. 

Exercice 3.30. : 
Soit f la fonction numérique à variable réelle définie par : 

f(x) = 2x - 1 
Jx2 -x+ 1 

1) Ditcrminer· l'intervalle ]a, b[ tel que f soit une bijection de IR dans Ja b[. 
B) Soit g l'application bijective reciproque de f. ' 
i- .tt11.dier la dérivabilité de g sur ]a, b[. 
ii- Calculer g'(x) en fonction de g(x). 
iii- Calculer g' (1). 

Exercice 3.31. : 

Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur un intervalle I et telle que J' 
est continue sur I . 1 

Soient u et v deux éléments de f1(I) tels que 11 < v. 
Montrer que : \fw E]u, v[, 3c,. E J / w == f'(cw)-
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3.5 Indications sur les exercices supplémentaires 

Solution 3.19. : 

1} Vérifier que f (x) = ✓ x 2 + /ixî est définie, continue sur 1El et dérivable sur 1R*. 

Et que pour tout x f O f'(x) = 1 
(2x + s(~) avec s(x) = 1 si 

2✓x2 + y'fxf 2y lxl 
x > 0 et s(x) = -1 six< O. 
2) Vérifier que g(x) = ln(x2 + Jx + 1) est définie et continue sur [-1, +oo[ et déri­
vable sur 
J -1, +oof. 

Et que pour x > -1, g'(x) = 2 ~ (2x + ÂTI) • 
x + x+l 2 x+l 

8} Écrire que h(:i:) = (lnx)"' = exln(Jn x). Vérifier que h est définie, continue et déri­
vable sur ]1, +oo[. 
Et que pour tout x > l, h.'(x) = (Ln(lnx) + 1.;,J (lnx)"'. 

4) Écrire que k(x) = :i;Cln x) = e<10 x)'. Vérifier que k est dé.finie, continue et dérivable 
sur JO, +oo[. · 

Et que pour tout x > 0, k'(x) = 2lnx e<tu)•. 
X 

Solµtion 3.20. : 
Vérifier que f(x) = xbsin ~ est définie , continue et dérivable sur IR*. 
Vérifier que f est continue en x 0 = 0 si et seulement si b > O. 
Et que f e11t dérivable en x 0 = 0 si et seulement si b > 1. 

Solution 3.21. : 
Revoir la solution détaillée de l'exercice sur la fonction e--:i . 

Solution 3.22. : 
Remarquer que f est pair et justifier qu'elle est indéfiniment dérivable sur J - 1, 1(. 

Montrerparrécurrencequef<n>(x)= ( ;n(x)2 e<"''-l)_, avecd0 Pn=3(n-1)+1. 
X - 1) n · 

En déduire que toutes les dérivées en 1 sont nulles, et que f est indéfiniment dérivable 
sur JR. 

Solution 3.23. : 
( 1r ((+n-i1)! 

· (f ( ))(n) _ ( 1 )(n) _ - a-l ! 
Vérifier que x - (x+l)• - (x + l)"-+" 

·• 
Solution 3.24. : 
1) Vérifier que j(nl(x) = a" sin(ax +ni) . 
2) Vérifier que J<nl(x) = (-b)"e-b"'. 
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Solution 3.25. : 
f(x) = e"'tanx 
f'(x) = (1 + tanx + te.n2 x)e"' , 
J"(x) = (2 + 3tanx + 2tan2 x + 2 tan3 x)e"' 
f<3l(x) = (5+ 7tanx + 11 tan2 x + 6tan3 x + 6tan4 x)ex 
h(x) = cosx2 

h'(x) = -2xsinx2 

h"(x) = - 2sinx2 - 4x2 cosx2 

h"'(x) = -12xcosx2 +8:r:3 sinx2 

Solution 3.26. : 
1) Écrire que f (x) = 4 sin2 x cos x = cos x - cos 3x 
et JC")(x) = cos(x+nl)-3ncos(3x +n!) 
(voir avant: (cosax)(nl). 

g(x) = e"'
2 

g'(x ) = 2xe"'' 
g"(x) = (2 + 4x2)e"'

2 

g"' (x) = (12:r: + 8x3 )e"'
2 

2) Écrire que g(x) = cos2 x = ½(cos 2x) + ½ et (g(nl)(x) = 2n-l cos(2x + n½) . 
3) Utiliser La, formule de Leibnitz pour h(x) = xcosx : 
h(n)(x) = xcos(x + nf) + ncos(x + (n - lH)-
4) Utiliser La. formule de Leibnitz pour k(x) = x3sh x : 
k(nl(x) = x3 (sh x)(n) + 3nx2(sh x)(n-l) + 3n(n - l)x(sh x)<n-2) 

+n(n - l)(n - 2)(sh x)Cn-3). 

Sin pair k(nl(x) = (x3 + 3n(n - I)x)sh x + (3n:1? + n(n - l)(n - 2))ch x 
Sin impair klnl (x) = (:r:3 + 3n(n - l)x)ch x + (3nx2 + n(n - l)(n - 2))sh x . 

Solution 3.27. : 
Dériver par rapport à x la première ég_f!lité (en fixant y). En déduire que f'(y) = f'(O) 
et qu.e f' est constante. Et qu.e f est affine. Faire de mbne pour· g. 

Solution 3.28. 1) Vérifier que la dérivée de f(x) = 2sinx + tanx - 3:r est. 

f'(x) = 2 cosx + ± _ 3 = (cœx -1)2(1 + 2cosx). 
cos "' cos2 x 

En déduire que 'vx E]O, H f'(x) > O. 
2) Utiliser la croissance de f . 

Solution 3.29. Par l'absurde en supposant que f' n'est pas négative, donc 3x0 E lR 
tel que f'(x 0 ) > O. 
Vérifier que 'vx::::, X 0 f'(x) ::::, J'(x 0 ) > O. 
Poser g(x) = f(x) - f'(x 0 )x et uérifier que g est croissante. 
Calculer lim g(x) sachant que f est·bornée. En déduire une contrndiction. 

x➔+oo 

Solution 3.30. 1} Vérifier d'abord que f est définie sur lR. Étudier le signe de f' 
puis déduire que f est bijective de lR dans Ja, b[ avec a = lim f ( x) et b = lim f ( x). 

x➔-oo -':➔+oo 

2) 
i- Vérifier que f'(x ) f O Vx E lR.. 

1 
ii- Utiliser la formuler g

1
(x) = f'(g(x)). 

iii-Prendre x = 1 dans (ii) sachant que: f(O) = 1 => 0 = J- 1(1) = g(l). 

Solution 3.31. Utiliser le fait que l'image f'(I) = J de l'intervalle Iparla fonction 
continue f I est aussi u.n interoalle. 
Utiliser: (u,v) E J 2 et u < w < v => w E J"" f'(J) ==> 3eu, E J / w = f'(c,,,). 
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Chapitre 4 

Théorème des accroissements 
finis 

4.1 Rappels de cours 

Accroissements finis 

Théorème 4.1. de Rolle 
Soit f une fonction définie sur un intervalle \a, b] de 1R telle que : 

- f est continue sur [a, bJ, 
- f est dérivable sur )a, b[, 
- /{a) = f (b). 

Alors, il existe c E]a, b( tel q~ f'(c) = O. 

Théorème 4.2. des accroissements finis : 
Soit f une fonction définie sur un intervalle (a, b] de Ill telle que : 

- f est continue su.r [a, b], 
- f est dérivable sur ]a, b[. 

Alors, il existe c E]a,b[ tel que f(b)- f(a) = (b- a)f'(c). 

Corollaire 4.1. Monotonie et signe de la dérivée 
Soit f une fonction continue sur I = [a, b] et dérivable sui· ]a, b(, on a les équivalences 
suivantes : 

1. f est cpnstante sur I ~ f' = 0 sur ]a,b[. 
2. f est croissante Bur I {=l>- f' ::::, 0 sur Ja, b[. 

3. f est décroissante sur I ~ J' ~ 0 sur ]a, b[. 

Conséquences : 

• Accroissements finis généralisés : 
Soient f et g deux fonctions continues sur I = [a, b] et dérivables sur )a, b[, 
alors il existe c E]a,b( tel que (f(b)-f(a))g'(c) = (g(b)-g(a)) /'(c}. 

• Règle de !'Hôpital : 
Soit ê > 0 et a E JR. Étant données deux fonctipns f et g dérivables sur 
)a - ê, a + t:[ telles que : 

1 
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1. Vx Eja - e:, a[U]a, a+ e:[, g1(x) ,j, O, 
2. f(a) = g(a) = 0, 

3. lim f'(x) = l 
. ;;1; g'(x) ' 

alors 

lim f(x) = l . 
;;;; g(x) 

Formules de Taylor 

Théorème 4.3. Formule de Taylor-Log-ronge · . 
Soit f. une_ fonc_tion de clas8e C" sur un segment [a, b), et de cla1Jse -pn+l sur ]a, b[. 
Alors il ~te~ E)a, b[ tel que : 

· n (b - a)1' (b )"+1 .f(b).== L.--J'"l(a) + -a j(n+l)(c) 
. : · · k=O • k! ' (n + l)! . 

Théorème. 4.4. Formule de Taylor-Mac Laurin 
Soit f . une_ fonction de ·classe C" sur un segment (0, xi, et de classe -pn+l sur JO, x[. 
Alors il existe (J E]O, lf tel que : · 

"Ç' x" x"+1 
f(x) = L, :.._ J<">(o) + --f(n+l)((Jx). 

k=o kl (n + 1)! _ 

Thé9rême 4,5. Fonnule de Taylor-Young . 
Soit f une fonction définie sur un intervalle [ et a E f. 
Si f est dérivable à l'ordre n en a, alors 

·. llm _1_ (f(x) - ~ (x - a)" 1<k)( )) -
:i:-;ta (x-, a)" ~ k! a - O. 
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4.2 Énoncés des exercices 

Exercice 4.1. : .Peut-on appliquer le théorème de Rolle aux fonctions suivantes f 

1 
1. fi(x) = -

2
- sur [-1, 1], 

X - 1 
x-1 

3. fa{x) = --. sur [O, l]. 
x+l 

Exercice 4.2. : 

2. h(x) = lx - li sur [0,2], 

Peut-on appliquer le théorème de Rolle à la fonction f dans chacun des cas suivants P 

- 1=[0,'li'j etf(a:) = sinx. 

{ 
f(x ) = l -cœ2.-x 

-- I = {-1, l] et J(O) = 0 "' 

- I = [-1, l] et f (x) = 2 + ~ 

Exercice 4.3. : 

Bi X# 0 

Dans chacun des CM suivants, montrer que la fonction f satisfait au théorème de 
Rolle sur l'intervalle indiqué, puis déterminer la valeur du réel c figurunt dans cette 
formule 

1.f(x)=x - x3 sur[-1,0], 

3. f(x) = JI - x2 sur [-1, 1]. 

Jj;xercice 4.4. : 

2. f(x) = x2 (1- x2 ) sur [O, lj, 

Soit f(x) = x(x + l)(x + 2)(:r: + 3). Montrer que l'équation f'(x) = 0 a trois racines 
réelles. 

I,xercice 4.5. : 
Soient a et b deux réels fixés. On pose P(x) = x6 - ax - b et Q(x) = x1 - ax - b. 
1) Montrer que le polynôme P(x) ne peut avoir plus que deu.-r: racines réelles distinctes. 
2} Montrer que le polynôme Q(x) ne peu.t avoir plua que trois racines réelles distincte,,. 

Exercice 4.6. : 
Écrire la formule des accroissements finis JJOtt.r chacune des fonctions suivantes, vais 
calculer la valeur du réel c figurant dans cette formule : 

1. fi(x) = x - x3 sur [-2, 1], 2.h(x) = x 2 sur [a,bj, a< b, 

3. h(x) = ~ sur [a,t], 0 <a < b. 

Exercice 4. 7. : 
Soit f une Jonction numérique définie et dérivable sur IR telle que 

lim J(x) = lim f(x) = l E IR. 
x--++oo :c-+-oo 
On définit la fonction numérique g sur l'intervalle (-1, 1) par: 

{ 
g(x) = J(tan(';"')) pour x E]-1,1[ 
g(-1) = g(l) = l 

1} Montrer que la fonction g· est contiri-ue sur [-1, lj et dériuable sur] - 1, 1[. 
2) Montre, que : (3o E] - 1, l[) g'(o) = O. 
3) En déduire que : (3c E Ill) f'(c) = O. 
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Exercice 4.8. : 
On considère la fonction J à variable réelle définie sur I = [O, 1f] par : 

f(x) ·= 4x(7r - x) - 1r
2 sin2 x 

1 

1. Vérifier que la fonction f est deux fois dérivable sur l et que pour tout x E l, 
J"(x) = -2(4 + 1r

2 cos 2x). 

2. Montrer qu'il existe a E J unique tel que f'(a) = O. 

. 3. En déduire que : 

Exercice 4.9. : 
Soit f la fonction définie par : 

{ 

3-x2 

f(x) "" ! 2 
si X E] - 00 1 1{, 

si x E [1 , +oo[. 

1. Montrer que la fonction f vérifie les hypothèses du théorème des accroissements 
finis sur l'interoalle [O, 2]. 

2. Déterminer toutes les valeurs de c E]0, 2[ telles que f(2) - f(0) = 2/1(c). 

Exercice 4.10. : 
Soient f, g et h trois fonctions continues sur / ·'intervalle [a, b] et dérivables sùr ]a, b[ 
(où a et b deux réels : a< b). 
On pose ô.(x) = (g(a)h(b) - g(b)h(a))f(x) + (h(a)f(b) - h(b)f(a))g(x) + (f(a)g(b) -
f (b)g(a) )h(x) 

f(a) f(b) f(x) 
(~(x) est le déterminant ô.(x) = g(a) g(b) g(x) ). 

h(a) h(b) h(x) 
1) Montrer que l'a11plication ~(x) est continue sur l'intervalle [a,b] et dérivable sur 
]a,b[. 

1 

f (a) 
2) Vérifier que sa dérivée ô 1(x) est donnée par ô 1(x) = g(a) 

h(a) 
S) Montrnr qu 'i.l existe c E]a, b[ tel que 

Exercice 4 .11. : 

f(a) J(b) f'(c) 
ô.'(c) = g(a) g(b) g'(c) = 0 

h(a) h(b) h'(c) 

f(b) f'(x) 1 
g(b) g'(x} . 
h(b) · h'(x) 

b-a b-a 
1. Montrer que -b

2 
< a.rctao(b)- arctan(a) < -

1
--2 si O <a< b. 

1+ . +a 
1r 1 1r 1 

2. En déduire que 4 + 5 < arctan(2) < 4 + 2. 

Exercice 4.12. : 
Établir les inégalités suivantes en utilisant le théorème de., accroissements finis : 
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1. 2Tx+f < -v'x+Ï-v'x <~,\:lx> 0, 

2. x ::; e:. - 1 ::; xe", Vx > 0, 

3. cosx - 4 ::; ~(i - x), \:lx E f0, ¾I, 
4- 0 ~ tan y - tanx::; ~"y, où O < x <y<~. 

5. lsinxl::; !xi, Vx ER. 

Exercice 4.13. : 
On considère la fonction f IR -+ IR, x H f(x) = Ax2 + Bx + C, où A E IR•, 
B E IR et C E IR. Soient a et b deux réels tels que a < b. 
Vérifier qu'on peut appliquer le théorème des accroissements finis à f sur [a, b]. Ex­
primer c en fonction de a et de b. 

Exercice 4.14. : 

On considère la fonction définie par f : [O, l] --+ JR.f( ) _ 
1 12 

I 
X >-+ X - - X-1 

Pour quelles valeurs de a et b peut-on appliquer le théorème des accroissements finis 
à f sur [a,b]? 

Exercice 4.15. 
Étudier l'existence et l'unicité de c tel que 

f(b) - f(a) = (b- a)f'(c) 

dans les cas suivants : 
1) a""' 1, b = 3 et f(x) ""(x - l)(x - 3). 
2) a= -1 , b = let J(x) = {/x3. 
3) a= -271", b = 2,r et f(x) = cosx + 2x. 
4) a == -1, b = 1 et f(x) = ,etx. 

Exercice 4.16. Soient f, g : [a, b] ➔ 1R deux fonctions continues sur [a, b] et 
dérivables sur ]a, b[. 
On suppose que f (a) -.f f(b) et g(a) ~ g(b). 
Montrer qu 'il exist.e c E]a, b[ tel que 

f'(c) 
f(a) - f(b) 

g'(c) 
g(a) - g(b). 

Indication : Considérer la fonction F définie sur [a, b] par 
·• 

F(x) = (!(a) - f(b))g(x) - (g(a) - g(b))f(x). 

Exercice 4.17. : 
Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur [O, 1] et telle que : 
f(0) == 0 et (Vx E [O, l]), /'(x) f O. 
Démontrer que f garde un signe constant sur [O, l]. 

Exercice 4.18. : 
On COn1Jidère la /onction numéril]tl.e f à variable réelle x définie par f ( x) ""' x - cos x. · 
1) Montrer que: (:3xo Em. iD / f(xo) = o. 
2) Montrer ensuite que : (3c E)x0 , }[) / f'(c) = ::!;'J-
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Exerclce 4.19. : 

1. Écrire la formule de Mac-Laurin pour la fonction J(t) = ln(l+ t) à l 'ordre 2. 
2. En dédu_ire que 

Exercice 4.20. : 

Vérifier les inégalités suivantes à l'aide de la formule de Mac-Laurin : 

1. JÏ+x> 1 +J- ~' Yx > 0, 
• 3 

2. e"' ~ 1 + T + ¾, 'lx E R, 
3 1· ,,• • • • - 2 $ cosx $ 1 - T + n, 'lx E JR., 
4, X$ ts.nx :5 X+ x3, 'lx E]O, fj. 

Exercice 4.21. : 

En Ùtilisunt la formule de Taylor-Mac-Laurin, démontrer les inégalités suivantes : 
1) (Vx E [0, +oo[) sinx $ x 
2) ('rfq; E (0, +oo[) 1_;,,, $ arctan x $ x 
9) (\/x•E)O, l[) arcsinx $ ~ 

vl-:r• 

Exercice 4 .. 22. : 

Calculer (à la main, sans utiliser une machine) les expressions suivantes : 
a) cos(60, 1°)-à trois décimalps prè8. 
b) arcts.n(l,001) à quatre décimales près. 
c) ln(l, 002) à cinq décimaleJ près. 
d) v1s à trois décimales près. 

1):xercice 4.23. : 

1. Écrire la formule de Mac-Laurin pour la fonction J(t) = é . 
· 2. En déduire la limite de la suite (un)n définie par 

1 1 1 
tt,, == 1 + - + - + · · · + - n E N* li 2! n!' . 

El~ 4.24. : 
Calculer les limites suivantes en utüisant la fi9le de ['Hôpital: 

1 l
. tanx 

. 1m--­
z-.o arcsin x 

4. lim(x - 1) tan~ 
· z➔l 2 

2 l
. 2xsinx - rr 

. lm----
,::-1f 2cosx 

5. lim (cos x)-:Z 
X-10 

7. lim (-;i;- - - 1- ) 
z -+l x-1 lnx 
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3 r ✓s + cosx - 2 
. "'~ x2 

6. lim tanx 
,,-,½ t8Jl5X 

. . e2
'" - 2e"' + 1 

8. hm--=------=---­
z-+o cos 3x - 2cos2 x + cosx 

4.3 Solutions détaillées des exercices 

§glution 4.1. : 

1. On ne peut pas appliquer le théorème de Rolle à la fonction fi sur l'intervalle 
I "" [-1, li, car fi n'est pas définie en 1 (ni en -1). 

2. Non, car h n'est pas dérivable en 1. En effet, la dérivée à droite de 1 est 

lim h(x) - /2(!) = lim x - 1 = 1, 
:r➔ l+ X - 1 :t-+l+ :r. - 1 

et elle est différente de la. dérivée à gauche · 

lim h(x) - h(l) = lim 1 - x = -1.. 
:z:➔ 1- x-1 ,r-,1- x-l 

3. Non, car h(O) i=- h(l). 

Solution 4.2. : 

- La fonction f ( x) = sin x est d1finie, continue et dérivable sur IR, donc continue 
sur I = [D, n-) et dérivable sur ]O, n[. 
En plus on a f(O) = f(rr) = 0, par ouite il exi..~te c E]O, 1r[ tel que 
f'(x) = cosc = O. 
En fait c = ~-

- En posant g(x) = cos 21rx, on a g'(x) = -271' sin 2rrx 

et lim ~ = lim g(O) - g(:r.) = --g'(O) = O. 
:z:-+0 !i: :r.-+O X 

A insi lim f(x) = 0 = f (O), et f est continue en O. 
:t-+0 

Ensuite: 

1
. f(x) - J(O) 

1
. 1 - cos 21rx l' 2sin2 nx 2 2 2 lffi -'--'---'-'- = lffi ---- = lffi --- 7r = 7r • 

tc-10 X - Q :r-+0 X'Z x->0 ( 7rX )2 

A insi f e.st dérivable en O. 
Comme f est continue et dérivable sur m.• puisqu'elle e3t quotient de deux 
fonctions continues et dérivables sur m.• et le dénominateur ne s'annule pas 
sur Ill*, f est alors continue sur I = [-1, 1] et dérivable sur j - 1, l[. 
En plus on a J(-1) = f(l) = 0, ce qui nous permet d 'utiliser le théorèmr. cle 
Rolle et d'assurer l'existence de c E] - 1, l[ tel que f'(c) = O. 

- - La fonction f(x) = 2 + -¼?î est définie et continue sur I = [-1, 1). 

0 !
. f(x) - f(O)" 

1
. (2 + {/'x2) - 2 li 1 

n a 1m ~-'----'--'-'- = un -'-----'--- = m - = +oo 
x-+O+ X - 0 x-+O+ X - Û z-+O+ 3/X 

par suite f n 'est pas dérivable en O et on ne peut pas utiliser le théorème de 
Rolle. 

Solution 4.3. : 

1. La fonction f est un polynôme, donc définie, continue et dérivable sur lR (sans 
problème et on peut la dériver autant de fois gu 'on veut sur toute partie de 
IR.). En particulier, elle est continue sur [-1 , 0), et dérivable sur ) - 1, O[. De 
plu.s f( - 1) = /(0) = O. Donc il existe c E]-1,0[ tel que f'(c) = O. Comme 
f'(x) = 1 - 3x2

, alors c2- = } . Par conséquent c = - 73, car c E] - 1, O[ . 
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2. Comme dans le premier cas, f est un polynôme donc continue sur [O, l] et 
dérivable sur JO, 1[ avec f(O) = /(1) = O. 
Alors il existe c E]O, 1[ tel que f'(c) = O. 
On a f'(x) = 2x(l - 2x2) = 2x(l - v'2x)(l + v'2x). Puisque c E}O, 1[, alors 
C - 1 - v2· 

3. La Jonction f est définie et continue sur l-1, ll, dérivable sur ] - 1, l[ et 
J(-l) = J(l) = O. Donc il existe c E] - 1, 1[ tel que J'(c) = - v'l~c' = O. 
D'où c= O. 

Solution 4.4. : 
La fonction f étant polynomiale, elle est continue et dérivable sur IR. _ 
De plus /(-3) = f (-2) = f(-1) = J(O) = O. 
D'après le théorème de Rolle appliqué sur chacun des intervalles (- 3, -2], [-2, -1] et 
[-1, Oj, ils existent c1 E] - 3, -2[, c2 E] - 2, -1 [ et c3 E] - 1, O[ tels que 

f'(c1) = .f'(c2) = / 1(c3) = O. 
Ce qui assure que l'équation f'(x) = 0 a trois racines réelles ci, c2 et c3. 

Solution 4.5. : 
1} Supposons que le polynôme P(x} = x 6 - ax - b a au moins trois racines réelles 
distinctes X1 < x2 < x3. 
La fonction polynomiale P(x) est continue, dérival,le sur IR 
et P(:z:1 ) = P(x2) = P(:z:3) = O. 
On a les hypothèses du théo,-ème de Rolle sur chacun des intervalles [x1, x2] et [x2, x3]. 
Par suite, il existe c1 E]x1, x2[ et c2 E]x2, X3[ tels que 
P'(c1) = 0 = 6(1 - a et P'(c2) = 0 = 6~ - a. 
On aurait c 1 = c 2 = ( f) ¾ ce qui est absurde avec c1 < X2 < c2 ! 
Ainsi P(x) ne peut avoir plus que deux racines r·éelles distinctes. 
2) Supposons que !e polynôme Q(x) = x7 

- ax - b a au moins quatres racines 'l"éelles 
distinctes y1 < y2 < Ys < y4 • La continuité et la dérivabilité sur IR nous permettent 
d'après le théorème de Rolle d'affirmer que le polynôme Q1(x) = 7x6 - a= 7(:z:6 

- ~) 

a trois racines réelles distinctes c1 E]y1,y2[, c2 E]yz,Ya[ et C3 E]y3,y,i[ . 
C'est absurde! D'après la question (1) le polynôme x 6 - ; ne peut avoir plus que deux 
racines réelles distinctes. 
Par :mite le polynôme Q(x) = x 1 - ax - b ne peut avoir plus que trois racines réelles 
distinctes. 

Solutiop_ 4.6. : 

J. Ji(l)-/i(-2) = (1 +2)J'(c), où cE]-2,1[. Il vient-6 = 3(1-3c2), et donc 
c2 = 1. Par consé.quent c = -1, carc E]- 2,1(. 

b2 - a2 b+ a 
2. b2 _ a2 = 2(b- a)c, où c E]a, b[. Par suite c = 

2
(b _ a) = - 2- -

3 ~ - ~ = - (b - a) où c Eja, b[. Ce qui donne lb = -:1-, et donc c = v'àb (ceci 
'ba c2 ' a,._-

car O <a< c). 

Solution 4.7. : 
1) Notons u(x) = ,r

2
x la fonction bien définie , continue et dérivable de] - 1, l[ dans 
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J où J = u(j-1, l[) =l - i, H v(x) = tan(u(x)) = tan(";) la fonction bien définie, 
continue et dérivable de] - 1, 1[ dans IR.. · 
Comme f est définie et dérivable sur IB., la fonction g(x) = f(v(x)) = /(tan(";')) est 
bien dérivable sur] - 1, 1(. 
En plus 

fun g(x) = lim f(tan("2")) = lim /(tanu) = lim f(v) = l = 9(-l). 
z--+-1-t z--+-1+ u-+-J+ u➔-oo 

Et de même lim g(x) ~ l = 9(1). 
x-;.1-

Aînsi g est continue sur (-1, 1] et dérivable sur] - 1, l[. 
2) D'après la question (1) et puisque g(-1) = g(l), on utilise le thé.or-ème de Rolle: 
il existe a E) - 1, l[ tel que g'(n) == O. 
3) La dérivée de g sur] - 1, 1[ est donnée par 
g'(x) = v'(x)f'(v(x)) = u1(x)(l + tan2 (u(x)))f'(v(x)) 
Et donc g'(x) = ½(l + tan2 (";))/'(tan(;"')) . -
En posant c = tan(";), on a O = g'(o:) = i(l + tan2 ("";'))/'(c) 
D'où l'existence de c E IR., tel que f'(c) = O. 

Solution 4.8. 

J. La fonction f est différence du polynôme 4x(1r - x) et de la fonction 1r2 sin2 x 
qui sont indéfiniment dér'foables sur IR, elle est donc deux fois dérivable sur 
I = (0 1 ~]. • 

Et l'on a f'(x) =411'-Bx -21r2 sinxcosx = 4,r -Sx -ir2 ain2x, 
puis f"(x) = -8 - 2ri2.cos2x = -2(4+-ir2 cos2x) 

2. On a /(i) = 4i(1r - }) -1r
2 = 0 et f(O) = O. 

f étant continue sur (0, f] et dérivable sur ]O, i[, le théorème de Rolle nous 
assure l'existence de a, E)O, ~[ tel que /'(o) = O. · 
Remarquons que l'équation f"(x) = 0 équivaut à cos2x "" -:;,z a une seule 
solution dans l'intervalle )0, J[, notée {3. 
E l l t bl d . t. de f' : n p,us on a e a eau e varia ion 

X 0 /3 " ., 
/"{x) - 0 + 
f'(x) 41r , \, J'(/3) < 0 /" 0 

On voit donc que f' s'annule une swle fois entre O et f3 et est strictement 
négative sur ]l'J, H 
D'où l'unicité de a E]O, ! [ tel que f'(o.) = O. 

·• 
!J. En dressant le tableau de variation de f, on a : 

X 0 a: ,r 
7j 

f'(x) 4,r ' + 0 - 0 
J(x) 0 /' /(n) > 0 ',, 0 

Ce qui montre que: Vx E [O, il f(x) 2: 0 
D'où le résultat : 

. • 4 ( ) sm~ x $ 2X ,r - x 
7r 
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Solution 4.9. : 

1. La Jonction/ est continue sur [O, l[U]l, 2], et de plus 

3-x2 1 
lim__ f(x) = lim_ -- = 1 = /(1) et lim f(x) = lim - = 1 = /(1) . 

:t-+l :t->l 2 0;-,1+ at➔l+ X 

D'où f est continue en 1 et donc elle est continue sur l'intervalle [O, 2]. 
D'autre part, J est dérivable sur JO, l[U]l, 2(, et puisque 

lim /(x) - f (l) = lim ~ = lim -(l + x) = -1 
x➔ l- x-1 x-.i-2(x-1) >:➔ 1 - 2 i. ' 

et 

lim J(x) - /(l) = liro ~ = lim -l ,d -1 
x➔l+ X - 1 >;➔l+ x(x - 1) .,...,1+ X ' 

alors f est dérivable en 1. D'où f est dérivable sur l'intervalle ]O, 2[. 
2. Soit c E]O, 2f tel que /(2) - /(0) = 2/'(c). Alors f'(c) = -!-

Puisque f'(l) = -1, alors c ,f 1. . . 

Six< l, alors f'(x) = (3-/y = -x, et donc f'(c) = -½-» c = l, 
Et six > 1, alors f'(x) = (¾)'=-fi, et donc f'(c) = -½ {c} c = 2,12. 
D'oûc= ½ oùc= J2. 

Solution 4.10. : 
1) L'application 

À(x) = (g(a)h(b)-g(b)h(a))f (x )+(h(a)}(b)- h(b)f (a) )g(x)+(f (a)g(b)- f(b)g(a))h.(x) 
est _de la f~rme _D.(x) = of(x) + f)g(x) + -yh(x) qui est continue sur {a,bj puisque les 
trois fondions./, g et h sont continues sur [a, b] et °'• /3, 1 constantes. 
Et l'on a A(x) est dérivable sur ]a, b[ pui.sque les trois fonctions f, g, eth sont déri~ 
vables _sur ja,.b[ et a , /3, , constantes. 
2) La dérivée de A(x)' est donnée par 

L'i' (x) = g( a)h(~ )-f(b )h( a) )f' ( x )+(h(a)f (b)-h(b) f ( a) )g' (x)+(f ( a)g(b )- f (b)g( a))h' ( x) 

= Jet\ ~~:? 1 f'(x) -1 ~~:j ~i:~ 1 g'(x) + l ~i:] !~:? I h'(x) 

/(a) f(b) f'(x) 1 · 
= 'g(a) g(b) g'(x) . 

h(a) h(b) h'(x) 
,Y) En plus on a : 

1 

f(a) f(b) J(a) 1 1 f (a) f (b) f(b) · 
6.(a) .= g(a) g(b) g(a) = 0 et .6.(b) = g(a) g(b) g(b) = O 

h(a) h(b) h(a) h(a) h(b) h(b) 
en disant que ces deux déterminants ont deux colonnes égales ( ou en eff e,ctuant les 
calcul11}. 

Ainsi l'?plicatfon .6.(x) est continue sur {a, b), dérivable sur ]a, b[ et A(a) = 6.(b), 
par le theorème de ·aolle on a l'existence de c E]a, b[ tel qv.e ô.'(c) = O 

!W IW f~ . 
c.d.d g(a) g(b) g'(c) = O. 

h(a) h(b) h'(c) 

Solution 4.11. : 
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J, La fonction arctan(x) est continue et dérivable S'Ur R avec arctan'(x) ::: 1_;,,2 . 
· D 'après le théorème des nccroissements finis , il existe c E]a, b[ t.el que 

arctB.D(b) - arcta.n(a) = f:Rr . 
Puisque O < a < c < b, alors ~ < 1-fé'z < 1_;a:a , 
t b-a b-a < b-a 

C 1-j:P' < l+ê2" l+n2> 
d'où le résultat 

b-a b - a 
-b2 < arctan(b) - arctan(a) < --2 pour a, b tels que O < a < b 
1+ l+ a 

2. En prenant a = 1 et b = 2, on en déduit que½ < arctan(2) - ¾ < ½ et par suite : 

~ 1 ~ 1 
4 + 5 < arctan(2) < 4 + 2 

Solution 4.12. : 

1. Pour tout x > 0, la fon ction f (t) = ./t est continue sur [x, x + lj et dérivable 
sur ]x, x + 1[. 
Donc il existe c E]x,x + 1[ tel que f(x + 1) - f(x) = f'(c). 
Ce qui. donne yx + 1- y'x = 2Jc. 
Et comme x < c < x + 1, on a 2¼i < 27c < ~. 
D'où le résultat : 

1 r--:--; - 1 --- <vx+l - ~x< - -2..;î+T 2.jx 
2. La fonction f(t) = et est continue sur [O,x] et dérivable sur }O,x[. 

D 'après le théorème des accroissements finis, 3c E]O, x[ tel que 
f(x) - f(O) = f'(c)(x - O). 
Et donc e"' - 1 = xec. 
Or O S c :S x => l S ec S e" => x S xe° S xe"' . 
D'où le résultat 

x S e" -1 S xex 

3. L'inégalité est vérifiée si x = î . 
Pour x E [O, ¾L la fonction f(t) = cost est continue sur [x, ¾J -qui est un 
intervalle non vide- et dérivable sur ]x, {l · 
D'où il existe c E]x, if tel que f(1I) - f(x) = (¾ - x)f'(c). 

Par suite cosx - 1 = (¾ - x ) sine. 
La fonction sin t est croissante sur [O, ¾l et O S c S ¾, 
donc sine s sin 1 = ~ -
D'où le résultat 

v'2 v'2 11' 
cosx - - < -(- -x) 

2 - 2 4 
4. La fonction f ( t) = tant est contin·ue sur [x, y] et dérivable sur ]x, y[, donc il 

existe un réel c E]x, y[ te.l que f(y) - f(x) = (y - x)f'(c). 
Par suite, tan y - tan x = !J,;fc ;::: O. 
Comme ln foncti.on cos t est décr-oi.98ante sur [O, ½], et O < c S y < ! , on a 

> 0 D , , 1 < l t ·t _y - :c < y-x cos C _ cos y > . ou cos'l c _ cos2 li B ensui e co.,;; _ ~ 
Sachant qv.e tan est croi.ssarLte sur [O, f] on en déduit le résultat 

y-x 
O :Stan y - tanx S --2-

cos y 
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5. Six = 0, alors I sinOI = IOI . 
Et si x # 0, on considère la fonction sin qui est continue sur [O, xj ( ou [x , O]} 
et dér-ivable sur ]O,x[ {ou .]x,0U, en utilisant le théorème des accroissements 
finis on en déduit : 
il existe c entre O et x tel que sin x - sin O = ( x - 0) cos c. D'où le résultat 

1 sin xi = lxll cos cl :$ !xi. 

Solution 4.13. : 
La fonction f(x) = Ax2 + Bx + C est polynomiale, donc cont-inue et dérivable St1r IR. 
Pour a < b deux réels, f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. D'après le théo­
rème des accroissements finis il existe c E]a, b[ tel que 
f(b) - f(a) = (b- a)J'(c). 
Ce qui donne A(b2 - a 2) + B(b - a)= (b - a)(2Ac + B) = 2A(b - a)c + B(b - a), et 

d _ A(b(-a') _ b+<> 
one c - 2A b- <>) - -2-· . 

Solution 4.14. : 
La Jonction f(x) = l - l2x - li est continue sur IR et dérivable là où 2x - 1 # 0 (car 
la fonction valeur absolue n'est pas dérivable en 0). C'est à dire x # ½· · 
On peut donc appliquer le théorème des accroissements finies à f sur un intervalle 
[a,b] tel que½ iJa,b[ (a< b ~½au bien½~ a < b}. 

Solution 4.15, : 
1} Pour a= l, b = 3 et f(x) = (x - l)(x - 3) = x2 - 4x + 3-
l'équation f(b) - f(a) = (b - a)f'(c) donne : 
0 = 2c - 4 et donc un unique c = 2, dont l'existence est déjà assuré par le théorème 
des accroissements finis. 
2} Pour a = -1, b = 1 et f(x) = v'z3 = xi 
l'équation f(b) - J(a) = (b - a)f'(c) donne : 
1- (-1) = (1- (-l))¾c-J et donc c = {i)~ E] - 1, l[. 
On a une solution méme si le théorème des accroissements finis ne s 'applique pas à 
cause de la non dérivabilité en Ode la fonction f(x). 
3) Po'Ur a= -21T, b = 2ir et f(x) = cosx + 2x l'existence de c est déjà assuré par le 
théorème des accroissements finis. 
L'équation .f(b) - f(a) = (b-a)f'(c) donne: 
(1 + 4,r) - (1 - 4ir) = 8-ir = 4ir{-sinc + 2) et donc sine= O. 
Cette équation a plusieurs solutions dans ]-21r, 21r[, à savoir c = --rr, c = 0 ou c = ,r, 
4) Pour a= -1, b = 1 et f(x) = ffe l'équation f(b) - f(a) = (b - a)f'{c) donne : 
1-(-1)=(1-(-l))½c-î etdoncc= (½)! E] -1,1[. 
On a une solution m~me si le théorème des accroissements finis ne s'applique pas à 
cause de la non dérivabilité en O de la fonction f(x). 

Solution 4.16. : 
La fonction F(x): (f(a) - f(b))g(x) - (g(a)- g(b))f(x) est de la forme 
F(x)=af(x)+.Bg(x) avec a =f(a)- f(b) et (3 =g(a)-g(b) des constantes. 
Comme f(x) et g(x) sont continues sur [a,b], F(x) est continue sur [a,bj . 
Et comme f (x) et g(x) sont dérivables sur )a, b[, F(x) est aussi dérivable sur ]a, b[. 
Et l'on a en plus F(a) = F(b) = f(a)g(b) - J(b)g(a). 
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On a par conBéquence du théorème de Rolle l'existence de c E]a,b[ tel que F'(c) = O. 

D'où (!(a) - f(b))g'(c)-(g(a)-g(b))f'(c) = 0, et par suite f(l~c~(b) g(l~c~(b). 

Solution 4.11. : 
Supposons que f ch.ange de signe sur [O, l], ce qui signifie qu'il existe a et b dans !O, l] 
tels que 

/(a) X J(b) < O. 
f étant dérivable sur [O, 1], donc elle est continue sur (0, l}. D'après le théorème des 
valeurs intermédiaires il existe c E)a, b[ tel que f(c) = 0 (0 <a< c < b). 
f étant dérivable sur (0, l], donc continue sur (0, c] et dérivable sur JO, c[. D'après le 
théorème des accroissements finis, il existe donc d EjO, c[ tel que 
f(c) - /(0) = (c - 0)/'(d}. 
Comme f(c) = f(O) = 0 etc f- 0, on arrive à f'(d) = 0 ! Ge qui est absurde. 
Par suite f garde un signe constant sur [O, l] . 

Solution 4.18. : 

1} La fonction f(x} = x - cosx est continue sur lR, f(~) = i - 1 _ = it-:va ~ 
-0.34 < 0 et f(¾) = î - 4, = "-:i/î,:,; 0.08 > O. 
Ainsi f est continue sur [i, {J et f(i) x !CV < O. En appliquant le théorème des 
valeurs intermédiaires on obtient : 
(3xo Ern, f [) / f(xo) = O. 
2) La fonction f étant ·continue et dérivable sur Ill, elle est donc continue sw· [x0 , fi 
et dérivable sur ]xa, H 
D'après le théorème des accroissements finis on en déduit : 
(3c E]x.,, fi) tel que f(f) - f(xo) = (f - Xo)f'(c) 

qui donne ,,--Îi/î = (¼ ~ Xo)f'(c). 

D'où (3c E)Xo, f[) / f'(c) = ':,:2i,:. 

Solution 4.19. : 

1. La formule de Mac-Laurin à l'ordre 2 s'écrit 

2 3 

f (x) = f(0) + xj'(O) + ~ !" (0) + ~ t<3>(c), 

où c est entre O et x. 
On a f(t) = ln(l + t), f'(t) = l~t> f"(t) = (i:;Jj• et /<3>(t) = ~- D'où 

/(0) = 0, /'(0) = 1, f"(0) = -1 et J<3>(c) = (l.;cp. Par suite 

x2 xs 
ln(l + x) =x - 2 + 3(1-!rc)3' 

2. Par encadrement, on obtient 

1 1 x3 xs x3 
Û < C < X :e;,. 0 < -(1 )3 < (1 + c)3 < 1 => Q < 3( )3 < ( . )3 < - . +x 1:+x · .. 3 l+c 3 

D'où 
x2 x2 xs 

x - 2 < ln(l + :c) < X - 2 + 3 , 
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Solution 4.20. : 

1. D'~près la formule de Mac-Lamin appliquée à, la fonction f(t) = vï"+t il 
existe c EjO, x[ tel que _ 1 

2 
f(x) = f(O) + xf'(0) + ~ J"(c). 

On a f'(t) = 27i+t et f"(t) =-~.D'où J(x) = 1 + ~ - .,,• Et 
4y (l+t)3 2 8vf (l+c)3. 

c>Q::} 1 <l~ :z:2 x2 x x2 
y(l + c)3 8y(l + c)3 > -8 ~ f(x) > 1 + 2 - g· 

2. L'in~al~té, est vérifi_ée six= O. Pour x fc O et f(t) = et, la formule de Mac­
Launn a I ordre troi.s assure l'existence d'un réel c entre O et x tel que 

z2 3 . 4 
· f(x) = /(0) + x/'(0) + -l"(O) +.:.. J\3l(O) +.:.. J<4ll'c). 

. 2 6 U · 

Pui.s/juep'=l(t) .= e\ 'rlk EN, alors /(0) = /'(O) = /"(O) = J<ll(o) = 1 et /<4l(c) = ec_ D'où • 

"' . x2 x3 x4 x2 x3 
e ;"" 1 + x + - + - + -ec > 1 + x + - + _ 

2 6 24 - . 2 6' 

·x4 
car 

24
e0 ~ O. 

S. Pour.x = 0, l'inégaliU est vérifiée. Pour x # o, et d'après la formule de Mac­
Laun~ appliquée à la fonction f ( t) = cos t auec n = I et n = 3 respectivement, 
ils existent deux réels c1 et c2 entre O et x tels que 

ét 

2 
f(x) == f(0) + xf'(0) + .:._ /"(c1 ) 

2 

·. . x2 3 4 

f(x) == /(0) + xf'(0) + 2 j"(0) + ~ j<3>(o) + ;
4 

J<4l(c2). 

~:i=~e f'(t) = -aint; f"(t) = -coat, j<3>(t) = sint et t<4>(t) = cost, on 

/( ) - ~ x2 x4 
X - 1 - 2 COSC1 et f(x) = 1 - - + - COSC2 

2 24 . 
On a 

et 

x2 x2 x2 :z:2 
COSC1::; 1::} -- COSC1 2': -- =J,, 1- - COSC > 1-. -

2 2 2 l- . 2' 

x4 :z:4 x2 x4 . x2 x4 
COSC2 .:S 1 => 24 COSC2 5 - =/>- 1- - + -cosc2 < 1 - - + -

24 2 24 - 2 24· 
D'où 

x2 x2 x4 
1- - < COBX < 1- - + -· 2 - - 2 24. 
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4, En appliquant la formule de Mac-Laurin à la fonction f(t) = tant sur [O, xJ, 
il existe c E]O, x[ tel que 

x2 x3 
f(x) = f(O) + xf'(O) + 2-J"(O) + 6 f 3 (c). 

On a J'(t) = l+ tan2 t, f"(t) = 2tant(l + tan2 t) 
et f(3)(t) = 2(1 + tarh)(l + 3tari2t) . D 'où 

x3 
tanx = x + 3 (1 + tan2 c){l + 3tan2 c) ~ x. 

La fonction tant étant croissante sur [O, Il et D ::; c::; i, il vient 

2 2 2lT 21T 1 3 8 (1+ta.n c)(1+3tan c) .:S(l+tan 6)(1+3tan 6)=(1+ 3)(1+ 3)= 3. 

D'où 

Solution 4.21. : 
1} Soit x > O. En utilisant la formule de Taylor-Mac-Laurin à l 'ordre un, pour 
f(t) = sin t -indéfiniment dérivable- sur l'intervalle JO, x[, an a l'exi.stence 
de 8 E]O, l[ tel que 
sinx = J(x) = /(0) + xf'(0x) = xcos(0x). 
Comme x > 0 et cos(0x) .:S 1, on obtient sinx = xcos(0x) :s; x (valable méme si 
X= 0). 
D'où. le résultat 

Vx 2: 0, einz::; x. 

2) Six= 0, l'inégalité est évidemment vérifiée. 
Si x > 0, an considère la fonction f (t) = arctan t sur l'intervalle [D, x] . Elle est 
indéfiniment dériuable sur IR. On lui applique la formule de Taylor-Mac-Laurin. On 
a l'existence de 0 E]O, 1[ tel que 

1 
arctanx = f(x) = f(O) + x f' (Ox) = x (O )2 1+ X 

Comme O < 0 < 1 et x > 0, donnent 1 < 1 + ( 0x )2 < I + x 2 , 
. 1 1 

puis 1 + x2 < 1 + ( {lx )2 < 1, 
on obtient finalement 

(Vx E (0, +oo[), 
X 

1 
+ x2 .:S arctanx .:S x . 

3) Pour x E)O, l[, on coitsidère la fon ction J(t) = a.rcsin t sur l'intervalle [O, x]. Elle 
est indéfiniment dérivable sur JO, x(. On lui applique la f01mu.le de Taylor-Mac-Laurin. 
On a l'existence de 0 E]O, li tel que · 

arcsinx = f(x) = f(O) + xf'(0x) = x 
1 

. 
✓1 - (0x) 2 

Comme O < 0 < 1 et O < x < 1, donnent O < l - x 2 .:S l - ( fJ x )2 , 
1 1 . 

puis--;:=~~< ;:;--'.-, 
/1 - (0x) 2 - y 1 - x 2 

on obtient finalement 

(\ix E)O, l[) , 
, X 

arcsin x < ~ . 
- vl- x2 
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Solution 4.22. : 
a) On a: 60, 1° = (60 + 0, 1)0 = 60°(1 + ~0 ) = j(l + 6~) = j + 1; 00 en radians. 
Posons a= j et b = f + ïs1lo· 
Par application de la formule de T:aylor-Lagrange, on a l 'existence de c E]a, b[ tel que 

cos(b) = cos(a) - (b - a) sin(a) - (b-
2
aJ• cos(c) . 

Ce qui donne cos(b) = cos(60, 1)0 ~ ½ - ïfoo1 :=:e 0,4985. 

b) Par la m~me formule et awc a= 1, b = 1,001 et f(t) = arctan t, il existe c E]a, b[ 
tel que · 

arctan(l , 001) = arctan 1 + ~~~~ t (o,o:iiJ" f"{c);;,, 0, 7858. 

c) On fait de meme qu 'avant: a= 1, b = ~,002 et f(t) = lnt, il existe c E)a,b[ tel 
que 

ln(l,002) = f(l) + (0,002)f'(l) - (o,o~
2l

2 
f"(l)-1 (o,~2)3 f'"(c) :::e 0,001998. 

d} On a : v'5 = J4+î = 2✓1 + 0, 25::::: 2(1 + ois - (o,!5l
3 

+ ~(0, 25) 3 ). 

C'est à dire -J5::::: 2,235 (on a utilisé la fonction f(x) = Jï+x). 

Solution 4,23. : 

1. Pour tout x E IR*, il existe un réel c entre O et x tel que 

x2 n n+l 
f(x) = f(0) + ~ f'(0) + -J"(0) + · · · + ~ J<nl(O) + _x __ j<n.+i)(c). 

11 2! n! (n+l)! 

Puisque, 'v'k E N*, f ( k l ( t) = é, on obtient 

2. Pour x = 1, on a 

1 1 1 1 C 

e = 1 + - + - + · · · + - + ---e . 
1! 2! n! (n+ l)! 

D'où !un - el = (n~l)! ec ~ (n.:'.i)!, car c < l. Et puisque n~lf 00 (n ~ l)! = 0, 

alors lim u,. ::: e. 
n-++ex> 
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Solution 4.24. ; 

1. En poMnt f(x) = tanx et g(x) = arcsinx, on a: 
1- g'(x) = ✓i~? # 0 sur] - 1, O[U]O, 1( 
2- f(0) = g(O) = 0 

. 3- lim f'(x) = lim 1 + tan
2
(x) = 1 

• ... o g'{x) .... o ~ 
x,<!O :i:;,!O vl-,;• 

A partir de ces hypothèses, on utilise la règle de !'Hôpital. D'où 

lim f(x) = lim tan(x) = lim /'(x} = 1 
.-o g(x) .... o arcsinx ..... o g1(x) 
,:j<\O . :c;I.O ,:'FO 

2. En utilisant la règle de /'Hôpital avec f(x) = 2xsinx -1r et g(x) = 2coax, on 
0

1
. 2xsinx -1r _ 

1
. 2sînx + 2xcosx _ 

1 IID ----- IID - - . 
z-+½ 2cosx .,__,~ -2sinx 

3. En utilisant la règle de !'Hôpital avec f (x) = v'3 + cosx - 2 et g(x) = x2 et 
ensuite le fait que lim !!!.1!$. = 1 on a : 

. ~-+-0 z 
~-- -Binz . 

1
. y'3 + cosx - 2 

1
. 2v'3+cos,: li - smx 1 -1 

1m = 1m = m-- --
8 

· 
:c-->0 x2 .:➔O 2x z➔O X 4v'3 + cos X 

1 1· ( 1) t 1rX •1• X - 1 'n 'lrX 1· X - 1 1· 1 = -~ 
.,. lm X an 2 - IID ""' Sl 2 - lID "'" - 1m .. . ""' :c-->l z--H cos 2 :i:➔ l cos 2 o:-+l - 2 sm T 7r 

_}. ln(cy2) - •lr,a: l 
5. lim(cosx)~ = lime • = lime 2« 0

•• =e-~. 
:➔O x➔O z-+0 

6_ lim ~= lim co!•,, =~(lim cos5x)
2 
=~(lim 5s!n5x)

2 
=S. 

2:➔ ½ tan5x o:-+J cooh:r 5 iz;-+J COSX 5 a:-+J smx 

7. 

8. 

Pour cette limite on a utilisé deux fois la règle de l'HDpital (et en général au­
tant de jois qu'on veut). 

lim(~-- - -
1
-) 

x➔ i ·x -' 1 lnx 
1
. x ln x - x + 1 

1
. ln x = IID ----- = lID -----.,-

,;➔ l (x-l)lnx :e-+llnx+(x-1)½ 

1
. x ln x 

1
. ln x + 1 = !ID ----- :::.: llll --­

:c➔l x lnx + x - 1 :c➔llnx+2 
·• 

e2"' - 2e"' + 1 
lim -----=-----­
x-+O cos 3x - 2 cos2 x + cos x 

2e2"' - 2e"' -r 
- "'~ -3sin3x + 2sin2x- sinx 

. 4e2
"' - 2e"' = hm--,--------­

:c-+o -9cos3x + 4cos2x - cosx 

Là aussi, On tl utilisé deux fois la règle de !'Hôpital. 
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4.4 Exercices supplémentaires 

Exercice 4.25. : 
Peut-on appliqtrer le théorème de Rolle aux fonctions suivantes ? 

1. /(x) == {l(x - 2P sur [0,4], 2. g(x) = ta.n x sur [O, n]. 

Exercice 4.26. : 
1) On pose J(x).= x(x - l)(x - 2)(x - 3) pour tout x E Ill. 
Montrer que l'équ11tion f1(x) = 0 a exactement trois solutions dans .IR.. 
2) Que ·11eut~on .dire de .za fonction g(x) = x(x - l)(x - 2)(x - 3)(x - 4) ? 

Exercice 4.27. 

Soit J ; R -t IR la Jonction définie par J(x) 
sinx + cos(2x) 

= 1 + cos2{2x) . Montrer que f' 
s'annule au moins une fois sur l'intervalle ]O, '11"[. 

Exercice 4.28. : 
Soit J une Jonction définie et continue sur (a, b], dérivable sur )a, b[ telle que f' ne 
s'annule pas sur Ja,b[. Montrer que f est injective. 

Exercice 4.29. : 
Montrer que l'équation e"' = 1 + x admet une seule solution x = O. 

Exercice 4.30. : 
Montrer; qu'entre deux racines réelles de e"' sinx = l, il existe une racine réelle de 
e"' cosx = -1.. . . 
Indication: Appliquer le théorème de Rolle à la fonction e-"' - sinx. 

Exercice 4,.31. : 
Soient a et b deux réels fixés e~ n un entie1· tel que n :2: 2. On pose P(x) ""' x" - ax- b. 
1) Montrer que. sin est pair fe polynôme P(x) ne peut avoir plus que deux racines 
n!ellea. · 
2) Montrer que sin est impair le polynôme P(x) ne peut avoir plus que trois racines 
réelles. 

Exercice 4.32. 

On considère la fonction définie par f : lR - JRJ( ) 1 2 li 12 2 1 
X t--+ X= X - +X-X 

Pour quelles valeurs de a et b peut-on appliquer le théorème des accroissements finis 
d f .!Ur [a,b]? 

Exercice 4.33. : 
Étudier· l'existence et l'unicité de c E]a, b[ tel que 

f(b) - J(a) = (b- a)J'(c) 

dans les cas suivants : 
1) a= -1, b = 1 et f(x) = x2 

- 1. 
2} ti = -2, b = 2 et f(x) = {,?, 
S} a= 0, b = 21r et f(x) = sinx + 3x. 
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Exercice 4.34. : 

a b) b 1 . b i. Montrer que 1 - b <ln(~ · < -;;: - si O < a< . 

1 1 
2. En déduire que 6 < ln(l , 2) < 5 -

~ercice 4.35. : 
Démontrer que pour tout x E lR+ on a : 

X 

1 
+ x 5 ln(l + x) 5 x. 

Exercice 4.36. 

1 l 
J. Montrer que pour tout x > 0, -- < ln(x + 1) - h1(x) < - . 

x+l . x 
. 1 

2. En déduire lim x(ln(x + 1) - ln(x)), pui.s hm (1 + -)"' • 
x.-.+oo x➔+oo :c 

Exercice 4.37. 
Démontrer que pour tout x > 0 on a : 

e" - 1 
1<--<e"'. 

- X -

Exerci,çe 4.38. : 
Démontrer que pour tous a et b deux réels donnés tels que O < a $ b < i on a : 

b-a b-a 
-- :$ tanb- tana $ ~b· 
cos2 a cos 

Exercice 4.39. : 
Soit f une fonction numéri,que à variable réelle définie et. dt!ri111i/1lr m,· 1 'intervalle 

[a, b], telle que : 
!'(a)= f'(b). 

Montr-er que: :le E]a, b[, f'(c) = ~~­
Exercice 4.40. : 
Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur JO, +oo[ telle que : 

1 
Vx E]ü;•+oo[, f'(x) = - et f(l) = O. 

X 

1} Déterminer le si.gne de J(x) pour tout x E]O, +oo[. 
!è} Démontrer que pour tout a strictement positif 

a-1 . 
-- S f(a) S a - 1. 

a 

.'J) Démontrer que : 

V(x, y) E (]O, +oo[)2
, { 

f(xy) = f(:1:) + f(y) 
/(;) = f(x)- f(y) 
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Exercice 4.41. : 
Établfr les inégalités suivantes en utilisant le théorème des accroissements finis : 

1. "'~1 < Jn(l + x) < x, Vx; > O. 

2. arcsinx < ✓t~z'l' Vx E]O, 1[. 

3. 
2
-Jr=; < Jl=x - l < -2", '<li E]O, 1[. 

4. !cos(x + 1) - cosx! ~ 1, Vx E lR, 
5. !e- 11 - e- "'! ~ IY - xj, '<lx, y tels qv.e x;::: 0 et y~ O. 

Exercice 4.42. : 
En utilisant le théorème des accroissements finis, déterminer la limite suivante : 

Exercice 4.43. : 

ecoah :i: _ ecos :t 
lim -----. 
:i:->O coshx - cosx 

1. Écrire la formule de Mac-Laurin pour la fonction f (x) = ln(l + x). 

2. En dé.duire la limite de la suite ( u,,)n définie par 

1 1 1 (- l)n- 1 

u =1--+---+·· ·+--- nEN*. 
n 234. n' 

Exercice 4.44. : 

x2 
1. Montrer que x - - < ln(l + x) < x, Vx > O. 

2 
n k 

2. En déduire lim II ( 1 + 2 ) · 
n->+oo n . 

k=l 

Exercice 4.45. : 
Calculer les limite8 suivantes en utilisant la règle de /'Hôpital : 

1 
xcosx -sinx 

1. im 3 
!
. x-ln(l+x) 

2. u:u---'----'­
:r-+O 1 - COSX 

li 
tan x - .sin x 

3. m . 
x-+0 x-smx x-+0 X 

4. lim lnx 
3:-t+co ~ 

. ln(si:"') 
7. hm--

2
-

x-40 :i; 

Exercice 4.46. ; 

5 
l' ln(cos 3x) 

· x:% ln(cos2x) 

8. lim -
1
- - _!_ 

x➔O sin2 x x 2 

l 1 + COS71'X 
6

· x~l x 2 - 2x + 1 

Soit g : [-1 , 1] -+ lR une Jonction de classe C2 telle que g(0) = g'(O) = O. On pos 

{ 

~ si XE [- 1, 1]\{0}, 
f(x) = 

Q si X= 0. 

Montrer que la fonction f est dérivable en O. 
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4.5 Indications sur les exercices supplémentaires 

Solution 4.25. : 

1. Non, car f n'est pas dérivable en 2: 

lim /(x) - /(2) = lim (x - 2)! = lim _.1_ = +cx:i. 
:r-.2+ x - 2 ;c-.2+ x - 2 z-t2+ (x - 2)S · 

2. Non, car g n'est pas définie en l 
Solution 4.26. : 
1) Remarquer que f(x) = x(x - I)(x - 2)(x - 3) est un polynôme de deg~é qùàt~, sa 
dérivée f'(x) est de degré trois, a au plus trois racines dans lll. Utiliser le théorème 
de Rolle pour montrer que f'(x) a déjà au mois trois solutions x1 E]O, l[, x2 E]l, 2[ 
et X3 E]2, 3[. . 
2) F<,ire de même pour vérifier que si g(x) = x (x - l)(x - 2)(x - 3)(x - 4) l'équation 
g1 

( x) = 0 a exactement quatre racines dans JR. 

Solution 4.27 . . : 
La Jonction f est continue sur [0, 7r) et dérivable sur ]0, rr[. De plus, f(O) = /(1r)"" ½, 
D'après le théorème de Rolle, il existe c E)O, 1r[ tel que f'(c) = O. 

Solution 4.28. : 
Supposons qu'ils eii.stent xi, x2 E [a, b], X1 < x2, tels que f(x1) = /(x2). La fonction 
f est continue sur [x1,x2J~ et dérivable sur ]x1,x2[. Donc il existe c E]x1,:i:2[ tels que 
f'(c) = 0, ce qui est absurde. · 

Solution 4.29. : 
Supposons qu'il existe a E R• tel que e" = 1 + a. La fonction f(x) = e"' - x est 
continue et dérivable sur R avec f(O) = f(a) = 1. D'après le théorème de Rolle, il 
existe un réel c entre 0 et a tel que f'(c) = O. D'où ec = 1, ce qui est absurde car 
C 'F Q. 

Solution 4.30. : 
Soient a, b E lR, a < b, teki que e" sin a= é sin b = 1. La fonctfon f(x) = e-"' - sinx 
= 1--;:in:.- est continue et dérivable sur lR avec f(a) = 1-•;:ina = 0, et de même, 
J(b) = O. Donc il existe c E]a,b[ tel que f'(c) = O. D'où -e-e - cosc = 0, et par 
conséquent, ec coà c = -1. ·• 

Solution 4.31. : 
1) Pour n :2'. 2 pair, la seule racine réelle de P'(x) = nx"-1 - a= 0 est •-\11. 
Et donc P(x) ne peut avoir plus que deux racines réelles (sinon, en utilisant le théo­
rème de Rolle P'(x) aurait plus d'une racine!). 
2) Pourn;;:: 2 impair, Q(x) = P'(x) = nxn-l - a= n(xn-l - ~) ne peut avoir plus 
que deux rac.'ines réelles d'après (1). Et donc P(x) ne peut avoir plus que trois racines 
réelles. 

Solution 4.32 . . : 
fu fonction définie sur IR et définie par 
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f(x) =Ji-2 -il+ l2x2 -x! = lx+ Il x lx- li +2lx-0j x jx-½I 
est dén~able sur ) - oo, - l [u) - 1, O{u]O, ½ [u] ½, 1 [u) 1, +oo[ et ne l 'est pa.s aux points 
-1, 0, 2 et 1. On 1ieut-appliquer le théorème des accroissements finis à f sur [a, b] tel 
que . 

[a,bj c]-oo, ...'.1], ou [a,b] c[-1,0J, ou [a,b] c [O, ½l, ou [a,b] c I½, 1] , 
ou [a, b) C [1, +oo[. · 

Solution 4.33. : 

1) Pour a= -1, b = 1 et f(x) = x2 
- 1, f(b) - f(a) = (b- a)f'(c) équivaut à 

0 = 2(2c) et donc c = 0 est unique. 

2) Pour a= -2, b = 2 et f (x) = ~. f (b) - f(a) = (b - a)f'(c) équivaut à 
0 = ·4( ;!r) et donc [JG$ d'existence de c. 

S) Pour a= 0, b = 21r et f(x) = sinx + 3x, f(b) - f(a) = (b - a)f'(c) équivaut d 
für=.2n(cosc+3), puis àcœc=0. 
Comme C E_)o, ~rr[, on obtient deux solutions C = ; ou C = ~-

Solution 4.34. : 

1. On applique le théori!me des accroissements finis à la fonction ln(x) su1· l'in­
tervalle [a, b], Il e.i-iste alors c E ]a, b[ tel que ln(~) = Jn(b) - ln{ a) = b;a . 
Or O <a< c < b => b < b < b-a d 'où. 1- !! <ln(!!.) < !!. -1 

b c a l b a a • 

2. Il suffit de prendre a = l et b = 1, 2. Ou, d'une manière générale, a E ]R~ 

quelconque et b = 1, 2a. Alors !!. = l 2 !!. - 1 - 0 2 - ! et 1 - .!! - ~ - 1 
D'où le résultat. " ' ' " -- ' - 5 b - 1,2 - li· 

Solution 4.35. : 

On applique le théorème ries accroissements finis à la fonction ln(l + t) sur l'intervalle · 
[O,x]. 
On aura l'existence de c tel que O < c < x et f(x) - f(0) = (x - O)f'(c) 
et donc ln(l + x) = x 1+

1 avec -1
1 < - 1- < 1 

. . c +;1; l+c · 
En multipliant par x positif, on obtient, \/x E 1R+ : 

X 
l + X S ln(l + x) ::; x 

~C!lY!!lm.. 4.36. : 

1. La fonction ln(t) est continue et dérivable sur JO, +oo[, donc elle vérifie les 
hypothèses du théorème des accro-issements finis sur l'intervalle [x, x + 1] si 
x > O. Par suite, il existe c E]x, x + l[ tel que ln{x + 1) - ln(x) = ¼• On en 

dLI ·t l ( 1 1 1 1 
i:aui que - - < ln x + 1) ~ l.n(x) < - , puisque -- < - < - . 

x+l x x+l c x 
2. D'après la question 1., _x_ < x(ln(x + 1) - ln(x)) < 1. 

x+l 
Par conséquent, lim x(ln(x + 1) - ln(x)) = 1. 

:t➔+oo 

On a 

(1 + .!. )"' = e"' ln(l+;) = e"' ln~ = e"(ln(z+l)-ln(x)) . 
X 

Donc lim (1 + ~ )"' ""e. 
:>:-+-f-oo X 
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Solution 4.37. : 
Pour x > 0, utiliser le théorème des accroi.ssements fini,s sur l 'interoalle [O, x] et avec 
la Jonction /(t) = é . Ce qui donne : 

· 3c E]O,x[ tel que e::t = e:::t = ec. 
Comme O < c < x, on a 1 < ec < e"', D 'où le résultat: 

e" -1 
'vx > □, 1 :::; -- S e"'. 

X 

Solution 4.38. : 
Utiliser le théorème des accroi.ssements finies sur )a, b[c)O, i[ avec /(x) = tanx et 
comparer cos2 a, cos2 b et cos2 c. 

Solution 4.39. : 

Définir la fonction g(x) = { 
f (x) - J(a) si x E]a,b) 

x - a 
f'(o,) six= a 

Justifier l'existence de d E]a,b[: g'(d) "" g(b)- g(a). 
b-a 

Vérifier que g'(b) = -g'{d). 
Si g'(d) = 0 donner c. 
Si g'(d) f 0, justifi.e,· que g' change de signe et que g possède un extremum puis 
conclure. 

Solution 4.40. : 
1) f' étant strictement positive donc f est strictement croissante, en déduire le signe 
de f sur JO, 1( et sur JO, +oo[. 
2) Utiliser le théorème des accroissements finis sur ]a, 1( ou )1, a( suivant que 1 < a 
oua < 1. 
9) Poser h(x) = f(xy) - J (x) - f(y) en fixant y. Calculer h'(x) et en déduire que h 
est constante nulle. 
Appliquer h à ! · 

Solution 4.41. 

1. La fonction f(t) = ln(l + t) est continue sur [O, x] et dérivable sur jO,x[, d'où 
3c E)O,x[ tel que f(x) - f(0) = :r:/'(c). Par conséquent, ln(l + x) = l~c· Or 

0 < C <X=:> l~x < i!c < 1. D'où, ~X- < ln(l + x) < x. 
• x+l 

2. La fonction f(t) = arcsint est continue sur [O,a:j et dérivable sur ]O,x[. Donc 
il existe c E]0,x[ tel que f(x) - /(0) = (x - 0)/'(c), soit arct1inx = ~-
c O 1 1 l 1 D' , • x omme < c < x < , a ors v'î=c'l < ~· ou arcsmx < 71_.,_"v· 

S. On applique le théorème des accroissements finis pour f(t) = ,/I-=1 sut· l'in­
. tervalle [O,x) . n existe alors c E]O,x[ tel que vT="x - 1 = 

2
Jbc. Comme 

0 < c < x, alors l < *° < Â=';· D 'où 2Jr-:; < yl -x -1 < -.t. 
4. Pour tout x E lit, l'application t ~ cos t est continue sur [x, x + 1] et dérivable 

sur ]x, x + 1 [ avec cos' t = - sin t. Donc il exï..,te c E}x, x + 1 [ tel que cos(x + 
1) - cosx = -sine. Par suite I cos(x + 1) - cosxj;,,, lsincj :S L 
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5. L 'inégalité est vérifiée si x = y . Supposons q11e x =f y, . alors il existe c entre x 
et y tel que e- v - e- " = - e- c(y - x) . D'où le-y - e- :rl = e- clY - xi :S IY - x\, 
car e-c $ 1. 

Solution 4.42. : 
.Pour tout x E R' , la fonct ion e1 est continue sur !c.osx , cosh x] et dérivable sur 
l cos x, cash x[. Donc il existe c E] cos x, cosh x[ tel que 

e<œhx - ecosx = (cosh x - cos x )ec. 

Six--+ 0, alors c -, 1, et donc 

e cosh • _ e cos x 

lim ----- = lîrn é = e. 
x-+0 cosh X - cos X c➔ 1 

Solution 4.43. : 

J. Pour tout x E R*, -il exùite un réel c entre O et x tel que 

. x2 xn x " ·+ l 
f(x) = f(O) + xf'(O) + -21 f " (O) + · · · + 7" J<n)(O) + ( + l)IJ<n+ll(c) . . n. n . 

k ..,~ f(k ) ( ) <- ll•-1ct.-1)! n· . PO'Ur tout E n , t = (l+t)• . ou 

Par suite 

x2 X n x" + I 
Jn(l +X) = x - 2 + ... + (- l )n-1 -;- + (- 1)" (n + 1)(1 + c)n+l. 

b · t 1 (2) < - il" D' · 2. Pour x = l, on o tien . n = Un + (n+l )(I+c)"+t • 0 11 

1 1 
lun - ln(2)1 = (n + 1)(1 + c)"+l $ n + 1. 

Par conséquent, lim u ,. = ln (2) . 
n.~+oo 

Solution 4.44. : 

1. D 'après l'exercice précédent, ln(l + x ) 

0 < c < x ~ (l;z)" < (l;c)• < 1, alors 

x - 2(I~c)> ' où c E]O,x[. Puisque 

x2 x2 
x - 2 < ln(l + x ) < x - 2(1 + x)2 < x. 

" k 
2. Posons u 11 = (Il (1 + n2 )). Alors 

k= I 

n k '!'.., k n(n + 1) 
ln(u,.) = L ln(l + n2 ) ~ ~ n2 = zn2 · 

k=l k ~ l 
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En utilisant les résultats I;;=l k = n(n t l} et z:;~1 k
2 :S n x n2 on a 

ln(u,, ) 2'. ~ ~ _ ! ~ k2 
2'. n(n+l) _ .1._ ~ k? > n(n+ 1):... 2:.. . 

L.., n 2 2 L...., n4 2n2 2n4 L.. - 2n3. 2n 
k= l ,1: ,,,-J k= l . , ' . 

D 'où lim ln(u,,). = -
2
1 

et lim · rr" (1 + ~)=el = ,/ê. 
n-++oo n -++oo n 

k=l 

Solution 4.45. : 

li xcosx-sinx li cosx - xsinx - cosx l' - sinx 1 
1. '"~ x3 = ,,_:!1 3x2 = "'~ ~ = -3 . 

2. lim x - ln(l + x) = lim 
1 ~ i!:z: = lim ~ x - 1- = 1. 

:z:-+0 1- cosx x-+0 smx :i:➔O SlllX 1 + X . 

9 . 

li tanx-sinx 
"'~ x - sinx 

lim ~ - cosx = li~ ·l . - co_s3 x _ 
,:➔o l - c.œx . x....o·cos2 x(l' ·- ·cosx) 

!
. l+cosx+cos2 x 
!ID--- ----= 3. 

,:: -+O cos2 x · 

4. lim lnx = · lim _L_ = lim ~ =0 
q;-++oo -ç/i x-++oo ½x- i x➔+ao -ç/i · 

S. lim ln(cos3x) = lim 3ein3x x cos2x = ~ lim sin3x = ~ lim 3cos3x = ~ 
:,;-,.oJn(cos2x) :z:➔ O cos3x 2sin2x 2:z:➔osin2x 2x➔02cos2x 4· 

6 
l' 1 + COS '1t"X J' - 7!" sin ,rx J" - 7!"

2 CD61TX 11"~ 

· "'~ -x2 - 2x + l = "'~ · 2x - 2 = "'~ 2 = 2 
7. 

ln(!!M) 
1. "' un---
z-..... o ~-~ 2 

8. 

lim -
1

- - 2-
z➔O sin2 x x 2 

lim xcosx -sinx = lim cosx - xsinx- coax 
x-+O 2x2 sin x x-+D 4x sin x + 2x2 cos x 

-~ 
lim " 
x➔O 4 si~x +2cosx 

1 
6 

~ . 2 = lim x -sm x = lim 2x-sin2.x 
x->O x2 sin2 x o:-+O 2x sin2 x + x2 sin 2x 

= lim 2 - 2cos2x 
x➔O 2 sin2 x + 4x sin 2x + 2x2 cos 2x 
r 4sin2x 
"~ 6 sin 2x + 12:i: cos 2x - 4x2 sin 2x 
r 8cos2x 
"'~ 24 cos 2x - 32:i: sin 2x - 8x2 cos 2x . 
1 
-
3 
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§Qlution 4.46. : 

En utilisant la rey;le de l 'Hôpital deux fois, pour passer de agl d Œ, et pour passer 
.,_ ii!1 g''(:,;) :r 2:i 
..., 2.:r: à 2 ,ona 

lim f(x) - /(O) - lim g(x) - lim g'(x) = Iim g"(x) g"(O) 
z--+O X - 0 .:-+O x2 :c➔O 2x :1:➔0 2 2 · 

Par conséquent, f'(O) = 9''J0!. 
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Chapitre 5 

La convexité et ses applications 

5 .1 Rappels de cours 

Soit J un intervalle de 1R. et f une fonction définie sur J et C la courbe représentative 
de f dans un repère du plan. 

Définition 5.1. Une partie Â de JR2 est dite convexe lorsque, pour A et B deux 
points quelconques de .6., on a le segment [AB] est inclus dans .ô.. 
L'épigraphe de f est l'ensemble noté. et défini par Ep(f) = {(x, y) E /xlR / y 2:: f(x)}. 
On dit que f est convexe lorsque son épigraphe est une partie convexe de JR2

• 

f est une fonction concave si la fonction ( - f) est conve:i:e. 

Propriétés 8. LR..s énoncés suivants sont équivalents : 
- f est convexe sur I, 
- 'v'(u, v) E 12 et 'v'>. E]O, 1[ 

f (>.u + (l - >.)v) :S >.f(u) + (1 - >.)f(v) 

- Pour tout a E / la fonction ip
0

(x) = f(x) - J(a) est croissante sur I - {a} 
x-a 

Théorème 5.1. Lorsque f est dérivable sur I on a l 'équfoalence : 
f convexe sur I ~ J' croissante sur I 

Thêorème 5.2. Lm·sque f est deux foi.s dérivable sur I on Cl l't!qu.iva.lenr:1: : 
J convexe sur I <===}- /

11 positive sur I ,. 
Proposition 5.1. Soit f convexe et dérivable sur l'intervalle I = [a, b] . Pour chaque 
Xo E [a, bj on a : 

'vx E {a,b], f(xo) + (x - Xo)f'(x,,)::; /(x)::; /(a)+ f(bi = ~(a) (x - a) 

Ce qui signifie que la courbe de f sur I est au dessus de la tangente en x 0 quelconque 
de !a,b] et au dessous de la corde reliant les deux points (a, f(a)) et {b,f(b)). 
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5.2 Énoncés des exercices 

Exercice 5.1. : 
On définit la fonction f par 

f : I = [0,2] 
six E !O, l[ 

X ➔ Si X= 1 
si X E]l, 2] 

1) Étudier la continuité, la dérivabilité et la dérivabilité seconde de f sur l. 
2) Soit a E}O, 1[. On pose x1 = ½ et X2 = f 
Calculer /(=1 + (1- a)x2) et a/(x1) + (1 - a)J(x2). 
S) f est-elle convexe (resp. concave) sur I 'l 

Exercice 5.2. : 
Déterminer les intervalles de convexité et de concavité, les point.ç d '·inflexion des 
courbes des fonctions suivantes : 
f(x) = e- x• et g(x) = xe-:r:'. 

Exercice 5.3. 
Soit f(x) = x3 + ax2 + bx + c avec a, b et c trois réels. 
Déterminer a, b, c pour que f soit convexe sur [O, +oo[ et concave sui·] - oo, O[. 

Exercice 5.4. : 
Soit J(x) = ax3 + bx avec a, b deux réels et ai= O. 
Étudier· la convexité de f suivant les valeurs de a et b. 

Exer;çiçe 5.5. : 
1} Montrer que la Jonction f(x) = e"' est convetce sur Ill. 
2} En déduire que pour tout (x,y,z) E m.3 : 

e"' eY ez 
a"ef+!+i <-+-+-. 

- 2 3 6 
b- e!+J+ i .:S ½ (e'" + eY + e•). 

Exercice 5.6. : 
a) Montrer que la fonction définie par f(x) = ~2x+•in" est convexe .mi· IR. 
b} Soit g : Ill-+ Ill une fonction telle que pour tout x E Ill g{x) > O. 
Montrer que si la/onction h(x) = ln(g) est convexe alors 9 est convexe. 
La réciproque est-elle vraie ? -

·, 

Exercice 5. 7. : ) 
Soient n ? 2 •un entier naturel, a 1 , a2, · · · , Un des ·réels positifs tels que : 

a1 + a2 + · · · + an = 1. 
Montrer que pour tous x1, x2, · · · , Xn des réels donnés on a : 
1} 
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2) Et si en plus a;> 0 et x, > 0 pour i = 1,2· • · ,n alors 

ln (a1x1 + a2x2 + · .. + a,,x,.) 2:: a1 lnx1 + a2 lnx2 +· ·· +a,. lnxn. 

3} Et si en plv.s ll-i > 0 et x, > 0 pouri = 1, 2 · · · , n alors 

Exercice 5.8. 
On pose f(x) = -lnx. 
1) Montrer que la fonction f est convexe sur l'intenialle I =]0, +oo[. 
2) Vérifier que Jxy-5': ~ \l(x, y) E [ 2

• 

3) Montrer que pour n 2:: 2 un entier naturel, a1, a2, • • · , a,. des réels strictement po­
sitifs on a : 

01 + a2 +·'·+an 
y'a1a2 ···Un -5': n 

4) Étudier le problème d'égalité daris cette inégalité. 

Exercice 5.9. : 
Soient n 2:'. 2 un entier naturel, a 1 , a2, • · • , a,. des réels strictement positifs tels que 

" E a,, = a1 + a2 + · · · + an = 1. 
p~ I 

1) Montrer que si k est un entier naturel alors on a : 
nk+l :S u1k + a2k + • • • +a;;" . 
2} Étudier le problème d'égalité dans cette inégalité. 

Exer-c:lce 5.10. : 
Soit p E 1R. et /p la Jonction définie par J,,(x) = x'P sur JO, +oo[. 
1) Pov.r quelle valeurs de p la jonction fp est convexe 'l 
2) Pour p > 1, vérifier que f P est convexe et qv.e l'on a 

\lx E [1 , 2] (x- l)p+ 1::; xP::; (2P - l}(x -1) + 1. 

Exercice 5.11. : 
a- Vérifier que la fonction J(x) = sinx est concave sur [O, ~]. 
b- En déduire que : • 

\/xi€ [O, il ;x :5 sinx -5', x. 

Exercice 5.12. : 
Soit f : 1R.+ -t IR, dériva/Jle et concave telle que f (0) 2:: O. 
Montrer que 

\l(x, y) E (18.+)2 f(x + y) $ f(x) + J(y). 

Essayer d'utiliser la. fonction Yz(Y) = f(x + y) - J(x) - J(y) définie pour x fixé. 
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5.3 Solutions détaillées des exercices 

Solution 5.1. : 
1} La fonction f est continue sur [0, l[ et sur )1, 2) puisqu'elle est polynomiale sur 
chacun de ces intervalles disjoints. 
Et lim f(x) = lim(x -1) = 0 ,f. f(l). Par suite f n'est pas continue en 1. 

::,➔ I c-tl · 
.->l :z:>l 

Les dérivées premières et secondes de la fonction f sur chacun des intervalles dis-
joints [0, l[ et )1, 2) existent. Mais f n'est pas dérivable en 1 puisqu'elle n'est même 
pas continue en 1. 

2) Pour o: ejo;1[, x 1 = ½ et x2 = j, on a: 
f(a.x1 + (1 ...,. ·o)x2) = f (o½ + (1- cr)j) = J( 3-2

2
a ). 

'Comme on a : 
. ' ·. { '0 <a<½. =l> - 1 < -2a < 0 => 1 < s-r· < j 

ou . 
0 < a < 1 =>- · a = ½ * 3

- 2
2
"' = 1 

. ou 

½ < o < 1 * -2 < -2a < -1 * ½ < 3-tx < 1 
On en déduit que 

. . { c a-la l - i = i-r = ½ - a si o < a < ½ 
f( 3-22a) = 1 si a=½ 

1-(~)=o-½ si ½<a<l 
D'autre part 
af(x1) + (1 - u)J(x2) = af(½) + (1 - o)f{V = o½ + (1 - a)½= ½-
S) On en déduit que f(ox1 + (1- a)x2) $ af(x1) + (1 - o)f(x2) · si o ,f. ½ 
et f(ox1 + (1 - a)x2) > af(x1) + (1 - o)f(x2) si o = ½-
Ain:iiJ n'est ni convexe ni concave sur I. 

Solution 5.2. : 
1- La/onction f(x) = e-z• étant dt!rivable à l'ordre deux, on utilise la dérivée seconde 
pou.r étudier la convexité. 

1 

On a f'(x) =- -2xc-"'
2 

et /'(x) = 4x2e- "'
2 

- 2e-"'
2 = 2(2x2 - l)e-"

0
• 

Lr. p1Jly11ôme (2x2 - l) s'annule en x1 ""' - ~ et en x 2 = -1;, de signe positif sur 

] , ... oo, l:1) U [x2, +oc[ et de signe négatif sur {x1, x2). 

' v'2 ../2 Par suite f"(x) 2: 0 sur] - oo, - 2 ] U [2 ,+oo[ et donc f est convexe sur chacun 

. ../2 Ji 
des sntervalles] - oo,-2 ] et (2 ,+oo[. 

v'ï ../2 Ji ../2 
Et f"(x) $ 0 sur [- 2, 21, donc f est concave sur l-2· zl• 
Les points d'inflexion de f sont A(x1,f(x1)) et B(x2,f(x2)). 

2- La dérivée seconde de g(x) = xe-"'
2 

est donnée par 
, 3 2 2 2 g"(x) = ((-2x2 + l)e-x )' == (4x - 6x)e-"' = 2x(2x - 3)e-"' . 

Elle s'annule au.x points x1 = -/î, x2 = 0 et X3 = Jî. 
g"(x) est donc positive sur [-Jî,o] U [Jî, +oo[ ce qui implique que g convexe sur 
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chacun des intervalles (-jî,o] et [·/f +oo[. 

Et g"(x) est négative sur) - oo, -,jî] U (0, y1J ce qui implique que g concave sur 

chacun des intervalles] - oo, -y1] et (0, ...jî]. 

Les points d'inflexion sont : 

A(-...jî,g(-/î)), B(0,g(0)) et c(jî,g(jî)). 

Solution 5.3. ; 
La dérivée seconde de f(x) = x3 + ax2 + bx + c est f"(x) = 6x + 2a. 
Pour que f soit convexe sur [O, +oo[ il nous faut f"(x) == 6x + 2a 2: 0 'efx 2 O. Ce qui 
donne a 2'. 0 (en prenant x = O). 
Pour que f soit concave sur] - oo, O[ il nous faut f"(x) = 6x + 2a $ 0 Vx < O. Ce 
qui donne a $ 0 ( en tendant x vers 0} . 
Par suite a= O. Et avec a= 0 on a bien ce qu'il faut. 

Solution 5.4. : 
La dérivée seconde de f(x) = ax3 + bx est f"(x) = 6ax. 
Par suite on a les cas : 
1- Si a 2 0 f" est positive sur [O, +oo\ et donc f est convexe sur [O, +oc[. 
J" est négative sur ] - oo, O] et donc f est concave sur J - oo, O]. 
2- Si a< 0 f" est négative sur [0, +oo[ et donc f est concave sur [0, +oo(. 
f" est positiue sur] --- oo, O] 'èt donc f est conuexe sur] - oo, 0). 

Solution 5.5. : 
J) La fonction f(x) = ex a su.r Dl comme dérilJée seconde f"(x) = e"" qui est positive 

sur·R. 
Par suite f e.st coni1e:r.e sur Ill. 

2) En utilisant la définition de la convexité, on a pour tout ( x, 11, z) E lR 
3 

: 

a- En prenant 0t1 = ~, a:2 = ½ et 03"" à· 
On a bien 01 + a2 + 03 = 1 et 01, 02, a3 E [0, 1] 
d'où f(a:1x + 0<1Y + a:az) $ a1f(x) + a-,f(y) + cr3f(z) 
Ce qui donne 

• 
b- En prenant ensuite 01 = ½, °'2 = ¼ et os "" ¼, 
On a bien a1 + 02 + 0'3 = 1 et 0:1, 02, 03 E (0, l] 
d'où f(o:1x + a2y + a3z) $ atf(x) + o•;.f(y) + 03f(z) 
Ce qui donne 

Solution 5.6. : 

ei+l+½ < ! (e"' + e11 + e') -· 3 

a) La fonction f(x) = e2x+•inx a une dérivée seconde donnée par 
f"(x) = (l'(x))' = ((2 + cosx)e2:i:+•lnx)' = ((2 + cos:i:,)2-sinx) e2x+slnx. 2 
On a -l s; cosx, qui donne 1 $ (2 + cosx) et donc 1 $ (2 + cosx) . Comme 
-1 $ - sin x et en rajoutant les membT"es de ce.9 dernières inégalités on obtient 
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0 $ (2 +cosx)2 -sinx. 
Par suite f"(x) 2:: 0 Yx ER et f est bien conve.u sur IR. 
b} On a Vx E 1R g(x) > 0, la fonct~on h(x) = ln(g) est bien définie. 
Si la fonction h(x) = ln(g) est convexe alors 
Y(x, y) E JR2 V(a, b) E (0, 1]2 tels que a+ b = I : h(ax + by) s ah(x) + bh(y), 
ce qui donne ln(g(ax + by)) S aln(g(x)) + bln(g(y)) (1) 
Sachant que ln est concave on a déjà 
aln(g(x)) + bln(g(y)) S ln(ag(x) + bg(y)) (2) 
En combinant {1) et (2) on obtient 
ln(g(ax+by)) $ ln(ag(x) +bg(y)). 
En composant avec la Jonction exponentielle, qui est croissante, on obtient 
g(ax + by) s ag(x) + bg(y) 'v'(x, y) E JR2 V(a, b) E (0, 1]2 tels que a+ b = 1. 
La Jonction g est donc convexe sur JR. · 

La réciproque est fausse : 
D'après la première question la fonction f est convexe. Et h(x) = lnf{x) = 2x+sinx 
dont la dérivée seconde h" ( x) = - sin x change de S'igne sur R. La fonction ln(f ( x)) 
n'est donc pas convexe. 

Solution 5.7. : 
Soient n 2:: 2 un entier naturel, a1, a2, · · · , an des réels positifs tels que 
a1 + a2 + · · · + a,. = 1. 
Pour tous x 1 , x 2 , • · • , Xn des réels donnés on a : 
1) On considère la fonction f (x) = x2 dont la dérivée seconde est f"(x) = 2 qui est 
positive sur IR. Par suite f est convexe sur 1R et l'on a : 
f (a1X1 + a2x2 + · · · + anxn) S aif(xi) + a2f (x2) + · · · + anf(xn) 
D'où le résultat 

2) Et St en plus a; > 0 et x; > 0 pour i = 1, 2 · · · , n, on considère la fonction 
g(x) = ln x définie sur JO, +oo[, dont la dérivée seconde g"(x) = --b qui est négative . 
sur JO, +oo[. Par suite g est concave sur JO, +oo[ et l'on a : 
g (a1X1 + a2x2 + · · · + anxn) 2:: a1g(x1) + a2g(x2) + · · · + ang(xn) 
D'où le résultat 

1 
9) Et si en pluB a; > 0 et Xi > 0 pour i = 1, 2 · · · , n on considère la fonction h(x) = -

X 

définie sur JO, +oo[, dont la dérivée seconde h"(x) = :
3 

qui est positive sur JO, +oo(. 

Par suite h est convexe sur JO, +oo[ et l'on a : 
h (a1x1 + a2x2 + · · · + a,,.xn) S a1h(xi) + a2h(x2) + · · · + ~nh(xn) 
D'où le résultat 

Solution 5.8. : 
1) La dérivée seconde de la Jonction f (x) = - lnx définie sur I =]0, +oo[ est 
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1 . 
!"(x) = x 2 • Comme f"(x) > 0 Vx E J, f est strictement C()nvexe sur[. 

2) PrenOTl.3 a= fJ = ½ et (x, y) E [ 2
. On a 0: + f3 = l. !,a convexité de f donne 

/(½x + }y) S ½.f(x) + ½f(y) • , 
Et donc -ln(~) S -½ (lnx + lny) = - Pnxy = -ln,fty _ . . 
Ce qui donne lny"xy s ln(~). .· 
En passant par la croissance de l'application exponentielle on trouve 
Jxy = exp(lny"xy) S exp(ln(~)) = ~ 
D'où Ee résultat 

x+y 
.,/xy $ - .-

2
- V(x, y) E [ 2 

9) Pour n E N et n 2: 2, choisissons o:1 = a2 z • • • = o:n = ~. 
. 1 n 

On a bzen 01 + 42 +···+On = n x - = 1 et les (a;); sont positifs. 
n 

Si a1,a2, · · · , an sont des réels strictement po!Jitifs, on a d'après la c.onvexité 
de f(x) = -lnx: 

/(oi1a1 + 012a2 +···+Onan) $ atf(ai) + oi2f(a2) + · · · + ùn/(a,.). 
Ce qui donne 

(
ai.+a2+ · ··+a,.) 1 · 

-ln n S .;-{ (-ln(ai) - ln(a2) + ... - ln(a,..)) 

Ce qtti implique que 

l 
$ -- (In(ai) + ln(a2) + · · · + ln(an)) 

Y: 
$ -- ln(a1a2 ···an) n . 

ln( {1/a1a2 ·· · a,.)= ~ ln(a1a2 ... a,.) s ln ( 01 + 02 : · · :+an). 

En composant avec la fonction exponentielle on obtient le résultat 

v" a, a2 . .. <Ln S _a1_+_a_2_+_·_·_· +_a_n 
n 

4) La fonctio'(I- étant strictement convexe l'égalité dans cette inégalité s'obtient si et 
seulement les (a,)i sont égaux. 

Solution 5.9. : 

S::ient n 2: 2 un entier nature~ a1, a2, · · · , a,, des réels strictement positifs tels que 

L llp = a1 + a2 + · · · + Un = l~ 
p=l 

1} Pour k un entier naturel on con.sidère la fonction fk(X) ""x-k définie aur JO, +001. 
Sa dérivée seconde f"(x) = -k(-k- I)x-k-2 = k(k+ l)x-.1:-2 est strictement positive 
sur JO, +oo[. Par suit f est strictement convexe. 
On a donc l'inégalité 

a1 + a2 + · · · + a,, I 1 1 
!(-----) $ - f (a1) + - f(a2) + · · · + -f(an) n n n n 
Sachant que a1 + a.2 + · · • + an = 1, on obtient 

1 -k • -k + + -k nk = (- )-k $ a1 , a2 · · · a,. 
n · n 

D'où le résultat 

nk+l S a;-k + a;" + ... + a;;k 
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2) Puisque fi. est strictement convexe on a égalité dans cette inégalité si et seulement 
a1 = a2 = · · · = a,,. 

Solution . 5.10. : . 
1) La foiiction /p(x) = xP étant . dérivable deux fois sur JO, +oo[ et sa dérivée seconde 
est donnée par.f;(x)::: p(p-'- l)xP-2 • 

Puisque x E}O, +oo[, lè si'gne dè p(p - l) est positif si et seulement si 
P E] - oo, OJ U {l, +oo[ et l'on aura dans œ cas J;:(x) 2:: 0 et donc fp est convexe. 
2) Comme p > 1, d'après_ce qui préœde f,. est bien convexe sur ]O, +oo[ et donc f est 
convexe sur [1,2] c]O,+oo[. 
Soit Xo E [1,2] ; 
L'équation de la tangente au point (x0 , fp(x0 )) à la courbe de fp est donnée par 
1/ = f;(xo)(x - Xo) + /p(xo)-
L 'équation de la corde reliant (1, /p(l)) = (1, 1) et (2, /p(2)) = (2, 2P) est donnée par 

y - /(1) = /(2) - /(1) = 2" _ 1. 
x-1 2-1 

Ce qui donne y = (2P - l)(x - 1) + 1. 
D'aprts la convexité, on a la tangente est au dessous de la courbe et la courbe est au 
dessous: de la conle. 
Aimi poÙr chaque. x 0 E [1, 2] et \lx E (1, 2], on a : 
px~-1(x - xo)°+ x~ ;,,f;(xo)(x - Xo) + fp(x 0 ) S fp(x) $ (2P - l)(x - 1) + 1 
En particulier avec x 0 = 1, on obtient : 

\lx E [1,2) p(x - 1) + 1 !: xP !: (2" - l)(x - 1) + 1 

Remarque: 
On peut utiliser d'autre valeur de x 0 E [1, 2] pour avoir d'autre inégalité. Par exemple 
avec x 0 = i on aura 
Yx E (1, 2] p(~)P-1(:i: - ~) + (~)P $ xP :5 (21' - l)(x -1) + 1. . 

Solution is.n. : 
a- La fonction f(x) = sinx a une dérivée seconde égale à f"(x) = -sinx :5 0 pom· 
tout .X E [O, n On en déduit que f est concave sur [O, î l. 
b- L'équation de la corde reliant le point (0, f(O)) = (0, O) et le point (!,f(J)) = (f, 1) 

est donnée par y=- !(JJ- /(O) (x - 0) + /(0) = ~x = ~x. 
1-0 . 1!: 'If 

L'équation dt. la tang~nte en Xo E [O, il est donn.i! par 
Y= f'(xa)(x - Xo) + f(xo) = cosx0 (x - x0 ) + sinx0 • 

D 'apri!s la concavité on sait que la corde est au dessous de la courbe de f qui est elle 
m~me au dessous de la tangente. D'où les inégalités 
Pour chaque x 0 E [0, J] et Vx E (0, J), on a: 
2 
-x '.S sinx s COSXo(X - Xo) + SÎllXo-

ln. particulier pour x 0 = 0, on a 

7r 
Vx E [0, 2} 

Remarque: 

Pour x 0 = i on auro Vx E [O, il 

2 . 
-x < smx < x 
7t' - -

2 . v'ï 7r ,/2 
-x < smx < -(x- -)+­
'Ir - - 2 4 2 . 
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Pour .'t0 = J on aura Vx E [O, ~] 

Solution 5.12. : 

2 1 1r y'3 
-x < sinx < -(x - - ) + -. 
1r - -2 3 2 

La fonction f : lR+ ➔ lR étant dérivable et concave, sa dérivée est alors décrois3ante 

surR+, 
Pour x ~ 0 fixé on considère la fonction g.,(y) = f(x + y) - f(x) - J(y) qui est 
dérivable et g~(y) = (x + y)' f'(x + y) - f'{y) = f'(x + y) - f'(y) S O (car J' est 
décroissante et y :S x + y donne f'(x + y) :S f'(y)). 
Ainsi g,,(y) est décroi.'!sante sur IR+ et donc g"(y) :S g.,(O) Vy E ffi+. 
Ce qui donne f(x + y) - f(x) - f(y) :S f(x) - f(x) - /(0) = -/(0). 
Sachant que /(0) ~ 0 et donc - f(O) ::; 0 et que x est quelconque dans Ill+, on en 
déduit que 

'i(x, y) E (1R.+)2 f (x + y) S f(x) + f(y) · 

... 
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5.4 Exercices supplémentaires 

Exercice 6.13. : 
f l = [-1,1] -+ IR. 

On définit la, fonction f par 
X { 

x2 sî x#O 
➔ 1 pourx = O 

1) Étudier la continuité, la dérivabilité et la dérivabilité seconde de f sur I. 
2) Soit a E]O, l[. On p.ose x1 = -½ et X2 = ½-
Calculer f(ax1 + (I -a)x2) et af(x1) + (1 - a)f(x2). 
3) f est-elle convexe (resp. concave) sur I ? 

Exercice 5.14. : 
On pose I =[},~]et f(x) = 2cos:z: - 3x. 
1) Peut•on trouver a E [O, l] tel q·ue 
\i(x, y, z) E 13 f(o.x +½Y+ ~z) :S o./ (x) + ½f (y)+ U(z) ? 
2) Donner l'exemple d'un intervalle J C [1r , 31r] tel que 
V(a, b, c, d) E J4 /(0, 3a+0, 12b+ ½c+O, O&i) ~ O, 3f(a)+0, 12f(b) + ½f(c}+O, 08f(d). 

Exercice 5.15. : 

1) Montrer que la Jonction f(x) = e"'' est convexe sur I -"' [l, +oo[. 
2) En déduire que pour tout (x, y, z, t) E 14 

: 

a e(!:r+¼Y+!z+~1)
2 

< !e=z:' + le1i' +le•"+ llet' 
- - 3 4 5 60 ' 

b· i¼+*+¼+¼)'::; ¼ (e"'2 +e112 +e%' +et'). 

Exercice 5.16. : 
Déterminer suivant la va.leur de a E lR, les intervalles de convexité et de conca­
vité, les points d'inflexion de la courbe de la fonction f(x} = x0 e- "'

0 
sur l'intervalle 

J =]O,+oo[, 

Exercice 5.17, 
Soient n 2'.: 2 un entier naturel, x1 , x2 , • • • , x,, des réels strictement positifs et o: > 1. 
Montrer que 

Exerçlçe 6.18. : 
On pose f(x) = - ln(lnx) . 
J) Montrer que la fonction f est convexe sur l'internalle I =Il, +oo[. 
2) Vérifier que v']nxlny $ ln~ V(x,y) E [2 • 

3) Montrer que pour n 2'.: 2 un entier naturel, a1, a2, · · · , a,, des réels appartenant à 
I, on a: 
v'lna1 lna2 · • •lnan S ln aita,~· .. +an • 

4) Étudier le problème d'égalité dans cette inégalité. 

Exercice 5.19. : 
Soient n 2'.: 2 un entier naturel, a1, a2, · · · , an des réels strictement positifs. 
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,; 

n 
On po8e S =ai+ a2 + ·· ·+a,,= I":: c;, . 

p aa l 

1) Montrer que 

~ $ ~ (2. + 2. + ... + _!_) 
S n a1 a2 an 

2) Étudier le problème d 'égalité dans cette inégalité. 

S) On pose bp = (1 - a~)S (donc ap ~ 1 - ~ ). 
Montrer que 

n 1 n b 
s- 1 s~I:s .. \ · ,-1 p 

puis étudier le problème d 'égalité dans œtte inégalité. 

Exercice 5.20. : 
Soient n 2:: 2 un entier naturel, a1, a2, · · · , a,. des réels positifs tels que 
a1 + a2 + · · · + Un = 1. 
Montrer que pour tous x1, Xz, · · · , Xn des réels donnés on a : 
1) (a1x1 + a2x2 + · · · + a..xn)4 

$ a1xf + a2x~ + • • • + a,.x! . 
2) Et si en pl'!lS a,> 0 et Xi> 0 pour i = 1,2· ·· ,n alors 

1 a1 a2 an 
----------.- $ 2 + - + ... + -. 
(a1X1 + a2X2 + · · · + llnXn) Xi X~ X~ 

Exercice 5.21. : 
Soient p et q deux réels tels que p > 1 et q > I et ! + ¼ "" 1. 
1) Exprimer p en Jonction de q. 
2) On se donne a et b deux réels strictement positifs et on pose 
o:=¼lnaet.B=!lnb. 
Exprimer a (resp.b) en fonction de o: (resp.[3). 
3) En utilisant la convexité de la fonction x >-+ e"', montrer que 

4) Soient X1, X2, .. · , Xn et Yl, Y2, • • · , Yn 2n réels positifs . 
.1. 1 

On pose u = (t xf) v et 11 = (t Yi)•• 
•=1 •=1 

Montrer que pour chaque i : 

5) Montrer l'inégalité de Holder : 

ab < !al'-'- !bq - p 7 q • 

l 1 
,x1Y1 + .. · + XnYn $ (xr + · .. +x~)P (y'f. + .. ·+y~)•. 

6) Écrire cette formule dans le cas p = q = 2 et n = 3 et l'interpréter. 
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5.5 Indications sur les exercices supplémentaires 

Solution 5,13. : 
1) Vérifier qu'en dehors de O / est deux fois dérivable et que f" est positive et qu'en 
x = 0 elle n'est même pas continue. 

1 - 2o { f {O) = 1 
2) f(ax1 + (1 - o)x2) = / (-

2
-) = ( 1 -/a)2 

9) f n'est ni convexe, ni concave sur I. 

si o = ½ 
si o E]O, ½(u]½, 1[ 

Solution ô.14. ; 
1) Vérifier que f est convexe sur l en déterminant le signe de f"(x) sur I. '.Irouver 
ensuite a E [O, 1] tel que 

O'.+½+f=l. 
2) Déterminer le signe de f'tr;) dans [r., 3rr]. Choisir ensuite J C [rr, 31r] sur lequel f 
est cancat1e pour avoir l 'inégblité désirée. 

Solution 5.15. : 
1} Vérifier que la déritJée seconde de f(x) = e"'' est posititJe sur [1, +oo[. 
2) a- Vérifier que a1 + 02 + 03 + 04 = l pour ai= !, a2 = ¼, 03 = } et a4 = M, 
pui8 utiliser l'inégalité de la convexité. · 

1 
b- Prendre 01 = a2 = aa = 04 = - . . 4 

Solution 5.16. : 
Vérifier que f"(x) = xo.-2 (4x4·- 2(2a+ l)x2 + a{a- l))e-"'

2
• 

Étudier le signe et les racines positives du polynôme P(y) = 4y2 -2(2a+ l)y+a(a-1) 
(y= x2). 
Discuter ensuite suivant que a<-½, a=-½, -½ <a< 0, a= 0, 0 <a< 1, a= 1 
o~' a> 1. 

Solution 5.17. : 
Vérifier que f(x) = x 0 est cont1exe pour a> 1. 
UtiliBer l'inégalité de la convexité avec aI = a2 =•••=On=¼ et x1,x2, • · · , Xn des 
réels strictement positifs. · 

Solution 5.18. : 
1} Calculer la dérivée seconde et vérifier qu'elle est positive sur I =]l,+oo[. 
2} · Utiliser l'inégalité de la convexité pour a1 = x et a2 = y cwec 01 = 02 "" ½ et 
passer par les propriétés de la Jonction ln. 
S) Méme indication que pour (2), avec 01 = a2 = · · · = On = ¼. 
4) Remarquer que J1' est strictement positive sur I . L'égalité se produit si et seule­
ment si les (a,); sont égaux. 

Solution 5.19. : 
1) S'assurer que la fonction f(x) = ¾ eot cont1exe sur I =)0, +oo[, puis utiliser cette 
propriété pour n 2'. 2 un entier naturel, a 1, a2 , • • · , a,, des réels strictement positifs et 
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a1 = 0:2 = · · · = an = ¼-
Remplacer la somme a1 + a2 +··· + a,. par S. 
2) Remarquer que f est strictement convexe et conclure. 

Jl Daru l'inégalité obtenue en (1) remplacer .l. par .l. = s!b = 1 + /'.!6 . 
/ Op ap 1' p 

Passer ensuite par la question (2) pour l'égalité. 

Solution 5.20. : 
1) Utiliser la fonction f(x) = x4 • 

2) Utilt.'ler la foncti011 g( x) = tI . 

Solution 5.21. : 
1) Vérifier que p = -f-y . 
2) Vérifier que a = e"" et b = ef!q . 
3) Utiliser l'inégalité de la convexité e" ' x' +0 ,r2 ::; a 1 e'"1 + a2ex1 avec a1 

a 2 = ¼ et x 1 = plna = lna" et x2 = qlnb = lnb9 • 

4) Utiliser la question (S} avec a = ~ et b = 1::- pour chaque i de l à n. 

l et 
p 

5} Faire la somme ensuite de 1 à n des inégalités obtenues en faisant sortir les 
n n 

constantes ne dépendant JICM de i et sachant que u" = L xr et vq = L y'f. 
b,1 i=l 

6) Pour· le cas p = q = 2 et n = 3 re11oi.r l'inégalité de Schwartz (produit scalaire et 
norme). 

• 
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Chapitre 6 

Fonctions hyperboliques, 
fonctions circulaires 

6.1 Rappels de cours 

Définitions 

Définition 6.1. La fonction cosinm hyperbolique, notée cœh (ou ch) et la fonction 
sinus hyperboliqiie, notée sinh ( ou sh ) sont définies sur R par : · 

1 1 . 
coshx = ch x = - (e'" + e-•') et sinhx = sh x = - (e" - e-"') 

2 • · 2 · 
Et la fonction tangente hyperbolique, notée tanh ( ou ) , est définie sur iR. par · 

sinhx e"' - e-"' 1 - e-2:i: e1"' - l. 
tanhx =X= -- = --- = ----,- - --

CQShX e"' + e-=< 1 + e - 2:r - e2:1J + 1 

Formulaires 

1. Pour tout X E 1R, .{ m 
(3) 

coshx + sinhx = e"' 
coshx - sinhx = e-'" 
cosh2 x - sinh2 x = 1 

2. Pour tous x et y réels, 

( 4) coah(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x)sinh(y) 
(5) sinh(x +y)= sinh(x) cosh(y) + cosh(x)slnh(y) 
(6) cosh(x - y) = cosh(x) cosh(y) - sinh(x) sinh(y) 
(7) sinh(x -!,) = sinh(x) cosh(y) - cosh(x) sinh(y) 

3. \/x E 1R 

(8) cosh2X = 2cosh2 x-1 = 1 + 2sinh2 x (9) sinh2x = 2sinhxcoshx 

4. Pour tous x et y réels, 

(10) coshx cosh y=} [cosh(x + y) + cœh(x - y)] 
(11} sinhxsinh y= - [cosh(x + y) - cœh(x - y)] 
(12} sinhxcoshy ==} [sinh(x +y) +sinh(x - y)] 
(13) cosh2 x= ½(cosh2x+l) 
(14) sinh2 x = ½(cosh2:i: - I) 

L 
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5. Pour tous x et y réels, 

(15) coahx + coshy = 2 coah ~ rosh T 
(16) cosh x - cosh y = 2 sinh :b sinh T 
(17) sinhx + sinhy = 2sinh ~ cœh =f 
(18) ainhx -sinhy = 2sinh ,-11-cosh ~ 

6. Pour tous x et y réels, 

(l9) ta.nh(x+y)= tanhx+tanhy (20) tanh(x-y)= tanhx-tanhy 
1 + tanh x ta.nh y 1 - tanh x tanh y 

7. Pour·tout x rêel, en posant t = tanh J, 

2t 
(21) tanhx = --2 1 + t 

8 .. Pour tout x E IR, 

{22) . h 2t 
S!Il x::::--

1- t2 

1 +t2 · 
(23) coshx = 

1 
_ t2 

(24) 1 - tanh2 
X = - 1

~
2
-

cosh x 

Propriétés 9,, a) Les fonctions coshx et sinhx sont définies sur IR et sont respecti­
vement païTe et impaire. 
b) cosh x et sinh x sont de classe C00 

: cosh' x = sinh x et sinh' x = cash x. 
c) coshx. est convexe sur Ill, sinh est convexe suT [O, +oo( et concave sur] - oo, O]. 

d) tanh x est impaire, de classe C00 et tanh' x = 1 - tanh2 x = __ l_ 
cosh2 x 

Fonctions hyperboliques réciproques Les applications coshx, sinhx et tanhx 
définissent des bijections continues et strictement croissantes de Ill+ da.ns [l, +oo(, de 
Ill dans JR et de Ill d8DS) - 1, l[ respectivement. 
Le~ réciproques sont les fonctions hyperboliques réciproques. 

Définition 0:2. ·: 
[l,+oo[ 1) La Jcmction argument cosinus hyperbolique, noUe argch, { x --+ m. 

r-st définie par 
1 

{ 
~ = a.rgchx { x = coshy 
x?l <=> y?O 

2} La fonction argument sinus hwerbolique, notée argsh, { : 

définie par 

{ 
y= a.rgshx <=> { x = sinhy 
xEill · yEill 

""7 argchx 

--+ 1R 
>-+ ergshx 

est 

j-1,1[ 3} La/onction argument tangente hyperbolique, notée argth, { x 

est définie par 

--+ 1R 
>-+ ergthx 

{ 
y= argthx { x = tsnhy 
x E) - 1, 1[ {=:} y E Ill 
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Propriétés 10. 1. Pour tout x E [I, +oo(, argchx = ln(x + Jx 2 - 1) 

et pour x > 1 / ) 1 argch ( x = r=---;, 
vx- -1 

2. Pour tout x E Ill, argsh:r = ln(x+Jxï+î) 

S. Pour tout x E] - 1, 1[, 

et argth 1(x) = ~­
vl - x2 

l+x 
argth x = ½ ln(

1 
_ X) 

Fonctions circulaires réciproques 

et argsh
1
{x) = ~' 

x2 + 1 

Définition 6.3. La fonction sinx est continue, strictement croissante sur[-~, il 
et sin([-½, Jl) = [-1, 1]. 
Elle définit une bijection de [-if, i] dans [-1, 1]. Sa réciproque est appelée la fonction 
arc-sinus et notée arcsin. Et l'on a l'équivalence 

11' 7r 
u = arcsinx et x E [-1, 1] ç=> x = sinu et u E [-2, 2] 

Définition 6.4. La fonction cos est continue, strictement décroissante sur (0, rr] 
et cos{!O,rr]) = [-1, 1]. 
Elle définit une bijection de IO, 1r] dans (-1, l]. Sa réciproque est appelée la fonction 
arc-cosinus et notée ai-ccos. Et l'on a l'équivalence,_ 

u = a.rccosx et x E [-1 , 1] ç=> x = cosu et u E [0, 1r] 

Définition 8.5. La fonction tan est continue, strictement croissante suT] - j, J( 
et tan (l - J, f [) = IR.. 
Elle définit une bijection de] - ;, ~[ dans JR. Sa réciproque est appelée la fonction 
arc-tangente et notée arctan. Et l'on a l'équivalence 

7r 7r 
u = arctanx et x E] - oo, +oo[4=? x = tan u et u E] - 2, 2[ 

Propriétés 11. 1. La fonction arc-cosinus est dérivable sur] - l, l[ 
1 1 

et arr.cos x = - ✓i _ x2 . 

l [ . 1 1 
2. La fonction arc-sinu! est dérivable sur - 1, 1 et arcsm x = ✓i _ x:i • 

m ' 1 3. La fonction arc-tangente est dérivable SUT = et arctan x "" -
1 2 

• 
+x 
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6.2 Énoncés des exercices 

Exercice 6.1. : 
Simplifier les expressions suivantes : 

1} A= arcsin(sin( 17)) 2) B =- arctan(tan{- 1t)) 

3) C = arccos(cos( 2
~")) 4) D = arcsin(cos(- 1°,J")) 

Exercice 6.2. : 
Simplifier les expressions suivantes 

1. cos(2arccosx), où x E [-1, I], ~ 
2. arccos(y ~), où x E [- 11,1r], 

3. arœos(~) , oùxE [-1,1), 4. arcsin{2sinxcosx), oùx E [-i,i\ 

Exercice 6.3. : 
On considère la fonction f(x) = sin2 x - 2sinx définie sur I == [O, !l• 
1} Vérifier que f est une bijection de I dans l'intervalle J {à déterminer). 
2} Donner en fonction de x E J la fonction réciproque 1-1 ( x ). 

Exercice 6.4. : 
On considère la fonction f(x) = sinx - 2oos x définie .mr I = [O, il · 
1) a- Vérifier que f est strictement monotone sur I . 
b- Préci.'ler f (I) . 
2) a- Démontrer que f est une bijection de I dans un intervalle J à préciser. 
b- Exprimer r l (X) en fonction de X E J. 

ExerclÇ§ 6.5. : 
On (',Qnsidère la fonction numérique à variable réelle définie par : 

2x 
f (x) = arccos( 

1 
+ x2 ) 

1} Déterminer D f le domaine de définition de la fonction f. 
2} a- Calculer f'(x) dans chacun des intervalles suivants: 
11 =l - oo,-1[, h =] -- l, 1( et [3 =]1, +oo[. 

b- En dédt1ire une autre expression de f(x) pour tout x E D1. 
,'J) Étudier la dérivabilité de f aux point8 xi = - 1 et x2 = 1. 

Exercice 6.6. : 
On considère la fonction numérique à variable réelle définie par : 

1- x2 

/(x)=arcsin(-
1 

~) 
+x" 

1) Déterminer D f le domaine de définition de la fonction f. 
2) Étudier la dérivabilité de f aux points x 1 = 0 et x2 = 1 et en déduire la dérivabilité 
de f en xa = - 1. 
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9) Calculer f'(x) pour x E] - oo,O[ et pour x E]O,+oo(. 
4) On pose x =tan½ avec -Ti< t < 11', 

donner une expression .simple de J(x). 

Exercice 6. 7. : 
On pose f(x) = arctan{sh (x)). . 
1} Montrer que l'application f(x) est une mjection de JR. sur J - J, H 
2} Vérifier que la réciproque de f est l'application g(y) = argsh(tan y). 
3) En posant y= f(x), vérifier les égalités suivantes: 
sin y = tanh x cos y = cht., 

tan! = ta.nh J tan(~+{)= e"' 

Exercice 6.8. Montrer que: 
'li' 

J. \lx E [-1,1], arcsinx+arccosx = 2, 
1 'li' 

2. Vx > 0, arctan x + a.rctllll(;) = 2, 
1 71' 

S. v'x < O, arctan x +arctan(;) = - 2. 
Exercice 6.9. : 
Montrer que : 

1. Vx ER, argshx = ln(x + v'x2+Ï), 
2. \/x E [1, +oo[, argchx = ln(x + ~), 
9. \;/x E] -1, l[, argth x =½Inn~:). 

Exercice 6.10. : 
Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivation et calculer la dérivée 
de chacune des fonctions suivantes 

I. J(x) = arcain(x2 - 1) 
1-x 

2. f(x) = arccœ( 1 +x) 
1 

3. f(x) = arctan(-
1 
-) 

+x 

4. J(x) = a.rgch(x2 + 1) 
X 

5. f(x) =a.rgsh(--y-
1

) 
X + 

6. /(x) = a.rgth (2x - 1) . · 

Exercice 6.11. : 
Soit f la fonction définie par f(x) ""' a.rcsin v'l~.,5. 

1. Déterminer le domaine de définition de f et étudie1' sa parité. 

2. Montrer que f est continue et dérivable sur Dt et calculer sa déritiée. 

3. En déduire une expression simplifiée de f. 
· . 1-x 

Exercice 6.12. · Soit f la fonction définie par f(x) = a.rctan-
1
-. 
+x 

1. Déterminer le domaine de définition de /. 

2. Étudier la continuité et la dérivabilité de f . 
S. Calculer la dérivée de f et en déduire une expression simplifié.e de J(x). 

Exercice 6.13. Calculer la dérivée puis donner une expression simplifiée de chacune 
des fonctwns suivantes 

1. J1(x) = argch~, 

Jl-x2 

3. h(x) =arctan---, où x E]O, 1] . 
X 
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2. h(x) = a.rgsh ~, 

1-x 



6.3 Solutions détaillées des exercices 

Solution 6.1. : 
1} On. a sin(1:") =sin(-¾+ 57r) = sin(1r - î) = sin(1 ). 
Et donc A= arcsin(sin(f )) = i· . 
Ceci car i E [-J, J] et la Jonction arcsin est la réciproque de sin sur œt intervalle. 

2) On. a ,tan(-.1
~") = tan(- 11" + 41r) =tan(}) 

D'où E = arctan(ta.n(-:- 1
~ .. )) = arcta.n(tan(J)) = J 

Ceci car } E]- i,J[ .et arèt~ est la réciproque de tan sur cet intervalle. 

S} On. a cos( 2
~"·) =cos(!!.+ 41r) = cos(f) 

Et donc G >= arccos(cos(~l")) = arccos(cos(V) = f 
Ceci CJJ,r f E (0, 1r] et arccos est la réciproque de cos sur cet interoalle. 

4) On a : 
cos(- 10f") = cos(-?[ - 261r) =cos(-,)= sin(-:lf + f) =sin(-¾) . 
D'où 
D = arcsin(cos(-~))' = a.rcsin(sin(-¾)) = -f 
Ceci ,car 7 E [-½, J] et la fonction a.rcsin est la n!ciproque de sin sur cet intervalle. 

Solution 6.2. : 
1) Soit'x E [-1, l]. On a 
cos(2 arccosx) ~ 2(cos(arcçœx))2 - 1 = 2x2 - 1. 
Ceci en utilisant la iormule trigonométrique cos(2a) = 2 cos2 a - 1 et la réciprocité de 
f = arccos et g = cos sachant que x E [-1, 1) = D1. 

1 
2) Soit x E [-1r, 1r]. On a l 

✓1+':'" = ✓1+<22• t-l) = ✓cos2 ~ = 1 cos ½I =cos~ 

Ceci en 1iassant par la formule précédente et sachant que ~ E [-!, il {cos j 2: OJ. 
D'o1l 

✓} + COSX X X arccos( 
2 

) = arccos( cos( 2)) = 2 si x E [O, 1rj. 

Et si -1r s x < 0 alors O < -x $ 1r et donc O < - ~ $ J 
Ce qui donne 

arccos ( /
1 
+ ;osx) = arccos ( cos(~)) = arccos (cos(-~>) = -~ ~ x E [- ir, O[. 

Finalement 

arccos = (✓l+cosx) { f sixE[0,1r] 
2 -½ six E [-1r,0[ 

Ou plus simplement 

arccos ( J1 + ~œx) = l;I Vx E [-rr,1rj 

3}Pour x E [-1, 1]; posons z =, arccos x, z E [0, 1r] et x = cosz. Alors 

e.rccos( ~) = arccos( ✓ 1 + ~ z) ·= ~ d'après la question précédente. 
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D'où. 

a.rccos( ~) = i arccos x 

4) En utilisant la formule sin(2a) = 2sin acosa., on a: 
arcsin(2sinxcosx) = arcsin(sin(2x)). 
Par suite on a les cas : 
sixE [-f,¾J alors2xE [-~.~] 
et a.rcsin(2sin xcosx) = 2x ; 
six E]¾, ½] alors 2x E]½, 1r] et -rr - 2x E [0, J[. 
Et donc arcain(2 sinxcœx) = arcsin(sin(2x)) = arcsin(sin(1r - 2x)) = 1r - 2x. 
Six E [-~, -il alors 2x E [-1r, -i[ et 1r + 2x E [D, H 
Et donc arcsin(2sinx cosx) ""arcsin(sin(2x)) = arcsin(-sin(-rr + 2x)) = -(1r + 2x). 
Finalement on résume 

{ 

- 1r- 2x six E [-~,-%[ 
arcsin(2sinxcosx) = 2x · six E [-i, ¾] 

1r-2x sixE]i,iJ 

Solution 6.3. : 
1} La fonction J(x) = sin2 x - 2sinx est continue et dérivable sur I = [O, ½) comme 
étant somme et produit de fonctions continues et dérivables sur Il. 
Sa dérivée f' ( x) = 2 cos x sin x -· 2 cos x = 2 cos x( sin x - 1) est strictement négative 
sur ]D, f[, puisque COSX > 0 et (sinx - 1) < 0 Vx E]O, U 
f est ainsi strictement décroissante sur I et par suite bijective de I dans J(l) 
avec f(I) = !/CV,J(D)] = [-1,0] = J. 

2) Par des équivalences on a: 

{ 
y=:: , - l(x) 
x E [-1,0] et y E [O, il 

~{ 
~{ 

sin2 y- 2siny = x 
x E [- 1,0] ety E [O,½J 

(1 - siny)2 = x + 1 
x E [-1 , 0] et y E [O, il 

{ 
siny=l-Jx+l 

~ xE[-1 ,0]etyE[D, iJ 
D'où 

'<lx E [-1,0) 
# 

Solution 6.4. : 

~{ 
~{ 
{? { 

~{ 

f(y) = X 

x .E l-1,0) et y E [O, il 

(l - siny)2 -1 = x 
x E [-1,0j et y E [0, ½l 

1 -- sin y= fiTI 
x E {-1,0) et y E [0, ;J 

y= arcsin(l - Jx + 1) 
x E [-1,0J et y E [0, ½l 

r 1 (x) = arcsin(l - Jx + 1) 

1} a- La fonction J(x) = sinx - 2cosx est continue et dérivable avec 
f'(x) = cosx + 2sinx > o· pour tout x E J = [O, %], Par suite f est strictement 
croissante sur· 1. 
b- Puisque f est continue et strictement croissante on en déduit que 
f(l) : f([O, !D = [/(0),f(½)l = [-2, l]. 

2) a- Comme f est strictement croissante, on a l'implication suivante : 

V(x, y) E I2 (x ,f. y ⇒ { :u< y ⇒ { ~~x) < f(y) => f(x) ,f. f(y)) . 
Y < X f(y) < f(x) 
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La fonction f est donc injective sur I. 
Et par suite c'est une bijection de I dans J = f(I) = [-2, lj. 
b- Par des équivalences on a : 

{ 
y= r 1(x) 
x E [-2, 1] et y E [O, J] <=> x E [-2, l} et y E [0, J] l 

f(y) =X 

. siny-2cosy=x 
<=> x E [-2, l] et y E [0, 1] 

En remarquant que x + 2cosy = sin y~ 0 et cosy'.::: 0 pour y E !O, J] on a 

siny-2cosy=x # (x+2cosy)2 =sin2 y=l-co.<?y 
* 5e-0s2 y+4xcosy+(x2 -1)=0 

2 )2t;;osy+2{x+2cosy))
2 

5-x
2 

<=> (cosy+-f = 5 =~ 
5-x2 

# cosy+~= --
5 25 

# y=arccos(~-
2
x) 

D'où le résultat 

'r/x E [-2, lj, (~-2x) r 1(x) = arccos . 5 · 

Solution 6.5. : · , , . 
1} Posons u(:i;) = 1;:.2 et v(t) = arccost. Alors f(x) = v(u(x)). Et l on a par equi­
valence : 
x E D1 <=> u(x) est définie et u(x) E Dv <=> x ED., et u(x) ED,, 
Comme D,. = JR, 1 + x2 

/. 0 pour tout :i; E 1R, et 
u(x) E D <=> -1 < =2

"' < 1 <=> -1 - x2 < 2:i; et 2x :s; 1 + x 2 
V - 1+:t - -

<=> O < x 2 + 2:v + 1 et O :s; x2 - 2x + 1 
<=> 0 5 (1-1- x)2 et O $ {l - x)2 * x E 1R 
On en déduit que : x E D J <=> x E Ill 
et donc D1 = 1R.. 

2) a- Pour x E ]R. tel que ·u2 (x) i 1, f est dérivable et l'on a 

-1 ( 2x )' -1 
f'(x) = u'(x) y'l - ·u2(x) = 1 + x2 1 - ( 2:i: )2 

1+.,2 

2(1 - x2
) -(1 + x2

) _ -2(1 - x 2
) = 2(x2 

- 1) . 
= {1 + x2)2 x ✓{1 _ 1:2)2 - (1 + x2)ll - x2 1 (x2 + l)lx2 - li 

Par suite on a : 

f'(x) = { : i:: 
] + ;i;2 

si XE Ji=] - oo, -1[ 

six E l2 =] - 1, l[ 

six Eh =]l, +oof 
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2 
b- Sachant que la dérivée (2 arctan x )' 

constantes réelles c1, c2 et ca 

-~ on en déduit qu'il existe trois 
1 +x2 ' 

{ 

2arctanx + c1 six E I1 =]- oo,-1[ 
f(x) = -2 arctanx + c2 si :i; E I2 =] - 1, l[ 

. 2arctanx + c3 six Ela =]l, +oo[ 

Comme lim /(x)=arccosO=J= lim 2arcta.nx+c1=2=f-+c1=-,-ir+c1 
.z-4 ....... 00 ::i:➔-oo . 

on obtient ci = 3J 
El l'on a f(O) = arccosO = i = cz. . . . . . 
De m€me lim f(x) = arccosO = ½ = lim 2arctanx+ èa = 2! + èa '= ,r +ca 

x➔+oo x-➔+oo , . 
on obtient ca = -J 
Finalement et puisque f est continue sur 1R 

{ 

2 arctan:i; + a,.. 
j(x) = -2arctanx +

2
½ 

2 arctanx - ! 

six Eli .:...]-oo,-1[ 
six E l2 = [-1, l] 
si X E [3 =]l, +oo[ 

3) On a lim f(:v) - /(l) = lim f'(c) = lim ~ = 1 (en utilisant le théorème 
x➔l+ X - I c-+l+ c➔l+ 1 + C" 

des accroissements finies). 
. f(x) - f(l) . , . -2 

D'autre part hm · l = hm f (c) = lim ~
1 

_? = -1. 
z➔l- X - c➔ l - •--,1- + l-

Par suite f n'est PM dérivable en 1. Et de mime elle n'est pas dérivable en -1. 

Solution 6.6. : 

1} La fonction f(:v) = arcsinn+~~) s'écrit f(x) = v(u(x)) avec u(x) = ~~:~ et 
v(t) = arcsint. 
On a u(x) est une fraction rationnelle continue et définie sur Du= Ill 
{pu-isque 1 + x 2 

/. 0 Vx E Ill} 
Par équivalence on a 
x E D1 ç;, x ED,, et u(x) ED,, ç;, x E IR et - 1 $ ~; :S: l. 
Traduisons les inégalités 
-1 < 1-z• et 1-z' < 1 # -1- x2 < 1 - x2 

- l+z:I l+:t:2 - -

et 1 - x2 $ 1 + x2 # -1 $ 1 et O $ 2x2 

C'est toujours" vrai pour tout x € 1R.. 
Par suite ( :i; E Dt<=> x E JR) et donc D1 = JR. 

2) Par la règle de l'Hôpital on a : 

li f (x) - f(O) . (1-•") 1f . arcsm 1+,,• - 2 = hm --------.,➔~\ x-0 -,,:+ (-1_-_x_/), r==l===;ë 
-.,..,.o+ l+x2 (l-x2)2 

-2 = lim --=-2 
z-+O+ 1 + x2 

1- --
1+:z:2 

135 

1
. -4x 1 = ,m ----­

:.➔o+ J2xl · 1 + x2 



Ainsi li~ /(a:) _;_,f{O). = -2.· 
;o➔O+ X -0 

Et de mime, lim. f (x) - f(O) = 2. 
. :t:➔O- x-,-0 

Par suite, f n'est JJ1U1 dérivable en 0, donc non dérivable en x 1 = O. 
Ensuite, en.utilisant le calcul précédent, on a 

lim f(x) - /(1) = lim arcsin( ~) - 0 = lim -2__ = -1 
!t➔ l X - 1 :t➔ l X - 1 "'➔ l 1 + x 2 

D'où , 

/'(1) = Hm f(x)- /(l) ~ -1 
o,-+l X -1 

f est dbpc dérivable en x2 = 1. 
Puisque la fonctfa,n J est paire, la dérivabilité en x 2 = 1 implique la dérivabilité en 
X3 = -1. ' 

9} La fonction v(t) = arcsint étant dérivable sur Dv = [-1, 1] sauf en -1 et 1. Donc 
v(u(x)) est dérivable en tout x1 tel que u(x) f ±1. .· 

Or u(x) = ~+:~ = 1 donne 1 _J x2 = 1 + x2 et donc x = O 

et u(x) = {~ = -1 donne l - x2 = -1- x2 qui n'est jamais vraie. 
Par suite f est dérivable sur R- {O} et pour tout x E] - oo,O[U]O, +oo[ 

J'(x) = u'(x)v'(u(x)) = u'fx) = (1- x2)' --;:==1== 
Jl-tt2(x) · l+x2 

1
_(1_.,1 )2 

1+:i:' 

D'où 

, -2x { 
f (x) = lxl(l +-x2) = 

2 

1 + x2 Bi x E] - oo, Of 
-2 

1 + x 2 six E]O, +oo[ 

4) En poBant x =tan½ avec -ir < t < ,r (et donc t = 2e.rctanx), on obtient 

f(x) = arcsinn~:~) = arcsin( ~~::::: t) = arcsin(cost). 

Pour -7!' < t < 0 (x E] - oo, OU cost = sin(t + .!!:), 
on a arcein(cost) = arcsin(sin(t+ !)) = t+ J (ceci dr (t+ ½) E]-J, ½1/· 
Et pour O < t < ir (x E]O, +ooU cost = sin(J - t), .· 
o~ a e.rcs!n(cost) = arœin(sin(½-t)) = î -t (ceci c.ar (½ -t) E]- ;, Ï(J, 
Finalement et d 'aprè8 la continuité de f on obtient 

Remarque: 

f(x) = { î + 2arctanx six E)- oo,O[ 
½ - 2arctanx six E {0, +oo[ 

On retrouve aussi ce résultat en remarquant que f et 2 arctan ont mtme dérivée sur 
] - oo, O[. Donc leur différence est une constante. ' 

Solution 6.7. : 
1} L'application sh(x) est définie, continue et dérivable .mr R et arcta.nx est aussi 
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définie, continue et dérivable sur lR.. Par suite f(x) = arctan(sh(x)) est définie, conti­
nue et dérivable sur lR. 
Sa dérivée f'(x) = (sh(x))' 1 - ch(x) - _l_ t t · t t ·t· 

1 + (sh(x))2 - (ch(x))2 - ch(x) es s.ric emen pas, ive 
sur JR., Par suite f est strictement crois.,ante et donc injective. 
Ainsifestunebijectionde!Rdansf(]-oo,+oo[)=] Iirn f(s), lim f(t)[=]-l!:,l!:I. 

s➔ -oo t➔+oo 2 2 

2) Avec g(y) = argsh(tan y), on a 
f(g(y)) = arct.an(sh(argsh(tany))) = a.rctan(tany) = y si y E] _: i, H 
Et g(f(x)) = argsh(tan(arctan(shx)) = argsh(sh(x)) = x six E IR. 
Ce qui montre que g = J-1 . 

3) Posons y= f(x) = arctan(sh(x)) pour x E lR, 
et donc x = 1-1 (y) = g(y) = argsh(tan y). 
On a: 

sin2 y sin2 y 
tan2 y=-- = - - -

cos2y l -sin2 y · 

G 
, d . 2 tan2 y tan y 

e qui onne sm y = 2 et par suite sin y = --;==== 
1 +tan Y • ✓1 +tan2 y 

( ceci car sin y et tan y ont mllme .~igne pour y E] - J, ½ [). 
On aura sin y"" tan (arctan(sh (x))) = sh (x) = sh (x) = th x 

✓1+tan2 (arcta.n(sh(x))) Jl+sh2(x) ch(x) ( ), 
D'où 

Et l'on a : 
1 1 

cos2 y = 2 et donc cos y = --;:=== 
1 +tan y J1 +tan2y 

(ceci car cos y?: 0 lorsque y E] - f , {U-
Par suite cos y = 1 = 1 = 1 
, , ✓1 + ta.n2 (arctan(sh(x))) Jl + (sh{x))2 Jch2 (x) · 

D ou 
' 1 

cosy= ch(x) (**) 

On a: 
tan~""' sinf = 2cos!sin~ = siny 

cos} 2cos2 ~ l+cosy 

0 déd 't 1l thx shx n en m que tan 2 = 1 = --- (d'après (*) et (**)). 
l,.+-- 1 +chx 

ch(x) 
Or...!!::!:_= 2ch(f)sh(!) "" sh(~) ""th:: 

l + cJi.x 2ch2 (.,;:) ch(E) ( 2 ). 
D'où 

2 2 

tan!!.= th:. 
2 2 

, . ta.na+ tanb 
D apres la formule tan(o + b) = ----- et p-uisque tan l!: = 1 on a : 

1 - tan a tan b 4 ' 

tan(Il 1!.)"" 1 + tan(~) 
2 + 4 1 - tan(~) 

Sachant que 
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e½ - e-t e"' -1 
tan ll2 = th?!.2 = ~ • = - -

e> + e-• e"' + 1 
e"' -1 

1 + e"' + 1 2e" 
On aura tan(J + ¾) = e" _ 1 = 2 1- --

e" + 1 
D'où le résultat 

Solution 6.8. : 

1. Considérons la fonction 

y 1f 
tan( - + - ) = e"' 

2 4 

f : [-1,1] -t lR 
. x i-+ arcsin x + arccos x. 

, 1 1 O 
La fonction f est dérivable sv.r] - 1, l[ et f (x) = J 2 - Jl 2 = · 

· 1-x -x 
Par suite f est constante sur] - 1, l[. Comme J est continue sur [-1, 1], elle 
est constante sur [-1 , 1). 
On a f(x) = f(O) ""' 0 + ~ = i, '<lx E [-1, 1). D'où le réS11ltat 

2. Considérons la f onctfon 

7r 
J(x) = -

2 
'r/x E [-1 , lj. 

g : ]0,+oo[ -, R 
x o---+ arctanx+arctan(~). 

La fonction g est dérivable sur )0, +oo[ et 
1 1 1 

v'x > 0 g'(x) = --- - - --1- = O. 
' 1 + x2 x2 

1 + x2 

Par S'Uite g est constante sur JO, +oo[. 
Et puisque g(l) = { + ¾ = i, alors g(:i:) = ~' v'x > O. D'où le résultat 

1 'Ir 
arctan x + arctan( - ) = -

2 
. 

X 
Vx >0, 

J. Considérons la fonction 

h : l - oo, O[ -, R 
x i-+ arctanx + arctan(¾), 

De la méme façon on a h'(x) = 0, 'ix E) - oo,O[ et h( - 1) = - i· Et donc 
h(x) =-~,'<lx < O. D'où le résultat 

Vx < 0, ( 
1. 'Ir 

arctan x + arctan ; ) = - 2. 
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Solution 6.9. : 

1. Considérons la fonction 

f:lR-,lR 
x o---t a.rgshx - ln(x + ./x2+1) . . 

La fonction f ei,•t dérivable sur 1R et 

1+ "' 
f'(x) = --1- - ~ = O. 

./x2+Î x+v?+ï 

· D'où f(x) est constante sur lR. Et puisque f(O) = 0, alors f(x) = 0, v'x ER. 
D'où Le résultat 

'r/x E IR, argshx = ln(x + Jx2 + 1) . 

2. Considérons la Jonction 

g : [1, +oo[ -t 1R. 
X 1----+ argchx - Jn(x t ✓x2 ...... J). 

La fonction g est dérivable sur Jl, +oo[. 
Et l'an a poU,r tout x > 1, 

1 1 + ~ 
g'(x)=--- - ~ =O. 

✓x2 -1 x + ✓x2 - 1 

On en déduit que g est constante sur ]1, +oo(. 
Comme g est continue sur Il, +oo[, on obtient g(x) = g(l) = argchl = 0 pour 
tout x ~ l . 
D'où le 1-ésultat 

Vx, x ~ 1, argchx = ln(x + #='!). 

3. Considérons la fonction 

h : ] - 1, l[ -, IR 
x i----+ argth x - ½ ln(~). 

La fonction h est dérivabli!' sur] - 1, 1[ et pour tout x E] - 1, 1[, 

( ~)' h'(x)- 1 _l 1-,: _ 1 _l 2 1-x_ 0 - 1- x2 2 ~ - 1- x2 2 (1- x)2 1 + x - · 

Par suite h est constante sur] - 1,1[. Et donc h(x) = h(O) = O pour t01it 

x E] -1, l[. 
D'où le résultat 

Vx E) -1, 1[, 
1 1 + X 

argth x = -
2 

ln(- ). 
1 - x 
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Solution 6.10. : 

1, On a f(x) = arcsinu(x) avec u(x) = x2 - 1. Par des équivalences on écrit: 
x E Di <==> -1 $ u(x) $ 1 <==> -1 S x2 - 1 S 1 

<==> 0 $ x2 S 2 <==> 0 :S lx! = v'x2 S v2 • 
<==> -v2 $X$ v'2 <==>XE l-v'2, v2) 

Par sui.te'D1 = l-v2,v'2). 
Puisque &csin n'est' pas dérfoaMe en 1 et -1, la fonction mcsiI). u( x) e:it déri• 
vable 31Jr Dt là où u(x) est dérivable et u(x) ,f, 1 et u(x) t,. -1. 
La fonction u(x) = x2 -1 est dérivable sur IR , donc f est dérivable en x E Di 
tel que u(x) = x2 -1 Jo;,t, différent de 1 et -1. 
Or (x2 -l;tc-1#1i:O) et (x2 -1/l{;>xlt{-v2,v'2}). 
Donc f est dérivable SUT Dr - {-v2,0, v'2} =l - v'2,0[U]0,-/2[. 

!'(x) = u'(x) = (x2-l)' 1 = 2x = 2x 
✓1 - u2(x) ✓1 - (x2 - 1)2 ✓x2 (2 - x2) lx\✓2 - x2 · 

D'où 

!'(•) = { 
-2 

x E) - y'2, O[, 
✓2-x2 

si 

2 
X E]0,-,/2[. 

v'2 -x2 
si 

' 1 
2. On a f(x) = arccœv(x) avec v(x) = -=..::. Par des équivalences on écrit : 

l+x 
x E D1 <==> v(x) est définie et -1 S v(x) $ 1 

<=> x ..L -1 et -1 < l - x < 1 <=> x ..L -1 et O < (l - x) 2 

< 1 
r -1+x- r - l+x -

~ xf-let(l-x)2 $(1+x)2 ~x/.-let -2x$2x 
<=> 0:Çx <==:>xEIR.+ 

Par suite Dr= R+. 
Puisque la fonction arccos n'est pas dérivable en 1 et -1, la fonction arccosv(x) 
est dérivable là où v( x) est dérivable et v(x) 1- ±1. 

1-x . 1-x 
Comme -

1
- est dénvable SUT D1 et (-- = ±1 ~ x = 0), on obtient : 
+x l+x 

f est dlfrivable sur R+ et 

=- v'(x) =-(1-x)' 1 

✓1-v2(x) 1 +x ✓i-n~:)2 
_ 2 li: - 1 
- (!+"}' y'4i - (l+:i:)-.fi' 

f'(x) 

3. On a f(x) = arctan w(x) avec w(x) = - 1
-. Sachant que la fonction arctan 

. l+x 
est définie sur R., et par des équivalences on écrit : 
x E Dt<=> w(x) est définie et w(x) E 1R. ~ x # -1 
Par suite Dr= IR - {-1}. . 

1 
La fonction -

1 
- est dérivable sur D I et e.rcta.n est dérivable SUT R. 
+x 

Donc f est dérivable $Ur Di et 

!'( ) w'(x) 1 , 1 -1 (1 +x) 2 -1 
x = l+w2(x) = (l+x) 1 +(-1-)2 = (l+x)2x2 +2x+2 = xi+2x+2· 

1-to: 
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4- On a f(x) = argchg(x) avec g(x) = x2 + 1. Sachant que la fonction argch est 
définie sur [l, +oo[, et par des éptivalences on écrit : 
x E D 1 <==> g(x) définie et g(x) = x 2 + l 2: 1 <?=} x2 2: 0 <?=} x E Ill 
Par suite Dr= R. 
La fonction argch est dérivable suT ]1, +oo[, par conséquent f(x) = argc:hg{x) 
est dérivable en x tel que g(x) = x2 + 1 est dérivable et x2 + 1 'f 1. Ainsi f est 
dérivable en tout x tel que x =/= 0. 
Et dans ce cas 

f'(x) = g'(x) . = 2x 1 = 2x 
✓g2 (x) -1 j(x2 + 1)2 - 1 ✓x4 + 2x2 

D'où 

f'(x) ~ { 
-2 

✓x2 +2 
2 

✓x2 + 2 

si x E] - oo,O[, 

si x E]O, +oo[. 

5. Les fonctions T+I et argsh(x) sont définies et dérivables sur JR. 
Donc D f = lR et f ( x) = argsh ( ,,,'\ 1 ) est dérivable sur R et l 'on a 

2x 

f'(x) = ( ----~-)' 1 ~ 1-x
2 

x
2 
+ 1 

,i:
2 + 1 ✓1 + ( ."' )2 (x2 + 1)2 ../x4 + 3x2 + 1 :r:2+1 

l -x2 

(x2 + l)Jx4 + 3x2 + 1 · 

6. On a f(x) = a.rgth h(x) a11ec h(x) = 2x -· l, Sachant que argth est définie sur 
] - 1, 1[, on écrit par des équivalences : 
x E D 1 <=> h(x) définie et -1 < h(x) < 1-:=:> x E ffi et - 1 < 2x - 1 < 1 
~ 0 < 2x et 2x < 2 <==> 0 < x < l ~ x E]O, l[ 
Par suite Dr =JO, l{. 
f est dérivable en x si 2x - 1 Ej - 1, 1[, donc six E Dt· Et l'on a : 

f' X _ h'(x) _ 2 _ 1 
( ) - 1 - h2(x) - 1 - (2x - 1)2 - 4x(l - x) 

Solution 6.11. : 

1. Par des équivalences, •on a : 

XE DJ «- -1 $ v'l~x• $ 1 ~ -./i+? :'5 x :$ Vl + :r.2 

<=> lx\ '.S vÏ+? {:l- x2 S 1 + x 2 

<=>0:$1 

Vx E]O,l[. 

Puisqu'on n'a aucune condition suT x, on en déduit que D f = R. 
Pour tout x E IR, 

-X X ( . 
/(-x)=arcsin ~==-arcsin r,-;--:-,; =- fx). 

yl +C- x)' vl+x2 

Donc f est impaire. 
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2. La fonction ..,.,1:,,,.. est continue sur R et vi:,,, E [-1, 1] pour tout x E lR. Et 

puisque la fonction arcsinx est continue sur [-1, 1), alors f est continue sur 
lit 
La fonction vi~x" est défivable sur lR et arcsin x est dérivable sur ] - 1, 1 [. 
D'après le calcul précédent, -1 < ✓i:,,, < 1 {c} 0 < L Donc f est dérivable 
sur JR. 
Et pour tout x E IR 

')(X)' 1 1 ~ 1 
f (x = ✓1 +x2 Ji- (~)2 = (1 +x2)vil+x2 x 

1 
+x = 1 +x2 · 

vI+x· 

3. Puisque, \:/x ER, J'(x) = arctan'(x), alors f(x) = arctan(x) + c, où c est une 
constante. Or f (O) = arcsin(O) = 0 = arctan(O) + c = c. 
D'où f (x) = arctan(x), '<lx E lR. 

Solution 6.12. : 

1. On a f (x) = arctan i+;. Pui:;que arctan est définie sur Ill, f est définie si t+: 
est définie et donc si 1 + x f O. · 
D'où Dt= {x E R/1 + x ,': O} = IR- {-1}. 

2. La fonction i+: _est continue et dérivable sv:r IR-{-1} et arctanx conl:inne et 
dérivable sur IR. Donc f est continue et dérivable sur lR - { -1}. 

3. 

Donc 

1 ) ( 1 - X)' " 1 -1 1 f (x = -
1

- (l-x ) 2 = --2 = - arctan x. . +x l+ ï+x l+x 

{ 

- arctanx + c1 
f(x) = 

- arctan x + c2 

si XE] - oo, -1[, 

si x E) - 1, +oo[, 

où c1 et c2 sont deux constantes. 
On a f(O) = arctan(l) = ~ et - arctan(O) + c2 = c2, donc c2 = :f. 
On a lim f(x) = arctan(-1) = -~

4
, et lim (-arcta.nx+c1 ) = ~

2 
+c1 , 

x-t-oo x➔~oo 

donc c1 = -,. D'où 

f(x) = { 
-arcta.nx - , 

- arcta.n x + f 
si XE] - oo, -1[, 

six E] - 1, +oo[. 

Solution 6.13. : 

1. Par équivalence on écrit : 
/x+Ï. x+l y2-~>l~-

2
->l~x+1>2~x>l 

La fonction fi est donc dérfoable sur ]l, +oo[ et 

'( ) 1 1 1 . 1 h'( ) 
f1 X = {1îi X ~ = ~ = ;argc X . 

4 !±!E. 1.±!E. _ 1 2vx2 
- 1 "" 

2 2 
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Donc fi (x)"" ½argch(x) + c, \:/x E]l, +oo[, où c E JR. Or fi est continue en 1 
donc ' 

0 = /i(l) = lim ft(x) = lim(~argch(x) +c) = c. 
x➔l x➔l 2 

Par conséquent, fi(x) = ½argch(x), '<lx E [1,+oo[. 

2. La fonction h est définie si et seulement si ✓1 - x2 est définie. On doit avoir 
XE {-1, l]. 
Comme ✓1 - x2 n'est dérivable que sur] - 1, 1[, la fonction h. est définie et 
dérivable sur l'intervalle] - 1, l[. 
Et l'on a 1 

1 1 1 
--,------=== X ✓1 - x 2 = --
(l - x2)~ l-x2· 

Donc fHx) = argth '(x), et par suite h(x) = argth (x) + c, où c è IR.·. 
Comme MO) = 0 = argth (0) + c = c, on a h(x) = argth (x), '<lx E] - 1, 1['.. 

S. La fonction la est dérivable sur JO, l[ avec · 

-~-✓1-:i:2 1 JUx) = vl-x· X ___ 1 
X2 1 + l-t = - ✓l - X 2 • 

"' 
Donc fa{x) = arccos(x) + c, où c E lR. La fonction la étant continue en 1 on 
en déduit que 

1 

0 = h(l) = lim la(x) = lùn (arccos(x) + c) = c. 
X-+l :<➔ l 

Par suite fs(x) = arccos(x), '<lx E)O, 1). 
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6.4 Exercices supplémentaires 

Exercice 6.14. : 
Résoudre l'équation : x E IR, arctan(x -1) + arctanx + arctan(x + 1) = ½· 

Exercice 6.15. : 
1) Simplifiez les expressions suivantes 

cos ( arcs in x) et sin(arccosx) 

2) Réso":'dre da~s IR l'équation suivante 

ai:csin 2x - arcsin \/Jx = arcsin x. 

Exercice 6.16. ; 
Déterminer le domaine de définition et étudier la dérivabilité des fonctions suivantes : 

, f(x)=arccosG~:) et g(x)=arctan(x+Jx2-1) 

Exercice 6.17. : 
Montrer les égalités suivantes pour tout n E JN* : 
1) 

VxE lR (shx + chx)"' """shnx + chnx 

2) 

Vx E 1R 

Exerci!,!! 6.18; : 

(
1 +thx)n 
1-thx 

1 +thnx 

1-thnx 

Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivation puis calculer la dérivée 
de chacune des fonctions suivantes : 

1 

x-1 1 
1. f(x) =arctan--, 2. g(x) = Jarctan(l - x2), 3. h(x) = 

x+2 
7l" - 2arcsinx 
7r-l-2arcsinx· 

J8erclce 6.19. : 
Calculer les limile8 suivantes 

1. lim (x - ln(coshx)), 
::J::-+-+oo 

Exercice 6.20. : 

2 1
. sinhx 

. llll --, 
:,-;+oo X 

3. lim argshx . 
x->+oo X 

On considère la fonction f(x) ""sin2 x - 2sinx définie sur I = [~, 37r] . 
1} Vérifier que f est une bijection de I dans l'intervalle J (à déterminer). 
2) Donner en fonction de X E J la fonction réciproque r 1 (X). 

Exercice 6.21. : 

Soit f la Jonction définie par f(x) =arctan~-

1. Déterminer le domaine de définition de f. 
2. Ét'udier la continuité et la dérivabilité de f. 
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3. Calculer la dérivée de f et en déduire une expression simplifiée de J(x). 

Exercice 6.22. : 
Soit f la fonction définie par f (x) = arcsin 1!~•. 

1. Déterminer le domaine de définition de f et ét,udier sa parité. 

2. Calculer la dérivée de f et en déduire une autre expression de f. 

Exercice 6.23. : 
Calculer. la dérivée puis donner une autre expression de chacune des fonctions sui-
vantes 

1- x2 

1. fi(x) = arccos 1 +x2 ' 2. h(x) = argth ~ 3. fa(x) = argsh(3x + 4x3
) 

l+x 

4. /4(x) = arctan 
1- cos(x) 
1 + cos(x)' où x E]O, 7r[. 

Exercice 6.24. : 
On considère les deux fonctions suivantes : 

1 X ' X-1 
f(x) = arctan -

2 2 et g(x) = arctan -- - arctan--
X l+x x 

définies sur JR- {O, -1}. 
1) Calculer J'(x) et g1(x) sur IR- {O, -1}. 
2) Que peut-on déduire? 

.. 
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6.5 Indications sur les exercices supplémentaires 

Solution 6.14. : 
Poser a= arctan(x - 1), b = arctanx etc= arctan(x + 1) 
et donc tan a = x - 1, tan b = x et tan c = x + 1. 
Utiliser l'implication : 

,,. tan a+ tanc 1r 1 
a+ c = 2 - b =} 1-tanatanc = tan(a + c) = tan( 2 - b) = tanb . 
En déduire une équation vérifiée par x , puis résoudre cette éq-uation sachant que x 2: O. 
(Six< 0 on aurait a < 0 et b < 0 et donc a+b = ! - c < 0, absurde avec c E}-2", f [J. 
Solution 6.15. : 
1) Poser y= arcsinx avec y E [-~, J]. 
Remarquer que cosy 2: 0 et cosy= ✓-i---s-in-2-y. 
Déduire que cos(arcsinx) = ~ -
Poser z = axccos x avec z E [O, 1r). 
Remarquer que sin z 2'. 0 et sin z = ✓ 1 - cos2 z . 
Déduire qv.e. sin(arccosx) = ..;r::-?. 

2) Comme arcsin est définie sur [-1, 1], on doit avo-ir { 

XE[-½,½)-

-l :S 2x~l 
-1 ::; v'3x ::;1 . Et donc 
-1 ::;- X :s; 1 

Appliquer ensuite la fonction sin aux deux m embres de l'équation. 
Passer par la formule sin(a - b)'= sinacosb- sinbcosa et le résultat de {1). 

Solution 6.16. : 

Pour f(x) = arccos ( 
1 + x) traduire les inégalités -1 ~ (

1 + x) ~ 1 
1-x 1 - x 

(1 +x)2 
. . . 

en O ~ (l _ x )2 ~ 1 pour x =f 1, puis en dédmre ensuite D f · 

Pour la dérivabilité, déterminer x E D f tel que 
1 + x =f 1 et 

1 + x f -1. 
1-x 1 - x 

-u' 
Calculer ensuite f'(x) par la formule r-,-::,;· 

vl -u2 

Pour g(x) = arctan (x + G-=-ï) remarquer que arctan est définie sur Ill et déter­

miner l'en.mrible de définition de v(x) = (x + ✓i2=1) . 
Pour lu dérivabilité remarquer que arctan est dérivable sur fi. et v(x) = (x + Jx2 ·- 1) 
est dérivable pour x tel que x2 - 1 =f O {à catLSe de la racine) . · 

v' 
Càlculer ensuite g'(x) par la formule 

1 
+ v2 . 

Solution 6.17. : 
1) Remarquer que (sh x + ch xt = (e"')n = e nx. 

(
l+thx)n (chx+shxt 

2) Remarquer que 1 _ thx = (ch x _ sh x)n. 

Solution 6.18, 
est 

1. La fonction f est définie et dérivable sur R-{ - 2}. Sa dérivée 

f'(x) = 2x2 /2x + 3· 
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.i~ 

L ~~-=-. 

2. La fonction g est définie sur [- 1, l], dérivable sur] - 1, 1[. Sa dérivée est 

-x 
g'(x) = -:----:---:-::-:------;,====· 

(1 + (1- x)2 )✓arctan(l - x2) 

3. La fonction h est définie sur] - 1, 1], dérivable sur J - 1, l! et sa dérivée est 

. -21r • . - . . ·. ' . . W~= . . . .. . 
('If+ 2 arcsinx)✓(l - x2)(,r2 - 4 arcsin2 :i:) . 

Solution 6,19. 

1. On a 

e"' + e-"' e"'(l + e-2•') 
x-ln(ch x) = x-ln( 

2 
) = x-ln( 

2 
) = - ln{l+e-2"')+ln(2). 

D'où lim (x - ln(ch x)) = ln(2) . 
i:-J.+oo 

sh x 1 e"' e- "' 1 e"' 
2. lim -- = - lim ( - - -) = - lim - = +oo. 

o:-t+oo X 2 :z:-++oo X X 2 :i--t+oo X 

3. On pose y= (1.q1;shx. Alors 

argshx y 
lim -- = llm - = O. 

:z:-t+oo x 11->+oo sh y 

Solution 6.20. : 
1) Vérifier que f est CQntinue et strictement croissante sur [2f,31r] et en déduire 
qu'elle est bijective de I dans f (I). 
2) Par des équivalences et en utilisant z = (y- 31r) E [O, }] lorsque y E [~, 31rj, pv.is 
traduire y= J- 1(x) . 

Solution 6.21. : 

1. Remar~er que t:;! et (1 - x)(l + x) ont meme signe pour x =f -1. 
l-x 

x E Dt.;:> 
1
+x20 etl+x :;6 0 {=} (1-x)(l+x) 2: 0 etx =f-1 #X E]-1,lj. 

2. La fonction ~ es/ continue sur] - 1, l] et arctanx est continue sur JR, 

d'oii. J est continue sur) - 1, l]. 

La fonction ~ est dérivable sur] - 1, 1[ et arctanx est dérivable sur IR, 

d'où. f est dérivable sur] - 1, 1[. 

3. Vérifier que f'(x) =- zv1îb,-
Remarquer que pour tout x E) - 1, 1[, f'(x) = ½ arccos'(x) et en déduire que 
J(x) = ½ arccos(x) + c. . 
Calculer c en donnant une valeur à x . 
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Solution 6.22, : 

1. Rèmarqv.er que -1 ~ 1;~:1 ~ 1 <:'? ( 1!~• )2 ~ 1, puis vérifier que D1 = JR. 
Util-we_r. le !ait que arlèain est impaire pour montrer que f est impaire. 

2. La Jonction f est dérivable en tout x tel que -2::._ E] - 1 l[. 
. - 1 +x2 ' 

2x .. 
1huiuire 1 + x2 -f, ±1 pour montrer que f est dérivable sur R \ {-1, 1}. 

Vé ,1; /'( ) - 2(1-:2:') _n1,er que x - (1+:r•)ll - :r'I, 

{ 

~ si x E] - 1, 1[, 
Écrire que f'(x) "" + X 

-2 
l + x2 si x E] - oo, -l[U]l, +oo{. 

{

-2arcta.n(x) + c1 si x E) - oo, -1[, 

-~uis déduire que f(x) = 2arctan(x) + c2 si x Ej - 1, 1[, 

. •. . -2 arcta.n(x) + c3 si x E]l, +oo[, 
où c1, c2 et es sont des constantes à détenniner en donnant des valeurs à x. 

Sol;ution 6.23. 1. Utilisrar - 1 - x 2 ~ 1 - x 2 ::; 1 + x 2 pour .montrer que la 
· fonction fi est continu~ sur R. Et traduire ~:;:;: =f ±1- pour montrer que f est 

dérivable sur IR•. -~ 

{ 
l;:r:• si X> 0, 

Véiifier que JHx) = (l+x;jB = _
2 . ~ Si X< 0. 

SÎ X > 0, 

{ 

2 arctan(x) + c1 
Déduin! que f1(x) = 

-2 arctan(x) + C2 six < 0, 
où c1 et o.i sont des constantes à déterminer. 
Déduire que fi (x) = 2 arctan lx!, 'r/x ER. 

J!. Juati/for tJt<e la Jonction h est dérivable sur lR et vérifier que fHx) = ----L 
. .,/ï+:? 

1:t en déduire que '2(x) =s a.rgsh(x) + c ot) c ER à déterminer. 
Conclure que h(x) = argsh(x), 'r/x ER. 

S. Vérifier qv.e la Jonction h est dérivable sur R. 
3 

Montrer que f3(x) = ~ = (3argsh(x))' . 
vl +x~ 

En déduire que h(x) = 3a.rgsh(x) + c, c ER à déterminer. 

4. Vérifier que la fonction /4 est dérivable sur ]O,:rr[ et que f~(x) = ½, 
En déduire que /4(x) = ~ + c, c E lR à déterminer. 

-4x Solution 6.24. 1) Vérifier que f'(x) = -- = g'(x). 
4x4 + 1 

2) Déduire que /(x) = g(x) + c1 sur] - oo, -1[, f(x) = g(x) + c2 su.r] - 1, 0[ et 
f(x) = g(x) + C3 sur JO, +oo[. Puis déterminer les constantes c1, c2 et c3 • · 
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Chapitre 7 

Les développements limités 

7 .1 Rappels de cours 

Les développements limités permettent de calculer des limites (de fonctions, de suites, ... ) 
en levant les indéterminations rencontrées. Ils facilitent l'étude locale des fonctions 
au voisinage d'un point donnê, les calculs approximatifs de /(x) sans passer par la 
machine, l'obtention d'équations de tangentes, d'asymptotes, l'étude des branches in­
finies, etc. 

Définition 7 .1. Soient I =]a, b[ un intervalle de IR ( avec a, b E IR et a < 0 < b }, f 
une fonction définie de I" =)a, O[U]O, b[ dans m. et n un entier naturel. 
On dit que f admet un développement limité au voisinage de O à l'ordre n s'il 
existe des constantes réelles ao, a1 , · • • , a.,, a: > 0 un réel et e-(x) une fonction telles 
que 
Vx E] - o,0[U]0,o[,f(x) = a0 + a1x + ·· · +anxn + x"E(x), 
avec lim e-(x) = O. 

,r.➔O 

Le polynôme P(x) = a,,+ a1x + · • • + a,,x" s'appelle la part.ie rf.g1ûière ( ou principale) 
du développement limité et la fonction xne-(x) = o(xn) le mate. 
Dans la suite on écrira dln pour abréger "développement limi/.é 1111 voisinagt: de O à 
l'ordre n "· 
On dit aussi que f admet un développement Limité. d droite(re8p. 4 g,1uclie) 
au voisinage de O à l'ordre n si l'égalité f(x) = ao + a1x + · · · + a,,x" + x"i::(:c) 
est vroie à droite (resp . à gauche) de O. 

Remarque 7.1. Si f ad~et un dln avec n ~ I a.lors f admet un dln-1· 
Car si on a f(x) = ao + a1x + · · · + anx" + x"e-(x) alors 
f(x) = a0 + a1x + · · · + lln-1Xn-l + x"-1(anX + XE:(x)) 

= ao + a1X + · · · + a,,_1x"- 1 + xn-le-1 (x) , 
avec lini E1(x) = O. 

z➔O 

Théorème 7.1. Le dln de f s'il existe est unique. 

Rèrnarque 7.2. : 
La partie principale du dln d ·'un polynôme est formée, des mon6mes de degrés infé­
rieurs ou égaua: à n et le reste est formé des monômes de degrés supérieurs strictement 
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àn. 

Proposition 7.1. Si f est une fonction dont la dérivée j(n) existe et est continue 
sur un voisinage de 0, alors f adm~t le dln 

f(x) = f(0) + xf'(0) + ~ f"(0) + · · · + c:·~~l)if(n-l)(o) + fi JM(o) + x"ë:(x), 
d'apres la formule de Mac-Laurin. 

Propriétés 12. Soient f ·et g des fonctions admettant chacune un dl,, 
f(x) = a0 + a1x + · ·· +anxn +xnE1(x), avec limé1(x) = 0, 

x--+0 

g(x) = b0 + b1x + · • • + b,..x" + x"e2(x), avec lim e2(x) == O. 
:,;...,-0 

Alors on a: 

- La somme: 
la. fonction somme f + g admet le dl,.. 
(! + g)(x) = (a0 + b0 ) + (a1 + b1)x +· ·· +(an+ b,.)xn + x"e3(x), 
dont la partie régulière est la somme des parties régulières de f et g 
et é3(x) = e1(x) + e2(x). 

- Le produit : 
la fonction produit f g admet le dln 
(fg)(x) = (a0 b0 ) + (a0 b1 + a1b0 )x + · · · + (a0 b,, + · · · + anbo)X" + x"E4(,c), 
dont la partie régulière est le polynôme produit des parties régulières de J et 9 
et en gardant uniquement les monômes de puissances inférieures ou égales à 
n. 

- Le quotient : 
si en plus b0 -f 0, la fonction f admet le dl0 dont la partie régulii!re est le 
quotient de la division suivant les puis.~ance.s croissantes à l'ordre n de la partie 
reyulière de f par celle de 9. 

- La composition des fonctiona : 
3i en plus b0 = 0, la fonction f o g admet le dln 
f(g(x)) = a0 + a1(b1x + · · · + bnx") + · .. + a,,(b1x + · · · + bnx" )" + x"é(x) 
qui s'éc1-it f(g(x)) =Co+ cix + · · · + enx" + x"és(x), 
en gardant uniquement les monômes de puissances ·inférieures ou égales à n. 
La dérivation : 
la fonction dérivée f' admet un développement limité au voisir,age de O à l'ordre 
n - I (avec n;::,: l} qui est donné par 
f'(x) = a1 + 2ev,ix + · · · + na.,,x"- 1 + x"-1ê6(x) . 

- L 'intégration : 
si en plus f est continue sur un voisinage . v· de O et a E V, la fonction 
P(x) = J: f(t)d primitive de J admet un développement /·imité an ·voisinage 
de O à l'ordre n + 1 donné par 
F(x) = F(O) + a0 x + yx2 + · · · + ;mx"+1 + x"+lE7(x). 

Le tableau ci-dessous donne les développements limités -fréquemment utilisés-- calcu­
lés à l'aide de la formule de Ma.c-Laurin : 
..X >=' "'n n ( ) 
i:; = 1 + X + 21 + · · · + n! + X é X 1 

a 5 k 2.rr.+1 
sin(x) = TI - y+ Tl+• .. + (- 1) (~/c+l)! + xnë:(x) (n = 2k + 1 ou n = 2k + 2). 

2 ' k :i1r. cos(x) = 1- Tl+ Ti+···+ (-1) ~ +x"ë:(x) (n = 2k ou n = 2k+ 1). 
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Pour a E IR, on a. : 
(I + x)" = 1 + .fl.x+ <>(a-l)x2 + ... + <t(œ-1)><··-x(a-n+l]x" + x"i::(x) 

11 21 nl , 
> 3 l ., 

ln(l+x)=x-T+¾+·· · +(-1)"- "n +xnê(x). · 
h ( ) a; x3 x:io :::e21r-r1 

s x = rr + ar + 51 + · · · + (2k+i)I + x"é(x) (n = 2k + 1 ou n = 2k + 2). 

h ( ) _ :,;2 o:
4 x°' n ( ) ( c x - 1 + 21 + 4f + · · · + (2k)T + x e x n = 2k ou n = 2k + 1). 

• Développement limité au voisinage de x,, : 
Pour définir le développement limité d'ordre n, d'une fonction f au voisinage 
d'un x0 quelconque, on pose X"" x - x. et g(X) = f(X + x0 ) = f(x). 
Lorsque x est au voisinage de Xa, X est au voisinage de O. Ainsi le développe--
ment de g â. l'ordre n au voisinage de O donne · 
g(X) = a0 + a1X + · · · + anX" + X"e(X) avec lim E(X) = O, 

X➔O 

et donc J(x) =au+ a1(x - Xa) + ·· · + a,,.(x - :i:0 )" + (x - x0 té1 (x), avec 
lim €1 (x) = lim e(x - x0 ) = 0, · 
z➔.:rl) s:-t:r;o . .. - .. 

ainsi on obtient le développement limité de / au voisinage de·x0 ·A l'ordre n: 

• Développement limité au voisinage de +oo : 
Pour définir le développement limité d'ordre n, d'une fonction j au voisinage 

. de +oo, on pose X=¼ et g(X) = !(½) = f(x). 
Lorsque x est au voisinage de +oo, X est au voisinage de O. Ainsi le dèvelop­
pement de g à l'ordre n au voisinage de O donne 
g(X) = ao + a1X + · · · + anX" + X"e1 (X) avec lim f:J (X)= O 

X--+O ' 
et donc f(x) = ao+7+·· ·+ ~ + ;nt(x), avec lim é(x) =-: lim e1(1) = 0, 

:r:➔+oo ~➔+oo :i: 

ainsi on obtient le développement limité de / au voisinage de +oo à l'ordre n. 
Remarque: 
On fait de même au voisinage de -oo. 

• Développement limité généralisé au voisinage de O : 
Pour une fonction J définie sur un voisinage de 0, étant donné p E ]N• et 
n E IN, on dit que f admet un développement limité généralisé à l'ordre n en 
0 lorsque la fonction g(x) = :,;Pf(x) admet un dln+p en O. 
On peut, écrire dans ce cas : 
xPf(x) = a0 + a1x + · · · +a.,,xn+p + o(xn+P) 
et donc f (x) = :f, (a0 + a1x + · · · + an+pxn+p + o(x"+P) = ~i + • •. + ~ + 
ap + Clp+1X + ... + ll-n+p:Cn. 

,. 
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7.2 Énoncés des exercices 

Exercice 7.1. : 
Donner le dln dan., les cas suivants en précisant la fonction €(x) à chaque fois : 
1) f (x) ""'1 - 3x2 + 1rx4 - 1x8 avec n = 5 et ensuite n = 9. 
2} g(x) = 7x2 + x 4 - 1x8 avec n = 0, n = 1 et n = 2. 

Exercice 7.2. : 

Écri_re les dln de e~ file-"' , puis retrouverle dl,. de ch(x) = ezt;-z et sh(x) = ••-rz. 
Wr:ifier que la somme des dln de ch(x) et sh(x) est égale au dl,. de e"'. 

Exercice 7.3. : 
1 

Donner par deux méthodes di!J.,érentes le dln à l 'ordre n = 5 de J(x) = sh(x)-sin(x), 
(par la règle de la somme et par la formule de Mac-Laurin). 

Exercice 7.4. : 
Trouver les développements limités d l'ordre n ""4, au voisinage de O, des fonctions 
suivantes : 
1} f(x) = (e"' -3ain(x))(oos(x)- 1_:.,), 

2) g(x) = f(x) + l-x2 cos(x), 
3) h(x) = g2 (x). 

Exercice 7.5. ; 
1rouver les développements limités à l'ordre n = 4, au voisinage de 0, des fonctions 
suivantes : 
l} f(x) = roo{:t)+2log(l+.:) 

l+sln(:,;) ' 

f) g(x) = e•~l' 

3) h( ) o:'-4:r• 
X = •in2(z) · 

Exercice 7.6. : 
Posons f(x) = arcsin(x), g(x) = arccos(x) et h(x) = arctan(,i:) . Sachant que les 
dérivées de ces Jonctions sont données par : 
f'(x)"" b,, g'(x) = .;;!.,. et h'(x) = -d?, 
dtftcrminc1· 11111 dl,. de ces Jonctions pour n = 5. 

Exercice 7.1. : 
Donner les développements limités à l'ordre n = 4, au voisinage de 0, des fonctions 
suivantes: 
1) f(x) = Jl + sin(x), 
2} g(x) = e•in(:z:), 

3) h(x) = e=~~, 
4) k(x)=(l+x)¼. 

Exercice 7.8. : 
1) Reprendre les fonctions de l'exercice précédent et donner les dl,. pour n = 3 de 
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leurs dérivées ( en utilisant la règle de la dérivée). 
2} Calculer f'(x) et g'(x) et donner leurs dln iL n = 3. Comparer avec la question 
précédente. 

~ercice 7 .9. : 
Donner les dl,.. au voisinage de x 0 dans les cas suivants : 
1) j(x) = .,/x avec x 0 = 1 et n = 3. 
2} g(x) = ln(sin(x)) avec x0 E]O, ir[ et n = 3. 
Pui.3 en déduire le dln de g(x ) à l'ordre n = 3 au voisinage de x 0 = l 

Exercice 7.10. : 
Vérifier les résultats suivants pour f non définie en O : 
1) Si f a un développement limité au voisinage de O à l'ordre n = O, alors elle est 
prolongeable par contimtité en O. 
2) Si f a un développement limité au voisinage de O à l 'ordre n = 1, alors elle est 
prolongeable par continuité en O et que son prolongement par continuité est une f onc­
tion dérivable en O. 

Exercice 7.11. : 
On pose f(x) = /ixi, g(x) == +. et h(x ) = ln(lx/) . Vérifier si ces fonctions ad• 

y lcrl 
mettent des développements limités au voisinage de O à l'ordre n = 0, n = 1 ou n = 2. 

Exercice 7.12. : 
Vérifier si les fonctions suivantes ont des dln , si oui à quel ordre n on peut y aller: 
J(x) = l3-4x2 +sin(x)/ et g"(x) == /x + x3 - x4 /. 

Exercice 7.13. : 
Considérons les fonctions ayant les dévelovpements limit~ suivants : 
f(x) = x2 - 6x4 + o(x5 ) et g(x) = 2x9 + 3x11 + o(x11 ). 

Calculer le dln de (fg)(x) = j(x)g(x) à l 'ordre lP- plv~~ élevé pos.,ibk. 

Exercice 7.14. : 
Donner les dln au voisinage de +oo des fonctions suiva.ntes : 

1) f(x) = arctan ( Jill) à l'ordre n = 3. 
l. 

2) g(x) = (~) • d l'ordre-ri= 4. 

Exercice 7.15, : 
Calculer les développemenl.s li.mités généralisés au voisinage de O des fonctions sui­
vantes : 

1) f(x) = te.n(z') à l'ordre n = 5. 

2) g(x) = e:~.':t,,"' à l 'ordre n = 2. 

Exercice 7.16. : 
Sans utiliser la calc-ulatrice, donner des 11aleur., approximatives des nombres suivants : 
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sfl,ITiï l (l 07) _ l-sin(0,05) a = ? v, .,8, b = u , et c - ,/2,;o 

Exercice 7.17. : 
Déterminer les parties principales au voisinage de O des fonctions sui.vantes : 
1} f(x) = ✓sin(x) - Jsh(x) pour x > O. 
2} g(x) = argth (a.rgsh(x)) - argsh(argth (x)). 

Exercice 7.18. : 
Calculer les limites suivantes : 

(1 + x)½ - e 
1} lim · 

.r➔O X 

2) lim (x - x2 ln(l + ½)), 
. x-++oo 

. arctan(2sin(x)) - f 
9} hm (J ) , :z:-+f COS X 

[ ( 
1 )n] v'n2+2-,ln'-+Î 

4) lim e - 1 + ;; . 
n-t+oo 

Exercice 7.19. : 
Étudier les fonctions suit•antes au vois~nage de Xo : 

1} f(x) = 2
':

1
.'.'.~"') avec Xo ""'1. 

2) g(:c) = ln(tan(x)) avec Xo = ¾· 
(une étude brtve : l'~11ation et la position de la tangente). 

Exercice 7.20. ; · 
1 Étudier les branches infinies de la courbe représentant la fonction f{x) = ln(x2+1)-:;,. 

154 

7 .3 Solutions détaillées des exercices 

Solution 7.1. : 
D'après une remarque du rappel du cours: . 
1) f (x) = 1- 3x2 +7rx4 - 7x8 = (1 - 3x2 +7fx4) + {-7x8) = (1- 3x2 +n4) +x5e1(x). 
c'est le développement limité à l'ot·dre 5 au voisinage de O de f, 
avec P1 (x) = 1- 3x2 + 'ITX

4 la partie principale et e1(x) = 1-7x3. 
Et l'on peut écrire aussi 1 

f (x) = 1 - 3x2 + 'll"x4 - 7x8 = (1 - 3x2 + 'll"X4 
- 7x8

) + x9e2 (x). 
c'est le développement Umité à l'ordre 9 au voisinage de Ode f, 
avec P2 (x) = l - 3x2 + 'ITX

4 
- 7x8 la partie principale et e:2(x) = O. 

2} Pour g on a : 
g(x) = 7x2 + x4 - 7x8 = 0 + x0 (7x2 + x4 - 7x8

) = Q1(x) + x0.sa(x), 
c'est le développement limité à l'ordre O au voisinage de O de g, avec Q 1(x) = 0 la 
partie principale et €3 ( x) = 7 x 2 + x4 - 7 x8 . 

Ensuite on a 
g(x) = 7x2 + x4 

- 7x8 = g(x) = 0 + x(7x + x3 
- 7x1 ) = Q2(x) + XE:4(x), 

c'e-~t le développement limité à l'ordre 1 au voisinage de O de g, avec Q2(x) = 0 la 
partie principale et e4 (x) = 7x + x 3 - 7x1 • 

Et de même 
9(x) = 7x2 + x4 

- 7x8 = 7x2 + x2(x2 - 7x6) = Qa(x) + x2e:5(x), 

c'est le développement limité à l'ordre 2 au voisinage de Ode g; avec Q3(x) = 7x2 la 
pariie principale et e:5(x) = x2 - 7x6 . 

Attention: 
Dans chaque cas la fonction e,(x) vérifie bien lim e:,(x) = O .. 

a;➔O . 

Solytion 7.2. : 
En utilisant le résultat du résumé du cours on a : 
e"' = 1 + x +fi+· .. +~+ Xne1(x) 

et donc e-"' = 1 - X+ {-2~)' + , .. + (-:r + (-x)"e1(-x) 

e- " = l -x + ~ + · · · + (-lt~ + xne2(x) avec e2(x) = (-l)ne1(-x) 
Par la règle de la somme on obtient le dln de ch(x) = ••+

2
• - • 

ch(x) = 1 + '+ ~ + · · · + ~ + x"ea(x) au 11oisinage de O à l'ordre n = 2k ou 
n = 2k+ 1. 
Et de même 
sh(x)"" ••-

2
• ·• ·• 

sh(x) = x + ~ + ~ + · · • + (~~:+1\ 1 + xne4(x) au voisinage de O à l'01·dre n = 2k + 1 
ou n = 2k+ 2. 
En faisant la somme des dln obtenus ci dessus on retrouve : 

( .,• ,.• :c" n ( )) ( x• x" :c•H t n ( )) 1 + 2Î + 4Ï + · · · + Î2k)Î + X ê3 X + X + 3f + sf + · · · + (:!k+l)! + X €4 X 

= 1 + x + ~ + · · · + =" + xne:1(x) 2. ni 
ce qui est normal puisque ch( x) + sh( x) = e"'. 

,\ Et avec e1 (x) = €3(X) + e:4(x) d'après l'unicité du développement limité. 

Solution 7 .3. : 
) • D'après le tableau des dl 
.;;:· 
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sin(x) = x -· ~ + fil + o(x5 ) 0'/1 voisinage de O à l'ordre 5 
et d'après l'e:i:ercice précédent 

sh(x) = x + ~ + ~ + o(x5
) au voisinage de O à l'ordre 5 

et par différence en utilisant la règle de la somme 

( 
3 5 -~ ( 3 O ) 3 f(x) = x + w + m- + o(x")y - x - y+};+ o(x5 ) = 2\ï + o(x5

) 
3 

D'où f(x) = ¾ + o(x5) au voisinage de O à l 101·dre 5. 

- Deuxième méthode : 
La fonction f(x) = sh(x) - sin(x) est indéfiniment dérivable sur lR car différence 
de deux fonctions indéfiniment dérivables sur IR.. On lui applique la formule de Mac­
Laurin au voisinage de O. Et !'on a 

f(x) = sh(x) - sin(x) ·➔ f (O) = 0 
j<2>(x) = sh(x) + sin(x) ➔ f' 2l(O) = 0 
f(4l(x) = sh(x) - sin(x) --t /<4l(O) = 0 

D'où 

f'(x) = ch(x) - cos(x) --t f'(O) = 0 
j<3l(x) = di(x) + cos(x) --t /(3l(O) = 2 
[(5l(x) = ch(x) - cos(x) --t /<5l(Q) = 0 

f(x) 
x2 • . J.'5 

= f (0) + xf'(O) + 2Î / 2i(O) + · · · + Sl f'-5l(o) + o(x5
) 

= 2, + o(x5
) = ~ + o(x5) 

Solution 7 .4. : 
1) En utilisant le tablea1• des dln a·11ec n = 4 des fonctions usuelles on a : 

x x' fl!
3 

, x• ( 4) e =l+x+2f+3T;-4T+ox 

sin(x) = x - ~ + o(x4) 
i • 4 

cos(x) = 1 - ~ + T! + o(x ) 
1 

-
1 

- = 1 + x + x2 + x3 + x4 + o(x4
) 

-x 
En utilisant la règle de la somme on a : 

e"'-3sin(x) = (1 +x +' + '+ ~ +o(x4))-3 (x -, +o(x4
)) 

2 2 ' • = 1 - 2x + T + + + ~ + o(x4
). 

De m~me 
2 ( x

2 
x4 ) coR(:r.)-

1
_x= 1-2!+ 

4
! +o(x4) -2(1+x+x2 +x3 +x4 +o(x4)) 

= -1 - 2x - ~ - 2x3 
-

4~f + o(x4
) 

D'où 
f(x) = (1 -2x+ ~ + 2f + ~ +o(x4

)) ( - 1-2x- 5f -2:r:3 
-

4~f +o(x4
)) 

En utilisant la ff,gle du produit: en gardant uniquement les puissances .inférie~tres ou 
égales à qlLCltre, on obtient finalement : 
f(x) = -1 + x2 + fr.9 - f,_x 4 + o(x4). 

2 • 

2) On a cos(x) = 1 - ~ + 11' + o(x4 ) 

et x2 = x 2 + o(x4) (c'est un polynôme) 

Par la règle du produit on a : x2 c-,os(x) = x2 
- '+ o(x4

), _ 

( on a fait le produit de x 2 par 1 - ~ + ~ et on a gardé uniquement les puissances in• 
/ériev:res ou égalee à quatre pour avoir la partie principale de x 2 cos(x) le reste s 'écrit 
o(x4

)). 

Et par la règle de la somme 

g(x) = f(x)+l-x 2 cos(x) = (-1 + x2 + !x3 
- t,iX

4 + o(x4))+1-(x2 
- '+ o(x4

)) 
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on obtient finalement 
g(x) = 3x3 - -lzx4 + o(x4). 

3) D'après ce gui précède g2(x) = (!x3 -· -lzx4 + o(x4
))

2 

Et par la regle du produit on obtient g'(x) = o(x4
). 

Ceci car dans le produit toutes les puissances sont plus grondes que cinq. 

Solution 7 .5. : 
1) f est un quotient et l'on a pour le dénominateur lim(l +sin(x)) = 1. 

:i: ➔O 

On va utiliser la règle du quotient. 
D 'après le tableau des dl usuels : 

Z 3 4 

log(l +x) = x- y+ t - T +o(x4
), 

2 
• 4 · ) x' ( 4) cos(x) = 1 - Tl+ ¼r + o(x ) et sm(x == x - 3T + o x . 

Et par la 1'ègle de la somme on a successivement : . 

cos( x) + 2 log( 1 + x) = ( 1 -- ~ + ~ + o( ,r.4)) + 2 ( x - ~ + ~ - f + o( x4
)) 

= 1 + 2x - ~x'.2 + Jx3 
- ½¼x4 -f o(x4

) 

et l'on a aussi 1 + sin(x) = 1 + x - ¾x3 + o(x4
). 

On fait la division suivant les puissances croissantes de la partie principale du numé­
roteur par la partie principale du dénominateur à l'01-dre quatre. 
Ce qui donne 

1 + 2x - il.x2 + ~x3 - llx4 
2 3 2f 3 

1 + X - !x3 

-1-x+ax 

,. 
-ix4 + .. . 

(Rema-rquer que dans cette division on écrit seulement les pnissances inférieures ou 
égales à quatre puisque les autres puissances sont des o( x 4 ) . ) 

Finalement on obtient : 

5 2 10 3 29 4 ( 4) f (x) = 1 + x - :t' + 3 x - 8 x + o x 

. X ,_ 
2} Pour la Jonction g(x) = --

1 
on a lim (e"' - 1) = O. On ne peut appliquer"" ex - x-tO 

règle dv. quotient tout de suite. 
Essayons d 'abord de voir !e dl de (e" - 1) qui est égal à : 

157 



e" - 1 = x + ½x2 + ¾x3 + ix4 + &ox5 + · · · + ~xn + o(x") 

( 
1 2 l 3 1 4 1 n-1 + ( n - 1)) et donc e" - l = X I + ½x + ëx + 24X + rnx + ... + {n-1)! X O X 

Ainsi pour tout ;i: i= 0 : 

X X 

g(x) = e" - 1 = x ( 1 + ½x + ¾~2 + f.iX3 + l~Ox4... + +(n~t)!xn-1 + o(xn- 1)) 

1 

= ( 1 + ½x + ½x2 + "14X3 + l~Ox4. ... + + (n~l)!xn-1 + o(xn-1)) 

Maintenant on a un {J'11,otient avec comme dénominateur une fonction dont la limite en 
zéro est non nulle. Pour avoir le dl du quotient à l'ordre quatre il nous faut n - I = 4 
et donc n = 5 c'est l'ordre auquel il fallait développer (e"' - 1). 
Faisons ensuite la division suivant les puissances cmissantes de 1 par 

1 + lx+ lx2 + .l.x3 + 12
1
0 x4 à l 'ordre quat:re 2 6 24 

..!..x2 + .l.x3 + .l.x4 + ... u ,4 sp 
_..1.x2 _ lx3 _ - x4 + ... 

12 24 72 

-1~ox4 + ... 
Finalement on a. : 

1 1 2 1 4 c•· g(x) = 1 - 2x + 
12

x -
720

x + o x ) 

x2 - 4x3 • . 
3) Pour la. Jonction h(x) = . on a le dl du denominatmr 

sm2(x) 
2 

v(x) = sin2(x) = ( x - ~ + '+ • · · + o(xn)) = x2 + · · · + o(xn) . 

la plus petite puissance qui apparaît dans ce dl est k = 2. Pour trouver le dl du qv.ottent 
h(x) à l'ordre 4 il faut développer v(x) jusqu'à l'ordre n = 4 + k = 4 + 2 = 6 . 

( 
x3 :,;5 ( 6))! 2 :i:

4 + 2:i:
6 + ( 6) Donc v(x) = x ·- 6 + 120 + o x "" x - T 4:f O x · 

Ce qui donne pour tout x ,f O : 
x2 - 4x3 x2 - 4x3 1 - 4x 

h(x) = sin2(x ) = x2 - ;0_ + 2x• + o(x6) = 1 ~ ~ + 2:5• + o(x4) 
3 45 o(xB) ( 4) 

Ceci après s-implification par x 2 et en remarquant que ~ est tt11 o x 

( 

. o(~6) . o(xG) ) 
lim _x_ = hm -6 = 0 . 
x➔O x4 x-+0 X 

( 
2 2.:c:4) On fait ensuite la dspc à l'ordre quatre de (1 - 4x) par l - T + 45 
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-4x + ~ - 2:i:• 
33 45 

4x- ,;a +··· 

D'[J'Ù, 
x2 4x3 x4 · 

h(x) = l - 4x + - - - + - + o(x4 ) 
3 3 15 

Remarque 7.3. : 

Pour développer une fonction de la forme d'un quotient f(x) = ~ à l'ordre n au 
V(O}, il faut commencer par écrire les dl de u(x) = P(x) + o(xm) 
et v(x) = Q(x) + o(xm). 

Posons i1al(P) = h et val(Q) = k (val(P) c'est la plus petite puissance de x dans le 
polynôme P dont le coefficient n'est pas nul). 

•Sih?:_k: 
il faut développer les fonct-ions u et v à l'ordre m = n + k · 

ahxh + · · · + a +1;X"+k + o(xn+k) f(x) = n 
bkx" + · · · + bn+kxn+k + o(xn+k) 

On simplifie d'abord par xk {pour x ,f O et x E V(O)}. Ce qu(dpnne. · 
f(x) = ahxh-k + · · · + a,...+kx" + o(x") 

bk + · · · + bn+kXn + o(xn) _ _ 
Et on fait ensuite la division suivant les puissances croissantes à l'ordre n 
de ahxh-k + · · · + iln+kX" par bk + · · · + bn+1<,Xn 
pour avoir un dl correct à l'ordre n de f : 
f(x) = Ch-kXh-k + .. . + c,.xn + o(x"). 

• Si h < k : 

f n'aura pas de développement limité au voisinage de D, mais un développement 
limité généralisé avec p = k - h. 

Et pour avoir un développement limité généralisé à l'ordre n au voisinage de 
0, on doit développer au départ v(x) à l'ordre -m = p + n + k et u(x) à l'ordre 
m' ""P+n+h. 
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Solution 7.6. : 

. 1 
• La fonction f'(x) = ~ = (1 - v(x))-! est la composée de la fonction 

vl -x· 
v(x) = x2 et w(x) = (1- x)-½, donc : 
f'(x) =·w(v(x)) 

. Pour développer f à l'ordre 5 il faut développer f' à l'ordre 4. 
.D'abord on a . lim v(x) = 0, ce qui nous permet d'utiliser la règle de la 

:r➔O 
composée. ' 
D'après_le tableau des dl usuels (1 - x)"' pour a= -½ : 
w(x) = (1 - x)-½ · 

-½ ..:.½(-½-1) ~ -1(-l-l)(-1-2) = 1 + -X + --"-"'----'-X~ + 2 2 2 X3 
l! 2! 31 

+. ~( ~ 1 )( ~ 2)( ~ 3) 4 + ( '). 
4
! X O X 

= 1 - ½x + !x2 
- ~x3 + ~x4 + o(x4

). 

Et l'on a v(x) est un polynôme dont le dl à l'ordre 4 est v(x} = x 2 + o(x4). 

Par la règle de la composée on remplace le x de la partie principale du dl de 
w(x) par la partie principale de v(x) : 
on aura w(x) = 1- ½(x2) + i(x2) 2 - fri(x2 )3 + 13i8 (x2

)
4 + o(x4

) 

et on garde uniquement les puissances inférieures ou égales à quatre (tout le 
'reste on le met dans o(x4 )). 

Ainsi . 

f'(x) = 1 - !x2 + ~x4 + o(x4
). 

2 8 
On utilise ensuite la fègle d'intégration pour écrire 

}ex)= a.+ x - ix3 + :
0
x5 + o(x5

) . 

Comme a.0 = lim f(x) = lim arcsin(x) = 0, on a finalement : 
x➔O . .>:➔O 

1 3 
f(x) = x - -x3 + -x5 + o(x5

) 
6 40 

• On ag'(x) := ,-=!._ = -f'(x) 
v'ï=? 

et d'après ce qui précède on a 
g'(x) = -1 + ½x2 

- ix4 + o(x4
) 

en utilisant ensuite la règle d'intégration on obtient 

() .b 13 35 (5 
g X = 0 - X+ 6x - 40x + 0 X ) 

comme bo = lim g(x) = lim arccos(x) = :!!.2 , on a finalement : 
:,,->0 :r➔O 

() 
11' 1 3 3 5 ' 5 

g x = - - x + -x - -x + o(x ) 
2 6 40 

• On a h'(x) = - 1
- 2 • 

l+x 
On peut faire comme avant en utili.sant la règle de la composée ou on peut dire 
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que h' est le quotient de de ,ix polynômes qui sont déjà développés. 
On fait la division suivant les pui.s.~ances crois.~antes del par l + x2 

à l'ordre 

quatre 

D'où 

l 
-1 - x2 

-x2 
:z:2 + x4 

x4+·· · 

1 +x2 

1 - x2 ..:- x.·1 

' 5 
et par la règle d'intégration h(x) = c0 + x - f + y + o(x

5
) 

Comme Co ·= lim h(x) = lim arctan(x) = O. on n finalement: 
:r~ o ::r---tO 

1 3 1 5 ( 5) h(x) = x - - x + -x + o x 
3 5 

Solution 7. 7. : 

1. D'aboni lirn sin(x) = 0 et au V(O) à l'ordre 4 on a sin(x) = x - l x
3 

+ o(x
4

) 
:.-+O 

Et l 'on a pour u E V(O) à l'o1'dre 4 le dl 
Jl + u = 1 + 1u - 1u2 + .l..u3 - _§_u4 + o(u4

) 
2 s rn 12s l . . · l d 

On utilise la règle de la composée en rem.plaçant ·u par a partie prmctpa e e 

sin(x). Ce qui donn e 
f(x) = ✓1 + sin(x) 
= 1 + ½(x - ¼x3 ) - ½(x - ¾x3 )2 + ft(X - ¼x3)3 - 1~8 (x - ¼:.r:

3
)
4 + o(x

4
) 

On effectue les calw!s et on garde uniquement les puissances inférieures ou 
égales à 4 . Tout le reste on l'écrit o(x4 ). On obtient finalement 

1 1 2 1 3 1 4 ( 4) /{x) = 1 + - x - - x - -x· + - x + o x 
2 8 48 384 

2. On fait la méme choie q11. 'avant : 
d 'abord lirn sin(x) = 0 et au V(O) à l'ordre 4 on a sin(:r) = x - lïx

3 + o(x
4

) 
:t->0 

Et l'on a pour u E V(0) à l 'ordre 4 le di 
e"=l + u + ½u2 +àu3 +ftu4

+0(1t
4

) . . . 
On utilise la règle de la. composé€ en remplaçant u par la partie prmcipale de 

sin(x). Ce qui donne 
g(x) = 1 + (x - ½x3 ) + ½(x - ¼x3

)
2 + ¼(x - ¼x3

)
3 + ,h(x - ½x

3
)

4 + o(x
4

) 

On effectue les calcu.ls et on garde uniquement les puissances inférieures ou 
égales à 4. Tout le r·este on l 'écrit o(x4 ) . On obtient final l'ment 
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3. On fait la même chose qu'avant : 

d'abord lim _::_( ) = 0 et au V{O) à l'ordre 4 on a 
:t➔O COS X 

X X I 3 4 ---,----,,-----.,.,- = x + -:c + o(x ) 
cos(x) 1 - ½x2 + ,hx4 -f' o(x4) 2 
(ceci en faisant la. dspc de x par l - ½x2 + tix4 à l'ordre quatre). 
Et l 'on a pour u E V(0) d l 'ordre 4 le dl 
eu = 1 + u + ½u2 + ¼u3 + ,hu4 + o(u4

). 

On utilise la rè.gle de la composée en remplaçant 1i par la partie principale de 

_3_( ) . Ce qui donne 
cos X 

h{x) = 1 + (x + ½x3
) + ½(x + ½x3

)
2 + ½(x + ½x3

)
3 + ½(x + ½x3

)
4 + o(x4

) 

On effectue les calculs et on garde uniquement les puissances inférieures ou 
égales à 4. Tout le reste on l'écrit o(x4 ). On obtient finalement 

1 2 2 3 13 4 4 
h(x) = l+x+:? + 3x + 

24
x +o(x) 

1 log(l+•) ( ) 4- On transforme k(x) pour écrire k(x) = (1 + x)" = e • = e""' . 
C'est une composée de fonct-ion1J. 

. log(l + x) 
Comme lim u(x) =hm~~-- = 1 

x-+0 z-+0 X 
on pose d'abord v(x) = u(x) -1 pour avoir lim v(x) = O. 

x➔O 

Ainsi k(x) = e"(o:) = el+v(x} =ex e"(x) avec lim v(x) = O. 
x-+0 

Le dl de v(x) à l'ordre qw1tre est 
l (1 + x) x - ! x 2 + lx3 - lx•+ lx5 + o(x6 ) 

v(x) = og - 1 = , 2 3 4• 5 - 1 
X X 

= {l - ½x + lx2 - ¼x3 + lx4 + o(x4)) - 1 
= -½x + ½xi - ¼x3 + ½xf + o(x4

). 

Et donc 
k(x) = e X ev(:r.) 

= e X [ 1 + (- ½x + ½x2 - ¼x3 + ½x'l) + ½(- ~X+ ½x2 - ¼x3 + ½x4)2 
+½{-½x + }x2 _ ¼x3 + ¼x4)3 + t4( - ½x + ½x2 _ ¼x3 + ½x4)4 + o(x4)]. 
On Effectue les calculs et on garde uniqvement les puissances inférieures ou 
égales à 4 : 
v(x) =-lx+ lx2 - lx3 + lx4 + o(x4 ) 

v2(x) "" (-\r +\z;2 -'\x3 +6½x4 + o(x4))2 = ¼x2 - ½x3 + ijx4 + o(x4) 
v 3 (x) = v~(x) x v(x) = -½x3 + ¼x4 + o(x4

) 

v4 (x) = v3 (x) x v(x) = fBx4 + o(x4) 

D'où . 

( 
1 11 2 7 3 2447 4 4)) 

k(x)=e 1 - 2x+24x -16x +5760x +o(x 

Solution 7.8. : 
1) On a déjà trouvé successivement : 

f(x) 
g(x) 
h(x) 
k(x) 

1 1 1 2 1 3 + 1 4 + ( 4) = + 2x -8x - ,x 324 x O X 

= 1 + x + lx2 - lx + o(x ) 
··- 1 + x + Îx2 + ~x3 + l.ax4 + o(x4) - 2 3 ~ . 
_ e (1 _lx+ llx2 _ .Z.x3 + ~447 x4 + o(x4)) 
- 2 ' 24 16 5760 
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' On utilise la règle de la dérivée en dérivant les parties p1i.ncipales de ces développes 
ments pour avoir· les développements limités à l'ordre trois. D'où 

f'(x) 
g'(x) 
h'(x) 
k'{x) 

= ½ - ¼x - f-x2 + ..L:z:3 + o(x3) 

= 1 + x - ½xg + o(x!!J\ 
= 1 + x + 2x2 + llx3 + o(x3) 
_ e (-1 + llx _ ~x2 + 2447 xa + o(x3)) 
- 2 12 16 ' 1440 

2) On a f'(x) = (jl + sin(x))' = cos(x) 
2J1 +sm(x) 

On sait que cos(x) = 1 - ½x2 + o(x3 ) 

et on a trQ'IJvé le dl de JI+ sin(x), 
ce qui donne 

'( ) _ 1 - ½x2 + o(x
3

) 
fx- 1 12 1 3 2{1+ 2x - 8x - 48x3+o(x)) 
La constante du dénominateur est bien non nulle. On fait la. dspc de (1 - ½x2) ·par 
2 + x - ¼x2 

- :hx3 à l'ordre trois. On trouve 

'( ) 1 1 . 1 2 1 3 ( 3 f X = - - -X - -X + -X + 0 X ) 
2 4 16 96 . 

On a ensuite 
g'(x) = cosxe"inx = (1 - f + o(x3 ))e<z-'f+o(:i:3

)) 

. = (1-r;, + o(x3
)) (1 + (x- =j) + Î- +o(x3)) 

= (1 - ~ )(1 + x + r;, + o(x3
)) = 1 + x - ~ + o(x3) 

On voit bien qu'on trouve les mémes résultats. 

Solution 7.9. : 
1) Posons u = x - x 0 = x - 1 (x = 1 + u), lorsque x est au voisinage de 1 alors u 
est au voisinage de O. 
Et l'on a f(x) =..,fi,= ✓1 +u. 
u étant au voisinage de 0, on fait le dl de ✓1 + u au voisinage de O à l'ordre demandé 
n=3. 
D'après les calculs précédents ✓1 + u = 1 + ½u - ½u2 + fsu3 + o(u3). 

On revient ensuite à la variable x pour avoif' le développement limité de f au voisinage 
de X 0 = 1 d l'ordre n = 3 

( , 1 ( "J. ( )2 1 ( 3 3 f x) = L + 2 x - 1) - 8 x - l + 
16 

x - 1) + o((x -1) ) 

2) La fonction g(x) = ln(sin(x)) est définie et est indéfiniment dérivable sur l'inter­
valle JO, ir[. La formule de Mac-Laurin en x 0 E}O, 1r[ donne 

( ILi=.,J, (Oll•o) 
9 x) = g(Xa) + g'(xo )(x - Xo) + 21 • (x - x0 )

2 + ~(x - x0 ) 3 + o((x - x0 ) 3) 
Comme on a: 
'(x) = c?"f"'~ "( ) = -1 t {3)( ) = 2co;f"'l g Sin "' ' 9 X sin"(:,;) e g X sin :i:) ' 

on obtient le dl de g au voisinage de x 0 à l'ordre 3 suivant : 

( . cos(x0 ) - 1 2 cos(xo) 
9 x) = ln(sm(xa))+-.-{-) (x-xa)+

2 
. 2( ) (x-x0 ) + 

3 
. 3 ( ) (x-x0 )

3+o((x-x0 )
3

) 
sm Xo sm x,, sm x 0 
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f • 
l 
1 

' 

3) Pour x 0 = i 1 on trouve 

() 1( 71"2 7!"3 
g X = - - X - - ) + o( ( X - - )') 

2 2 2 

Solution 7 .10. 
1) Si f a un développement limité au voisinage de O à l'ordre n"" 0 alors il existe un 
voisinage V(O) de O, une fonction E(x) vérifiant lim E(x) ""0 et a0 E JR: 

:r.40 . 

'rfx E V(O), f(x) = a0 + x0e(x) . 
On aura évidemment lim f(x) = O,o 

x➔O 

Ainsi f est prolongeable par continuité en O par la fonction f définie par 

Ï(x) ~•{ f(x} s~ x # 0 
a0 . .. si. x = 0 

2) Si f a un dêveloppeme~t limité au voisinage de O à l 'ordre n = 1 alors il existe un 
voisinage V(O) de 0, une fonction i::1 (x) vérifiant lim E1 (x) = O et (a,, , ai) E ffi.2 : 

2➔0 

Vx E V(O), f(x) = a0 + a1xr+ XE1(x). 
On aura évidemment lim /(x.,) = a0 

x-+O 

et d'après la question {1) , f est prolongeable par continuité par la fonction 1 et l'on 
aura: 

J(x) = .f(x) = ao + a1x + xt:1 (x) = f(O) + a1x + xe1 (x) pour tout x E V{O) et x f O. 

En plus ](x; = t(O) = f(x)x- ao = a1 +€1 (x) , Vx E V(O) \ {O}, 

ce qui donne lirn f(x) - J(O) = a
1

. 
x➔O x-0 

Par .mite f est prolongea~le par continuité en O et son prolongement f est une f onc­
tion d!!rivable en O avec f'(O) = 01. 

Solutiou 7.11. : 
1) Si la Jonction J(x) = v'fxî a un développement limité dans un voisinage V(O) à 
l'o,.dre n = 0, on auroit · 
v'ixl = a.0 + €(x), ce qui donne a0 = lim( \/1xi - e(x)) = O. 

x-+0 

On aurait forcément a0 = 0 et €(x) = /Ï:tj 
et l'on a bien lim -IJxî = lim E(x) = O. 

:z:-tO :z:➔O 

Ainsi f a bien un dl à l'ordre O au 11oisinage de O donné par: Jlxi = Q + E(x). 

Ensuite si f(x) = .JixÏ a un développement limité dans un voisinage V(O) à l 'ordre 
n = 1, on aumit 
/!xi= a.+ a1,r, + :Z:E1(x), ce qui donne a0 = Hm( y'jxj - a 1x -xe(x)) c;= O. 

x➔O 

Il nous reste J1xÏ = a1x + xE1 (x) et donc 

1 "'= ~(a1 + e1 (x)) = a(x).JÏxÎ(a1 + e1 (x)) pour tout x ,f. 0 au voisinage de 0 
V~ . 

(où a(x) = ~ = 1 (resp.( - 1) six> 0 resp.(x < 0))). 

En passant à la limite on trouve 1 = lim a(x)/[xj(a1 + e1 (x )) = 0 
:z:➔O 

ce qui est absurde ! 
Par suite f ne peut avoir de dl au voisinage de O à l'ordre n = 1 (non plus à l'ordre 

164 

n= 2). 

. 1 
2} Si g(x) = Jlx1 a un dl au V(O) à l 'ordre n = 0 on aurait 

g(x} = ~ = a0 + i::(x ) au V(O} avec \im e(x) = 0 . 
vl:z:I ,.➔o 

En passant à la limite on trouve 

+oo '-" lim ~ = lim (a 0 + e(x)) = a0 
x-+O V lxl ,r➔O 

ce qui est absurde avec a0 E IR. ! 
Par suite g ne peut avoir de dl au voisinage de O à l'ordre n = 0 ni à un ordre supé­
rieur. 

3) En utilisant les questions précédentes la fonction h(x) = ln(lxl) n'admet pas de 
dl au V(O) à l'ordre n = 0 car on ne peut la prolonger par continuité en O puisque 
lim ln(lxl) = - •:x). 
x --tO 
Ainsi h(x ) n'admet pas de dl u.u V(O) pour n = 0, ni pour n quelconque. 

Solution 7.12. : 
1) Pour x très petit au voisinage de O (par exemple !xi < ~) on sait que 4x2 et 
sin(x) sont très petit et la quantité (3 - 4x2 + s.in(:z:)) est du signe de 3, donc positive. 
Par suite la fonction f(x) = J3 - 4x2 + sin(x)I = 3 - 4x2 + sin(x) pour tout x E 
]-a,a[= V(O) (avec a> 0 très petit). 
Comme les fonction_ç sin(x) et le polynôme 3 - 4x2 ont des dl à t.out ordre au V(O), 
f( x ) a aussi un dl au V(O) à tout ordre n donné par: 

1 1 1 
f(x) = 3 + :z: - 4x2 

- -:z:3 + - x5 + • • • + (-lt - --x2
k+l + o(x" ) 

3! 5! . (2k+l)! 

avec n = 2k + 1 ou n = 2k + 2. 
2) On a g(x ) =lx+ x3 

- :z:4 1. = Jxl(ll + x2 
- x 3 1) et pour x très petit au voisinage de 

O, an peut écrire Il+ x 2 
- :z:3J = 1 + :z:2 - :z:3 {même misonnement qu'avant). 

Ainsi g(x) = lxl(I +:z:2 -x3 ). La fonction (1 +x2 -x3 ) étant un polynôme elle admet 
un dl sans problème. 
g étant continue elle a un dl au voisinage de O à l 'ordre n = 0 avec a.0 = Hm g(x) = O. 

:t ➔O 

Ensuite si g a un dl à l 'ordre n = l on aurait g(x) = O+a1x +xe(x) = Jxl(l+x2 -x3 ) . 

/xj(l + x 2 - x3
) 

Ce qui donnerait a1 + c: (x ) = -'-'-"-------'- = a(:z:)(1 + x2 
- x3

) avec a(x) = 1 si 
. X 

x > 0 et a(x) = -1 six < O. 
Par passage à la limite d /!mi te de O on obtient a 1 = 1 et par passage à ln, limite à 
gauche de 0 on obtient a1 = -1 ce qui est absurde! 
Ainsi g(x) a un dl au voisinage de O à l'ordre n = 0 et ne peut avoir un dl pour un 
ordre n 2: 1. 

Remarque 7.4. : 

L r. · · · do· , - • () f Pi(x ) =x(l+x2 -x3
) six>O 

a 1onctiongauvoismage e secrit g x =\.P.(} {l+ 2 a) • 0 2 X "" -X X - X si X < 
C'est donc un polynôme au 11oisinage de O à droite (resp . à gauche). Elle admet un 
dl à tout ordre à droite (resp . à gauche). 
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Solution 7.13. : 
Pour tout x au voisinage de O on a : 

(fg)(x) = f(x)g(x) 
[x2 - 6x4 + o(x5 )] f2x 9 + 3xP + o(x11 )] 

= 2x11 - 9x13 - 18x1l + (x2 - 6x4 )o(x11
) + (2x9 + 3x11 )o(x5) + o(x5)o(x11 ) 

2x11 - 9x13 - 18x15 + (l - 6x2 )x2o(x11 ) + (2 + 3x2 )x9 o(x5 ) + o(x5 )o(x11 ) 

2x11 - 9x13 + o{x 13
) 

Ceci car 2 9 • 5 ) ( 11) 
. -18x15 + (1 - 6x2 )x2o(xll) + (2 + 3x )x o(,r") + o(x o x 

hm 13 
x...,0 X e• 

x13 . (1 - 6x2 )o(x11
) . (2 + 3x2)xo(x") = lim(-18x2)- +hm-'-----'----'-+ hm-----

x .... o x13 x...,o x11 x-➔ O x5 

+ lim x3o(xs)o(xll) 
x-+O x5 x x11 

0 
. . . o(xk) 

(sachant que par définition: hm-.. -= 0). 
:r;->0 X 

Finalement 
(f g)(x) = 2x11 - 9:z:13 + o(x13

) 

, (1-6x2 )x2 o(x11
) • 2 • [o(x11

) 1] 
Mais à cause de hm -'------- = hm (1 - 6x ) x hm - 1-1

- x -
:i:➔O xl4 x➔O x➔O X X 

qui est indéterminée, on ne peut dépasser l'ordre n = 13 

Solution 7.14. : . · 

1} Pour donner le dl au voisinage de +oo de la jonction f(x) ~-arctan ( J:: ~) 
à l'ordre n = 3 on fait d'abord le changement de variable u = ¼ (et donc x = i)-

Ce qui donne f ( x) = arctan ( ~ = arctan ( ✓:: Zuu) • 

On fait d'abord la, dspc de (1 + u) par (1 + 2u) à. l'ordre 4 pour avoir 

_l_+_u_ = 1 -- u + 2u2 -- 4u3 + 8u4 + o(u4 ). 
l +2u 
Otz écrit ensuite lm= y_l ___ u_+_2_u~2---4-u=-3 -+-8,....u....,4_+_o.,...( u...,..,.4 ) 

= ✓1 + [-u + 2u.2 - 4u3 + 8·u4 + o(u4 )] 

et on pose v(u) = [-u + 2u2 - 4u3 + 8u4 + o(-u4 )], 

comme Jim v(u) == 01 on utilise le dl au voisinage de O de y'1+v. 
u➔O 

Ori obtient alors 
✓·-- ! 1 2 _!,_ 3 5 4 ( 4) 1 + v = 1 + 2V - gV + IBV - 128v + o v . . . . , 
On remplace v en fonction de u et on ne garde que les pu·1ssances inférieures ou egales 
à quatre 
v = -u + 2u2 

- 4u3 + 8u4 + a(u4
) 

v2 = u2 - 4u3 + 12il4 + o(-(l4) 
v3 =v x v2 = -u3 + 6u4 +o(u4

) 

v4 = v x v3 = u4 + a( u4
) 

D'où 

/T+u _.lfT_ 1 :_.! +I 2_a§.u3+3fi3u4+o(u4) VT+2u-y~-,-v- 2u au 16 Ï28 
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Et on arrive à 

1 (Hlf+ u) ( 1 7 2 25 3 363 4 4 ) J(x)=f(-)=arctan -- =arctan 1--u+-u --
6

u +
1

?
8

u +o(u). 
u l + 2u 2 8 1 ~ 

On pose w(u) = -½u+ iu2 
- f¾u.3 + i~:u4 +a(u4). Com~e lim w(u) ""'0 on va faire 

le dl de arctan(l + w) au vois-inage de O. 
Par la formule de Mac-Laurin 
h(w) = arctan(l + w) 

h'(w) 
1 

w2 +2w+2 
-2w-2 

h"(w) 
(w2 +2w + 2)2 

6w2 +12w+4 !t<3l(w) = 
(w2 +2w + 2) 3 

h(4l(w) -24w(w + l)(w + 2) 
(w2 + 2w + 2)4 

d'où 

➔ h(O) = f 
-+ h'(O) = ½ 

➔ h"(O) = -½ 

-+ h(3J(o) = ½ 

-+ h(4l(O) = 0 

h(w) = î + ½w - ½w2 + ½w3 + o(w4) 

On remplace w en fanction de u 

r-- u--tO 

h(w) = :!!: , 1 (- 1u + Iu• _ ~ua + 363u4) _ ! (-lu+ 1u2-' ~ua + 363u4)2 
4 1 2 2 8 16 128 2 2 8 16 128 

+l (-lu+ lu2 _ ~us + 363 u4)3 + o(u.4) 2 2 Il . 16 128 
Ainsi 

1 'Il' 1 5 2 13 3 745 4 4 
fC;)=4-;t.+ 16u -32'1L +256u +o(u ). · · · ·· . 
Ce qui donne en revenant à la variable x le dl de f (x) à l'ordre 4 au voi~inage, de +.oo 

7f 1 5 13 745 1 
f(x) = 4 4x + 16x2 32x3 + 256x4 +o{x,) 

2} On fait de même pour g(x) = ( x: 
1
)"' à l'ordre n = 4. 

A 1 (] ) ( 1 in{l+u) vec x = ü on a g ü = 1 + u)ü = e .. . 
On sait que 

log(l + u) = u - ½u2 + ½u3 
- ¼u4 + }u5 + o(u5) à l'ordre 5. 

On a développé à l'ordre cinq parce qu'il y aura s-implification et on aura 
ln(l+u) u-½u

2
+½u3 -¼u4 +½u5 +o(u5

) 1 1 2 1 3 1 4 ( 4 ) --- = ----"----'"----"-'----"----..:_.:. = 1- -u+-u - -u + -u +o u . 
u u 2 3 4 5 

qui est un développement limité à l'ordre quatre. 
Ensuite on a 
g(t) = el-·½u+!u'•-¼tt"+¼u4 +o(,~) = e X e-½u+½u"-¼u'+¼tt'+o(u') 

On choisit de poser v = -½u + }u2 - ¾u3 + ½u4 + o(u4 ) 

ceci car lim v = 0, pour utiliser ensuite le dl de ev au V(O). 
u➔O 

Comme ev = l + v + fv2 + ¼v3 + -hv4 + o(v4 ), 

on remplace et on fait les calculs en fonction de u et l'on a 
g(!) = e (1 - ½u + ½¾u2 

- ¾ku3 + ~~~gu4 + o(u4 )) 

On revient finalement à la variable x pour avoir le dl de g(x) à l'ordre 4 au voisinage 
de l'infini. 

g(x) = e (i _ 1/2 + 11/24 _ 21/48 + 1423/5760 + o( _.!_ )) 
x x2 x3 x4 x 4 

Solution 7.15. 
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1) La fonction f(x) = tan(x") est un quotient de la forme f(x) = ~ 
avec u(x) un polyw'!me déjà développé et sa plus petite puissance est 1 (sa valuation). 
Le développement de tan(x) commence par le monôme x et donc le dl . de tan(x2 ) 
commence par x2 • ·. • 

n Ja11t donc multiplier / ( x) par x'P avec p = l ( pour pouvoir simplifier par x2) : 
x2 1 

xf(x) = ----- = - - ----
. x2 + • • • + o(xk) 1 +1- •• + o(xk-2) · 

Ensuite il faut développer xf(x) à l'ortire k = p + 5 = 1 + 5 = 6. 
Ce qui signifie qu'il Jattt dévelbpper tan(x2 ) à l'ordre k + 2 = 8 (à cause du x2 

simplifié). 
Et donc développer tan(x) à l'ortire 4. 
D'après le tableau des dl usuels : 
tan(y) =y+ ½Y3 + o(y4) 
et par suite tan(x2

) = x2 + ½x6 + o(x8 ) 
2 

d'où xf(x) = 
1 

x = 1 

x2 + 3x6 + o(x8) 1 + lx4 + o(x6 ) 

Par la divi.sion suivant les puissances c~oissantes à l'ordre 6 on obtient : 
xf(x) = 1- ½x4 + o(x6). 

Finalement on a le développement.généralisé au voisinage de O à l'ordre cinq suivant: 

f(x) = ,!. - ~x3 + o(x5 ). 
X 3 

2, 1 p ( ) _ e" - cos(x) u(x) 
'/ ourgx - =--

x2sin(x) v(x) 
On a: 

u(x) = e°' - cos(x) 
= (1 + x + ½x2 + jx3 + -Jix4 + · -- + o(xm)) - (1 - ½x2 + :/ix4 + • • • + o(xm)) 
= x + x2 + · · · + o(xm) 
et v(x) = x2 sin(x) = x 2 (x - ¼x3 + •. • + ·o(x")) = x3 - lx5 + ... + o(x"+2 ) 

On voit que u(x) commence par x et v(x) par x 3, il faut donc multiplier g(x) = ~ 
par x 2 pour pouvoir ensuite simplifier par x 3 • 

Ainsi p = 2. 
Et on va développer v(x) à l 'ortire p+n+ 3 = 2+2+ 3 = 7 (on ajoute trois puisqu'on 
va simplifier par x 3 ) 

et x2·u(x) à l'orrlre 7 aussi, donc u(x) à l'ordre 5. 
v(x) = x3 

- àx6 + iox7 + o(x7) 

et ti(x) = x + x2 + lx3 + tlox5 + o(xs). 
Ce qui donne 

2 ( ) 3 + 4 + l 5 + l 7 ( 7) x2g(x) = ~ =: X X 6x 120 x + 0 X 
v(x) x 3 

- ½x5 + 1~0 x7 + o(x7 ) 

_ 1 +x+ t,x2 + ½ox4 +o(x4
) 

- 1 - lx2 + ...L:z;4 + o(x4 ) 6 120 

= 1 + x + ½x2 + }x3 + rs:c4 + o(x4
). 

Et finalement, on obtient le développement généralisé de g(x) ·au voisinage de O à 
l'ordre deux: 

Solution 7.16. 
On a 

1 1 1 1 1 
g(x) = - + - + - + -x + -x2 + o(x2

) 
x2 X 3 6 18 
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1 
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l 

1) a== {llf,98 = (1 - 0, 02)½ 
On utilise le dl au V(O) de (1 - x)0 avec a= ½ 
(1+ (-x))½ = 1- ½x + o(x) 
avec x = 0, 02 qui est une ·valeur au voisinage de 0, on a : 
a::::: 1 - ½(O, 02) et donc a::::: 0, 993. 

2) b = ln(l, 07) = ln(l + 0, 07) 
sa.chant que log(l + x) = x - ½x2 + o(:r:2) 12ii. V(0) et avec x = 0, 07 on a 
b R< 0, 07 - ½(O, 07)~ et donc b ~ 0, 067. 

3) Posons d = 1 - sin(O, 05) ~ l - 0, 05 = 0, 95 

e.t e = v'25,5 = ✓25+ 0,5 = 5✓1 + ~ = 5✓1 + 0,02 

donc e ~ 5(1 + ½(0,02) ) = 5, 05 
par suite c = ~ ~ 0, 188. 

_ Remarque 7.5. Pour avoir plus de précision il faut augmenter l'ordre des dévelop­
pements limités. 

Solution 7.17. 
1} On a pour x E V(O) les dl su-ivants : 
sin(x) = .'C - ½x3 + o(x3

) 

sh(x) = x + ½x3 + o(x3
) 

Pour x E V(O) et x > 0 on écrit donc _____ _ 

Jsin(x) = ✓x - ½x3 + o(x3 ) = .../i✓l - ½x2 + o(x2 ) 

En posant v(x) c=. -½J:2 + o(x2 ) et en passant par le dl de 0+v à l 'ordre deux on 
trouve 
Jsin(x) = y'x(l - t,Jx2 + o(x2)). 

Et de même------
J sh(x) = /x + tx3 + o(x3

) = ...fi✓l + ½x2 + o(:i:2
) 

En posant v(x) = ½x2 + o(x2
) et en passant par le dl de. v'fTv à l'ordre deu..-c on 

trouve 
JBh(x) = ft(l + fiX 2 + o(x2)). 

D'où l'expression de f au vo·isina_ge de 0 

/(:i;) = J ~in(x) - Jsh(x ) = y'x(-~x2 + o(x2
)) 

équivalente à J(x) "" - ½x i + o( :d). 
La partie principale de. f(x) au voisinage de O à droite est - ½x ~ (c 'e.st un équivalent 
à. f(x)). 

Remarque 7.6. Heureusement les développements limités à l'ordre trois ont été 
suffisants pour obtenir la partie principale. 
L'ordre du dl doit Ure assez grand pom· faire l'affaire. L'ordre un 011. deux pour sin(x) 
ne suffisent pas, 
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2} Au voisinage de O or1 a les dl 8uivants : 

1 {J; {argsh(u))' = 1 2 = 1- + ·2 
vl+u u 
✓1 - u 2 + u4 .,.,. u6 + o(u6

) 

(ceci car fi = 1 - t + t2 - t3 + · · · + oW)) 
_ 1 _ lu2 + Îu4 _ .!.u6 + o(·u.6) 
- 2 8 16 

( en passant par le dl de v'f+s) 
On utilise ensuite la règle d'intégration (sachant qae argsh(O) = 0) pour obtenir 

1 3 3 5 5 7 { 7) argsh(ii) = u--u -l- - tt - -u +ou 
6 ' 40 112 

Et l'on a aussi 

(argth (v))' l -v2 . 

1 + v2 + v4 + v6 + o( v6
) 

(ceci car _L = 1 +t +t2 + t3 + · · · + o(tk )) 
1-t 

On utilise ensuite la rè.f)le d'intégration {sachant que Mgth (0) = 0) pour obteni.r 

1 3 1 5 1 7 ( 7) 
argth (v) = v + tt + 5v + 7v + o v 

Puisque lim a.rgsh(u) = lim a.rgth (v) = 0, on utilise la règle de composition pour 
u-1-0 11➔ 0 

avoir les dl de argth ( a.rgsh( x)) et a.rgsh( argth ( x)) 
argth (argsh(x)) = a.rgth (x - ½x3 + fox

5 
- 1~2 x

7 + o(x
7
)) 

on remplace emuite le ·v du dl de argth {v) par la partie principale de argsh(x). On 
effectue les calculs des puissances et on ne garde que celles i.nf érieures ou égales à 7. 

On obtient 

1 3 13 5 173 7 7) 
a.rgth (argsh(x)) = x + 3x + 120:z: + 5040x + o(x 

Et de la même façon on a 

1 3 13 5 341 7 ( 7) 
a.rgsh(argth (x)) = x + 3x + 120 x + 5040 x + o x 

d'où - 1 7 7 
g(x) = argth (argsh(x)) - argsh(arg,th (x)) = 30x + o(x ) 

La partie principale de g(x) est donc -:fox7
• 

Solut.ion 7.18. : 

(1 + ~: )½ - e u(x) 
1. Po801/.S f(x) = -'---~-"" -. 

On a lim f(x) est inléterminée. 5n va utiliser les dl pour essayer de la déter-
:r-+O 

miner. 
L'ordre du dl doit iltr-e a.ssez grand pour enlever l'indétermination. 

On a l ln(l+~} 
u(x)=(l+x)=-e=e • -e, 
d'après les exercices précédents on a déjà vu que 
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~ l l k(x) = e • = e(l - 2x + 2'¼x2
) + o(x2

) 

et donc u(x) = k(x) - e = e(-½x + ½¼x2
) + o(x2

) · 

ce qui donne f(x) = e(-! + ½¼x} + o(x) 
après simplification par:r: {ceci pour x E V(0) et x cf 0). 
D'où 

. (l+x)½-e . 1 11 1 
l1m - -'----=hm e(- - + -x) + o(x) = --e 
:r;-+0 · X x-+0 2 24 2 

2. Posons g(x) = x - x2 ln(l + ½ ). 
On a lim g(x) est indéterminée. 

z-to+oo 
En utilisant les dl on a : 
faisons le changement de variable x = l. Ce qui donne 
g(x) = i - ~ ln(l + u) = t - ~(u - fu2 + o{u2

)) d ½ + o(l) 
(avec lim o(l) = OJ. 1 

u➔O · 
D'où 

, 2 1 , 1 1 
hm x - x ln(l+-)= hm(-+o(l))=- . 

:t-++oo X u➔O > 2 2 

. arctan(2sin(x)) - 1t 
. 3. La limite lim (

3 
) 4 est indéterminée. 

x-+t COS X 

La fonction h(x) = arctan(2sin(x)) est une composée de fonctions indéfini­
ment dérivables. On utilise la formule de Mac-Laurin pour r.alcv.ler son déve­
loppement limité au voisinage de {. 

h(x) = arctan(2sin(x)) ➔ 

h'(x) = 2cos(x) ➔ 
h(i) = î 
h'(fi) = 4 

1 +4sin2(x) 
h"(x) = -18sin(x) + 8sin

3
(x) ➔ h"(f) = _2 

(1 + 4sin2(x))2 
D'où 
h(x) = h(i) + h'(fi)(x - 1g) + ½h"(i)(x- il+ o((x - i)2) 

c'est à dire _ . 

1r J3 1r 1T ' 7r .. 
h(x) = - +-(x- -)-(x- - )2 + o((x- -)2} 

4 2 6 6 6 . · 

De mtme par la formule de Mac-La·u.rins on obtient 
cos(3x) = -3(x - f) + o((x - !J2) 
Doù 

lim arctan(2sin(x)) - 1 = lim ~(x - f)- (x - i)2 + o((x - i)2) 
z ..... i cos(3x) :r-+! -3(x - i) + o((x - iF) 

fl - (x - E) + o((x - l!: ' ) fl r-.3 = lim 2 · 6 5J =....L- - ~ 
x-t} - 3+o((x-%)) -3- 6 

4- La limite lim fe - (1 + 1. )"] ✓n'+i-✓n'+I est indéterminée. 
n-----t+oo fi 

Posons u.,, = [e - (1 + l )"("'+2
-~ 

etvn = ln(un) = (Jn2 ~2-Jn2 + l)ln (e - (1 + ¼rJ 
Faisons le changement de variable suivant y = :; ( donc n = ! J. 

li 
Lors(J'lte n ➔ +oo la variable y se trouve au voisinage de o+. On écrit donc 

(vfn2+2- Jn2+ï} = ( ✓~ + 2- ✓:fr+ 1) 
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1 

= t ( ✓1 +2y2 
- ✓1

1

+y2) =; ((1 +il +o(y2))-(1+ ½Y2 +o(y2))) 

= ½Y+o(y). . 
Et l'on a aussi 
ln [e - (1 + ¾)"J = ln !e ~ enln(1+¼ )] = ln [e -- e½ ln(1+11)] 

= ln e - e1-h+o(11)] = ln e(l -e-½Y+o(y))] 

= ln e [1 - (1 - h + o(y))~) = ln (e [½Y+ o(y)]) 
Parsu~·te lim ( :\. + 2 - fî"+ïl ln [e - et ln(1+11)] 
y-10+ Y V ? ' , / 
= lim. (½Y+ o(y)) ln (e [½Y+ o(y)]} 

y-tOT • 

= lim (½,J)In(e[½YJ)=O, 
11-+0+ 

ceci car lim y ln(ay) = 0 (§ =a> 0). 
11-tO+ 

On en déduit q11e lirn Vn = 0 
n➔+oo 

et que 
Jim Un = liID eVn = e0 = 1 

n4+oo n.-++oo 

Solution 7.19. : 
2xln(x) · 

1} Pour étudier f(x) = --- au voisinage de x 0 = 1 on utilise les développements 
x-1 

limités. 
En posant u = x - 1 (et donc x = u + 1), on écrit 
f(x) ""'2(1 + u) ln(l + u) = 2(1 + u)(u - ½u2 + }u3 + o(u3

)) 

u 
= 2(1 + u){l - ½u + ½u2 + o(u2

)) 

= 2 + u - ½u2 + o( u2
) 

= 2 + (x - 1) - ½(x - 1)2 + o((x - 1)2) 

On a donc les résultats suivants : 

u 

- f est prolongeable par continuité en x0 = 1 en posant f(l) = lim f(x) = 2, 
x➔l 

- son prolongement est dérivable en 1 et f' ( 1) = 1 {le coefficient de ( x - 1) dans le 
dl), 
- l'équation de la tangente en l est y= 2 + (x -1) = x + 1. 
En plus, f(x) - y Ri -½(x -1)2

, qtJi est neyatif au voi.sinage de x 0 = l. La tangente 
est donc au dessus de la courbe. 
2} Pour étudier g(x) = ln(tan(x)} au voi,sinage de¾ on utilise enco,:-e les développe­
ments limités. 
En posant u = x - ¾ (et donc x = u + ¾), on écrit 

1 + tan(u) 
g(x) = ln(tan(x)) = ln(tan(u+ ¾)) = ln( 1 _ tan(u)) 

1 + u + ½u3 + o(u3
) = ln( 1 ) 

1 - u - 3u3 + o(u3 ) 

= ln(l + 2u+ 2u2 + Ju3 + o(u.3)) 

== 2u + ju3 + o(u3
) 

= 2(x - f) + Hx - ¾)3 +o((x - ¾)3) 
On a donc les ré3ultats suivants : 
- g est définie et continue en î, g(;f) = ln(l) = 0 = lim g(x). 

. x-+T 
- g est d~rivabl~ en f et 91 

( ¼) = 2 (le coefficient de ( x - ·V dans le dl}, 
- l'équation de la tangente en î est y= 2(x - {). · 
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En plus, g(x) - y l"'=' ½(x - i)3 , qui est négatif à gauche de ¾ et positif à droite. La 
tangente e,9t donc a11 dessus de la courbe à gauche de 1 et au dessous à droite. , 

Solution 7.20. : 
J(x) = ln(x2 + 1) - ¼ Pour étudier les bronches infinies on a : 
1) lim f(x) = -oo et lim J(x) = +co. 

x-tO+ ,,-,o-
Ge qui permet de dire que la droite x = 0 est asymptote verticale à C la courbe de f. 
2) Au voisinage de +oo ou -oo, on pose x = i- On aura donc 

u2 + 1 
/(x) = J(i) ""'ln(~) - u = In(u2 + 1) - 21n iul - u . 
Pour x au voisinage de l'infini on au au voi,çinage de 0, on utiiise les développements 
limités et l'on obtient : 

1 
f(x) = u2 + o(u2)- 21n lui -u-= -u - 2lnlul +o(u) = _2, + 2lnlxl + o(-). 

X X 
Ce qui montre qu'au voisina,ge de. +oo, la courbe C est asymptote par dessous à C' 
représentant la fonction 2 log !x i. 
Et q·u'au voisinage de -oo, la. courbe C est a.sym:ptote par dessus d C" représentant la 
fonction 2 log( -x) . 

, .. 
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7 .4 Des exercices supplémentaires 

Exercice 7.21. : 
Former le dé-,1eloppement limité ~e f(x) = ✓1 - ✓1 - x2 à droite puis à gauche de 
0 à l'ordre 5. 

Exercice 7.22. : 
Déterminer le nombre À pour q-ue la fonction f ( x) = ,Y x3 + 3x - 1 - ✓ x2 + >..x + 1 
admette O pour limite lorsque x terid vers +oo. 
Donner dans ce cas un équival,ent à f a11, voisinage de +oo. 

Exercice 7.23. : 
Calculer le développement limité au voisinage de 0, à l 'ordre n indiqué, des Janet-ions 
suivantes : 
1) fi(x) = ✓x(sin(x) + sh(x) - 2x) et n = 9. 

2}h(x) =cos(~ ~( ) et n = 4. 
2 y tan(x) J 

3) h(x) = (1 + x)"' et n = 4. 

4) f 4 (x) = arccos ( {ta.:(x)) et n = 5. 

Exercice 7 .24. : 
Dans chacun des cas suivants, déterminer les nombres a et b pour que le dévelop­
pement limité de la foncti on donnée soit un infiniment petit d'ordre aussi élevé que 
possible et en donner sa partie principaie. 

1 +=2 
1) f(x) = cos(x) - 'ï+bx2' 

X +ax3 

2) g(x) = sin(x) -
1 
+ bx2 • 

(la valuation de la partie principale doit être m.,ssi élevée que possible}. 

Exercice 7.25. : 
Trouver les réels a et b pour que la partie principale au voisinage de O de la fonction 

1 a b . d l . . l f(x) = - - --- - - - soit e va uation maxima t. 
x ln(l + x) e" - 1 

Exercice 7.26. : 
Cal,culer le développement limité au voisinage de x 0 , à l'ordre n indiqué, des fonctions 
s'-uivante-, : 
1} fi(x) = ln(x) avec Xo = 2 et n = 4. 
2} '2(x) = cos( ,lx) avec x 0 = -ir2 et n = 3. 
3) fs(x) = x"' avec x 0 = ✓2 et n = 4. 

4) f4(x) =exp(~( )) o,vec x 0 = ¾ et n = 3. 
1 - Bill X 

5) f 6(x) = sh (x) - ln !tan(!+ ;f Jj avec Xo = 0 et n = 3. 

Exercice 7.27. : 
Calculer le développement limité généralisé au tioisinage de 0, à l 'ordre n indiqué, des 

174 

.' !" 
i 

·l 
. , 
.l 

jJ 
'_l 

fonctions suiv_a_nt_es_: ___ _ 

l} fi(x) = ✓x(sin(x) + sh (x)) et n = 4_ 
c-.os2(x) - ch 2 (x) 

f!) h.(x) = 1 - cos(x) 
x4 

sh (x) 
t ( ) 

et n = 5. 
X- an X 

9) h(x) = arccos(:r.) et n = 4. 
argsh(x) - a.rcsin(x) 

') f ( ) = cos( x) t 5 '+ 4 x ln(l + x) e n = . 

Exercice 7.28. : 

On pose f(x) = lxll sin(;), six#- 0 et f(O) = O. Étudier la continuité, la dérivabi­

lité et l'existence d'un développement limité de f au voisinage de O. 

Exercice 7.29. : 
Calculer les limites suil!antes : 

1m --- sm --. - - - -1) I. 1 [ . ( x ) sin x ] 
:ic-.o (sinx)4 1- x 1- sinx · 

!!} lim x(l+cos(x))-2tan(x)_ 
:i-to+ 2x - sin(x) - tan(x) 

3) lim ((ch (x))•h (x) -(sh (x))ch (zl ) . 
:t..,.+oo . 

.4) lim sin(ln(x)) - ✓~l ln-{~sin-(=t-x)~)I. 
,, .... 1 x-1 

Exercice 7.30. : 
Étudier les branches infinies des courbes représentant les fonctions suivantes : 

1} f(x) = x2 ln lx_+_l 1-
x 

2) g(x) = (x - 1 )e •,-~.+i. 
X 

3} h(x) = lnl~!. 
r--":....;:_~-- -

4) k(x) = /x4 - x2 + x - 1 - (x + l)#+T 

Exercice 7.31. : ·• 
Déterminer les parties principales au voisinage de ·o des fooctions suivantes : 

x--jx . . .. . . · 
1} f(x) = v' . ( · 2 pour x > O. · · 

sm x) - tan (x) 
2) g(x) = {li" - Vtan(x) pour x > O. 

Exercice 7.32. : 
Déterminer un équfoali;nt. av. voisinage de +oo des fonctions ci-dessous : 

1} f(x) = x [ ✓ x2 + ✓x4 + I - xJ2] . 

2) ( ) = x
2 

arctan(x) - ~x2 

g X •~ ~. 
2v x3 + 1 - ,.✓ 4x• - 1 

175 



1 

1 

(;. 

3) h(x)_ = (_✓x2 + l- ;Jx4 + 1) ln [e- (1 + ¾)•'). 

Exercice 7.33. 
Calculer les limites des suites de termes généraux sufoants : 

1) Un= (cos(3;~1) +sin(6:~1)r. 

2Jvn""' (3.2¼ -2.a¼ r. 
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7.5 Indications sur les exercices supplémentaires 

Solution 7.21. : 
Pour donner le dl de f(x) = JI - /1=x2 à droite puis à gmiche de O à l'ordre 
n = 5 il suffit de prendre le dl de -Jr=ïi au V(O) à l'ordre deux et de remplacer v 
par x2 

( ça suffit). 
Étudier ensuite le cas x > U et le cas x < O. 

Solution 7 .22. : 
Faire le changement de variable u = 1 et utiliser le dl de (1 + v)" (a=½ et ensuite 

l X 

a= 2J· 

Solution 7.23. : 
1) Utiliser le tableau des dl usuels pour calculer le dl de (sin(x) +sh(x)-2x) à l'ordre 
8, on aura donc le dl de x(sin(x) + sh(x) -· 2x) à l'ordrn 9. 
Factoriser et passer par le dl de (1 + v )". 

2} La fonction ---3._( ) est un quotient dans lequel on simplifie d'abord par x {les dl 
tan X 

obtenus). Il faut donc développer tan(x) à l'ordre cinq. 
On simplifie et on calcule le dl à l'ordre quatre. 
On utilise la règle de la composée en passa,nt par le dl de (1 + v)½. 
Puisque cos(f +u) = - sin(u) on passe par le dl de sin(u) et la règle de la composée. 

3) On écrit que fa(x) = (1 + x)x = exln(l+x) et on utilise le dl de ln(l + x) à l'ordre 
trois, pour avoir le développement limité de x ln(l + x) à l'ordre quatre. 
On compose ensuite avec le dl de ev. 

4.) On fait d'abord le dl de tan(x) à l'ordre 6, puis on simplifie pour avoir le dl de 

__:_( ) = u à l'ordre 5. 
tan X 

On utilise le dl de w""' (1 + v)½ avec v = u - 1. 
Puis on utilise le dl de arccos{w) au V(l) (ou arccos(l + w') au V(0) avec 
w' = w -1). 

Solution 7.24. 
~ l+ax2 

. 
1) On calcule les dl de cos(x1 et 

1 
+ bx2 , puis celui de f(x). 

Et on essaie de trouver a et b pour que le8 coefficients des premi,ères puissances qui 
apparaissent da,ns le dl de f(x) soient nuls. 
On donne ensuite la partie principale. 

2) Même chose que précédemment. 

Solution 7 .25. : 

(
1 a b ) Faire le dl de xf(x} = x - - l (l ) - --1 x n+x e"'-

au V{0). 

Donner ensuite le dl généralisé de f(x). 
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Essayer de trouver a et b pour que ce dl soit un polynôme de valuation maxima.le. 

Solution 7 .26. : 
1) Pour f1 (x) = ln(x) avec Xo = 2 et n = 4 faire le changement de variable 

x = 2 + u (u E F(O)} pour avoir fi (x) = ln(2) + ln(l + ~) et utiliser le dl de 

ln(l + v), 

2) Poser x = u + 1r
2 et faire le dl de v'u + 1r2 = nJl + ;,;-

Passer par le dl de ✓l + v en ensuite par celui du cosinus sachant que 
cos(7r+t) = -cost. 

3) Écrire que x"' = e"' ln"' . Faire le cha.ngement de variable x = u + v'2. Écrire que 
ln(u + v'2) = ln v'2 + ln(l + 72 ). Passer par le développement de ln(l + t). Utiliser 

ensuite le développement de ea+s = eo.es. 

4) Faire le changement de variable x = u + î pour avoir sin x == "'; ( sin u + cosu). 
Utiliser ensuite les développements des fonctions usuelles. 

5} Remarquer qu'<m voisinage de x 0 = î la fonction tan(~+ j) est strictement po­
sitive et l'on peut donc travailler sans valeur absolue. 

· l+ta.n "-
Utiliser /o. formule tan(~ + f) = l-ta.n i • 

2 

Utiliser ensuite les développements limités des fonctions usuelles. 

Solution 7.27. : 
1) Remarquer que le dl de tt(x) = (sin(x) + sh(x)) commence par la puissance x, 
donc x(sîn(x) + .sh(x)) commence par x 2 et J(sin(x) + sh(x)) commence par x (poui· 

x > O}. Il faut donc multiplier le quotient x
2 
+ · · · par xP (p = 1) pour simplifier 

X +··· 
ens1iite par x2 . 

Il faut commencer le dl de v(x) à l'ordre p + n + 2 == 7 et u(x) à l 'ordre 6. 

1-cos(x) 1 x2 +··· • 
2) Rem.arq·uer que le rapport 

4 
= 2 

4 doit être multiplié par x 2 (Pi = 
X X 

2) pour simplifier le x 4 . 

sh(x) x + .. • 
Et le rapport ( = 

X - tg x) -½x3 + ... doit ~tre multiplié par x2 pour simplifier par 

x 9 et donc multiplier sh(xl ) par x (p2 = l} à cause de la racine. 
X - tg X 

Par suite p = P1 + P2 = 3. 
Développer ensuite x3 fz(x) à l'ordre 4 demandé (après simplifications). 

3) Faire les dl de arccos(x) = ~ + • · · (voir tableau ou passer par la dérivée} 
et argsh(x) - arcsin(x) = (x - !:i:3 + • • •) - (x + ½x3 + · · ·) = -}x3 + • • • (voir les 
solutions précédentes). 

1t+ ... 
Remarquer qu'il faut multiplier fs(x) "" 2 par x 3 (p = 3) pour simplifier le -½x3 + ... 
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Faire ensuite le dl de x3 h(x) à l'ordre 4 après simplificatidn. 

cos(x) 1 - 1x 2 + · · · . 
4) On a f4(x) = 

1 
( ) = i 2 , donc il faut multiplier. f4(x) par x. 

Il 1 + X X - 2X + · · · · ·, · 
Faire ensuite le dl de x f 4 ( x) ( après simplification). 

Solution 7.28. : 
Vérifier que f(x) = O+Ox+xê1(x) avec lim ê1 (x) = 0 (sachant que lim xsin(½) = 0) 
· x➔O x➔O 

et que l'on ne peut écrire f(x) = 0 + Ox + a2x2 + x2s2(x) avec lim e2 (x) = 0 (sachant · ,.-,o 
que lim sin(¼) n'existe pas) . 

x->0 
Utiliser les exercices déjà solutionnés pour conclure. 

Solution 7.29. : 
Pour calculer les limites faiT-e les dl à des ordres suffisants pour éliminer les indéter­
minations. 

1} lim --- sin(-x-)- smx = lim -6x o x ·= _:_ . 1 
[ 

· ] 1 4 + ( "') . l .. 

x->o(sinx)4 1-x 1-sinx ,,-,o sin4 (x) ' 6' 

n suffit de développer [sin(/':,,) -
1 

sin _x ]-
- smx 

2) On a lim x(l + c~(x)) - 2 tan(x) = 7. 
,r➔o+ 2x - sm(x) - tan(x} 

Faire les dl de cos(x), tan(x) et sin(x) à l'ordre trois. 

3) Écrire que ch(x)•h(:i,) = e•h(o:)ln(ch(:,;) et sh(x)ch(:i,) = ech(,o)ln(•h(x)_ 

Poser ensuite u = e-" (x E V(+oo) donc u E V(O)} et utiliser les dl au voisinage de 
0, 
Poser v = u ln(u) (v E V(O)), · 
on aura lim ((ch(x))•h(:r:) - (sh(x))ck(x)) = -oo. 

z:-++oo 

4) Poser u = x - 1 et utiliserln(sin(ix)) = hl*(cos(Ju)), 
ué fi 1. sin(ln(l + u)) 

1 v, ri er que 1m = 
·u➔O U 

. JI ln(cos(~u})i 1r 
et que hm . = ;;:; 

,.-,o+ u 2v2 

!
. Jjln(cos(~u))I 1r 

et un -'-'---'----'-"-'...;..; = - --• 
u-tO- U 2,/2 

En déduire que 

li 
sin(ln(x)) - JI log(sin(½x))I 1r 

m --'-.:......:..'--'-'-'=--'-''-'-~=1+-
x-n+ X~ 1~~-~~ 2,/2 

1
. sin(ln(x)) -. ✓!Jog(sin(fx))! 1r 

dm . =1---. 
:>:-,1- X - 1 2·/2 

Solution 7.30. 
Pour étudier les branches infinies utiliser les dl pour avoir un équivalent simple : 
1} Avec -u. = ¾ on a pour x au V(±oo) . 

f(x) = x2 1n lx + 11 = x2 ln(l +_!-_)puisque 1 + -:t1 ?: 0 (.! E V(O)). 
X . X " 
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Et donc f (x) = t - ½ + o(l). 

2} Remarquer que x2 
- 3x + 2 = (x - l)(x..,.. 2). . 

Étudier les limites en 1 et en 2 pour déterminer les asymptote.~ i1erticales. 
Au V(oo) posen, = ¼ pour avoir 
g(x) ~x-1+ ¼ +o(¼). 

' 
3} Vérifier que 1111! .~: 1 ::;: 2x + o(x) et qu'on n'a pas de branches infinies en O. 

Poser ensuite u = ¼ et faire les dl pour u E V(O) pour avoir 
1 1 2u2 

2 h(x) = - - - - - + o(u 1) 2u2 6 45 · 
J x2 1 

En déduire que la courbe de f& est asymptote à la parabole d'équation y= 2 - 6 et 

préciser les positions relatives. 

4) Poser u = ¾ pour avoir 
Six E V(+oo) donc u E V(ü+) et 

1 u2 

k(x) = ✓x4 - x2 + x -1 - (x + l)v'x2+1 = -- - 1 - ~ + o(u2) 
u 2 

= -x -1- ~ + o(M-
nonc la courbe de k(x) a pour asymptote au voisinage de +oo la droite d'équation 
y= -x-1, 
puis étudier sa position relative. 
Six E V(- oo) donc u E V(O-) et 

2 1 
k(x) = Jx4 - x2 +x- l - (x + l)v?+l' = - + - +'U+o(u) 

u2 u 
= 2x2 +x+ ¼ + o(¼). 
Donc la courbe de k(x) a pour Mymptote au voisinage de -oo la parabole d'équation 
y,,;,2x2 +x, 
puis étudier sa position relative. 

Solµtlon T.31. : 
1) Écrire que 

1 -1/8 ( 1 ) l/J 
-:--;:===== = X 2 ) {/sin(x) - tM1 (x) sin(x) ~ tan (x 

( ) 

1/S 

Utiliser les dl pour avoir . ( ) 
1 

2 ( ) = 1 + j + o(x) 
Bill X - tan X 

X 

et f(x) = (x - x112 )x-1l3 (1 + J + o(x)} = -x116 + o(x116 ). 

2) Écrire que pour x > 0 

g(x) = ffe - {/tan(x) ""xl/4(1- ( tan(x) )1/4). 
X 

Utiliser le dl de ( tan(x) )114 

X 
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Solution 7.32. : 
1) Écrire que f(x) =x2 fi(x), 
faire le changement de variable x = t (v. E V(O)) dans fi(x) pour trouver que 

fi(x) = ~ +o(;\). 

Puis que f1(x) ~ ~-
2) Sachant que (arctan(x))' = 1;x, = 1~:,, avec u = ¼ au voisinage de 0, déduire le 
dl de (a.rctan(x))' au voisinage de +oo et donc celui de 

arctan(x) = ! + ~ + o(,.\). 
Écrire que 2~x3 + l -~ = 2x ((1 + ¾r )113 

- (1 - b )t/ 2
] . 

Utiliser les dl pour voir que. g(x) ~; - f • 
3) Faire le changement de variable x = i (u E V(O)) et vérifier quf'. 

h(x) = ( ../x2TI-~~) ln [e- (1 + ¼)"'] ~ - 2

1
x ln(2x). 

Solution r .33. : 
Pour calculer les limites des suites de termes génê.ra:u.x suivants : 

1) Poser w,. = nln ( cos( 3:~1 ) + sin( 6;~1 )) = nln (cos(~)+ sin(m )) 

et utiliser le dl de cos( 3:J +,sin( 6:.J pour u E V(O) 
én passant par cos( f + v) et sin( f + 1;). 

7rv'3 
Vérifier que lim Wn = -

4
- et donc 

n-t+oo 2 

lim Un= e'!!fl-. 
n.-t+oo 

2) Utiliser le dl de (3.2"' - 2.3")½ = exp [i ln (3.2" - 2.3u)], 
sachant que 2u = eu 1n2 et 3-u = eu ln 3, 

23 
véri'ier que lim V - e3· ln 2-2 ln 3 = -

'1' n-t+oo n - 32 • 
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Chapitre 8 

Courbes paramétrées 

8.1 Rappels de cours 

Dans ce chapitre I désigne un intervalle (ou réunion d'intervalles) non vide de 1R et 
E le plan JR.2 muni du repère cartésien Ro""' (0, i, 1) canorùque orienté. 

Définitions Soit F : { -:: :(t) = (x(t), y(t)) une application telle ·que x(t) 

et y(t) _sont deux applications définies de J dans Ill. 

Définition s.1.· • On appelle courbe paramétrée (ou arc-paramétré) de E le 
c.ouple (1, F). · · · 
•L'imager= F(I) = {F(t) = (x(t),y(t)) / t E I} est le support de la courbe 
paramétrée (I, F). ' . · · 
• Lorsque x(t) et y(t) sont de classe Ck (resp .C00 

), la courbe paramétrée est dite de 
classe ck (resp.C00 

) . ' 

Remarque 8.1. En pratique, F est donnée dans le repère cartésien par 

F(t)=O+x(t)i +y(t)j 
et lorsque Fest de classe ck, F(kl(t) = x<"l(t){ +y<k>(t)1 

Interprétation cinématique .. En considérant que Je paramètre t désigne le temps, 
F(t) est la position d'un mobile ponctuel M à l'instant t : 
le support de la courbe s'appelle la trajectoire et les deux premiers vecteurs dérivés 

F'(t) = d:: la vitesse, F"(t) =~::l'accélération. 

Point simple-point multiple-Arc simple 

Définition 8.2. - Un point M de E pour lequel il existe un seul t E J tel que 
M(x, y) = P(t) est dit un point simple. 

- S'il existe t 1 :/ t2 de 1 tels que M = F(t1) = F(t2), M est dit un point multiple 
(point double, triple, etc). 
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- Si tous les points de la courbe r sont simples, on dit que r est une courbe simple. 

1 

Entiers caractéristiques Soit r = (I,F) une courbe para.métrée de classe C" 
(k 2: 1, au55i grand que nécessaire). 
Par la formule de Taylor-Young à l'ordre n ~ k, en t0 E J, on écrit pour tau voisinage 
de to 

· {t t ) 2 (t t )n 
F(t) =F(t0 )+(t-t0 )F'(t0 )+~F"(t0 )+···+ - r'7 p(n>(ta}+o((t-t0 )") 

2 n. 

Définition 8.3. On considère (s'il existe) le plus petit entier p E IN• tel que 
p(Pl(t0 ) # (0, 0) et l'on a alors 

On considère ensuite (s'il existe) le plus petit entier q tel que p < q $ k et les 
deux vecteurs p(vl(t0 ) et p(q)(t0 ) sont linéairement indépendants 
(det(FÜ>l(t0 ), F(q)(t0 )) :-j:. 0), et l'on aura 

F(t) ~ F(t,) + Ct' À;(!~!!,)') F<•>(t,) + (t-,~)• F<•>(t,) + o((! - t,,)') 

- Les deux entiers p et q sont appelés les entiers caTOctéristiquea du point 
M0 = F(t0 ) de la courbe I'. 

Définition 8.4. On appelle tangente à la courber au point M 0 = F(t0 ), la droite 
passant par M 0 et diri.yée par le vecteur FlPl(t0 ). 

Son équation eet donnée par 

1 : = :&:? :~:~::~ l = (x - x(to)) yCPl(t0 ) - (y - y(t0 )) :r;(Pl(t0 ) = O. 

Un point M0 = F(t0 ) der est dit régulier si F'(t0 ) -=f O (donc p = 1). 
Il est dit stationna.ire si F'(t0 ) ""'O. 
La courbe r est dite régulière si tous se., points sont réguliers. 
M 0 = F(t0 ) est dit birégulier si (F1(t0 ), F"(t0 )) est une Jamüle libre (càd p = I et 
q = 2). 

Etude locale-Concavltê S'ils existent pet q les entieTI! caractéristiques, on note 
1t = F(P)(t0 ) et ût = p(q)(t0 ) . Alors on a MM!= o:t! + (3tiJ 
avec u ~ (t-ti°)P et /3 ~ (t-tt)' pour t au voisinage de t 0 • On a les cas suivants : 

p q . 

1. Point ordinaire ( ou point de concavité) : p impair et q pair ( voir figure 
(a)) 

2. Point d'inflexion : p impair et q impair (voir figuré (b)) 

3. Point de rebroussement de première espèce : p pair et q impair (voir 
figure (c)) 
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4. Point de rebroussement de deuxième espèce : p pair et q pair (voir 
figure (d)) 

Branches infinies 

Définition 8.5. : 

\OJ (<} 

On dit que la courbe paru.métrée r admet une branche infinie lorsque t tend ver~ t 0 si 

lim Jx2(t) + yi(t) = lim !IOM(t)II = +oo 
-t➔ t0 t•➔t<) 

Remarque 8.2. Si lim lx( t) 1 = +oo ou lim IY( t) 1 = +oo alors r admet une bronche 
f - Hv t.➔ to 

infinie. 
r peut avoir une bronche infinie sa.ns que les limites lim lx(t) 1 et lim lv(t)l existent. 

t➔ t0 t ·-+f.0 

Définition 8.6. : 
Dans le CM où r a une bronche infinie, si en plus ils existent 
l1=lim .r(t etl2 = limv y(t) ,levecteurK=(l1,li)=l1i+h1 

t->t 0 X (t)+ti2(t) !-,t 0 :t2 (t)+112(t) 
est dit vecteur directeur de lit dir-ection asymptotique de la bronche infinie. 
Et si en plus il existe une droite V dirigée par K et telle que la distance d(M(t), V) 
tend vers O quand t ➔ t0 , alors la dmite V est appelée asymptote de la courbe para­
métrée r. 

Remarque 8.3. Étapes à suivre pour tracer une courbe paramétrée : 

• Intervalles de définition 
D'abord DF = Dr n Dy {l'en,•emble de défi.nition de F(t) est l'intersection de 
celui de x(t) et celui de y(t)). 
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Étudier les périodes, la pari.té des fonctions x(t) et y(t) . 
En déduire les éléments de symétrie de la courbe (points ou axes de symétrie}. 
Ré.d1i.ire l'étude de f sur t:,. C DF, 

• Branches infinies 
Étudier les limites des fonctions x(t) et y(t) quand ·t tend vers les bornes des 
intervalles d'étude. 

• Variations 
Calculer x'(t) et y'(t), étudier leurs signes, puis dresser un tableau de variation 
de x(t) et y(t) en plaçant les valeurs remarquables du paramètre t dans l'ordre 
croissant. 

• Point stationnaire 
Si x1(t0 ) == y'(t0 ) = 0, faire une étude local de x(t) et y(t) (par des développe­
ments limités si passible). 

• Tracé 
Placer les axes et choisir les unités adaptées aux valeurs numériques. 
'.lracer les asymptotes et repérer la position de la courbe. 
Le tracé se fait en allant d'un point remarquable au pofat suivant. 

• Point double 
Si le tracé indique leurs existences, calculer leurs coordonnées en résolvant 
(x(t1), y(t1)) == (x(t2), y(t2)), puis les préciser st,r la cv-urbe. 

Courbe paramétrée en polaires C'est un ca.s particulier de courbe paramétrée 
par 0 E Jet telle que F(0) = (x(0),y(0)) où 

{ 
x(O) = p(0)cos8 
y(8) =p(0)sin8 

Définition 8.7. : 
L'équation r = p( 8) est ·appelée l'équation polaire de la courbe r. 

Propriétés 13. : 

- La fonction vectorielle définie de IR dans JR2 par 

0---+ u(0) == (cos8,sin0) 

est indéfiniment dérivable et l'on a : 
u'(0) = (-sin 0, cos0) et 'efn E 1N -u(nl(B) = (cos(0 + n! ), sin(0 + n! )). 

....... u et u' ( et plus généralement u(n) et u<n+i)) sont orthogonaux. 

·- llu(nl((;l)II = 1. 

-. F(0) = p(O)(cos li, sin 0) = p(0)u(0) 
et F'(B) == p'(0)u(0) + p(0)u'(0). 

Domaine de définition, domaine d'étude 

Dêflnition 8.8. : 
Le domaine de définition Dp d 'une courbe polaire est l'ensemble des valeurs 9 pour 
lesquelles p( 0) existe. 
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Remarque 8.4. a) S'il existe a E IR, tel que pour tout 8 E Dp 
(0 + a) E Dp et p(9 + a) = p(9) 
ou (0+a+:ir) E Dp et p(O+a+:ir) = -p(O) 
Alors l~ courbe est invariante par la rotation de centre O et d'angle a. 
Par suite: 

- Si P est périodique de péri.ode T, la courbe est invariante par la rotation de 
centr-e O et d'angle T. Il suffit alors d'étudier la co-urbe sur un intervalle J 
de la forme I = [a, a+ T). 

- Si a = 1r la courbe est symétrique par rapport d O. 

b) S'il existe a E lR, tel que pour tout 0 E Dp 
(a - 0) E Dp et p(a - 0) = p(O) (*) 
au (a,+ 1r - 0) E Dp et p(a + 1r - 8) = -p(0) (inl·) 
Alors la courbe est symétrique par rapport d la droite t:,. passant par O et telle 

que la mesure de l'angle(~) est égale à .2. (mod 1r). 
Par suite : 

2 l 

. 1 • 

- Si o = 0 dans ( *) la Jonction p est paire et r est symétrique par rapport à 
Ox. 

- S~ a: = 1r dans ( *) r est symétrique par rapport à Oy. 
- St a = - 1r dans (r:1<) la fonction p est impaire et r est 'symétrique ,Par 

rapport à Oy. ---

Tangente en un point Sa.chant que -

F'(O) = _p'(~)~(fJ) t p(B)u'(0) = (p'(0) cos(B) - p(0) sin(0), p1(0) sin(0) + p(0) cos(0))' 
on en dedmt l éqmvalence F'(B) = 0 ~ p'(O) = O et p(O) = O. 
Donc 1~ seul point qui peut être statïonnaire est le pôle O = (0, 0). 
Par suite pour M0 Er, on a: 

- ~i Mo "F O et Bo E Dp tel que Mo= F(00 ), a.lors F'(0 0 ) f. (0, O) et d 'après l'étude' 
faite sur les courbes paramétrées la tangente à. la courbe en M est dirigée' 1 
vecteur .F'(0

0
). 

0 par e 
- Si M0 =0: 

~~~rême 8.1. Soit p le plus petit entier tel que p(Pl(o;) :I· ô vù P.(0
0

) .".'" (0,.0). 

i_) Si _P est pair, l_e pôle O est un wint de rebroussement de première espèGè . 
it} Si p est impair, le pôle O est un point de concavité. . · 
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8.2 Énoncés des exercices 

Exercice 8.1. : 
Tracer les points Mt de coordonnées F(t) des courbes paramétrées dans les cas sui• 
vants : 
1) F(t) = (t2,t) oùt E {-1, ;_ Î,-½,-¾,0,¼ , ½, ~,l}, 
2) x(t) = sin t et y(t) = cos t où t E {O, j, f, j, ~, ~, ~' ~ . rr}.. 
3}x= ;-;; ety=t+l oùtE {-!,--},,,-1,0,2}, 

4)x=~ ety = t"i 2 oùtE{-~1 0, ~ , ¼,~}. 
5) x = E(t) et y= t où t E [-1 , 0[U!0, l[U(l, 2[ (E(s) est la partie entière des) . 

Exercice 8.2. : 
Dans chaque cas r11011trer q·ue l'ensemble r des points l\tJ de coordonnées (x, y) dans 
un repêre orthonormé r;t 1.1érifi<int l'1quation donnée prnt ~tre parom.étré et donner un 
exemple de paramétrage : 

- :r.3 - 8y2 = 0 (essayer de poser y= t"' et choisir t E JN convenable pour a-voir 
x = at" avec h E .IN). 

•-· x 3 + y3 
- 3xy = 0 (essayer de poser y= tx). 

- x! + y! = 1 (penser d kt relation cos2 t + siri2 t = l}. 

Exercice 8.3. : 
Déterminer l'ensemble de définition de chacune des courbes paramétrées su·ivo.ntes : 

F(t) = (x(t), y(t)) avec t - i 
{ 

x(t)"" -2 t_ 

. ) 1 + t 
y(t = t - t2 

{ 
x(t) = t2 

- ½ 
G(t) = (x(t), y(t)) avec y(t) = ln t 

II(t) = (x(t),y(t)) avec { x(t) = c~t 
y(t) = !nt 

Exercice 8.4. : 
Donner dans chacun des cas suivants l'ensemble de définition des courbes pammétrées 
suivantes et préciser la périodicité, les symétries, les tmnslo.tions possibles et préciser 
un ensemble d'étude de ces courbes : 

F(t)=(x(t),y(t)) avec { :gi::~:;~+ 3005t 

G(t) = (x(t), y(t)) avec { :g;: ~ = !:tt 
{

. x(t) = 2 cos3 t 
H(t) = (x(t),y{t)) avec y(t) = 2sio3 t 

· · ·.. · · · { x(t) = ~ 
K(t) = (~(t), y(t)) . a'l.lec . ( ) _ 1:1;1 

. · · ·. _. _ yt-~ 

Exercice 8.5 .. : 
Détermintir les points doubles des cour·bes paramétrées suivantes : 

· { x(t) = 2t - fi 
F(t) = (x(t), y(t)) avec y(t) = 2t + t2 
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G(t) = (x(t),y(t)) 

H(t) = (x(t), y(t)) 

K(t) = (x(t), y(t)) 

Exercice 8.6. : 

avec 

avec 

avec 

{ 
x(t) = *1 
y(t) = tL~1 + 2 

x(t) = ~ 
{ 

t 2 +2 

y(t) = tL;:~3 

{ 
x(t)=cos2t 
Y.(t) = (t2 - 1!'2) 

Faire une étude locale des courbes pammétrées au voisinage de to dans les r.as sui• 
vants : 

F(t) = (x(t),y(t)) avec { 

x(t) = sin
1
~- t 

y(t) = In(t:+ i) et t 0 = 0 

G(t) = (x(t), y(t)) avec 
{ 

ev0:+i'J-l - } 
x(t)= ----

y(t) = t.a~t !t to = 0 

H(t) = (x(t),y(t)) avec · Slllt 
{ 

x(t) = (t._.-11 )t 

y(t) = ~"::: et t 0 = 1l' 

Exercice 8. 7. : 
Déterminer la nature du point M(t 0 ) dans les cas suivants : 

- x(t) = t, y(t) = t2 et t 0 = O. 
- x(t) = t, y(t) = t3 + 3t2 + 3t et t0 = - 1. 
- x{t) = t2 + 2t, y(t) = fi - 2t et t 0 = -1. 
- x(t) = t2 -t5 , y(t) = t4 ett0 = O. 
- x(t) = sin2 t, y(t) = 1- cost et to = O . 
- x(t) = (t2 - 2t + lnt)2, y(t) = t4 

- 4t3 + 9t2 - lOt et t 0 = 1. 

Exercice 8.8. : 
Étudier les branches infinies des courbes pammétrées suivantes : 

t ) t' - x(t) = ÏnÏ et y(t = 1_ 1 . 

- x(t) = h et y(t) = t'-~t+2 · 

_ (1+2t 2 
. ( ) _ (1+2t)2 

- x(t) - (3-2t (l-2t et Y t - 2(3- '2t) · 

ln(l + t) 
- x(t) = lnlt2 

- 2tl et y(t) = lnt + t • 

Exercice 8.9. : 
Construire les courbes paramétrées su·ivantes : • 

6t ..fil:_ 
1- X= Î4Î et Y= t•'.f.l 

2 - { X= rxS et Y = t'-~t+2 

3 - x = 4sin(f) et y= 3sin(½) 
- (1+2t)' - (c+2t)) 

4 - X - 2(3- 2t)(l - 2t) et y - 4 3-2t 

5- x(t)=4cos2t et y(t) = 2sin2t-2sint 
6 - x(t) = 4e-½ et y(t) = ½e1 

Exercice 8.10. : 
Construire l'astroîde d'équations x = cus3 t et y= sin3 t 

Exercice 8.11. : 
Construire la cyclo·ïde d'équations x = t =:-~ et y= (1- cost) 
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Exercice 8.12. : , . 
Transformer les équations cartésiennes suivantes en coordonnees polaires : 

J. La droite d'équation 2x - 2y - J2 = O. 

2. La droite d'éqiiation 3x + y - 1 = O. 

3. La parabole x "" 3y2 
• 

4- L 'hyperbole 2xy = x - y. 

5. La oourbe x(x + y) - 3y = 0 

Exercice 8.13. : , . 
Transformer tes équations paramétrées suivantes en wo1-dom1ees polaires : 

J. { X= t + 2 y= 3 - 2t 

2. { X = 3t + 2 Y = t2 

1 
3. { X = 1 - t Y = t - t 

Exercice 8.14. : 
Transformer les équations suivantes en coordonnées cartésiennes : 

1 1 
P == 0) 3 

P = cos Hcos ! + sin!) -sin2 ~ cos H3cos; -2sin 2 - 2 

cos8-sin0 
P == 3cos0 sinB 

Exercice 8.15. : 

5tan0 
P = cos0 + sin0 

Construire les courbes d'équations polaires suivantes : 
d) - 102 1-p = !B . "'-p - w 

02 + 10 
3- p = 202 + 1 

5-p = 1 + 2cos0 

7-p = 3- cos6B 
sin0 

9-p = 1 + cos 0 cos 20 
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4-p = sin 38 
1 

6·P = cos B + cos30 
2cos0sin0 

B•p = cos 8 + cos 20 
l 

10-p = 2cos0 + -.- 9 sm 2 

8.3 Solutions détaillées des exercices 

Solution 8.1. : 
1) Pour F(t) = (t2, t) où t E {-1, -¾,-½, -¼, O, ¾, ½, ¾, l} on trouue les points 

M1(l,-l) M2(fa , -¾) Ma(\,-½) 
M4(ï\î,-¼) M5(0,0) Ma(N,¼) 
M1(¼, ½) Ms( ft, ¾) M9(l , 1) 

En reliant ces points par une ligne pointiée on découure la courbe d'une parabole d'axe 
--=-+ 
Oy. 
En fait on a: x = tz et y"" t c'est équivalent à x = y2 (voir (fig.(a))) . 

2) Pour x(t) = sin t et y(t) = cost où t E {O, f, ;f, J, Î• 2; , 1, ~' 7T}, on trouve les 
points 

M1 (O,l) M2(½, 1) Ms(i, f-) 
M4(4 , ½) M, (1,0) M6(/ , -½) 
M1(1,-"i) Ms(½,-1) M9(0,-l) 

En reliant ces point.s par une ligne pointiées on déc.ouvre un arc de cercle. 
En fait on a x 2 ( t) + y 2 ( t) = 1 et donc les points M; appartiennent au cercle de centre 
0(0,0) etderayonR=l (voir(fig.(b))}. 

3)Pourx=~ ety,"' t+l oùtE{-t - J./l,-1,0, 2}, 
on trou·ve les points 
Pi(6, - ½) P2(5, -l) A(2,0) 
P4(O, 1) • Ps(-1, 3) 

En reliant ces points, on trO'Uve une partie de la courbe d'une hyperbole. 
En fait : (t + 2)x = -2t et donc t(x + 2) = -2x. 
D 'où la relation t = ;;~; qui donne y= t + 1 = !+; {voir (fig.(c))). 
C'est bien l'équation d'une hyperbole. 

M11 ,. 
Ma .. • .. 

,.,, ... •· 
• 

li, 
N1 . .... .. -· -- N, 

Nt ,, ,,,- •• ... ••,~ 

N, l' '.\ N1 

N~: t N1 

\ /1 

........ ~ .. --... -.......... .. 
("1-48)1 

{,.,(>)) 

4) Pour x = ~ et y= t•4-
2 où t E {- -Y'.Ï, 0, ~' if,I, {/6}, 

. { Q 1{-l,-l) Q2(D,-½) Q3(l,0) 
on trouve les points Q4.(2, ½) Qs(3,l) 

191 

1 \ . 



· En re~iant œ, points par une ligne pointiée on trouve un segment _de droite. 
En fait ~

3 = 2x et donc y= 2o:,2 = x21 c'est l'équation d'une droite (voir (fig.(d})). 

\ 
\~ 

·-.... Pt 

', ..... .... P, 

Solution 8.2. ; 

..... 

Q~ .. -~ ......... . 
Q, ,.••' 

Q, ,. 
_ ... •· 

1} En posant y= tk et en remplaçant dans l'équation donnée on trouve 
x3 

- 8y2 = x 3 
- 8t2k = 0 et donc x3 = Bt2k. 

Et donc x = ~tlJ- = 2t~. 

En choisissant par exemple k = 3 (multiple de 3), on a le paramétrage suivant: 

{ 
X = 2t2 

Y = t3 avec t E Ill · 

2) En remplaçant y= tx dans l'équation x 3 + y 3 - 3xy = o, 
on trouve x3 + (tx)3 - 3xtx = O 
et en.ntite x2 (x(l + t3 ) - 3t) = O. 
D'où x = 0 ou x(I + t3 ) - 3t = O. 
Ou encore : x = 0 ou ~ = ..fil.. 

~ I+t" 
Et finalement, on arrive au paramétrage 

_ _ ac• , 
y - tx - ï'+ï9" ou t E fi. {

X=~ 

(le cas x = 0 ( donc t = 0 ou y = 0 j obtenu pour t = 0 est contenu dans ce pammé-
tmge). · 

9} L'équation xi + yj = 1 s'écrit ( xi r + (y½ r = 1. 

Donc i.l existe t E JR tel que xi= cost et y! = sint. 
D'où le paramétrage 

{ 
x =cos3 t 
y = sin3 t où t E JR 

Solution 8.3. : 
On a: 

t 
t E D,. s=> -2-- est définie ~ t2 - 1 =/, O t -1 
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<=:- t I= -1 et t =/- 1 

t E Dy{=> ! ~ :: est définie ç> t - t2 = t(l - t) #. 0 

<:>tf=Oettfl 
D'où t E Dp 'r>t /= -1 , t /= Oett -:f 1 ~- t E JR - ( -1,0,1} 
Et donc 

Dp =] - oo,-l[U] - l,0[U]O, lfU]l, +oo[ 

De milme: 

t E D"' ç,} t2 
- ¼ e.9t àf.finie <=> t t 0 

t E Dy<=:> t > 0 
D 'où t, E De<=:- t > 0 
Et donc 

De =)0,+oo[ 

Et de méme : t E D" .:,;, ~.: est défi.nie {c} cos t i 0 
? t. t 1 + br 'fk E 'Zl 
t E Dy ~ ln t est défini.e ~ t > 0 
D'où t E DH {c} t > 0 et t =f f + k:7r 'efk E 7l 
Et donc 

1r 371" 7r 1r 31T 371" 571" 571" 77f 
D11 = IR+ -{O - - · .. } =]0 -[U]- -[u]- -[u]- ~ [· ·, 

'2'2' '2 2'2 2'2 2'2 

Solution 8.4. : 
1) Pour F(t) = (x(t),y(t)) avec x(t) = sin2t + 3cost y(t) = cos2t , on a: 
D., = JR, Dy = Ill ·~t donc DF = D,. n Dy = JR. 
- x(t) et y(t) sont périodiques de période 21r, un intervalle de la. forme (a, a+ 27r] de 
longueur 21r suffit pour / 'étude. 
• en plus on remarque que : 

{ 
x(7r - t) = sin2(r. - t) + 3cos(7r - t) = sin(-2t)- 3cost = - (sin2t + 3cost) = -x(t) 
y(7r -t) = cos2(7f - t) = cos(-2t) = cos2t = y(t) 

~71' - t) = (-x(t); y(t)) est le symétrique de F(t) = (x(t), y(t)) par rapport à l 'axe 

Oy. 
Par· .mite la courbe est symétrique par rapport: à. l'axe Ojj. Et l'étude .~u,· l'intervalle 
[a, a + n] suffit à condition de choisir a E IR tel que : 
a St S a+ 1r <=> a+ r. S (ir - t) Sa+ 2ir 
c.à.d a St Sa+ 1r <=} a S - t Sa + 71' <=} -(a+ ir) St S -a 
Il nous imffit que : a = -( a + 7r) et donc a = - ~ -
On prend alors, comme ensemble d'étndc EF = [-i, il-
Une fois la. co,irbe ez,t tmcte pm,r t '= EF, an tract ,;on symétrique par ra.pport d Ojj 
pour avoir to1ite lo. cou1·be de F(t). 

2} Pour G(t) = (x(t), y(t)) ave.c x(t) =- t - sin t y(t) = l - cos t , on a : 
Dx = JR, Dy = rn. et donc De = Dx n Dy = Ill. 
- x(t + 211') = (t + 27r) - sin(t + 271') = (t + 27!") - sin 1. = (t - sin t) + 271' = x(t) + 211' 
et y(t + 21r) = 1 -- cos(t + 211") = 1-cost = y(t) . 
Ce qui donne G(t + 2'1f) = (x(t + 21r), y(t + 21r)) = (:z:(t.) + 2r., y(t)) = G(t) + (2ir, 0). 
Ce qui signifie que si on a le point .M1, le point M,+ 2n est obtenu en translatant Mt 
d '·une translation de vecteur ""it = {21r, 0) , 
Par suite on prend comme ensemble d'ét1ide un ensenible de longue·ur 2r.. 
- En plus on a 
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G(-t) = (x(-t), y( - t)) = (- t - sin(-t), 1 - cos(-t)) = (-(t - sin t), 1 - cos t) 
= (-x(t), y(t)) -+ 

ainsi G(- t) est le symétrique de {x(t),y(t)) par rapport à Oy. 
-=---t 

Donc la courbe est symétrique par rapport à Oy. 
On choisit donc comme ensemble d'étude l'interoalle Ec = [O, 7r]. On trace la courbe 
p01Lr t E [O, 1r]. On mjoute le symétrique de la partie de la courbe tracée. Pu·i8 on 
translate ce qu'on a obtenu à gauche et à droite pour avoir la courbe paramétrée. 

3t 3t2 

3}Pour K(t) = (x(t), y(t)) avec x(t) = 
1 
+ t3 y(t) = 

1 
+ t 3 , on a : 

t ED., n Dy ,;c} 1 + t3 -:f O {,} t3 ,f - 1 {.c} t -:f - 1. 
Par suite l'ensemble de définition de K(t) est DI< = lR. - {- 1}. 
- On remarque ensuite que F(½) = (x(½} ,y(½)) = (~,~) = (y(t),x(t)). 
Comme (y, x) est le symétriq1,e de ( x, y) par rapport à la première bissectrice, on en 
déduit que la courbe est _symétrique par rapport à cette droite. 
On prend comme ensemble d'étude EK =] - 1, l]. 
Une fois qu'on a tracé la courbe pour t E] - 1, l], on rajoute le symétrique par rapport 
à la première bissectrice de cette courbe pour avoir la co-urbe paramétrée toute entière. 
(Remarquer que t < - 1 ou 1 ::,'. t ~ -1 < } < 0 ou 0 < f ::,'. I}. 

Solution 8.5. : 

{ 
x(t) = 2t - A D JR' 

1) Pour F(t) = (x(t) , y(t)) avec y(t) = 2t + /2 on a F = · 
Cherchons s 'il existe (s, t) E (IR..)2 tel que si= t et F(t) = F'(s ). Si oui, on aurait par 
des équivalences ' 

{ 
2s- ~ = 2t- p 

F(s) = F(t) # 25 + ;2 = 2t+t2 

{ 
(s - t)(2+~) = 0 ç> { 2+~ =0 

# (s-t)(2+s+t) = 0 2+s+t =0 (cars,ft) 

{ 
2 + ~ = 0 {=} f (st)2 = 1 

# s + t = -2 1. s + t = -2 
1•rcasst=l 
s ett semient racines de l'équationX2 - (s+t)X +st = X 2 +2X +l =(X+ 1)2 = O 
dont les racines sont s = t = -1. C'est inacceptable, car s/: t. 
2eme cas st = -1 
s et t seraient mcines de L'équation X 2 

- (s + t)X + st = X 2 + 2X - 1 = 0 
dont les racines sont t1 = -1 + v'2 et t2 = -1 -- v'i. 
Calculons ensuite F(- 1 + v'i) = (-5, 1) qui sont les coordonnées du seul point double 

Mo. 

{ 
:z;{t) = ~ = (t - l)t(t+l ) 

2) Pour G(t) = (x(t) , y(t)) avec (t) _ 1 _ 1 
y - t2-3t+2 - lt-=l)(t- 2) 

on a Da= lR - {-1 , 1,2} 
Par des équivalences, et pour s 'f t dans Da, on écrit : 

{ 
tL1 = ;q { t(s2 

- 1) = s(t2 
- 1) 

G(t)=G(s)# 1 = 1 {.c} t2-3t+2:s2 -3s+2 
t•-3t+2 s2- 3s+2 

{ 
ts( s -t)+(s-t)=0 #{ ts = -1 

# (s - t)(3 - s - t) = 0 t + s "" 3 
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s et t sont donc les racines de l'équation X 2 
- 3X - 1 = 0 : 3tfll et~. 

On en déduit le point double dont les coordonnées sont données par F( 3+f3) = ( ½, ½). 
1 

{ 

x(t) - t2+2 
3) Pour H(t) = (x(t),y(t)) avec () = tf:t-!11 on a 1Dn = lR {les dénomina• 

Y _t - f - 1+3 

teurs de x(t) et y(t) sont d discriminants négatifs). 
Remarque très utile : 
Si M ( a, b) est un point double alors il existe s :f t tel que 

H(t) - H(s) - (a b) et donc •'t•+1 = t ;J--t+l = a 
{ 

••+2 ~ 

- - , s +2 _ t-+ 2 b 
•'-•+3 - t'-Î+â = 

. { (s2 +2)-a(s2 +s+l) = (t2 +2)-a(t2 +t+l)=0 
ce qui donne (s2 + 2) - b(s2 - s + 3) = (t2 + 2) - b(t2 - t + 3) = 0 

En posant P(X) = (X2 + 2) - a(X2 +X+ 1) = (1 - a)X2 
- aX + (2 - a) 

et Q(X) = (X 2 + 2) - b(X2 
- X+ 3) = (1 - b)X2 + bX + (2 - 3b), 

an voit que t et s sont les deux racines communes de P(X) et Q(X). 
Ce qui signifie que les coefficients de ces deux polynômes sont proportionnels :• 

~=i = -ba = ;::;b 
. { b(l - a) = -a(l - b) 

ce qm donne -a(2 -· 3b) ""b(2 _ a) . 
Ce syHtème est équ-ivalent à l'équation 2ab - a - b = 0, _elle m2me équivalente à 
b= _a_. -. 

2a - 1 . . 

Par suite les points doubles ont pour coordonnées M ( a, ~-) 
- 2a - 1 

et tel qu'il existe t E lR a= x(t) = c/:{~1 . . 

Une étude plus détaillée montre que tous les points de la courbe paramétnfo sont 
doubles sauf le point M0 (l, 1). 

{ 
x(t) = cos2t 

4) Pour K(t) = (x(t) , y(t)) avec y(t) = (t2 _ 71'2) 

Par des équivalences, et pour s i= t dans D K, on écrit : 

K(s) = K(t) ç:,. { cos 2s ~ cos 2t <=} { cos 2s = cos2t 
s2 - 71'- ""' t2 - ir2 s2 - t2 = (s - t)(s + t) = 0 

<c} s = .tous= --t . 
Par suite tous les points de la courbe atteints pour t i= 0 sont doubles. Ils sont atteints 
par t et - t. 

.,. 

Solution 8.6. : 

{ 
x( t) = •inti-t 

On a F(t) = (x(t) , y(t)) a.vec y(t) = ln(t:+i) et to = O 

Pour t au 11oisina9e de O on a les développements limités : 
sin t = t - !t3 + 1~0 t5 + o(t5

), ln(l + t2
) = t2 

- ½t4 + o(t4 ) et donc 

() -!t3+1~ots+o(t) lt 1 3 (3) 
xt = t2 = - 6 + 120t +ot , 

() 
t2-½t4+o(t4) la (a) 

y t = t = t - 2t + 0 t . 
On e11 dé.duit que,x(t) ~ -!t et y(t) ~ t et que y(t) ~ -6x(t). 
Au voisinage du point F(O) = (x(O), y(O)) = (0, 0) la courbe a la forme d'un morceau 
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· de _ la droite y= -6x. 
, On,a aussi comme information 

F(t) =. (O,O)+t(-!,l) + it2(0,0) + ¾rt3(fo, - 3) + (o(t3),o(t3 )) 

par suite p.= 1, q = 3 et le point (0, 0) est un point d'inflexion. 

On a G(t) = (x(t),y(t)) b.vec x(t) = t 
{ 

e~--1 -1 

1 y(t) = t"::t ett0 = 0 
Pour t au voisinage de O on a les développements suivants 

• JI+ t3 = H½t3 -½t6 +o(t6
), e~-1 = l+½t3 +o(t6 ) et tant= t+½t3+-fs-t5 +o(t6 ) 

Et donc x(t) = ½t2 + o(t5) et y(t) = 1 + lt2 + 1t4 + o(t5), . · · 
. on en ~éduit que F(t) = (0, l)+t(O, O)+ it\J, j) +¼it3(0, o)+ ¾rt4(o; ~ )+(o(t4), o(t4 )) 

par suite P = 2, q ::c= 4 et le point (0, 0) est un point de rebroussement de deuxième 
. espèce. 

On a H(t) = (x(t), y(t)) avec \ - sint { 
:r/t) - (t-r.)t 

' y(t)=:":'..'; ett0 =-;r 

Pour t au voisinage de 1r en Ja.isant le changement de varia/ile u = t - 1r et en passant 
par des développements limités on écrit : · 
x(t) = " .. +.- - - ,.(u+,r) - u{u+,r) 

sin u+1r - oinu - u-!u•+i½üu5+o(u•) 
= u+,r _ ,.. 2 1 3 7,, 4 ( 4 

1-¼u'+rli!u•+o(u•) - -'Ir - U - 7,u - 6u - 360u + o u ) 

= -;r - (t - 1r) - Ht- 1r)2 - ¼(t - ,r)3 - '" (t - 1r)~ + o((t - 1r)4) 
l > 2 .! s 360 y(t) = t--;:u = u+l!u·+»u +o(u) 

= l + ½u
2 + tgu'a + o(u4

) = 1 + ½(t- ir)2 + tg(t - 1r)4 + o((t -11")4). 
On en déduit q-ue F(t) peut être prolongé par c.ontinuité en t = -ir par F( 11") = (-,r 1) 
et qu'en ce point F'(ir) = (-1,0) donc p = 1 ' 
et que F"(1r) = (-J, j) donc q = 2 .(ceci car det(F'(1r), F"(rr)) ,6 O). 
Ainsi (-1r, 1) est un point ordinaire (de concavité}. 

Solution 8.7. : 
1) Pour F(t) = (x(t), y(t)) où x(t) = t, y(t) = t2 et t

0 
= O on a : 

F<1>(t) = (l,2t), p(2)(t) = (0,2), 
et donc F< 1>(o) = (1, 0) et F(2>(o) "" (O, 2). 

Comme det(F< 1>(0),F<1l(O)) = 1 ~ ~ 1 = 2, les vecte-1irs p<ll(Q) et p(2l(o) forment 

une famille libre. 

A in.si les entiers caractéristiques de t0 = O sont p = 1 (impair) et q = 2 (pair). 
Par suite F(O) = (0, 0) est un point ordinaire (point de concavité}. 

2} Pour F(t) = (x(t),y(t)) où x(t) = t, y(t) = t 3 + 3t2 + 3t et t
0 
= -1, on a : 

p(ll(t) = (1, 3t2 + 6t + 3), F(2 l(t) = (0, 6t + 6), p(3l(t) = (0, 6),- .. 
et donc F(-1) = (x(-1), y(-1)) = (- 1, -1) = Mt

0
, F(1l(t 0 ) : p(l)( - 1) = (1, O), 

p(2l(t0 ) = F(2l(-1) = (0,0) etFl3l(t0 ) = F (3l(-1) = (0,6). 
.ljJnsv.ite on a : · 
p = 1 (impair) car F(1l(- 1) ,6 (0,0), 

et det(F(ll(-1), F<2>(- 1)) = 0, det(F< 1>(-1), p(3)(-l)) = 1 ~ ~ 1 ~ 6 -f,. 0 

par .mite la famille (F(1l(-1) , F<3>( - l)) est libre et q = 3 (impair) . 
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Ainsi le point F( - l ) "" ( -1, - 1) = M 10 est un point d 'infle:L'ion. 

3) Pour F(t) = (x(t), y(t)) où x(t) = t2 + 2t, y(t) = ~ - 2t et t0 = - 1, on a: 

p(1l(t) = (2t + 2,-f; - 2), p(2l(t) = (2, M, p(3l(t) = (0, -~), p(4l(t) = (0, ~), 

Comme p(ll(t0 ) = p(I)( - 1) = (0, 0) et F(2l(t 0 ) = F(2l(- l) = (2, 6) f (0,0) on a 
p = 2 {pair}. 
Ensuite F(3l(t0 ) = F <3l(-1) = (0, 24) 

etdet(F<2l(-1),F(3l(-1))=1 ! 2~ 1=48j0. 

Par suite la famille (F(2>(-1) ,F {3l (-1)) est libre et q = 3 (impair). 
Ain.si le point F(·-1) = (- 1,3) = Mt. est un point de n,broussement de première 
espèce . 

4) Pour F(t) = (:i:(t),y(t)) où x(t) = t2 - t5 , y(t) = t4 et t0 = 0, on a: 
pPl(t) = (2t - 5t4,4t3), pC2l(t) = (2 - 20t3 , 12t2 ), p l3l(t) = (-60t2 , 24t), 
p(4)(t) = (-120t,24),··· 
et donc F(0) = (x(O),y(O)) = (0,0) = Mt

0
, F <1l(t0 ) = F<1l(O) = (0,0), 

p(2l(t0 ) = F(2l(o) = (2, 0) f: (0,0) donc p = 2 (pair}, 
Ensuite p(3l (t0 ) = p(3l(O) = (0 ,0) , p(4l(t0 ) = F(4l(O) = (0,24) 

comme det(F(2l(O),F<·1l (O)) = 1 ~ 2~ 1 = 48 # 0 

par suite la famille (FC2>( - 1), F <4l(-1)) est libre et q = 4 {pair). 
Ainsi le point F(0) = (0, 0) = M 10 est un point de rebroussement de second espèce. 

5) Pour F(t) = (x(t),y(t)) où x(t ) = sin2 t, y(t) = l - cost et t0 = 0, on utilise 
les dérivées comme mm.nt, ou on passe par les développements limités au voisinage de 
t0 = 0: 

{ 
x(t) = sin2 t = t2 

- f + o(t5
) 

2. • 

y(t) = 1 - cos t = fu- - h + o(t5 ) 

On en déduit que F'(0) = (0,0), F <2l (O) = (2,1), 
p(3l(o) = (o, o) , F<4l(o) = (-8, -1), · • • 
On a F"(O) f, (0, 0) donc p = 2 (pair), 

ensuite det(F<2l(O),Fl4l(O)) = 1 2 -s 1 = 6, les vecteu,·s pl2l(O) et p(4l(O) forrnent 
1 - 1 

une .famille libre et donc q = 4 (pair). 
Ainsi les entiers caractérijtiques de t., = 0 sont p = 2 (pair} et q = 4 (pair). 
Par suite F(O) = (0, O) est un point de rebroussement de deuxième espèce. 

6) Pour F(t) = (x(t),y(t)) où x(t) = (t2 - 2t + lnt)2 , y(t) = t4 - 4t3 + 9t2 
- lOt et 

t,, = 1, on utilise le.~ dérivées comme précédemment, ou on passe par les développe• 
ments limités au voisinage de t0 = 1 : 
Posons s = t - t0 := t-1 (et donc t = s + 1 et si t E V(t0 ) alors s E V(0)). D'où 

{ 
x(t) = (t2 - 2t + ln t) 2 = ((s + 1)2 

- 2(s + 1) + ln(s + 1))
2 

y(t) = (s + 1)4 - 4(s + 1)3 + 9(s + 1)2 
- lO(s + 1) 

{ 
x(t) = 1 - 2s + ½s3 + f½s4 + o(é) = 1 - 2(t - 1) + ½(t - 1)3 + H(t - 1)4 + o((t - 1)4) 
y(t) = -4 + 3sz + s4 + o(s4

) = -4 + 3(t -1)2 + (t- 1)4 + o((t - 1)4) 
Sachant que 
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F(t) = F(l) + (t - l)F(1l(l) + (t ~!l)
2 

.F12l(l) + (t ~!l)
3 
p(3l(1) + _(! ~/)

4 
F(4)(1) 

+ (o((t - 1)4), o((t -1)4
)) 

On en déduit que 
F(l) = (l,-4J, p(1)(1) = (-2,0), p(2l(1) = (0,6), p(3 l(l)"" (2,0), 
p(4l(1) = (34, 24). 
On a p(l)(l) f. (0,0} donc p = l (impair}. 
En.mite on a det(F(1)(1),F(2l(1)) = -12 =f 0, donc q = 2 {pair). 
Par suite F(l) = (1, -4) est un point ordinaire (o·u de concavité). 

Solution 8.8. : 
1} Pour la courbe paramétrée définie par F(t) = (x(t),y(t)) 
où x(t) = 1: 1 et y(t) = 1~ 1 on a: 
D" =JO, l[U]l, +oo[ et Dy =] - oo, l!U}l, +oo[ donc Dp = D,: n Dy =]0, l[U]l, +oo[. 
Les limites aux bornes sont données par : 
Quand t-+0 

{ 

lim x(t) = Hm fî = O 
t➔O+ t➔O+ n . 
l.im y(t) = 0 

t➔O+ 

Par suite on n'a pas de bronche infinie, le point (0, 0) est un point de convergence de 
la courbe. 

Quand t-+ 1 

·- { lim x(t) = -oo 
t--tl,-
lim y(t) = -oo 

t--tl - • 
. y(t) . !nt ln(l + s) 

On est amené à chercher hm -( ·. = Inn t--
1 

= lim (1 + s)----'---'- = 1;::;; a 
t➔ l- X t) t➔ l- t- s➔O- S 

et l'on a erisu-ite par des développements limités 

lim (y(t) - ax(t)) = lim ( 1~ 1 - 1:i) = lim (<•+l)' - 1 s(l±+l }) 
t--+I- t➔l- .:i--+O- s n .s 

= lim ((•+1
)
2 

- j±l ) = lim ! (s2 + 2s + 1 - 1- ~s -~s2 + o(s2)) 
s➔O- • s-',+o(s') s-,o- S 2 4 

= lîm (½+¼s+o(s))=½-
s➔O ..... 

On en déduit alors que la droite d'équation D2 y= ax + ½ = x + ! est une asymp­
tote oblique à la courbe. 

{ 

lim x(t) = +oo 
Et de ml!me t➔li 1 + (t) 

m y = +oo 
t--t)+ 

On est amené à chercher lim y((t)) = lim t~ = lim (1 + s) ln(l + s) = 1 = a' 
t-,i+ X t t--+I+ t - 1 s---,O+ s 

et l'on a ensuite par des développements limités 

lim (y(t) - ax(t)) = lim (/1 - 1i1) = lim ((•~l)' - in'(f.;sl.) 
t--+1+ t--+1+ s➔O+ 

= Hm ((•+1l
2 

- 9+1 ) = lim ! (s2 + 2s + I - 1- ~
2

s ~
4
s2 + o(s2 )) 

s➔O+ 8 •-':r-+o(s2 ) s--to+ s 

= lim (½+¼s+o(a))=½-
s➔O+ 

On en déduit alors que la droite d'équation D2 : y= ax + ½ = x + ½ e.~t une asymp­
tote oblique à la courbe. 
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Quand t ~ +oo 

{ 

lim x(t) = lim -1t
1 

= +oo 
l->+oo t--t+oo 0 

lim y(t) = lirn /\ = +oo 
t--++~ t➔+oo ~ 

ensuite lim 1L{t2(! = lim r1-1 lnt = +oo. t➔+oc;i i(îJ t➔+oo ,_ 

On en déduit que la CO'!.!rbe a ·une branche pamboliqv.e dans la direction Dt. 
2) Pour la courbe paramétrée définie par F(t) = (x(t),y(t)) 
où x(t) = ~ = (t-1J\t+1) et y(t) = t"-~1+2 = (1-1{(t-2) on a : 
D ... =1- oo, -l[U] - 1, l[U]l, +oo[ et Dy=] - oo, l[U]l, 2[U]2, +oo[ 
donc Dp = D., n Dy=) - oo, -I[uj - I, l[U]l, 2[U]2, +oo[. 
Les limites aux bornes sont données par : 
Quand t -+ -oo 1 

{ 

lim x(t) = 0 
t➔-oo 

lim y(t) = 0 
t--+-oo 

Donc pas de bronche infinie puisque ces limites sont finies. Le point (0, Q) ·est un point 
limite vers lequel converge la courbe. · · • 
Quand t -t -1 ' 

{ 

lim x(t) = -oo 
t➔-I-

lim y(t) = ! 
t➔ -1- 6 

On a donc la droite D1 

des x négatifs. 
Et de mi!me 

= +oo 

{ 

lim x(t) 

t;i:+ y(t) = l 
t-1--1+ 6 

On a donc la droite D1 

des x positifs. 

Qu.and t-+ 1 

{ 

lim x(t) = -oo 
t--tl -
lim y(t) = +ro 

t➔ l-

1 
Y = 6 est tme asymptote horizontale à la courbe d1!; coté 

1 
Y = 6 est une asymptote horizontale à la courbe du coté 

t l' ~ - !' t+l 2 '• e t!.1?-- x(t) - t!.1r- t(t-2) = -
et lim (y(t) + 2x(t)) = Hm 3 3 . 

Hl- t➔I- (t-2)(t+l) 2 
Par suite la droite D1 : y = -2x - ~ est une asymptote oblique à la courbe du coté 
des x négatifs et y pos'itifs. 

On obtient de même que la droite D1 : y= -2x - i est une asymptote oblique à la 
courbe du coté des x positifs et y négatifs pour t -+ l +. 
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Quand t-2 

{ 
lim x(t) = ~ 

t➔2- . 3 
lim y(t) = - oo 

t-+2-

On a donc la droite D2 

y néyatifs. 
Et de même 

{ 
lim x(t) 

t-+2+ 
lim y(t) 

t-.2+ 

On a donc la droite D2 

y positifs. 

Quand t--+ +oo 

{ 

lim x(t) == 0 
t-++oo 
lim y(t) =O 

t-++oo 

2 
x = 3 est une asymptote verticale à la courbe du coté des 

2 
x = - est une a/lymptote verticale à la courbe du coté des 3 

Donc pas de branche infinie puisque ces limites sont finies. Le point (0, 0) est un point 
limite vers lequel converge la courbe. 

3) Pour la courbe paramétrée définie par F(t) = (x(t),y(t)) où x(t ) = (5~:ii}~~~
2

t) et 

( ) 
1+2t)2 

y t = 2 3- 2t) on a : 

n;. =] - oo, ½[uJ½, !IU]~, + oo[ et Dy =J - oo, ~[uH, +oo( 
donc Dp = D,, n Dy=) - oo, ½[u]½ , ~(uH , +oo[. 
Les limites aux bornes sont données par : 
Quand t --t -oo 

{ 

lim :r(t) = 1 
1

li~00 

y(t) = +oo 
t-+ - oo 

Donc la. droite D1 x = I est une asymptote verticale à la couT"be, du coté des y 
positifs. 

Quand t --4 1 -

lim x(t) = +oo 
t- ➔ !" 

lim y(t) = 1 
t-,1-

Donc la droite D2 y = 1 est 1me asymptote horizontale à la courbe, du coté des x 
positifs. 

Quand t- ½+ 

t-t½+ 

lhn y(t) = 1 
t-+½+ 

{ 

lim x(t) = -oo 

Dtmc fo ·droiti; · D2 : y = I est une asymptote horizontale à la courbe, du coté des :t: 
négatifs, 
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3 -Quand t ~ 2 

{ 

lin; x(t) = -oo 
a­t-+:.1: 

lim y(t) = +oo 
t->i-

y(t) l -2t 
et lim -,- = lim -- = - 1 

HÎ- Xtt) t ➔ } - 2 
. (1 + 2t)2 

lir;i_ (y(t) + x(t)) = t~f- 2(1 - 2t) = -4. . 
l-+2 · 2 .. 

Donc la droite D3 : y = -x - 4 est une asymptote oblique à la co1trbe (du cote des 
x négatifs et des y positifs). 

1 + Quand t ---t ~ 

{ 

lîm x(t) = + '.JO 

t~l;I+ y(t) = - :x, 

t.➔ i + 

y(f:) 1 - 2t 
et lim -· - = lim -- = -1 

t➔V x(t) t➔ ~ + 2 
. (1+2t)2 

lii?, (y(t) + x(t)) = 111;1+ 2(1 - 2t) = - 4. 
t-+:i"T t➔ 2 

Do~ic la droite D3 ; y= -x - 4 esl une asymptote oblique à la cou·rbe (du coté des 
x positifs et des y_ négat·ifs). 

Quand t-+00 

t-++oo 
{ 

lim :r(t) = 1 

lim y(t) = -oo 
t-t+oo . , d d 

Donc la droite D1 : x = l est une asymptote verticale a la courbe, u coté es y 

négatifs. • , · 
Ainsi on a une idée wr les bronches infinies de la courbe. Pour avoir les details sur 
leurs positions par rapport aux asymptotes il faut étudier les signes de certaines dif­
férences (telle que x(t) - l pour le dernier cas). 

4) Poiir la courbe paramétrée définie par· F(t) = (x(t),y(t)) où 
ln(l + t) 

x(t) = ln )t2 
- 2tl = ln it\ + ln it - 21 et y(t ) = ln t + t on ci : 

D,. =] - oo, O[U)O, 2[U]2, +cd[, puisgu 'on doit avoir !t2 
- 2tl f 0, 

et D11 =)0, +oo[ puisqu'on doit avoir t > 0 et t + 1 > O. 
D'où Dp = D:r: n Dy =]0, 2(U]2, +oo[ . 
Les limites aw: bornes sont données par : 
Quand t- o+ 

{ 

Um a:(t) = -= 
t->O+ 

lim y(t) = -oo 
t-.o+ 

( lim ln(l + t) = l) 
t-,o+ t 

ln(l + t) 
y(t) ln t + t . 1 + ln t · 

1
. ln t l 

et lim - = lim -:----:--:-"--:::-:- = hm ---- = 1m - = . 
t -,o+x(t) t➔o+ lnt + ln \t-21 i-+o>Jnt+ln2 t-+o+ln t 
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ln(l +t) 
et ensuite lim (y(t) - x(t )) = lim (----'---'- - ln lt- 21) = l - ln2. 

t.->o+ t-,o+ t 
Par suite la droite D 1 : y = x + (1 - ln 2) est une a.symptote oblique à la courbe du 
coté des x négatifs et y négat·ifa. 

Q'l.l,(lnd t ----t 2-

{ 

lim x(t) = -oo 
t➔2-

ln 3 
lim y(t) = ln2 + -

2 t➔2-

ln3 
Donc la droite D2 y = ln 2 + 2 est une asymptote horizontale à la courbe, du 

coté des x négatifs. 

Quand t -+ 2+ 

t....;2+ 

{ 

lim x(t) = -oo 
ln3 

lim y(t) = ln2 + -
2 t--t2+ 

ln3 
Donc la droite D2 y = ln 2 + 2 est 1me asymptote horizontale à la courbe, du 

coté des x négatifs. 

Quand t -+ +oo 

{ 

lim x(t) = +oo 
t->+oo 

lim y(t) = +oo 
t->+oo 

ln ln(l + t) 
, y(t) . . t + t . ln t 

et hm - = hm ---,-cc-"---::-,- -= hm -- = -
t--t+oo x(t) t➔+oc• ln t + ln lt - 21 t➔+= 2 ln t 2 

ln(l +t) 1 1 
et lim (y(t)--

2
1 x(t))= lim (lnt+----'---'---lnt -- ln lt-21) 

t--t+oo t--t+oo t 2 2 

= lim ln { t 
2 

= O. 
t--t+= V t: -

Par suite la droite d'équation y= ½x est une asymptote oblique à la courbe. 

:~;:~::e ~~9

~o~rbe F(t) = (x(t),y(t)) où { x 
y 

_ 6t 
-~ 
= t~~l 

{a) D'abord D1 = lll. 
On a F(-t) = (x(-t) ,y(-t)) = (-x(t), - y(t)) = -F(t). Donc la courbe e;;t symé­
trique par mpport au centre O = (0,0) . 
n suffit de l'étudier sur [O, +oo[. 
En plus on remarque que F{½) = (x(½),y(½}) = (y(t),x(t)). 
Ce qui signifie que la courbe est symétrique par rapport à la première bissectrice. 
En faisant varier t E]O, 1] on auro ½ E [1, +oo[. 
Par suite On choisit comme ensemble d'étude l'ensemble EF = [O, l]. 
On trace la partie de la' courbe pour t E [O, 1]. On tmce ensuite le symétrique de cette 
partie par rapport à la première bissectrice. Et on complète la courbe en traçant le 
symétrique de ce qv. 'on a obtenu par rapport au centre O. 
(b} x(t) et y(t) sont indéfiniment dérivables sur JR, donc F(t) est de classe C00

• 
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{ 

x'(t) = 6(1 - 3t
4

) 

, (l+t4)2 
Etlona . 't _fit2(3-t4) 

y ( ) - (1 + t4)2 

Ce qui donne (x'(t) = 0 et t E [O, 1],:,,:, t = ~), y'(t) ::f: O sur (0, l] . 

(c) D'où le tableau de variat-ion : 
t 0 ~ 1 
x' + 0 -
y' ,t- + 
X 0 /' '\, 
y . 0 )' )' 

D 'où le tracé de la courbe p mét1ée: aro 

, , 

, 
/ 0 , 

, , 
, , 
,' 

, , 

En montant de O à_A (suivant la flèche) on obtient la partie dela courbe pourt E [O, lj. 
On trace le symétnqv.e de cette partie par rapport à la première bissectrice pour avoir 
le tracé pour t E [O, 1} et t E [1, +oo(. · , 
Et on termine en traçant le .symétrique par mpport d O pour avoir toute la courbe 
pour t E JR. ·• 

2- Etude de la courbe F(t) = (x(t), y(t)) où { x : '9 
Y - t'-3!+2 

(a) D 'abord Dp =J -- oo, -l(U)-1, l[U)l, 2[U)2, +oo( . 
On ne re:n~rque ni symétrie, ni périodicité. On étudie, donc, F sur D F : . · , · 

(b J_ Les limites aux bornes et les bronches infinies ont été étudiés dans les exercices 
precédents. 

(c) x(t) ·et y(t) sont des fmctions mtionnelles en t, donc indéfiniment dérivables sur 
DF. Donc F(t) de classe C00 sur DF . 

( 2 
Et l'o '(t) - - l + t '( ) - 2t+a na x - (t2 - 1)2 et y t - (t"-3t+2)~. 

D'où le tableau de variation : 
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t -oo -1 1 ¾ 2 +oo 
x1 - Il - Il - - -
y' + + Il + 0 - Il -
X 0 \, - 00 Il +oo \,-oo Il +oo \, !! ' ':,, 1 \, 0 

" y 0 )' ¼ /'+oo Il -oo /' -4 \,-oo Il +oo\, 0 

{d) Pour tracer la courbe, on trace d'abord les asymptotes qu'on a déjà étudiées dans 
leB exercice., sur l'étude des bronches infinies (voir précédemment). 
La courbe paramétrée aura l'allure suivante : 

La partie de la courbe qui commence de (0, 0) et se dirige vers la gauche c'est pour 
t E]- oo, - 1(. 
La pa1-tie de la r,aurbe qui commence de (0, 0) et vers le hau.t c'est pour t E]2, +oo[. 
La partie de la courbe qui est au dessus c'est pour t E] - 1, l[. 
Et la partie de la courbe qui est au dessous ( en bas) c'est pour t E]l , 2(. 

{ 
x - 4sin(!) 

3-EtudedefocourbeF(t)=(x(t),y(t)) où -
3

. (i) 
y = sm 3 

(a) D'abord x(tJ et y(t) scmt définies et continues sur JR., donc DF = m.. 
.'. . · _ _ { x(t+T) =4sin('±3lhr)=4sin(!)=x(t) 

Enplus_enprenantT-5x3x21r-307r,ona (t T) _ 3 • (~)- 3 • ('l)- (t) , . y + - sin 3 - sm 3 - y 
P(t) eiit donc, périodique de période T = 301r. 
R suffit donc d'étuaierP(t) ùn interna.lie de long1m1r301r. 
Remarque (") : · 
Sachant que sin{,r - x) = -sin(x) et en écrivant que 
x(a-t) = 4sin( 0 ;t) = 4sin(f - !) = -4sin(!) si Î est un multiple impair de 1r. 

De m~me,pour y(t) si I est un multiple impair de 1r. · 

Par suite avec a= 151r ça marche : F(l51r - t) = -F(t). 
n suffit donc d'étudier F(t) sur un intervalle de longueur 151r. 
Gomme F(-t) = -F(t), la courbe est symétrique par rapport à l'origine O = (0,0). 
Par suite on choisit comme intervalle d'étude Ep = [O, 1~,r]. 
On complète ensuite la courbe par symétrie par rapport à O = (0, 0). 
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{ 
x'(t) = i cos(!) 

(b} x(t) et y(t) sont indéfiniment dérivables et .J(t) 5 ( t )5 
. 1, =cos 3 

Et l'on a pour t E [O, 151r] : 
x'(t) = 0 -Fi> ½ = ~ + k1r (k E 7Z) <:=> t = 2f, t = 1;"' out= 2t" 
Et pour t E [O, 1571'] : 
y'(t) ~ 0 {=:} ½ = J + k,r (k E '.ll) ç=> t = ,, t = 9;, t = 1t", t = 2 ~.- out= 2

;.­

D'où le tableau de variation suivant fait en utilisant la périodicité et l'imparité. Si on 
utilise la remarque (1) on p1·end seulement sa moitié : 

t 0 3,r 5,.. 9,r 15,r 21,r ~ 27,r 30.-
0 ? ? -,, ...., , -,, -,, 

x' + + 0 - - 0 + + 0 - -

y' + 0 - - 0 + 0 - 0 + + 0 -
X 0 /' Q )' 4 ",, /3 \, -4 ? /3 )' 4 \, O' ",, 0 
y 0/ 3 \, 'Y ',, -3 ? 3 ",, -3 )' 'Y /' 3 ",, 0 

Où a= 4sm371'/10, fJ = 4smir/10 et 'Y= 3sm1r/6. 
On trace la partie de la courbe correspondant à ce tableau sachant que lorsque y'(t) = 0 
et x'(t) =/:- 0 on a une tangente hori:wntale et que lorsque y'(t) :f O et x'(t) = 0 ori a 
ime tangente verlicale. 
On trace ensuite le symétrique par rapport à O , 
D'où le tracé de la courbe parnm.étrée donnée. 

{ 

X = (1+2t)
2 

4· Etude de la courbe F(t) = (x(t), y(t)) où = c~!~~;r- 2t> 
y 4 3-2t 

(a) D'abord Dr = ] - oo, ½[u]½, ~[nH, +oo[. 
(b) Les limites aux bornes (v~ir exen~ices précédents) : 
lim F(t)"" {½, +oo) donc x = ½ asymptote verticale. 

t➔-oo 

lim F(t) = ( +oo, ½) doric y= ½ asymptote hm'izontale. 
1-t ~ -

lim F(t) = (-oo, ½) donc y = ½ asymptote ho1'izontale. 
t➔½+ 

lim F(t) = (-oo,+oo) , lim llf¼) = -1 et lim (y(t)-(-x(t)) = -2 
!➔ 1 - t➔ r"' i ... ; -

donc y = -x - 2 est une asymptote oblique. 
lim F(t) = (- oo,+oo) , lim ~lr = -1 et lirn (y(t) - (-x(t)),;,, -2 

t➔ i- 1-,;+ îj t-+!+ , 
donc y = -x - 2 est une asymptote oblique. 
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lim F(t) = (½, -oo} donc x = ½ asymptote verticale. 
t➔+oo 

(c) x(t) et y(t) sont des fractions rationnelles donc indéfiniment dérivables sur leurs 
ensembles de définitions. Et l'on;a : 

x'(t) = 8(1 + Zti~(6t + ~~ et {x'(t) = 0 {c} t =-½au t = }). 
4(3-2t 1-2t 

'() = 8(1 + 2t)(-2t+7) et { '(t) = 0 <:} t = z out= _l). 
y t 16(3 - 2t)2 y 2 2 

D'où le tableau de i1ariation suivant · 
t l 1 5 -oo -2 '5 fi 
x' - 0 + Il + 0 
y' - 0 + + 
X ¼ \. 0 /- +ooll -oo /- -4 
y +oo \. 0 /- ¾ /- t 

, 
Ce qui nous donne le trace suivant : 

/ ./ o: 1 

/ 

/ , 

, , 

D:•~· / 

/ , 

' , ',, 
/,,. /' ... ,, .. , 

3 
2 

- Il 
+ Il 
\. -ooll +oo 
/- +oo ll -oo 

7 
,; 

-
+ 0 
\, :! 

~ 

/- -4 

( ) ( )) , { x(t) = 4 cos 2t 
5- Etude de la courbe F(t ) = x(t ,Y t ou (t) _? • zt-? · t y - -sm ~sm 

+oo 
-
-
\. ½ 
\, -00 

{a) x(t) et y(t) sont définies 8ttr IR, donc l'ensemble de définition de F(t ) est Dp"" Ill. 
x(t) et y(t) sont périodiques de périodes 21f, l'étude de F(t) sur ['inte1'Valle [-1r, 1r] de 
longueur 271" suffit. 
Comme F(-t) = (x(-t),y(- t)) = (4cos(-2t) , 2sin(- 2t) -2sin(- t)) 
= (4cos2t,2sin2t-2sint) = (x(t),-y(t)) 

~ 
La c:01.1rbe est symétrique po.r rapport à l 'axe Ox. 
Par suite l'étude de F(t) sur l'intervalle Ep = [D, 1TJ suffit. 
(b) On a x(t) et y(t) sont indéfiniment dérivables et l'on a sur [O, 1r) : 
x'(t) "'-8sin2t et (x' (t) =-0 # sin2t = 0 # t = 0, t =~au t = 1r). 

y'(t) = 4cos2t-2cost = 8cos2 t- 2cost-4 et (y'(t) = 0 {c} cost =~ou cost = l-~ 

(c} D'où le tableau de variation de F(t) pour t E [D, 7r) : 
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t 0 OJ " 0'2 'If ? 
x' 0 - - 0 + + 0 
y' 2 + 0 - -4 - 0 + 6 
X 4 \. X! \. -4 /' X2 )'- 4 
y 0 /- Y1 \. -2 \. Y2 )'- 0 

On tmce la partie de la courbe pour t E [0, 1rJ en suivant les indications de ce tableau, 
en faisant des calculs approchés, sachant qu'aux points (4, 0) (pour t = 0), (-4 - 2) 
(pour t = V et (4, 0) (pour t = 1r) on a des tangentes verticales (x' = 0 et y' -f 0) et 
sachant qu'aux points (xi,y1 ) et (x2,Y2) on a des tangentes horizontales (y'= O et 

x' -f 0). On trace ensuite le symétrique de cette partie de la courbe par rapport à (h 
de la boucle tracée, pour avoir enfin le tracé suivant : 

X 

.. 

Remarque: 
Lorsque t décrit [0, 'If] on a un seul point double c'est ( 4, 0) = F(0) = F( 7r). 
Lorsque t décrit [-1r, 7r] on a un point triple c'est (4, 0) = F(O) = F(w) = F(-i) et 
un point double (-2,0) = F(j) = F(-j). 
Et lorsque t décrit ] - oo, +ool tous les points de la courbe paramétrée étudiéti sont 
multiples (Ils sont atte·ints par une infinité de t). 
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1 

{ 
x(t) = 4e-t 

6- Etude de la courbe F(t) "" (x(t), y(t)) où 
· y(t) = ½ei 

(a) D'abord D:r: =Du""' JR.0 et donc DF = JR• . 
(b) Limites aux bornes : 
lim: x(t) = 4 et lim y(t) = Hm leu = -oo. 

t➔-od t➔-oo u➔O- u 
Donc la droite '1)1 : x = 4 est une asymptote verticale ( du coté y ➔ _;_oo). 
lim x(t) = +oo et lim y(t) = lim ~ = O. 

t--+O- t--+O- u--+-oo u 
Donc la droite D2 : y "" 0 est une asymptote horizontale, 
lim x(t) = 0 et lim y(t) =, lim ~ = +oo. 

t--tO+ t--tO+ u--++oo " 
Donc la droite D3 : x = 0 ,ist une asymptote verticale. 

lim x(t) = 4 et lim y(t) = lim ~ = +oo. 
t--++oo t-->+oo u-->O+ u 

Donc la droite D4 : x = 4 est une asymptote verticale (du coté y ➔ +oo). 
(c) x(t) et y(t) sont continues et indéfiniment dérivables sur JR* . Èt l'on a : 

4 ! 
x'(t) = t2e- • et x'(t) f O '<ft E IR". 

y'(t) = (½ - ½)et et (y'(t) = 0 <=> t = 2). 
On en déduit qu 'au point F(2) ·= ( 7-, e) on a une tangente horizontale (y1(2) = 0 et 
x 1(2) :/; 0). 
D' l bl d 0 e ta eau e variation .mivant : 

t -oo 0 2 +oo 
x' + Il + + 
y' + Il - 0 + 
X 4 /- +oo Il 0 /- +. )' 4 

y -00 /- 0 Il +oo \. e /- +oo 

Et par suite on obtient le tracé de la courbe étudiée suivant : 

0 

Solution 8.10. : 
{a) L'ensemble de définition de l'astro!de d'équations x = cos3 t et 1J = sin3 t est évi-
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1 
1 

1 

demment D F = JR.. 
Les fonctions x(t) et y(t) sont périodil[IU'-5 de période 21r. Il suffit de faire l'étude sur 
l'intervalle [-1r , rr) . 
Comme x(-t) = x(t) et y(-t) = -y(t) la courbe est symétrique par rapport à l'axe 
~ 
Ox et on réLluit l 'étude sur [O, 1rj. 
En pl"!LS on a x(1T - t) = (cos(1r - t)) 3 = (- cost)3 = -cos3 t = - x(t) 
et y(rr - t) = (sin(rr -t))3 ""' (sint) 3 = y(t) 

~ 
la courbe est symétrique par rapport à l'axe Oy et on réduit l 'étude sur [O, il-
Ceci car: t E [f,rr] ~ (7r -t) E [O, il-
{b) x(t) et y(t) sont indéfiniment dérivables sur [O, JJ et l'on a pour t E [O, îl : 
x1(t} = - 3sintcos2 t et (x'(t) = 0 ~ t = 0 out= 1). 
y'(t) = 3costsin2 t et (y'(t) = 0 {=;>- t = 0 out= V, 
On m déduit le tableau de variation suivant : 

t 0 ~ 
x' 0 - 0 
y' 0 + 0 
X 1 ',, 0 
y 0 /- 1 

On calcule ensuite : 
lim y(t)-y(O) = lim y'(t) = lim 3costsin

2
t = lim -sint = O 

t--+O+x(t) -x(0) t->o+x'(t) t--+0+-3sintc.os2 t t->□+ cost ' 
par .suite on a une tangente horizontale au point (1,0). 
Et l'on a 
lim y(t)-y(O) = lim y'(t) .= lim 3costsin

2
t lim -sint=-oo 

t-+½ - x(t)- x(O) t--tr :z:'(t) Hf- -3sin tcos2 t t--+i- cost ' 
par suite on a une tangente verticale au point (0, 1). 
On trace donc le premier quart, on rajoute son symétrique par rapport à l 'axe des x, 
son symétrique par rapport à l'axe des y et son symétrique par rapport au centre O. 
Ce qui donne le tracé suivant : 

8 

C A 

0 
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A partir de ce tmcé on remarque que les qv,atre sommets de cette courbe sont des points 
de rebroussement de première espèce, 

Solution 8.11. : 
Etv.de de la courbe paramétrée F(t) définie par 1· = t-~in t et y= 1 - cost : 
(a) Dp = Ill. 
(b) On remmvue que 
y(t + 21r) = y(t) et x(t + 21r) = (t+21')-~in(t+2rr) = (t-~înt) + 7r = x(t) + Jr. 

Ce q11,i signifie que le point; F(t + 21r) est obtenu en translatant le point F(t) d'une 
translation de vecteur ïi = ( 1r, 0) ( translation horizontale). 
Il suffit donc d'étudier la courbe sur un intervalle de longue·ur 271", par exemple [-11", 1r], 
En plus on a x(-t) = -x(t) et y(-t) = y(t). Donc la courbe est symétrique par rap­

port a l'axe Dt. 
On choisit donc comme intervalle d'étude EF = [O, 1r]. 
(c) x(t) et y(t) sont continueB et indéfiniment dérivables et l'on a pour t E [0,-ir] : 
x'(t) = 1-~0

•
t et (x'(t) = 0 {cà> cost = 1 # t = 0). 

y'(t) = sint et (y1(t) = 0# sint =O#t = 0 out= 1r). 
D'où le tableau d e variation suivant : 

t 0 Jf 

x' 0 + 1 
y' 0 + 0 
X 0 / ,r ,, 
y 0 / 2 

D'après ce tableau on a-une tangente horizontale a.u point (}, 2) obtenu pour t = x, 
ceci cary1 (1r) = 0 et x'(Jr) #O.• 
Et lim y(t) - y(O) = lirn y'(t) = lim y"(t) = lîm coS t = +oo, 

t--+O+ x(t) - x(O) 1➔0+ x'(t) H-O-i- x"(t) t➔O+ •1~t 

donc on a 1me tangente verticale au point (0, O) atteint p;ur t = O. 
On trace la partie de la courbe pour t E [O, 1r] suivant le tableau ci-dessus. On rajoute 

le symétrique de cette partie de la courbe par rapport à l'axe ëJt. On trace ensuite, de 
part et d'autre, le translaté de ce qu,'on a obtenu. 
D'où Le tracé suivant: 

( 
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§olution 8.12. : 
'Pransforn1ation de certaines équations cartésiennes en coordonnées polaires : 

1. L'équation 2x - 2y-v'2 = 0, devient 
2pcosB - 2psin0 -v'2 = 0 
Ce qui nous permet d'exprimer p en fonction de 0. D'où l'équation polaire 

v'2 · l 
p- ------- 2 (cos0 - sin8) - 2cos(0 + ¼1) 

2. L'équation 3x + y - 1 = O, devient 
3pcos0 + psin0 = 1 
D'où l'équation polaire 

1 
p= 3cos0+sin8 

3. L'équation x = 3y2 , donne p cos 8 = 3p2 sin2 0. 
En s-implifiant par p (si rho f. 0) on obtient oos8 = 3psin2 0. 
D'où l'équation polaire 

cos0 
p= 3sin2 0 

{le cas p:... 0 on le retrouve pour 0 = V· 
4. L'équation 2xy = x - y devient 2p2 sin 0 cos 0 = p( cos 0 - sin 0). 

En simplifiant par p (si rho f. O} on obtient 2psin0coa0 = cos8 - sin 0, 
D'où l'équation polaire · 

cos0-sin0 
p = 2sin8cos0 

(le cas p = 0 on le retrouve pour 0 = 1 avec sinB = cos0'= f, ). 
5. L'équation x(x + y) - 3y = 0 devient 

pcos0 (pcos 8 + psinO) - 3psin 0 = 0 
En simplifiant par p (si p f. 0) on obtient 

3sin0 3tan0 
p= =---;,=-----

cos0(cos0+sin8) -/2sin(0+ i) 

(le cas p = 0 on le retrouve pour 0 = 0). 

Solution 8.13. : .. 

1. En éliminant t dans les deu:r; équations x = t + 2 et y= 3 - 2t , on obtient 
2x +y= 7 et donc 2pcos0 + psin 0 = 7. 
D'où l'équation polaire 

7 
P = 2cos0 + sinO 

2. En éliminant t dans les équations x = 3t et y = t2 , on trouve 

y= Gf = ~
2

• 
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On remplace ensuite pour avoir 9p sin 0 = p2 cos2 0. 
Et après simplificatiori par p # 0, on obtient 

9sin0 
p = cos2 0 

{le cas p = 0 on le retrouve pour 8 = O). 

!J. En éliminant t dans les équations x = l - t et y = t - ½ , 
x 2 - 2x 

on trouve t = 1 - x et donc y= (1 - x) - -1
1 = ---
-:r 1-x 

Ensuite y(l - x) = x2 
- 2x, puis x2 + xy = 2x + y. 

Ce qui donne p2 cos2 0 + p2 cos O sin O = 2p cos() + p sin 0 
D' , 2cos8+sin0 

ou p = cos2 0 + cos B•sinB · 

Solution 8.14. : 

1 L ', t' l 'é 't . equ.a ion p = 0 ( 6 • 8 ) • 2 0 , s en 
cos 2 cos 2 +sm 2 -sm 2 

1 1 

P = (cos2 ! - sin2 !) +cos! sin i = cosO + ½ sinO 
Et donc pcosO + ½psinO = L 
D'où l'équation cartésienne qui est celle d'une droite 

1 
2. L'équation p 

cos~ (3cos ~-2sin!)- ! 
donne 

1 2 
p- -

- ~(cos0 + 1) -sin0 - ! - 3cos8- 2sin0 
et donc 3pcos0-2psin0 = 2. 
D'où l'équation cartésienne 

3x-2y=2 

, . cosO-sinO ,, _ 
!J. L équation p = 

3 0 
. 

0 
s eC1"1.t 

cos sm 
3µ2 cos0sin8 = p(cos0- sinO). 
D'où l'équation cartésienne 

3xy=x-y 

. 5tan0 , . 4. L'équation p = 
0 

. 
0 

s'ecnt 
cos +sm 

p(cos0 + sinO) = pcos0 + psinO = 5tan0 
D'où l'équation cartésienne 

S,Qlution 8.15. : 

x+y= 5!!._ 
X 

1) Etude de la courbe d'équation polaire p = ¼0 : 
a) L'ensemble de définition est Dp = IR. 

1 . 

b) p(-0) = ¼ ( -0) = -p( 0), p( 0) est impaire, donc la cotirbe est symétrique par mp­
~ 

port à l'axe Oy, 
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n suffit d'étudier p(0) sur DE = IR+ et de tmcer la p~ie de la courbe pour JR+ et 

de rnjouter le symétrique de cette partie par rapport d Oy • 
c} p(O) est continue, indéfiniment dérivable sur m. et p' = ! -
D'où le tableau de variation 

0 0 +oo 
p' + 
p O )' +oo . 

Ce qui donne le tracé suivant : à gauche la partie de la courbe pour 0 E [O, +oo[ et a 
droite toute la courbe pour O E IR : 

En général, on obtient la même allure pour les courbes définies par p = a0 (où a est 
une constante dans ffi.}. 
2) Etude de la courbe d'équation polaire p = f60 2 

: 

a} L'ensemble de définition est Dp = IR. 
b} On a p(-8) = p(0), p(0) est paire, ~ 

Donc la courbe est symétrique par rapport à l'axe Ox. 
n suffit donc d'étudier p(O) sur De= lR+ et de tracer la p.:::,ie de la courbe pour IR+ 
et de rajouter le symétrique de cette partie par rapport à Ox. 
c) p(0) est continue, indéfiniment dérivable sur ffi. et p' = ½O. 
D'o · le tableau de variation 

8 0 +oo 
p' + 
p O )' +oo • 

Ce qui donne le trocé suivant : 
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, . . 82 + 10 
3) Etude de la courbe d'equation polaire p = -

0
-2-- : 

2 +1 
a) L'ensemble de définition est Dp = IR.. 
b) On a p( -0) = p( 9), p( 0) est paire. 

-=--+ 
Donc la courbe est symétrique par rapport à l'axe Ox. 
n suffit donc d'étudier p(O) sur DE= 1R+ et de tracer la part-ie de la courbe pour Ill+ 

--+ . 
et de rajouter le symétrique de cette partie par rapport à Ox. 

c) p(O) est continue, indéfiniment dérivable sur DE et p' = 
D' ' le tableau de variation 

0 0 +oo 
p' 

p 10 "" 1 2 
,e qui donne le tracé suivant : 

4.J Etude de la courbe d'équation polaire p = sin 30 : 
a) L'ensemble de définition est Dp = lR.. 

3B0 
(20Z+l)2' 

b} On a p(O + ~) = sin(3B + 21r) = sin 38 = p(O) . La période est T = ~-
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n suffit d'étudier p(O) sur un intervalle de longueur 2;. 

En plus, on a p(-0) = - p(O), p(0) est impaire. Donc la courbe est symétrique par 

rapport à l'axe ë%. 
Il suffit de l'étudier sur un intervalle de longueur if. 
Et en plus p(} - 0) = sin(3(1 - 0)) = sin('/[ - 30) = sin39 = p(B). 
Ce qui signifie que la courbe est symétrique par rapport d la droite Â d'équation 

!!: 11' 

Bo = 3 = 6. . . 
Il suffit donc de faire l'étude sur un intervalle de longueur l et de tracer la partie de 
la courbe pour De = [O, il et de rajouter le symétrique de cette partie par rapport à 

la droite li., ensuite mjouter le 8Yffiétrique de ce qu'on a obtenu par rapport à Dt et 
par rapport d la droite !::,. • 

c) p(B) est continue, indéfiniment dérivable sur 1Il et p1 = 3cos30. 
Comme p'(0) = 0 sur [O, f] équivaut à 30 = f et donc d 0 = Î, le vecteur tangent 

au point Mo déterminé par 0 = i et p(i) = 1 est orthogonal au vecteur 0M (voir 
dessin) . 

Comme p'(O) = 3, p(O) = 0 et ~ = 0 la tangente est horizontale au point 0(0, 0) 
(détem,,iné par p = 0 et 0 = 0). 
D'où le tableau e variation 

(J O ?! 

p1 3 + 0 
p O l' 
e qui donne le tracé suivant : 

5) Etude de la courbe d'équation polaire p = 1 + 2 cos 0 : 
a) L'ensemble de définition est Dp = Ill. 
b) On a p(0 + 211') = p(B). La période est T = 27r. 
Il suffit d'étudier p(O) sur un intervalle de longueur 21i. 
En plus, on a p(-0) = p(0) , p(0) est paire. Donc la courbe est symétrique par ropport 

à l'axe Di. · 
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Il suffit de l'étudier sur l'intervalle [O, rr] de longueur rr et de tmcer la partie de la 

courbe pour DE = (0, rr] et de rajouter le symétrique de cette partie par mpport à O:f. 
c) p(0) est continue, indéfiniment dérivable sur IR et p' = -2sin0. 
Gamme rf(0) = 0 sur [O, rr] é~ivaut d 0 = 0 ou(}= 11', le vecteur tangent au point M

0 

déterminé par(}= 0 et p(O) = 3 est orthogonal au vecteur OM~ et le vecteur tangent 
~ 

au point M1 déterminé par() = 11' et p(O) = -1 est orthogonal, au vecteur OM1 (voir 
dessin). 
D'o~ le tableau de variation 

() 0 ~ 7r 

p1 0 - 0 
p 3 '\, 0 '\, -1 

Ce qui donne le tracé suivant : 

M. 

6) Etude de la courbe d'équation polaire p = 
8 

1 

30 cos + cos 
a) On sait que 

cos30 = cos 20 cos0 - sin 20sin 0 = (2cos2 0 - 1) cos0 - 2 cos 0sin2 0 
et donc cos 0 + cos 38 = 2 cos2 0 cos 0 - 2 cos 0 sin2 (J = 2 cos 0( cos2 0 - sin2 0) 
= 2cos0cos20 

Par suite p(0) = 
20080

1
00620 

Ainsi p(8+21r) = p(0), p(0) est périodique de période 21r. On réduit l'intervalle d'étude 
d un intervalle de langueur 21r 

En plus p(0 + 1r) = 1 1 = -p(O). On réduit 
2 cos(O + 1r) cos(W + 21r) 2 cos 0 cos 29 

donc l'intervalle d'étude d un intervalle de longueur 1r par exemple[-~, J]. 
En ;1lus, on r.i p(,--8) = p(8), p(0) est pr.iire. Donc la courlJe est symétrique par rapport 

.,,.+ .. 
à l'axe Ox. • 
Il suffit de l.'étudier sur l'intervalle [D, H 
b) Sur l'intenJalle [O, % p(0~ est définie si et seulement si cosOcos 20 #- O. Ce qui 
équivaut à 0 ::/= î et 0 ,j,. ¾ · 
L'ensemble d'étude est DE= [O, ¾!UJ¾, H 
) (0) t t . . dé'/; . · t dé . bl D t , 2sinl/(6coa' 11-1) c p es con inue, 1n ~,n1men ri.va e sur E e p = 4 co•• 11 cos2 29 • 

Comme p
1(0) = 0 sur [O,¾(UJi,½[ équivaut à 0 = 0 ou e = 01 (avec cos01 = 4"), 

le vecteur 'tangent au point M 0 déterminé par 0 = 0 et p(O) = ½ est orthogonal au 

216 

vecteur OM0 et le vecteur tangent au point Afi déterminé par O = 01 
est orthogonal au vecteur Ol\f1 (voir dessin). 
D'où le tableau de variation 

0 0 ; ~ % 
p'O+ i! + 0 li 
p ½ /' +oo li -oo /' - 1.8 "\, -oo li . 

Ce qui donne le tracé suivant qu'on a complété par symétrie : 

7) Etude de la courbe d'équation polai-re p = 3 - cos 60 : 
a} L'en,,emble de définition est Dp = R. 
b) On a p(0 + f} = 3 - cos(60 + 2,r) = p(8). La période est T = f. 
Il suffit d'étudier p(0) sur un interval!e de longueur i, par exemple [-f, -if]. 
En plus, on a p(-0) = p(0), p(0) est paire. Donc la courbe est symétrique par rapport 
à l'axe Œ et il suffit de prendre comme ensemble d'étude DE= [O, H 
c) p(0) est continue, indéfiniment dérivable sur De et p' = 6sin60. 
Comme p' ( B) = O sur [O, i] équivaut à 0 = i ou 0 = 0 et donc le vecteur· ~ent 

au point M 1 déterminé par 0 = i et p(-V = 4 est orthogonal au ve,cteur OM1 e.l. 
le vecteur tangent au point M 0 déterminé par 0 "" 0 et p(O) = 2 est orthogonal at1 

vecteur OM~ (voir dessin). 
D'où le tableau de variation 

0 0 ¾ ,. 
p' 0 + 0 
p2)"4 

Ce qui donne le tracé :mivant, inscrit dans un cercle de rayon R = 4 : 
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2cos6sin0 
8) Erode de la co'lJ.rbe d'équation polaire P = 

0 20 cos + cos 
D'abord on sait que cos a+ cosb = 2cos(~)cos(a2b). Ce qui nous permet d'écrire 
que 

2 cos8 sin /J cos0 sin0 
p= 2cosMcos!1. = cosMcos!1.· 

2 2 2 2 

a) On a p( 8 + 271") = p( B), il suffit donc de faire l'étude sur un intervalle de longueur 
2?r. 
En plus on a p( - 0) = -p(O), p(O) est impaire. Donc la courbe e3t symétrique par 

-':-+ 
rapport d l'axe Oy. 
n suffit de l'étudier sur un intervalle de longueur 1r, par exemple [O, 1r]. 
Le dénominateur cos 9/ cos { est nul sur cet intervalle lorsque (J = n ou (J = 1J. 
L'intervalle d'étude sera donc DE= [O, j[urn,1r f. 

, 2(1+cos3 8) 
c) p(0) est continue, indéfiniment dérivable sur De et p = (cosO + cos 20)2 touj01.irs 

positif sur DE . 
d) D'où le tableau de variation 

(J O 1 ; 7r 

p' + 11 + + Il 
p O /' +oo li -oo /' 0 /' +oo Il 

e) On a lim p(O) = +oo, donc une bronche infime. 
0-+f-

Comme lim H. = lim tan0 = v'3 · 
B➔J- ~ 9-,J-

. r,; ) . sin 28(sin 0 - v13 cos e) 
et lim (y - v 3x = hm 

6-->J- o-+i- cos20+cosB 
. . (sin0-v13cos0) v13 

1
. (cos0+v13sin0) = sm 2K lim ------- = - un , . 3 e--.1- cos28+cos0 2 o .... 3- -2sm20 - sm8 
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= _.iQ 1/2 + v13.v13/2 _ -~ 
2 2.vf3/2 + v13/2 - 3. 

Ce calcul est fait en passant par la règle de l'Hllpital. 
Ainsi la droite D1 : y = vfax - i est une asymptote oblique à la courbe lorsque 
8 ➔ f - (avec p ➔ +oo, x et y tendent tous les deux vers +oo). 
De mllme, D1 est asymptote à la courbe lorsque 8 ➔ f + ( avec p ➔ -oo, x et y 
tendent tous les deux vers '-oo). 

Et I ' ,,. (0) 1· 2 cos 2/J li 2 cos 2/J on a ,1m p = 1m = m ----,---- = +oo 
B➔r 6->,r -2sin20- sinO 9-+r -sin0(4cos6 + 1) ' 

donc une branche infinie. 
Comme lim x = lim p(0)cos() == cos1r lim p(8) = -(+oo) = -oo, 

6-+1r - B➔'it'- B➔w-

t 1. 1. (B) . 0 1. sin 20 sin 0 
1
. sin 282 sin ~ cos ~ e 1m y = 1m p sm = 1m --,,.,....---,. = 1m -

o .... ,,.- o...,,,- · e--,.,,- 2cos M cos !1. /J-,,,- 2cos 1!.i. cos !1. 
. ·9 . 2 2 2 2 

_ fun sm 2fJ sm 2 _ . 2 cos 20 sm ~ + ! cos ~ sin 28 4 
- ---,,.,,-= - hm ----""'=""-"""'-=--- = -

8-u,- cos M 9-,-,,- _;i sin M. 3 
2 2 2 

Ain.~i la droite D2 : y= ! est une asymptote horizontale à 'la courbe lorsque B-+ 'Il"-. 

Ce qui donne les deux tracés suivants, le premier pour O E [O, f [U] J, 1r[ : 

--- -------- -- ------- --- --~ ----.-- -. ---- --- ---- ---- --
\ 

IJ.cv•t/l ------- ---- ---...... --- ----·----- -- -~ 

et le deuxième c'est la courbe entière (en ajoutant le symétrique du premier morceau):, 

,. 
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A remar·quer que : 
Lo. branche à dmite du premier de.,sin correspond à la partie de la courbe quand (J 

décrit [O, j[, la partie de la courbe à gauche correspond à la partie de la coud,e quand 
0 décrit ] i, n[. 

9) Etude de la courbe d'équatfon polaire p = sine 
l+cos0cos20 .· 

a) On a p( 0 + 2ir) = p( 0) , il suffit donc de faire l 'étude su1· un intervalle de longueur 
2,r. 
En plus on a p(-0) = -p( 0) , µ( 0) est impaire. Donc la courbe est symétrique par 

~ . 
rapport à l'a.'Ce Oy. 
Il suffit de l'étudier sur un ·intervalle de longueur 1r, par exemple [O, 1r]. 
Le dénominateur 1 + cos 0 cos 20 est n11l sur cet intervalle lorsque 0 = 1T. 

L'intervalle d'étude sera donc DE = [O, 1r[. 
b} p(8) est continue, indéfiniment dérivable sur DE 

, -4cos4 0 + Cicos2 0 + cos 0 - 1 P(cos 0) 
et p = ---------- = -,-------:-:-=- . 

· .·. · (l+cosO cos20)2 (l+cos0cos20)2 

Où P(X) est le polynôme P(X) =: -4x4 + 6X2 + X - 1. 
Remarquant qu.e : .. 
P(cosO) = .P(l)::, 2 >' 0, P(cos ~) = P(O) = - 1 < 0, 
donc il existe 01.E]O, f [ tel que p'(8i):;; O. 

P(cos !) = P(O) = - 1 < 0 et P(cos~) = P(-~) -,,,, 2-/2 > O, 
donc il existe 82 E]J, ,[ tel que p'(02) = O. 
En plus on a P(cosn) = P(-1) = O. 
Ainsi P(X) a trois racînes différentes dans] - 1, 1[. 
Comme P(l) = 2 et P(2) = - 39 la quatrième rocine de P(X) appartient à ]1, 2[. 
c) D 'où le tableau de va.riation 

0 0 81 ¾ 02 ~ n 
p1

· • + o o + 11 

p o ? \, 1 \, ? +oo 11 

d) On_ a 

1. · (e) li sin(1r + h) li - sin(h) 
1m p = m = m 

O➔..- .h➔O- 1 + cos(,r + h) cos(2,r + 2h) h---,o- 1 - cos(h) cos(2h) 
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- . - h + o(h~) = lim -1 + o(h) = +oo, 
- h~tg- 1- (1 - ~)(l - 4;') + o(h2) h➔O- ~ + o(h) 
ce qui signifie qu'on a une branche infinie. 
Comme .lim x= lim p(0)cos0 =-oo (carp-1+00 et cos(1r)= - l), 

8--.,,-- 9---,,, -
-l + o(h) . 

et liro y= lim p(O) sin0 = lim s1> ï) sm(7r + h) 
O➔,r - 9---,"·· h--,o- T ·i· o(. 1. 

-l+o(h) 2 
= lim &h (h) (-h+ o(h)) = -5 h➔O- - +o · 
fo droite D : y = i est une asymptote horizontale à la courbe lorsque 0 ➔ 1r - . 

Ce qui donne les deu.1: tro.cés Miivants. le premier po-ur· B E [O, ,r[ : 

0 

et le deux·ième c'est la courbe entière ( en ajoutant le symétrique du premier m orceau) : 

• . ] 

10) Etucle de l.a cotirbe d 'é..quation polaire p = 2 cns0 + -;-0 sm-
2 1 

a) On a: p(0 + 4ir) = 2 cos(0 + 47T) + sin~ = 2cos(0 + 4-ir) + sin(~+ 2ir) 
2 

1 = 2cos0+ -.-0 = p(B). 
S!Il 2 . 

Airui T = 4,r est une pénode de /.a courbe. 
1 l 

En plus p(2-rr - 0) = 2cos(2;r - 0) + . ~ = 2cos(-0) + .· ( _ E. ) 
Slll . 2 ' Sltl 7T 2 
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1 
= 2cos8 +-:-a= p(0). 

sm 2 
Par suite la courbe est symétrique par rapport à la droite qui passe par O et qui fait 
un angl~ avec l'axe Di. Ce ;qui signifie que la courbe est symétrique par rapport 

à l'axe Ox. 
n suffit donc de prendre comme ensemble d'étude un intervalle de longueur 2rr . 
Comme p n'est pas défini en O I on choisit comme ensemble d'étude DE = [- 'lf, O[U]O, ,r]. 
b} p est cnntinue et indéfiniment dérivable sur DE et 

. 1 cosf . 0 0 Icos~ 
r/(0) = -2sm0- - - - = -4sm-cos- - ---

2 sin2 ! 2 2 2 sin2 ! 
_ 1 cos!( . 3 0 ) - - 2 ~ 8sm - + 1 . 

sm 2 2 
Par suite p'(0) est nul lorsque fJ = 1r 1 0 = -rr ou 0 = -j c) D'où le tableau dè 
variation suivant : 

8 -1T -; 0 
p' 0 + 0 Il 0 
p -3 /' -1 \, -oo 11 +oo \, -1 

Gomme on a : 

lim x = lim p(0) cosfJ = lim (2 cosfJ + ~) cosB = -oo 
o ..... o- o ..... o- 8---+o- sm 2 

et lim y= lim p(0)sin0= lim (2cos8+~)2cos!sin~ 
e--10- 8➔0- 8--10 - sm 2 

= lim (4cos8cos;sin!+2cos!)=2. 
e ..... o-

Par suite la droite d'équation D : y= 2 est une asymptote horizontale à la courbe. 
e) Le tracé de la courbe en suivant les indications du tableau est le suivant : 
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8.4 Exercices supplémentaires 

Exercice 8.16. : · 
Tracer point par point les courbes paramétrées dans l.es ·cas suivant.s : 

1) F(t) = (~,~) oùt E [- 2,2] . 
2) x(t) = ch t et y(t) = sh t où t E {-2, 2]. 
3) X= t +let y= t!l pù t E [-6,-l.25[U]- 0.75,5]. 
4) x = t4 - t 2 - 5 et y = t2 où t E [0, 2j. 

Exercice 8.17. : 
Dans chaque cas montrer que l'ensemble r des points M de coon:lonnées (x, y) dans 
un repère orthonormé et vérifiant l'équation donnée peut étre paramétré et donner un 
exemple de pa~métrage : 

_ y3 _ T,5 ""'o. 

- x3 - 2y3 + x2 y + 4xy = O. 
- x! -4y3 = 1. 

Exercice 8.18. : 
Déterminer l'ensemble de définition de chacune des courbes paramétrées suivantes : 

F(t) = (x(t), y(t)) at·ec { x(t) = ln ( 1~1) . 
y(t) = arcsin t 

{ 
x(t) = •l~t 

G(t) = (x(t),y(t)) avec y(t) = arctant 

{ 
;i;(t) = argcht 

H(t) = (x(t),y(t)) avec y(t) = argsbt 

Exercice 8.19. : 
Donner dans chacun des cas suivants l'ensemble de définition des courbes paramétrées 
suivantes et préciser la périodicité, les symétries, les translations possibles et préciser 
un ensemble d 'étude de ces courbes : 

F(t) = (x(t) , y(t)) avec { :m: ~~:: ;! 
G(t) = (x(t), y(t)) { x(t) = sin t 

avec y(t) = t - cos t 

{ 
x(t) = arcsint 

H(t) = (x(t), y(t)) avec y(t).,= arccos t 

K(t) "" (x(t), y(t)) avec { :~g: !~ ;E( 2~) E(s) est la partie entière des. 

Exercice 8.20. : 
Déterminer les points doubles des courbes paramétrées suivantes : 

F(t) = (x(t), y(t)) avec { x(t) = rtf 
y(t) = ~ 

{ 
x(t) = ~ 

G(t) = (x(t), y(t)) auec t s 
y(t) = t 2-4t+3 

{ 
x(t) = ~ 

H(t) = (x(t), y(t}) · avec , 
y(t) = t~I 
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K(t) = (x(t), y(t).) { 
x(t) = cos 2t 

avec . . , y(t) = sm2t- smt 

Exercice 8.21. : 
Faire une étude locale des courbes paramétrées 0,u voisinage de t0 dans les cas sui-
vants : 1 

1 
{ x(t) - ~ F(t) = (x(t), y(t)) avec - t•t . , t 

y(t) = -~n et t 0 = 0 

G(t) = (x(t),y(t)) avec x{t) = 13 
{ 

sht-sint 

y(t) = v~':'.'t{l et t0 = 0 

{ 
x{t)= ~ 

H(t) = {x(t),y(t)) avec ( \ ti=.\ 
y t 1 = ..,;-;;7, et t0 = l 

Exercice 8.22. : 
Déterminer la nature du point M(t0 ) dans les cas su-ivants : 

- x(t) = t2 
- 2t, y(t) = t4 - 4t3 + 6t2 - 4t et t0 = 1. 

- x(t)=l+sint,y(t)=t-; ett,,=f 

- x(t) = (t-:+2
/, y(t) = (t

1
-:__~)• et ta= O. 

- x(t) = t2 - t + sin2 t, y(t) = l - cos t - ½t2 + t 3 et t0 = O. 

Exercice 8.23. : 
!Jtudier les branches infinies des courbes paramétrées suiv_g,ntes : 

- x(t) = et-l - t et y(t) = t3 - 3t. 
t t2 

-x(t)=lntety(t)=t-l' · 

t3 t2 -2t 
- x(t) = (t _ l)(t + 2) et y(t) = -r=T· 

t4 
- x(t) = ln (t _ 2)2 et y(t) = t3 -6t2

. 

Exercice 8.24. : 
Construire les courbes paramétrées d'équations suivantes : 

t2 + 2 t2 + 2 
J, X = t2 + t + 1 et y = t2 - t + 3 

1 
2. x = tant et y = sin t 

(tH)' (t - 2)2 
3. X= t+l et y= ~ 

4, x=cos2 t+lnsint et y=sintcost 
1 

5. x = - et y(t) = siu t 
cost 

6. x=cos4t+4cost et y(t}=sin3t 

Exercice 8.25. : 
Trans/ ormer les équations cartésiennes suivantes en coordonnées polaires : 

1. L'équation x2 - 2xy + 3y = O. 
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2. La droite d'équation x + 3y + 2 = O. 

3. L'équation x 3 - y2 = O. 

4. L'équat'ion x 3 + y 3 = x 2 - y 2 + xy. 

5. L'équation x(x -y) - 3y3 = O 

Exercice 8.26. : 
Transformer les équa.tions para.métrées suivantes en coordonnées polaires : 

J. X= t + 2 y = 3 - t 

2. X""' tJ2 y= t 

3 !1: - 1 y - t2 . - ✓i-"'î:rr - 7i'+fl' 

Exercice 8.27. : 
Transformer les équations suivantes en wordonnées cartésiennes : 

3cos0 
l. P = -,~2 - 2. p = tan ! 

sm e 

3 
tau2 0 

. p = cose - 5sin0 

Exercice 8.28. : 

cos3 0 -~ sin3 0 
4. p=----­

cos2 0 sin2 e 

Construire les courbes d'équations polaireH Buivantes : 
1 . 3 e 

1-p = e-8 + l 2-p = sm 3 

, . sin2 0cos0 
3-p=sm20(cos0+sm0) 4-p= 

0 cos2 
v'2 cos ! cos3 0 5-p = ___ ,,__ 6-p = --

1 + y'2 cos ! cos 30 
sin!!. 

7-p=v'3+tan!!.2 8-p= 2 

1-2cos8 
2cos0 -1 

9-p = ✓cos20 10 p - ----
- - 2cos 20 - 1 

• 
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8.5 Indications sur les exercices supplémentaires 

Solution 8.16. : 
Dans chaque cas remplir le tableau suivant en calculant (x, y) pour chaque t donné. 
Puis positionner les points M(x, y) dans le repère. Joindre ensuite ces points pour 
avoir la courbe. 
1} F(t) = ( ~, ~) où t E [-2, 2]. 

t -2 -{3/7 -{3/6 -{3/5 - -;1/3 0 {3/3 ,e,15 {1/6 {/7 
X -8 -6.4 -4.95 - 3.65 - 1.56 0 1.56 3.65 4.95 6.4 
y -2 -3.5 -3 -2.5 -1.5 0 1.5 2.5 3 3.5 

le point E' D' C' B' A' 0 A B C 

- .. ~., ,. •r • ~ • ..,- . .,. , •• ,.- . -~• •• - .,- • r• ., . ,., •• . • , - • • r •-i• .,. • , • .,. • ( • . • • . • ,--.--~ - .., • • ,- · __ _ ,.. _ • • ~- •r" • • 
• 1 O > 1 • , ! 1, • > 1 1 < 1 , 1 1 I ' 1 • • >, 1 1 t, , l 1 • 

-~-~- -~•·:---:--·~ · !··:· -; --;- -~ -~- -~ --~-~-·=--~- . ~- ~- -: -·:· -:-· :·. ~--:··! -~ ·~---:--~ -~ -E;-- ·-~. ;· -~- ~-

·: -~--:- :·:--:-:- -:- -:-•: -:-:--:--: ·:-·": •: 4 ·:· ·:--: ·:- ·_: · :-·:-~--:· ~ -~--~--0+·-~---~•;:• ·:-·: --~ --
·t:·-: ·; ·t ·:-:--:-:-t·:-:- ·;··-:-:--:- :-- ·:- :--! -:--;- ·:· Jl:·1~~::: ~t- r·: -:--:--: ·r ·;-;­
·: •~--~-~ •--:--~-:• •:-• ;•"!"• ~ •~• -;•;• -:-•~ •;• • •~• ~•W~• ; • •:- •-~:,~ • ;• •~ •~• • ~ • ~-•~ • : - -:- •~ • ~ •·• ~ • ~ • 

:t: t:t: i ·. t~i= ~ ~J: ~:r.:t: ]: I: t:;::~:1 _z ~t: t ~::r~::t :t ·.~·:1:x·.t ~ :~ J~·i ~ :t ~t~r :I=1~ 
.' _ , __ • _ , _ • __ , _ • • • ' _. _ , __ , _ ,_ . 1 _, _ •--~-, __ • • .,.,r· _,., _ .' • · . · .. ' _, . / .. · _ · •. ' _ ·. · .• · .. ' .. · .. ·• 

-~-~--~-I-~--~-~--~- t-+-~-~-+- ~-+-}-{-- .·f ~-·~·1-·i- -!-~--~ -~--;--~-·i--!--~- -:··~-~-+·t-
, -C 1 < 1 .. , 1 ; ➔ , · , -.i , , , fit 1 1 2 , a ; ~ 1 f • 6 , 1 , & 1 • 

![J~f ~li~~]JfliI:i~tLl{{T ~l~}!l!ti!;~rj!]:I:i~n:J:I~tI:f :!! 
-~-,- -~ -~- -:--r-.:- .I}: • t- +_........_..., _ -:--+---!- -~- !- - -~- ~- -~ - ~ • -:-• ~- ~- -~ -~ · .: •. ~- i· -~ -~ --:-- r .. .: . -~ • ~ • 

:i:~~k-r-~r:tf-iH-1:t:i:}ti~-ë:H:~:1::i:[:l :f :]::l·:i:rl:i::H:1::r:)-

!!} x(t) = ch t et y(t) = sh t où t E [-2, i). 
t -2 -1.81 - 1.31 -0.88 0 0.88 1.31 1.81 
X 3.76 3.14 2 1.41 1 1.41 2 3.14 
y -3.62 -3 -1.72 -1 0 1 1.72 3 

le point D' C' B' A' H A B C 

--·· !. •- - -:- - - - --: -- - . - . . .. .;. - - • . ~ •. - .- - • •· - r- ---•:· • -- -~- • - -·--• .. , --. ---1• - - • • . ; .•• • 

-l fi , ~ 

' • 1 • ·' ' ' ' ' ' ' ' ' --- ;-····i --- -~---•! •• •• ;A~'---i·--· :--···i···· ;···-· '. ···· -'.--••;---• •: •• ·•>-•• 
1 1 I > 'lt 1 1 > 

••• ; ••.••• ~ •• •• ~ •. .• •• J • • • ••• ~ • .•• K:., ... . ~ ...... ~ ...... :.~--- -~---· : . . . 

·--:-----: .) .. , --- -i- ---- f-·--✓•,, --:-- .. : ... : ..... .. ... ,- ' .. , .... , .. . 
.... i ... -.~---· -·: ... ....... L .... ~----J-~:~-.~---·-: ..... ~. .,. -···• ... , .. . 

3) X= t + 1 et y= t!I où t E [-6, -l.25[U] - 0.75, 5) . 
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2 
3.76 
3.62 
D 

D 

2 
8 
4 
E 

t -6 -5 -4 -3 -2 -1.5 -1.3 - 1.25 
X -5 -4 -3 - 2 - 1 -0.5 -0.3 0.25 
y 1.2 1.25 1.33 1.5 2 3 4 5 

le point --A B C D E F G H 
t -0.75 -0.66 -0.5 0 1 2 3 4 5 
X 0.25 0.33 0.5 1 2 3 4 5 6 
y -3 -2 -1 Q 0.5 0.66 0.75 0.8 0.83 

le point I J K L M N 0 p Q 

j ·-- . - . ~ - --- "7- - - • : • --- ·:-· -··. - !· -- - - - - ~-· - --~- --- . ~-- ---:-- .. ·:- - - - -~ - - . -- :- ·-- - ~· . : : : . : ' . : : 

; --:----·~ ---- :- ----:---· :··r ·---~-·---:-- --; ----:-- -- \- ---+-- --:-----i-
. ' . . . ' .. ' ' ' ' . ' ' . 
~· ---·· ~-. - . -:- -- - -~ ... - - -:· - ··-·{ --, .) -- - . -'."•· •. ~ .... ·:- -- -- ~ ··- •. -:-·.,.. ~ .. . . ·:----· · 1 · 

: __ ___ : __ ,_ i _____ : ___ __ : ___ k·. ____ : _____ : ____ : __ ___ ! ____ _:__ ___ ! _____ : _____ :_ 

.: .... t:·-t:.:'.~(:t•' 1 ·i·····l·-·-.:..-+--- -:• I_L .... :---·+ 

; ' 1 : : : 

' ' 
·r··· ··:··--:--··· i·-·--: ---· :· .---t.----;-. 

>-- ~-: __ ___ : ···-··! .... _: _____ '.- -· -4 
: i : : ~ : . ' ' . ' . ..... - - - • ~ - • - "•:""··• - ~-. - - ·!- - -- . ~--- ~ 

J : : : ; '. : 1 : • --~---··r·· -- r··--r··-- '.-----;-----; ··--r 
-.. ·----~- ---~·- --- ' - · ---. -. ·-. ---- -. ----~-

4) X= t4 
- t2 - 5 et y= t2 OÙ t E (0, 2). 

t 0 0.7 1 1.27 1.41 1.51 1.6 1.67 1.73 
X -5 -5.25 -5 -4 - 3 -2 -1 0 1 
y 0 0.49 1 1.62 2 2.3 2.56 2.8 3 
le point A B C D E F G H I 

• ...l ... ..l. .... [ ..... ] .. •••i•• •• •• .H:: .. · : .... i_:.':.:~. :_:_ :l:_-_•·_· ~- ~ __ ::·•••••~---•·.•·_•·_l·•~•-1:••;•+;oat · · 
. . ....... - ... . . -- - . ·~ -.. ~-. ~ -, .: ; .. . 

. ... 
' ' ' . , -- - .. : . - . - ~: ·- ... ~ -- - -- i . -·. __ . __ . ··- -~ ·- -~.:. 
' ' ' . 

Solution 8.17. : 

- Pour l'équation y3 - x5 = 0, poser x = t3 et y = t5 . 

1.84 1.9 2 
3 5 7 
3.4 3.7 4 
J K L 

Pour x 3 
- 2y3 + x 2y + 4xy = O, poser y = tx et vérifier que x = , 4t 

2t3 -t-1 
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._, 

• 
- Pour xi - 4yf = 1, po~·cr y = t et vérifier que x = ( 1 + 4tî)'. 

Ou écrire 2y½ = sh t, œ qui donne x = ch 3 t, pu.i.Y y= ½sh 3t. 

Solution 8.18. : 

Pour F(t) = (x(t),y(t)) m1ec 

Vérifier que Dp = [-1,0[. · 

Pour G(t) = (x(t),y(t)) 

Vérifier que De = lR. •. 

Pour H(t) = (x(t),y(t)) 

ave<; 

avec 

Vérifier que DH = [l, +oo[. 

Solution 8.19. : 

{ 
x(t) = ln ( 1~i) 
y(t) = arcsin t 

( x(t) = •i~t 

l y(t) = arctan t 

{ 
,c(t) = argcbt 
y(t) = arg9ht 

Pour F(t) = (x(t), y(t)) avec { x(t) = sin
5 2t 

y(t) = cos° 2t 
L'ensemble de définition Dp = lR, la période de F(t) est r.. .. 

--=-+ , F(-t) = (-x(t), y(t)) donc la courbe est symétrique par rapport à Oy. 
F(t + i) = -F(t) donc la courbe est symétrique par rapport au centre O. 
Prendre comme ensemble d'étude EF = [0, !]-

Pour G(t) = (x(t),y(t)) avec { x((tt}) = tsint 
y = -cost 

L'ensemble de définition Do = lR. 
G(t + 21r) = (x(t),y(t)) + (0, 2-ir) . 
Prendre comme ensemble d'étude EG = [0,21r]. 
1hz1ulater ensuite cette partie de la courbe par des translations de vecteurs multiples 
de ïÎ = (0, 2ri). 

{ 
x(t) - a.rcsin t 

Pour H(t) = (x(t), y(t)) avec ·(t) - t 
y = arccos 

L'ensemble de définition -er = (-1 , l] et H(-t) = (-x(t) , y(t)), donc la courbe est 
symétrique par rapport à Oy. 
Prmdre comme ensemble d'étude En = (0, 1). 

Pour K(t) = (x(t),y(t)) 

{ 
x(t)=t-1rE(i) 

avec y(t) = ta.nt 2
" E(s) est la partie entière des. 

L'ensemble de définition DK = IR. - U { 1f + kr,}. 
kE7.l 

K(t + 21r) = K(t) + (-rr, 0) prendre comme ensemble d'étude 
EI< ~ [--'1r_, :_ ~[U] - ; , J [U]½, -rr] puis translater cette partie de la courbe par des 
translàtions de vecteurs multiples de 'ïf = (ri,O). 

Solution - B.20. _ :· . 

Pour F(t) =·(x(t), y(t)) avec 
{ 

x(t) = ï¾p' 
y(t) = ~ 
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remarquer que 

{ 
:i:(t) = x(s) :==;,. y(t) = y(s) ~ t = s. 
y(t) = y(s) x(t) x(s) 

Donc pas de points doubles. 

{ 
x(t) = ~ 

PourG(t) = (x(t),y(t)) avec (t)- t 125 
Y - t'-4.t+3 

·utiliser la remarque de l'exercice (4) · 
a -1 -a - 2 , . 7 

Si (a, b) est un point double .alors b = _
46 

_ 
1 

= 
30 

+ 
5 

et verifier que a = 
16 

et 

b = _!_ obtenu pour t1 # t2 les deux racines de 7t2 - 16t - 39. 
12 

{ 
x(t) = ~ 

PourH(t) = (x(t),y(t)) avec (t) = t•-
y t-1 

utiliser la même remarque de l'exercice (4) 
a - 1 -a 

8i (a,b) est un point double alors Ï = - b = b et vérifier que a= - 1 et b = -1 

obtenu pour ti =/= t2 les deux racines de t2 + t - 1. 

, { x(t) = cos2t 
PourR(t)=(x(t),y(t)) avec (t) - 2t • t y = sm . -sm 
Remarquer que K{t+ 2tr) = K(t) est périodique et donc to1is les points sont multiples 
( atteints par une infinité de t). 
Si on restreint l'éti,de à [O, 2?r], 
pour t. E [0, -,r] vérifier que x(t) = x(s) avec s -:/: t est équivalente à s = t + 1f o·u 
s = 2,r - t ou s = 1r - t. 
Et dans ce cas y(t) = y(s) donne t = 0 et s = ri out = ?r et s = 2-rr out = 1 et 
s = 5,r 

Les p
3
oints multiples sont : ( 1, 0) un point double et (-½, O) un point triple. 

Solution 8.21. : 

. { x(t) = •'- 1 

Pour F(t) = (x(t),y(t)) avec (t) _ t':.•init t t _ 
0 y - ---p- e o -

Faire des développements limités pour t E V(0) : 
F(t) = (1, ½) + t( ½, 0) + fit2( ½, -tg) + (o(t2

), o(t2
)) 

en déduire que le point ( 1, ½) est un point de concavité et tracer la partie de la co1.11·be 
au voisinage de ce point. 

{ 
( 

. sh t - sin t 
X t) = ---,,---

Pour G(t) = (x(t), y(t)) txvec t3 
Y1t) = ~ et t = 0 \ ~-1 0 

Faire des développements limités pour t E V(0) : 
G(t) = (0, 2) + t( ½, ½) + 1ft2 (0, -m + (o(t2), o(t2 )} 

en déduire que le point (0, 2) est un point de concavité et tracer la partie de la courbe 
au voisinage de ce point. 

{ 
x(t) = ln_t_ 

Pour H(t) = (x(t),y(t)) avec () _ ~-:_\ t t _ 1 
y t - taii'.irt e o -

Faire des développements limités pour t E V{l) en posant u = t - 1 (t = v. + l} : 
G(t) = (½, ¾) + (t - 1)(-½, ¼) + f!(t - 1)2( i, --ff) -t; (o(t2

) , o(t2
)) 

en déduire q11e le point (O, 2) est un point de concavité et tracer la partie de la courbe 
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au voisinage de ce point. 

Solution 8.22. : 

- x(t) = t 2 - 2t, y(t) = t4 
- 4t3 + 6t2 

- 4t et t 0 = 1. 
Poser u = t - 1 et vérifier qu.e x = - 1 + u2 = -1 + (t-1)2 

et y= -1 + u4 = - 1 + (t - 1)4 

F'(l} = (0,0), F''(l) = (2, 0), F"'(l) = (0,0) et F(4l(l) = (0,24) 
p = 2 et q = 4, le point F(l) = (-1, - 1) est un point de rebroussement de 
deuxième espèce. 

- x(t)=l+sint,y(t)=t-f etto=i, 
Poser u = t - i et vérifier que_ x = -1 + u2 = 2 - ½u2 + o(u2 ) et y= u 
F 1(1) = (0,1) et F"(l) = (-1,0) . 
p = 1 et q = 2, le point F(l) = (-1, - 1) est un point ordinaire. 

_ (t+2)' _ (t-2)2 
_ - x(t} - t+I , y(t) - t - l et t0 - O. 

Vérifier que x = 4 + t 2 - t 3 + o(t3 ) et y= -4 - t2 - t3 + o(t3 ) 

F'(O) = (0, 0), F"(O) = (2, - 2) et F"'(O) = (- 6, -6) 
p = 2 et q = 3, le point F{O) = (4, -4) est un point de i-ebroussement de 
première espèce. 

- x(t) = t2 - t + sin2 t , y(t) = 1 - cos t - ½t2 + t3 et t0 = O. 
Vérifier que x = - t + 2t2 + o(t3 ) et y = t3 + o(t) 
F'(O) = (-1,0) , F"(O) = (4, 0) = -4F'(O), F"'(O ) = (0,6) 
p = 1 et q = 3, le point F (O) = (0, O} est un point d 'inflexion. 

Solution 8.23. : 
Etude des branches infinies des courbes parométr-ées suivantes : 

- x(t) = et-l - t et y(t ) = t3 - 3t. 
DF =] - oo, +oo[, 
Quandt ➔ -oo 

y 
x ➔ +oo, y-+ -oc et - -+ -oo 

. X --4 
branche parabolique d'axe Oy du coté x-+ +oo et y-+ - oo. 
Quand t ➔ +oo 
.x ➔ +oo, y ➔ +oo et 'J!. ➔ 0 

X -c-+ 
branche parabolique d'axe Ox du. coté x ➔ +oo et y ➔ +oo. 

t t2 

- x(t) = lnt et y(t) = t - 1 . 

Dp =]0, l{U]l , +oo[, 
Quand t ➔ 1-

x--+ -oo, y ➔ -oo, '!!.. --+ 1 
X 

et y -x ➔ ½ 
branche infinie asymptote à la droite D : y = x + ½ du coté x -+ - oo et 
y ➔ -oo . 
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Et de même quand t ➔ 1+, x -t +oo, y ➔ +oo 
bronche infinie asymptote à la droite D y = x + ½ du coté x ➔ +oo et 
Y ➔ +oo. 
Quand t ➔ +oo 

x -+ +oo, y ➔ +oo, 'J!. -+ +oo 
X -c::-+ 

bronche parabolique d'axe Oy du coté x-+ +oo et y ➔ +oo. 

t3 t2 ~ 2t 
- x(t) = (t _ l)(t + 2) et y(t) = "t=T· 

DF =] - oo, -2[U] - 2, l[U]l , +oo[ 
Quand t -t -oo 

y 
X ➔ -OO, y ➔ - 00 , X -+ 1 
ety-.x-;0 
branche infinie asymptote à la droite D : y = x du coté x ➔ -oo et y ➔ - oo. 
Quand t ➔ - 2-
x ➔ -oo, y -+ --i 
branche infinie asymptote à la droite d'équation y= -i du coté x ➔ -oo. 
Quand t ➔ -2+ . 
X ➔ +oo, y -t -i 
branche infinie asymptote à la droite d'équation y= -i du coté x ➔ +oo. 
Quandt ➔ 1-
x -+ -oo, y ➔ +oo, '!!.. ➔ -3 et y+ 3x ➔ i 

X 
branche infinie asymptote à la droite d'équatfon y= - ;:ix + g du coté x -+ -oo 
éty-++oo . 
Quand t -t 1+ 

x ➔ +oo, y ➔ -oo, '!!.. ➔ - -3 et y + 3x ➔ i 
X 

branche infinie asymptote à la droite d'équation y = - 3x + 1 du cotf x ➔ +oo 
et y ➔ -DO. . 

Qv.andt ➔ +oo 
x ➔ +oo, y ➔ -oo, '!!.. ➔ 1 et y - x ➔ 0 

X 
branche infinie asymptote à la droite d'équation y = x du coté x ➔ +oo et, 
Y ➔ +oo. 

t4 
- x(t) = ln-- et y(t) = t3 - 6t2 . 

(t - 2)2 • 

Dp =1- oo, O[u]o, 2[u]2, +oo~ 
Quand t -+ -oo 

x ➔ +oo, y -+ -oo et '!!.. ➔ -oo . 
X -c::-+ 

/,ranche parabolique d'axe Oy du coté x ➔ +oo et y-+ - oo. 
Quand t ➔ o± 
X-+ -oo, y ➔ 0 
la droite d'équation y = 0 est asymptote à la courbe du coté x -t +oc .. 
Quand t ➔ 2± 
X ➔ +oo, y-+ -16 
la ·droite d'équation y = -16 est asymptote à la courbe du coté x ➔ +oo. 
Quand t ➔ +oo 
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x--+ +oo, y--+ +oc et 1! --+ +oo 
X -=-1 

branche parabolique d'axe Oy du coté x --+ +oo et y --+ +oo. 

Solution 8.24. : Pour la construction de.s courbes paramétrées suivre Le plan d'étude 
proposé dans le résumé et essayer de faire le tracé le plus correctement possible. 
Ci-dessus le tracé de chaque courbe : 

t2 + 2 t2 + 2 
1) X= t2 + t + 1 et y= t2 - t + 3 

1 2) x =tant et y= -
sint 

--~-~~-=--'""··""··"'-:-::------···---· -·------ .. -~ .. :-c •• :,,-._,,,_=·-=- =--------

----~=--=--.:;:··:.:.··:.:·----·--·---- -·--··· -·---·:.:.;·-"-'·-.=-·=--=-·-----

· ( 
3i ' - (t+2)2 

J X - t+l 
(t - 2}2 

et y=--­
t - 1 
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4) x = cos2 t + lnsint et y= sintcost 

, .. 

.... 
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5) x = - 1
- et y(t) = sint 

cost 

6} x = cos4t+ 4cost et y(t) = sin3t 

.. .. 

Solution 8.25. : 

1. En coordonnées polaires l'équation x 2 - 2xy + 3y = 0 de1rient 
6sin0 

p = 2 sin 20 - cos 0 - 1 · 
2. En coordonnées polaires l'équation ;z; + 3y + 2 = 0 devieni 

-2 
p= cos0+3sin0' 

3. En coordonnées polaires l'éq·uation x 3 - y2 = O devient 
sin2 0 

p=cos3 0' 

4- En coordonnées polaires l'équation x 3 + y3 = x 2 - y 2 + xy devient 
cos2 0 -sin2 0 + cos0 sin 0 

p= 
cos3 0 + sin3 0 

5. En coordonnées polaires l'équation x(x - y) - .'ly3 = 0 devient 
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cos 9{ cos 0 - sin 9) 
p = 3sin3 0 

Solution 8.26. : 
Les équations paramétrées suivantes deviennent en coordonnées polaires : 

J. X= t + 2 y= 3 - t 
5 

dement p = 
0 

. 
0 cos +sm 

2. X= 1!2 y= t 
1 2 

devient x(y + 2) = y et ensuite p = --
0 

- -:--
0

. 
cos sm 

1 t 2 

J. X = 7î+P y = ~ 
1 

donne y_ = t2 = tan0 et donc pcos0 = x = 
X ✓1 +t2 

1 
p=--===· 

cos 0✓1 + tan 0 

Solution 8.27. : 
Transformation d 'éqitation polaire en équation cartésienne : 
Utiliser: ~=tan&, .x2 + y2 = p2 ... 

3cos0 3cos0 2 • 
1} p = -. -2 - devient psinB = -. -

0
- et donc y - 3x = O. 

sm O sm 
2tan !l. 2 

2) p = tan i donne sin 8 = ; 
9 

= -
1 

p 
2 l+tan- 2 +p 

passer par y= psin 0 pov.r avoir y+ (x 2 + y2 )(y - 2) = O. 
tan2 0 

3) p - ----- devient 
- cos8- 5sin0 

p{cos 0 - 5 sin 0) = tan2 0, puis x3 - 5x2y - y2 = O. 
cos3 0 - sin3 B .. 

4) p = . 2 devient 
cos2 0 sm 0 

p4 cos2 0 sin2 0 = p3 cos3 0 - p3 sin3 0, puis x 3 - y3 - x2y2 = O. 
1 

.. 
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Solution 8.28. : 
Pour la construction des couroes d'équations polaires suivre le plan d'étv,de proposé. 
Ci-dessous lem·s tracés : 
1- __ l_ 

P- e-8 + 1 

,., 

-, -u 

2-p = sin3 1 

.. 
-, _,. 

·! ,. 
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3- p = sin20(cos8 +sinB) 

sin2 0 cos0 
4-p = cos20 

•U 

,., 

,., 
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v'2cos ! 
5-p"" 1 + v'2cos ! 

6-p = cos3 0 
cos30 

... " 
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7-p ==- ../3 + tan ! 

• 6 ' 
sm ï 

8-p = 1- 2cos0 

., -u ., 

• 
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9-p = v'cos28 

... 

JO-p = 2cos0- 1 
2cos20- l 

. .. 

,. 
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