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Toute application u de N, dans IR est appelée une suite numérique.

Pourn € Wy, le véel ui{n) est dit le terme général de la suite 1 et sera noté u,. La
suite u est notée (unlner,.

Opérations sur les suites

Définition  1.2. Soient (1n)nem, €f (Un)nem, dews suwites véelles et A € IR,
Légalité de deur suites :

(Bn)nem, = (Undnew, == (Fne Ny,  w, =v,).
La somme de deuxr suites :

(uﬂ}nﬁl\l; + {Uﬂ-)nEJﬂl = (‘il-“ + “H)rhEiN 1
La multiplication par un réel :

A (Untnem, = (Atn)ach, -

Lo multiplication de deuxr suiles .
[“ﬂ)nﬁh‘l X (UanENI = {u'n x 'Un)nEINy

Suite extraite
Définition 1.3, Soit (uy frew, une suite ei h une application strictement crois-
sante de INy daons IN;.

Lo suite (U, )nem, définie par ;¥ € By, v, = up() est appelde une suite extraile
de la suite (Un)nem, .



Suite convergente, suite divergente

Définition 1.4. Une suite (uq)nem, €st convergenie si, et sculement si, il existe un
réel e tel que

Ve>0, I, €N : YneNy, (n>n,) = (lun—af<e).

Une suite gqui n'est pas convergente est dite une suite divergente.

Théoréme 1.1, Si une suite (unneny, €5t converyente, le réel a cst unique.
On l'appelle limite de la suite et on le note o =limu,, a = L.lm Uy, 6% G 7= 1Ty,
113 T Ol
Si (tp)new, est une swite extradte de (tn)new, eta= lim uy, slorsa= lm v,
oo S =

Définition 1.5, 500t (un)nem, une suite divergente.

Sioma:VA>0INelN; ;¥n2= N, u, > 4,

on dit gue cette suite u pour limife +oo et on éeril li{_‘r} Uy == 00,
Tttt

Siona:VB<(3NeN, :Vn> N, u, < B,
on dit que cetie suite a pour limite -~00 et on éerit m  u, = —oco.
N0

Suites bornées

Définition  1.86. ® (Uy)neny .;.st constante <= e € R, Vne Ny, u, =c.
(un)nene, est majorée <= IM € IR, ¥n € Ny, u, < M.
e (unjnen, est minorde <> Im €R, ¥n € Ny, m < u,,.
® (tyincw, est bornde <= 3(m, M) € lR.E, Yne N, m<u, < M.

Proposition 1.1. -~ Toute suite convergente est bornée.
— Une suite extraite d’une suite bornde est bornée.

Suites monotones (4 partir d’un certain rang)

Définition 1.7.

Unp1 — tin = 0.

o (Unlnem, est cromssonte <= In, €Ny, VnE Ny et n 2 n,,

& (Un)nep, est striclement crofssante <= dn, € Ny, ¥n € Ny ef n > n,,
Ungr — Up > O

o (un)new, est déeroissante <= 3n, € IN7, ¥n € Ny ef 1 2> R, thngr — 1 < 0

® (Un)nem, est strictement décroissente <= 3n, € IN; ¥n € Ny et n > ny,
Uty —ty <0

Théoréme 1.2, 1, Toute suite croissante ef majorde est convergente.
2. Toute suite dérroissunde ef minorée est convergerile.
3. Toute suite croisaante non majorée a pour limite +co.

4. Toute suite décroissante non minarde a pour limite —oo

2

&3

Suite arithmétique
Définition 1.8, Une suile (tn}nxn, est dite une suite arithmétigue 5%l existe r € R
tel que ;
Yn 2 ng, Untpl—Up =T
Le réel v est appelée la yeison de ia suite (U )nsn, -

Propriéiés 1. 1. (Un)a>n, €st une suite arithmétique s‘i et seulement 5i

T
Vn 2 n,, un+1~5‘13§ ~.

2. (Un)a>n, estune suile arithmétique de raison r si ef seulement si

Vn 2 p 2 n,, uﬂ""ﬂp‘l‘{ﬂ p) l
+o0 sir>0,
En particwlier iy =t + (M=~no)r et lim wu,=¢ u, _sir=0,
il S - L 2.
—0o sir <0
3. 8i (tin)nza, est unc suite arithmétique, alors ' ' '

e

- 1
YpelN : n2p2>n, up+up+1+---+un#—'2—+(up+un).

Suite géométrique
Définition  1.9. Une suite (tn)n>n, est dite une suite gdoméirigue s'il existe g € R
tel gue :
YR 2 ne aga = Qg
Le réel g est appelée lo reison de lu suite (un)nn,.

Propriétés 2. 1. (Un)n>n, est une suite géométrique si et seulement g
T Va 2 Mgy USiy = Ungg X Un.

2. {tin)n>n, et une suite géométrique de raison q = Vp EMN': n2p2>n,
Uy = " Pu,. En particulier pour p=n, :

+00 sig>1et'u,, >0

—00 sig>1étu, <0
Uy = ¢"""eu,, et lleunm U, S!qul

0 si—1l<gxl

pas de limite sig< —1etu, #0
3. i (tn)nzn, est une‘sut'ts géoméirique de raison g (g # 1), alors

q s q'ﬂ"“P‘{'l

m2Zp2n.ona uptuppy+eootu, = 1 Up:
=

Buites récurrentes

Définition 1.10. §i (t,)n>n, est une suite telle que : il existe une fonetion, de R
dans IR et ¥n > n,, Ung1 = flun), on dit que c'esl une suite récurrente (simple)

associée ¢ la fonction f.
Proposition 1.2. 50it (un)uzn, une suite récurrente Gasociée a f.

1. 5 [ est une fonction croissante, alors (Un)nyn, €8t croissante (resp. décrois-
sante)

ity < fluo) =u1 (resp. wo 2 fluo) = uy).
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2. Siu, €T un intervalle de R avee f(I) C I et f continue sur I, alors o limite
dé (tn)nzn, st elle existe, elle est une racine de Déguation f(x) = =.
Remarque 1.1. Etant donnée une suste récurrente vérifiant un .y = au, + b et tel
que o # 1, la suite v, définie par v, = u, + 25 est une suite géométrique vérifiont
Unt1 = QUn.
La suite (vyn), est dite la suite auziliire associée & la suile (ug)y-
Le caleul de u,, est ramené ¢ celui de vy,

Suites adjacentes

Définition 1.11. Deuz snétes.{u,,),,z,,u et (Up)nsn, sont dites adjacentes si elles
vérifient :

1. L'une est croissante et U'autre est décroissante.
2, lim - = ),
o~ )

Théorédme 1.3. Deus suites adjocentes sont convergentes et ont lo méme limite.

Propri¢tés utiles

Propriétés 3. Etant donnés deuz réels | et I, des suites {tnlnpn,s (Vninpn, €

{Wn)nzny,s alors on a les résultals :

Yazn,, lup~{ v, . 2y
. et hm vy, =0 :R_{Iﬂmuﬂ_'
Y1 2 figy Un S Un
bm u,=1let lim v, =1V

n—+-+4oa n—++oo

{Vﬂ>“o| Up < Un = Wn

="l

1 _— =1 = lim u, =1l
2 nﬁTwu" n-}mmw B0
Vn 2 g, Up £ Uy .
= = 400,
Jim vy = oo = R Un = ot

Vn >Ny, Vn 2 Up

m %, = -0
n—ti-oo

= lim v, =-—08.

oo

1.2 Enoncés des exercices
Exercice 1.1. Caleuler les limites des suites suivantes :

2n? —3n 2 (=1)"+n

B T u S s ; 3. e b
1 ug e e Uy = n+bﬂii%|1
. . nsinn .
d.wy = sm(n} +n D Uy == Wﬁ 0. u, = nsin ;1‘-
" E 2)
T-Un=vn4+3n—n S.ts,,_‘-ﬁ(l+-) 9.u,.=-M-}«
n 7
Exercice 1.2. Déterminer les limites des suites suivanies :
" 1 2n41 Tt 1
1, ay= T 3 e T S
T §3ﬂ3+k b= Z 2+k " k:;\r}ﬂ
. tooa
vy, =
- gl 'ﬂ+k
Exercice 1.3. Soit (u.)n la suite définie parug =a >0 et u, 41 = i
EL rcice lL.Jd. min & e U =1 = n+;‘—2(]+u“]-

1. Monirer que ¥n € IN, u,, > 0.

: 1
2, Montrer que Vn € N, g — 1] < Zjun ~ 1.

3. En déduire gue Vo € IN, lu, — 1] < (

B3 =

o~ .
4. Déterminer le limite de la suite (ty)n.

n

Exercice 1.4. Posons u, = E

—— pourn e IN".
el o

& 1. P wveen

1
1. Chercher a et b tels que 7T S e

2. Fn déduire lim wu,.
=00

Exercice 1.5. Soit (1,), une suile arithméiique de premier terme ug et de raison v
telle que us = 3 et uyy = 15.

1. Calculer uy et r.
2. Calewler la somnfe 8 = ug +ug + - - g,

Exercice 1.6. Caleuler en fonction de n lo somme 8, =34+6+9+ .- 4 3n.

Exercice 1.7. Soit la suite (14, ), définie par ug = 0 €l Upyy = (1 + €% ). On pose
n = e, ¥n e N,

1. Montrer que la suite (vy,). est arithrétigue.
2. En déduire une expression de w., en fonction de n.
_ 1
Exercice 1.8. Seit (un)a le suile définie par ug = 0 €l wpq1 = Em .

1. Monirer que la suite (v, ), définie par v, = u2 — 4 est géométrigue.

5



2. En déduire In limite de la suite (v,,),, puis celle de la suite (un)n-

Exercice 1.8. Soient les deur suites (un)a>g et (v, )nzp définics par :

T w
by = Hmﬁ(ﬁ] el wy =y, E‘-in{E;
=2

)

1. Montrer gue la suite (v, )n>2 est géomdétrique.

2. Ecrire v, puis u,, en fonclion de n et en déduire lo lmite de (un)ns2.

Exercice 1.10. Soit le suile (vn)n définie parug = ~4 ef Ups; = g[nnh?), ¥n € IN.
On pose v, = 4y, + 6.

1. Monirer gue (uy,), st une suile géométrique.

2. En dédutre une expression de (un)n en fonction de n et déterminer n]im T

—rtos
n

3. Calculer S, = f‘%‘; v en fonction de n puis HBEMS,‘.

n
P ' ; - 4 n
4. En déduire S, = ,?.. Du‘.k en fonction den et “HJ_EMS,‘.

u
Exercice 1.11. On considére la suite (uy )y, définie par iy = —g +1 etug=].

1. Définir la suite auziliaire (v )n associde & (uy,)n.
2. Momntrer que {v,)n est une suite géométrique.

8. Ezprimer v, puis u, en fonction de n.

4. En déduire ﬂg'_',}m”" et nETmu"'

Exercice 1.12. Etudier In monotenie des suites suivantes :

Uy =+/n+t1—yn 3y = —, nelN”

T T

n
1 Y4 P
4‘1&“:2"“1"—};,?16“* 5 ?Ei—

w
1
Exercice 1.13, Soit (un)n2>1 la suite définie par u, = Z 2
k=1
L L
k" < k-1 k
2, En déduire une majoration de la suite {tn)n-

1. Vérifier que pour toul entier k > 2, ==

3. Montrer que la suite (u,), est eonvergente et domner un encadrement de se
limnite.

Exercice 1.14. Soit (u,)n la suite numérigue définie par :

up = 31
Un+1 = /3y +_41 Y¥n >0,

b

1. (a) Montrer que la suite {1,), eat mujorde par 4.

(b} Montrer que (Uy,)n est striclement croissanie.

{e) En déduire que la suite (u,), est convergente et déterminer sa limite,
2. (o) Montrer gue Vi € IN, 4 - 441 < = . 4 Un)i

(b) Retrouver le résultal de 1.(c),
(¢) Etudier la convergence de la suite (v,), définie por v, = n*{4 — u,).

Exercice 1.15. Soit (1, ), lo suite numérigue définie par up € Ry et pour toul entier

1
naturel n, Ungp =1/ 24+ 3 3

1. Montrer que si ug < 2, alors ia suite (u,), est cruissente et majorde. On
déduire qu'elle est convergente et calouler sa limite.

2. Montrer gue si ug > 2, alors lo suite (uy,), est décroissante et minorde, puis
déduire qui'elle est convergente ef déterminer sa limite.

n
Exercice 1.18. Soif (1)1 ln suile définie par u, = Z %

1. Montrer que lo suite (u,), eat croissante.

2. Montrer gue pour tout entier n > 1, tpn — g =

TpDf

3. En déduire lo limile de la suite (uy,)s.

Exereice 1.17. Etudier lo convergence des suites suivantes :

(2n)! =g up >0,
s A R : -
1t = Sty 2t ;kﬂ* 3 Unbd = Uy e ==
o
ug > 0, 0<u <1,
ey = 2+ /iy, Ut = In(1 + up)

Exercice 1.18. Dans chacun des cas suivanis, monirer que les deus suites {tin)n €t
(¥n)n sont adjocentes :

1 11 ) 1
l.u.n:&l-{-—-—, U“zn;l—l 21!.,.‘—5“1 7 u“-_-—un_}.;;
1 ’ 1
3w, = E W "+m 41;“':5 -vin(n), Uy = u,.. -

k=1 Lml
Exercice 1.19. On considére les deur suites (u,), et (v,), définies por :

wg =3, wv=4,

Up + U, L1 U,
“2 T et Vn+}=-————'n+l2+ n‘ ¥n 2 0.

Unp1 =

1. Montrer que lo suite (w,)a, définde per w, = v, — up, €5t géoméirique et
détermniner sa limite.

2. Montrer que les suites (Un)n €t (vn)n sont adjacentes. Que peut-on dédumz ?

7



3. On considére la suife (sn]n définie par s, = Un :21,“'
(a) Démontrer que la suite {(8n)n est constante,

(b} En déduire la limite des suites (up)n et (v,)y,.

Exercice 1.20. Svient a et b deuz réels tels que 0 < a < b. On définit deuz suites
{tn)n €t (¥n)n par:

up=a, u=b,

Uy + Un ;
Un4y = ) et Unp1 = 4 Unpithn, ¥n = 0.

1. Montrer que Yn € N, 0 < 1, < .

2. Démontrer que la suite (u,), est croissanie et que lo suite (v.)n est décrois-
sante.

1
3. Démontrer que Wn e N, Uptl = Uil E(‘Un e ‘[Ln_).
4. BEn déduire que {un)n et (Un)n sont adjocentes.

1

Exercice 1.21. Soienta € R el (un)y la suile définie par u, = P e

suivant les valeurs de @, si la suite (1n)q converge.

. Btudier,

Exercice 1.22. Montrer que si les suites (tan )n, (tan+1)n €f (Uan)n convergent, alors
la suite (1, ), converge.

1.3 Solutions détaillées des exercices

Solution 1.1. 1. Par simplification on a

2 —3n-+2 .. n(2n-342%) . 2m-34+%
im ———eel = lim e Tl —— b e g
n- 0o 1—-n e n(% ~1) o ?1;_.
car lim [2n —34 =)= -ecc el lim (_}: —1)=-1
mn n—++oa
Tt E:.llf‘. 1 ~7n
2. 0Ona ) = 0 i . Puisque lim l( 1] = lim - =0, alors
(— 1" —n S e ] n-—H—wl i ni=t+00
—1E 1y
Iim (—1] =1} et donc lim -(-—-1‘1-—-:-1:1 =l
n=rfoa 1 n—+ec (=1 - n
3. 8ilal > (bl, alors lim . L lim ..,:_.(.s_t:_).n =1, car lim (&) =0
’ ' ceah b9 n—ttrc ] +( J ! f—t+oa O

puisgue [L] < 1.
T __pn a L
De méme, si laj < [b], alors Hm il - = § L"-l—rm—l
n-t oo gt - i n—>+m{ )“ +1
4. On asin(nr) > ~1. Ce qui donne u, > —1+n. Comme hi"il {(—=14+n) = +ex,
n—F-too
on en déduit que lilil Up = 0K
=+ 00

sz e=],

: sinm
nenn
5. En simplifiant par n?, on derit = - SR
Phf " n2 ¢ cosn 1+ se5n
sinm 1 cos7 1 1
Eﬁpmsqueﬂ<] E‘S—-,Os —yl €= et lim —= lim — =0,
: n n2 e n—++oon Tk 712

COsn

alors lmp —— = [ —- =0, el l1m L Un = 0.
LB s T n—+o0 7L

6. Sachant que hm _:— =1et lim e 0,

Tt foen

G i 1
on derit lim msin— = lim -t =1,
Tt -0 Tt n—4on =
n

7. En multipliont par Uezpression conjugude, on a

i

7 7 -
lir [Vm ) (VT + 30 4 n) (VT Fdn - n)

T "“*‘*’"‘ VvV + 81 b

= n
= e
- : 3
R
\H' 1+ ot 1
_ 3
= 3
8. Sachant quc a® = e8| o5 derit "
In(at+ L)
m (14— ) = Jim WA o iy e § =g, cor luu1 a1 +2) =1
n—r+co n-—+o0 et 00 =0 T

9. Puisque n\/ﬁ -1< E{nﬁ) < nv3, alors V2 — '17 < Up < V2
Comme lim (vV2~3)= lim V2= V2 onobtient lim wn=v2.
L = nedl oo =00



Solution 1.2. : : 4

n
n n nomn
k{ﬁ"——#n-}-k<2n==>—+7‘:“2ﬂ=:—zm32?1@;:-5.
1. On o d’apres les implications suivantes
1 n
n n
Or lim — = +4oc, dod lim = +00.
1<k<n = nd41<n®+k<n’+n ' ek "'“'+°°§“+k
= Y F1<VYndth< Vnd+n Solution 1.3, 1. En raisonnant par récurrence :
- 1 5 1 & 1 Dnaug=a>0.S-gppauomgueu,,>[l.;4!ors3+un>ﬂe£1+un>0.
V¥ tn” VP +k T Vnd+l PursuilsuM;:g(l%"-ib-
1 = 1 ) 1 L,
i < Donc w,, >0, ¥n € IN.
4 zér?f—fnsz\%;3+k‘2‘v“‘n9+1 ! N
1 YT =1 k=1 | 8+un [t L
o 2. Jupy — 1 = |- —1|= y cer 2+ Jun 2 2.
n 7 21+ un) 2+2u“_ 2
= Fdin = ; Vo 1k = I3l 3. En raisonnant par réiumnce
- o~ 1} = a1 £ (5 }“Ia-—li
Er ant & la somme en veriant k de L an). -
(H‘pm n i 1 y Supposons que [u, — 1| <(—)“ia-ll
M — = o =
noteoYnd+n nreafyg L atars}u.ﬂ.L—1|<I““ ! (( e —11)=(§}““{a_1|.
1 :
et Hhrfm-;:;"l"i L = s = = 1. Par suite |u, —1| < (5)“|a - Il, Wn € IN.
1. ; 2
Dloi ﬂﬁ%mun =1 4. Puisque “E:Em{-g-}" =0, alors nl.x':fmiuﬂ = 1] =0, et done n_Iﬂ:.muﬂ =1.
2. On a d’aprés les img}icatioﬂs sutvantes Solution 1.4. 1. Par des éguivalences, on a !
. ( ;
0<k<om+l = nP<ni+ksn’+2ntl=(n+1) 1 a b 1 2k(a+b) +a —
= &3 = : €N =
R promia i os ULl o Gl Ve N
= n+1)ﬁ-n2—uc-n’a  ot+b=0pta—b=1
> n & nmi et b= :
=% (n—i—l ﬂ2+k" . 5 st
P Al QR 2n+2 n 8. On peut donc écrire
(2n+2)
NTYSID = Z n2+k n? i
1 1 i
In+1 R o
- D T’l_. ) Rl = v pes il Py
@l NG L 2 2. 12 1/ 12 12
T e e
2n+1, on o 2n+2 termes) 2-1 2+1° 4-1 4341 1 2n+1
(Enpasaantd!aaammeenmé:lafzkdcﬁa n . B (HEP.JE_ +(H‘2“£/_2} -y 1/2 1/2)
Comme llm 'l = il - = 2, on en déduit que - 1 3 3 B Mm~1 n+1
oo Tl
10 - = Gl
niu-ir—‘ncmnz-i‘k” ) . -
" I
3. ' 1 n g L = /i D’oﬂn_l.l!fmun:é-.
fEn—=——>——=% ) —=2 )} —==—p==yh
" k \/ﬂ. =1 k k=1 i \/f_i

- Solution 1.5. 1. La suite étant arithmétique, on a o
Uy = up + i, Y € N, Done ug == ug + 5 = 3 ef wya = ug +'18r = 15. Dot
n s 3 3 :

w13 — us = (13 — B)r = 8r = 12,

10 11



12 3 &

Par suite, r = 5 W E‘tm:uswﬁr::Sws-rc:a-i_
ﬂ—p-}-l ;
2 0’ rxprf's la formule du cours up +auppy + oo d 1y = -———;;-—--(1.|-.p+u."j, o a:
19~ 741 )

S—-H7+ﬂﬁ+"'+ulgx~ {2y + 202p)

D’od

2
. 9 3.
“--i(_ a‘ t {2)-{-(‘-—*—{-—19‘—}1“195

unthméizgue de premier terme ug = 0 et de rossore ro= 3 Ora

anin +1
Spn=ugtup+ by = {ug + 1) = -~—-—£—~2~-~)
Solution 1.7, 1. Par définitinon de ('L‘" Yo 008 Upyy =¥ = 1™ =14y,
donc o suile {vg)y est orithmétigue de mowon v = 1 ef de premier terme

e
2. Par suile vy =t + 11 == 1 + 1 ¢f 14, = In(v,) = In(1 +n).

Bolution 1.8, 1. En vemplugant, on trouve

24 v
Upopd = Uy = == -1-{12-+ ) —d = b e
4 4
Danc {‘un]n est une suite yémmétrigue de ruison ¢ = 1/4 cf de premier terme
Uy = '“U —4 = -
1 _—

prang Dwnﬁinmvn =0 et
A=l VT =

1
2 w=g vo-=;i;;r-4)=~

.
Solution 1.8. . 1 Calculons le rapport 32
¥ N a1
Fppl T n sm;l—_lf_;f o8 =y sin B

ey BT T B wh
S LAk den(a) )
- sin g T T singly T2
Dotk (w1 est une suite géoméirique de raison ¢ = 1/2 et de premier terme
Lm T
g = Uy 8iN = COS - iR = = o,
PEERE TN T
: 1 1 ]
2 C’ﬁ en f:!édmt guie v, = vag™ zl= . @ T
(]
B it =2 = &
ittt = 2lgin gl
Sl | 2
z i 2 ol
i g e
Solution 1.10. 1. En remplagunt, on écrit ;
: 3 3 9 3
N 'Un+1 un.;.; +6= -i( Uy = 2) + 6= i -—*—(':M +6) = 37

Donc (Vn)n est une suite gépméirique de raison g = % ¢t de premier terme
vp=1up+H=2,

12

2. On en déduil que v, = 1" = 2(%]“.

a(1

— (3,

Fup =64+ -6+ +u, ~6

Ficas 3
Et par suite ug = 2(=)" -6 ¢t Hm wu, = 6.
4 o 3G
5.
] — g+l 1 — (3yn+1
B @i ey (.,}3
Done lim 5§, =8,
bl 5 ol= ]
4
So= ugdug e
= Su— 6+ 1) =81~ (")
Do lim S, = —o0.
n—++oe

Solution 1.11. 1. Pour tout n € N, on pose u, =

—6{n+1).

y 1
{équation | = §l+l., Alorsl=2 el v, =u, -2, Yne IN.

2. Pour touin & N, vnp1 = wppq — 2 = %(“n —~2) =

2

1
—Ty. La suite

: i 1
géomélrique de raison g = 3 el de premier ferme vg = — 1.

1

1
. id. G
4 o n—»hll.lne ( 2

Solution 1.12, Iottgyp — ity = —

n+42

a4 i

e> 2>=1 Done (uy,), est décroissante.
2 Pourfoutne N, u, > D, e

v+l
tn Vﬂ‘l"j‘“v/;i:

Unp1 vk 2 -

2.'

n-+1

_n(l

nl‘;r-ftm(v“ +2) =2

i i

gt

el

ty —1 ol est la solution de

e )n est

< 0, car

a2 - yn+ 1)(«;1«4—2-1— VrE ) (vr+ 14 5)

Vet 2+ VatI)(yn+1-va)va+1+yn)
VT I+ \.-’n

v’n+2+\/n+l

1A

X

Donc (un)y est décroissente.

3 Pourtoutnc N*, on u

Ungl antl gf 2
Uy,  (nd 1)@ il =
Dot (), est décroissante.
13
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-(1+—l—++1'(1+1+--+i
e R e madr et ars on
1 1 1
41 In+2 a4+l
. S
ToAn+ DR+ 1) T

Dol (1) et croissante.

&, Considérons la fonction

FfilRy — B

3 £+2
x4+ 3
Ona ;
oy Vo +2 o ol
JH) = (z+32 2Tt iz+3)?"

La fonction f est done décroissente. D'od
n<nt+l= f(n)> flns1) =20, 2 ung,

et lo suile {u,, ), est décroigsante.

Holobloe i b weeerm B2l BT L 1
olution 118, L 9= F= -1 kR kS1ZE TR
L LI, s
21;ﬂ_1+24+~3-2-+-~+£§. apres e guestion 1., on o
] 1l k
® %173
1 T 1
w373
L1 W
n? Tim—1l n
1 1 1 1 1 1
s - I S
Dol 22-|—3—i—-+ﬂ <k n,aidoncungll-l = 2 ng:.,
1 1 1 i 1 1
3 = - T —e——
% i~ = (L QT ol IRt T ) T ®

La suite (‘u.n)n esf cmisacm#e et magjorde par £, donc elle est convergenie,
Puisque t € up <2, alors 15 lim u, €2,
S ]

Solution  1.14. 1. {a} Par récurrence, on o
] <up < 4.
Supposons gue 0 < w, <4,
alors 0 <4< 3u, +4 <16, et donc 0 S upyy < 4,
Dol <uy <4, Ve N,

14

(®)

Bun+d -1l (4 —wun)(l 4+ un)
Vit +d+n, VB, +d4u,

Done (un}n est strictement croissonte.

Upgd —Up = VU +4 ~ Un = = 0.

(¢) La suite (u.). est croissante et majorde, done elle converge vers un cer-
fain t € B. La fonction 2 — +/3z+ 4 clant continue sur son domaine
de définition, on en déduit que | = V3[4, D'0d 2 — 3l — 4 = 0, soit
(1-4)(I4+1)=0. Doncl =4 oul=-1. Maisl = /S 142> 0, donc| =4

2. (a)

- 12 — 3u, 3
4\‘\/31:“4;4 T 44 i1 4

dtngr =4 - Au, + (4 — ta),

Or :
Uy = 0= 4+ 4/8u, +42> 6= g f.—}:.
4B, 172
Dot 4 — Ungi < 2(4 un]
(h) Puisque
1
4““‘1‘& = 5[4_1‘51—1)
1
d-ting S 5d-un)
1
d—u; < 5(4«-1.50)

1
alors d—uy < (5)"(4~uo), et dons 0 < 4—u, < {ly’n Or iim (5)" =
: 2 2 n—+oo" 2
done lim w, =4.
A— o

2
(C) 0« Uy < 2— Or

2
T
() = 2la(n) —nln(2) = nf —hi‘l-ln (2)).
Done lim ln(ﬁj = —oo. D'ou lim n_é = !]im fln(*ﬁ) =0 et
At an ’ 1~ oo 30 Prpmrane Uiy = Bon

conclut que’ lm vy, = 0.
n— oo

Solution 1.15. L ug 2 0 etVn € N, iy = /24 2u2 2 0. Done ny, > 0,

Vne .
Supposons que ug < 2 et montrons gue ty, < 2, ¥n € N. Siu, <2, alors

et done upyy = \/2+§uﬁ <vi<z

15



Dviiup €9, Yn € IN.
Montrons gue (u,), est croissante. On o :

“.'3
N ( — = _ {2-ua)(2+ un) >0,
2+—m2 +:.-,,1 2(112+%u3.+u,,}

* feeci puisque 0 S u, € 2),
L suite (vy,)y est croissante el majorde, donc elle est convergenie,

_— . 12 Il s i i
Posmai—"lmn Un, olors i = 1/2+ 3i% D'od ) =2, cad | = £2.

Orl= /244220, doncl=2.

2. On suppose que up > 2. Siu, > 2, alm“s-Q-!—%ufl}ti et donéml+,>2. Dot
Uy > 2, Yn € IN.

(2 un)(2 + ua)

2{1/2 + i + )
(tn)n est décroissante el minorde par 2, 4’0ol elle est camm-gsnte Posons
l= bim wu,, alors! est solution del = /2 + %F. Done | = 2,
-+t o0

Solution 1.16. 1.

D'aprés la question 1, on a tugyy — iy = < 0, done

1 1 1. 1
Up4l — Un —-[l+ i o + +n+—1} {1+ + - +ﬂ)=m/0
Done (1,)y est croissante, A
2 .
1 1 1 1 1 1
= g ey T = i =
TUgp = U g ey e e =
1 1 1
= Al retg by
1 1 1
- S B O PO .
- 2n 2n+ +2n
n
u
= In
> 1
- 3

3. La suite (u, ). est croissante, donc soit elle converge, soit elle tend vers +-oo.

Si lim wy =1 € IR, alors Im wua, = | ef, en passont & la limite dans
n—b00 n—-hoo

Vindgalite ;

Ugp — Uy > 5 onouralt=[—1> 7 ce qui est ebsurde. Donc n}-:l-?mu“ = J-00.

Solution 1.17. 1. La sutte (), est positive d termes non nuls et 8 'éerit comme
produit. Il vaut micus étudier le rapport “3% . En effet

s (ﬁn + 2}! P (ﬂ.!)z
ey  22H((n 1) (2n)!
@n+2)@2n+1)@2n) 2 (nl)?
(2n)] 2225 (n+1)%(n!)?
_ (2n+2)(n+1) 2041
- dn+ 12 " 2m+27 7

16

- b T e T

Done (un)n est décroissante et puisgu’elle est minorde por 0, alors elle est
convergente,

2. La suite (uy)n s'écrit comme somme, on étudie alors lu différence upqa — Uy,
En effet

Vet = Uy =0, done (1) est croissante. De plus

plcE

k2F S e BE T3 T oL T
La suite {4, )y, £3t majorde par 1, done elle est canvergente.

. ; 1
3. Par rdeurrence, on a @ uy > O ef siu, >0, aors ug = tip + = >0,

™

. 1
Donc ny > 0, Y0 € N, Dot tlyqy =ty = — > 0 et la suite () est

crotssente. Supposons que (1, )y est majorée, rzfm-z elle converge vers un réel 1
qui vérifie | = [+ =, ce qui est obsurde. Dane 11:{1 Uy = 400
Ty -+D0

i
4. Etudions la différence tn 41 — 1y, = 2+ /i = tin = (2= ) (1 + /55).
1% cas : ug > 4. Par vévurrence © siu, = 4, olors u,, =2+ JU, = 4.
Doncuy 24, ¥n € IN b tingy ~ iy < 0.

E& suile (1}, est alors décroissante ef minorée par 4, done elle est conver-

gente.

: = [ =24 " i T - ] Y=
Notons | "_lirfmuﬂ_ Alorg 1 + 1 et par suite (Vi -~ 2)(vi+1) = 0.
Diowl=4.

28 cap o ug < 4 .

On montre de lo méme maniére que i, < 4, ¥n € IN, que (u,)s est crois-
sante

et que Iim U = 4.
&. Comxdcroﬂs Ja forction

fr001 — [0,
g+ In(l+7)

. 1
Puisgue f'(z) = e > 0. alors f est eroisaante et on en déduit gue la suite
{tin)n eat monofone. Posons

sg: |1 — R
xr o In{l+2) -2

-
On ag'{z) = 2wk < 0. Donc g est décroissante et comme g(0) = 0, alors

glx) <0, Vr € [0,1]. Par suite m{1+2} < 2, ¥z € 10,1]. Doiu; = In(1+ug) <
gy et la suile { u,.)n est done décrwsmnte De plus et per récurrence, on o
up 2 0 ef 8i up 20, alors upyy = In{l + u,) 2 0 ef done uy, >0, vne N,
La suite (u, ), est aingi décroissante ef minorée par 0, done elle est convergente.

i 1 1 -t
Solution_ 1.E8. i. i B e e S
etk e e e B ey T &

donc (un), est décroissante.
17



n+1 N 1 .
¢ Onavyuy — v = — == ” > Soluti .19, _
Bt TR T IR atl milmeg S oluto 1.18. 1. Ong

sty
done (vy)n est croissante, Wntt =5 Vil — Upp) = S . 0, s RN R
y 1 2 ~ '
» Enplus lim (v, —vn)= Bm (1+ = - -wf-l——'} ={L # 1 4 I 4
gt A o nkl Done (w,),, est géamémgfue, eine N, v, = ( Mg = (=7
Par suite {1, ), et (v3), sont adiacentes. Do lim i, 4’
I
2 ey EY FI ! }
ntl U ey A 2. Puisgue vy, — up = i_z)“ 20, alors v, Zu,, ¥YneN. Ona
donc (1t )n €8t croissante.
S gﬂ...ﬂ_}_.,,__ __i.,;__"_,]_'_...,,{{} ' Uttty Un — Uy,
Lo "Tm+1)?  at+tl n a7 Unpt =ty 5 e Uiy == 320
done {v, ), est déeroissante.
g done {1y )y, est croissante. Bt
e Fmplusona lin (v, ~uy)= bm — =10 :
it TH—b 500 FL upduy k=
Par suite (un)n et (vn)n sont adjacentes. Vgl == Uy == _z_.._"'.’“: ., j{g__;ﬁ%_ <0,
1
R .‘Llﬂ+1—un,"( +l]!:.0 d I 1
: one {1, est décroi : 1 N Tt T
donc (), €5t croissante, () wsante. Enfin, “Erfm{qjﬂ Un) “_lﬂ*m{ 4} =0.
- 1 4 1 i F i On conelut que (11}, et (1), sont edjacentes.
e T e B o s B e , y
L I TR O W P nal nfn+ {n+ 10 = Puisgque (n}n et (va)y sont adjacentes, clors elles sont com-cfyentcs et conver
donc (v )y, est décrotssante. gent vers la méme lmite. .
1 i :
w Bnplwsona lim (v, -i) = hm o =0, 8. (a) Peur toutn € N, on a -
n—-toa oo Tl ! E :
Par guite, (ts)n satl(u,.),,u sont adjacentes. oo gy + Brpyy ';u n 2%‘;&‘: —
5 ntl = g = B g
48 Uy Uy = o + (mj s : : ’
Ceonsidérons I foﬂctwn " D'oil (8p)n est uns suite constante.
b) Notons!l = hm = I ;
f : 11, +0°[ —+ IR ( ) —'+°]D-;‘Ln ﬂ-l-iu-!nmvng
T |, ____1__,__+ {;'_T) : n aﬁnmsm:?’ daﬂc%ﬁq:%_
; Pur passage & la limite, on obtient l-—-—-_z . 3 -l-a-il-, soit { = 13}
Hz) = ———— =0 d est issante : fint 1 oo, g
Fi=z} Y > 0 done f croissante sur Pintervalle {1, +og] Lition 1.20, £ P S 5
Ft puisque zLuEm Sflz) = 0, on déduit alors que f(x) < 0, Vo e i1, +ool. 0 < ug < vg. gxppuwm e 0 < u, < vy, ) o
Dot uny1 — un <0 et la suite (u, ), est déeroissante. Alors ugyy = 5‘5——» >0 ebltpy = P’}_éﬂr" cln ;‘ Un v
. s :
® Unpy —Up = = +lmn+ 1}, Dot vy = WU 1t > il = Ung .
Congidérons la fonction ; s
fi On. en déduit que 0 < u, < vy, ¥n € IN.
Uy +V Up + Uy :
{1,+00£ >\ ]fl‘ £ Onaugyy = 22 5 -0 9 = =y, dlod {(n)n est croissante.
| Wt 1“'1:;—;} Bt Unp1 = 110 < \/Baln = va, &0t (Un ) est décroissante.
3 PourtoutneIN
¥ N} = < et i zj=0. 0 déduit =
o S (G B <0 D, 1(7) =0 On en dethis que glz) 2 T e T ¥ L, ek Y
Yr e [1, ~{*00{. : m?’; + Un
Dot vgyy — Uy = U et lo suite (vy);, 2t croissante. vy - Bukva 1
1 5 e i : 2 = +1
; - e S s - = Uyl l— =y, .
! s Ty n-]—l»nlloa(un Un) = nEI—}—lmﬁ =k : Vi 10 + Unyt 2 )m + a1

On conelut que les suites (U, )n et (v, ) sont adjacentes

iA

1
2 ('”n o= “‘n}-
18 ; 19



FRL Ve |

4. Ona
0< vy —un

1A

(”n-i = Thp-1 )

0< Unel — Un—]

iA

(th-2 — tn_a)

LR SR

Do~y < %{Uu‘“ﬂg}.

1
Donc 0 Sty —n S [E}“[‘l}q - ug). Dol _lil;l;lm(ﬂﬂ ~ 1t,) = 0 et por seite
{n)n € (n}n sont adjocenies.

Solution 1.21, Sia # 0, alors

lim wgy= lim : =0 ef lim = [j - -
nsbbos T nateelnLa | . n~++muﬂ"+1 “‘E‘P‘*’i‘,ﬁﬁ‘ +a a

Done (un), diverge (car si elle avait une limite, celle-ci serait unique).
Sia=10, alors Lnf gty = +00. Done Ve € R, lo suile (u,), diverge.
m o

Solution 1.22. Posons Bm wug, =1, lm topp1=1Is e Bm ugy, =y ef consi-
n—4-co =t o b Tpeshafe 2

dérons les deus suites (ton)n et {Yonia)n.

La suite (ugn)n est une suile extraite de (uan)n !

Ugn © Uo, g, U1, "~ €L Uon I Ug, Uy, U4, Ug, 0,0
et aussi ectraite de la suste (ugn)n ¢

Ugn o, Ug, Uiy B Uan b Ug, Uy, g, Ui, 0 0
done lim tgn = Bm s, = lim ua,. Doty =I5,
44060 n—4o0 n-—-too
De méme, la suite (upnia)p st exiratte de (uan)n et de (1pp4y)n,
5 e - 3 " Dioit lo = ..
done “Lufmuenn = bm us, = M upny Dot ly =13
On en déduit que lim wg, = Hm upqy el on conclut gue lo suite (u, ), est conver-
n=—t4-C0O n—t-roe
gente,

20

1.4 Exercices supplémentaires

Exercice 1.23, Calculer les limites des suites suivantes -

Hn+3 sinin® 4 ) 12 cosn
1oty = e = 2y = —t L B2 . b
fn?4m+1 nd +3 2n? +sinn
gt g8 n+(—1)"
41&,,'»--5“—*4”’ 53n=m ﬁu,-bm—ﬂ'z—'-l"i*—
1 oS 1t i
7, thy, = (=cinn)" Bty = =ee 9 u, = nn
Uy = (3 sinn) Un Bz U,
Exercice 1.24. Déterminer les limifes des suites suivanies :
n 1 m = 1 an 1
1. apae —_— 2 u, = e 3 My, = — o8| ————
" Ev’n‘rﬁ«k " ;«nh-k ng {w’n-l-k)
- H 1
4, s L . G 73
WS e L

1
Exercice 1.25. 1. Vérifier que (1 + «»-—;1:}” >1++/n, Vre N,

NG

2. Qu'en déduit-on 7

n

Exercice 1.26. On pose u, = kd%,
1. Vérifier que vk 1 — vk = - — pour tout k & IN*,
VE+1+ vk
2. En déduire que vk +1— VE < o pour tout k¢ W™,

vk
§. Vérifier que vn +1~1 < u, pour tout n.
4. Donner lm g,
o0

Exercice 1.27. Soit (), une suite arithmétique telle que us = 4 el uz = 9. Caleuler
le premier terme et lo raison de cette suite.

Exercice 1.28, Svil lu suite (u,)n définie parup = 1 ef g = -2--]-—%;; On pose
¢ -
Uy = —, ¥n e N, *
U
1. Montrer que (vn)n est une suilte arithméisque.
2, En déduive une expression de u, en fonction de n.
Exercice 1.29. Soit (u,), I suite définie par unyy = i, o p € IN*, Posons
Un = In{un).

Un

1. Vérifier que vyqq = —;
4. En déduire le terme général de (i, )q.
1
Exercice 1.30. On considére la suite (v, ), définie par unqq = ‘;ﬂ I 3 et ug =1,
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1. Définir ln suite auzilioire (v,), associée & (u, ).
2. Monirer que {Un}n est une suite géométrigue.
8. Ezprimer v, puis u, en fonction de n.

4. En déduire lim v, et h[f L/

Thesd =00

Exercice 1.31. Ftudier {o monotonie des suites suivantes :

o L 1 .
Lt =204 (-1 2up = e =,¢I;I,“ “ahyin EN

1
4-En=ﬂ+;;;

Exercice 1.32. On considére la suite (un)n définie par ug =0 ef a1 = Ve + 2.
1. Démentrer que pour tout n € IN, 0 < u,, < 2.
2. Montrer que I suite (u,), est croissante. Que peut-on déduire ?

3. (a) Montrer que 1 — 2 ==
(a) qUE Ui e, W
1
(b} En déduire que, pour fout n € IN, fe,qq - 20 < §|u,, -2,

2 1
puis que, fu, — 2| < T

fe) Que peut-on déduire ?

Exercice 1.38. Soit (in)n>0 lo suite définie par ug = 1 et la relation
Upii = /12 — 1, valeble pour tout ne N,
1. Mentrer que st (Un)n converge, elors sa bmiie esl égale & 3.

8, Pour tout n € N, on pose v, = u, — 3.
) 1
(a) Montrer gue pour tout entier n, |u,.1] < E[Un{.

(b) En déduire gue pour tout entier n, lua| < 2{%)"{

3. Déduire de la question précédente gue ln suite (tn), converge vers 3.
. L
Exercice 1.34. Soit (u)n lo suile de terme général u, = E —.

1. Montrer que ua, — u, = v/-%’ %’n e IN™.
8. En déduire la limate de (tn)n-

Exercice 1.35. Dans chacun des cas suivant, monirer que la suite (u,), est crois-
sante ef majorée par le réel M, puis déterminer so limite -

duy — 3
L tns1 = VB Blytio = 0,0 M =3 PR T i, ML OO G ¥ s
In 4 ug
3,uﬂ,+l=v;:;——u—-—’mz]_, M:?
()

22

Exercice 1.36, Dans chacun des cas suivant, montrer que la suite (un)n est déerois-
saente et minorée par le réel m, puis déterminer sq limite :

2
1. u, =‘-'-'-‘u—'ﬁ;—‘l¢g:1‘ m=0 T :_%_1'_3_ -
AT Unati un £ 1) w>1l m=1

1 1
3-un+1=§(uﬂ+;“~)_, u>1, m=1
Exgrcic:e 1.37. On congidére les suites (u,), el (Vn)n définies par :

ug =2, = y

n + 20 3
un+1=~“—-3-—“ of .b“+1=ﬁ=%lh‘ Vn > 0.

1. On pose wn, = vn — Un, Y1 € IN, Montrer que (10,.), est géométrique et déter

miner sa limite.

2. Montrer gue (u,)n et (vn)a Sont adjacentes.

J. En posant {, = 3u,, + Bu,,, déduire ln limite commune de (un) et (va).
Exercice 1.38. Soient a 6t b deus réels tels que 0 < a < b. On définil deuz suites
(1) €€ (g )y por ¢

w=ga, V="~
2Un Up + Up
Un + Un 2

Uniy =

1. Montrer que ¥n = 0, 0 < u, < v,.
2. Montrer que la suite (u, )y, est croissanie et la suite (vn)n est décroissante.
3. Démontrer que ¥n > 0, vi1 — tngy < %{ﬂn )
4. Déduire que les deur suites convergent vers la méme limite,
5 Onnotel= lim u,= lim v,.

=} o0 Te—¥+0a

{a) Montrer que la suite (Unty ), est constante et eapliciter la constante.
(b) En déduive la valeur de [.
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1.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solution 1.23. '{ En faisant une simplification par n ¢ vérifier que
fn+3

. e s

jgin(n™ + )| < 1

8. Miliser la majoration 0 < |un| =

n?+3 " n*+d
montrer qgue  Lm u, =0
n—k+oa
4. Simplifier par n? pour éerire

2 ) COBT
n° 4+ coen 14 5=
2n? +ginn 24 H8p % ‘ :

COS T sinn Lo

utiliser les mojorations 0 < E —| £ <: 5, et0 < 1-:-“—2-4 <€ nhvlfmn? 9,

. n? +cusn _1_
pour déduire que unm g
e R i BT o
4. Ecrire que 5" - 4" = 5°{L — (§)") puis déduire “E:Ew5“ — 4" sachant que
limm ( " =10

n—=+oo B

gn+2 _ gn . 4(%}1! ]
5. Simplifier par 3" pour écrire que IIEIMW =1 nHTm“E%"}; 3Ry
[V
. . oa+(-1)" 1+
g, Simplifier parn pour écrire “HMW = n]lrilw—m——-n Ti puis déduire
LD
n—lH-m n? 41

1
7. Vérifier que 0 < |ual < =

1
n._n !
5. Passer par jcosn) < 1 et E(r] > = — 1, pour avoir ¢ < lun] {—“'._4. ~3

4 13

x ! . 1
3. Berire que nk = ¢4 ). Sechant que lim =01 =0, donner im nf.

Solution 1.24: - 1. Vérifier les implicotions :

o ' 1 1 1
N

Jiddn T vntHk T vniitl

1<k<n =

i,

N 1 s
- < Q e
= Unitn :.;Zsl Vni+k ~ vat+l

n n ; " )
‘ i ¢t lim ————, puis déduire lim un.
Galisier nE-l)Tm:?ﬂi-+ n % n=-tooafnt 41 ? oo
2. Comme précédemment vérifier que :

i
i)
— .
"5"="‘,§mk~- niin

Fin déduire ensuite Jn un.
= n—rtoo

]
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3. Vérifier que :

1 1 <1
\/‘ in \/?aq:; k VTS
Pusser par la décroissance de la fonction cosinus sur [0, 1]
Fuire lo somme de | ¢ 2n pour déduire que

?.ncms{ﬂ) £Y 5 cos( g ) < 27!.098{7-;]
Donner ensuite . .nymﬂ“

1£k<2n = 0<£—

4. Vérifier que
. = E n
< k< e O st
l<kzn & In? —.i.- 3.\r.-,z—l—!c Rl TE |
Puis lI(.l"ﬂ'ﬂE'P lun % 1
na Tk
5, Vérifier gue :
0<k<n = X < 1 2

e
nt Ve T neVE T 0

Passer & lo samme de 0 dn ((n+ 1)- termes).

4+ 1
Sachunt gue lll_!(_l -?-T-~—— = lim L

=1, donner lim .
L eV M SrE - n—-+og

Sglution 1.25. 1, Soit a > . Vérifier d’abord par récurrence que
(l+a)* > 14+na

Choisir le o convenable pour aveir {e résulfol cherché.
2. Déduire ensuite lim (1 + —1—)“
: n-++o00 \/ﬁ !

Solution_ 1.26. 1. Fuaire le produit ['fﬁﬁ i V’E](m + vff_n}
2. Vérifier que '?ﬁrf%l? < ?ls

3. Passer & la somme de k=1 @ k = n pour avoir

t, Zvn+l-1

4. Puis donner Hm 1.
00

Solution 1.27. Sachant que 1, = u, + nr, ¥n E N, éerive les deur équations obte-
nues pour ug <t uy el en déduire r et v,

Solution, 1.28. 1. Vérifier que vn41 — Un £5t une constanfe indépendante de n
et donc (Un}n €51 une suite erithmétigue.
En déduire v, en fonction de n.

2. Donner ensuite 1, en fonction de n.

Solution 1.29. 1. Fzprimer v en fonction de v,.
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9. En déduire que (vn)n est une suite géométrique et donner son terme général,
puig celui de (U )n-

Solution _1.30. 1. Poser v,, =1, — | 6f vérifier que vne: = SUn +{ éi)-
Choisir | tel que V41 = ﬁ”n.
2, Déduire que la suite (vy)y est géométrigue.
3. Exprimer v, puis tn.
4. En déduire lim v, el lim ug.
n—+oo e e

Solution_ 1.31. = 1. Vérifier qué thniq - Un > 0.
n2" <
) R " L nt) >
2. Vérifier que unyy — Un = ___._,(“+ (m + 1) >0 {ou que w*- 1).

3. Remarquer que (1 — ﬁ%ﬁ) = %—].

1

Vérifier que i .2 P et déduire que —— o
T

T2 +3 Uy,
4. Caleuler uy, 41 — Uy el voir Son signe.

g

Solution 1.32. 1. Montrer par récurrence que 0 < up < 2.
2. Vérifier que tpn4y — Uy = %%"’%‘" et utiliser la question précédente pour
déduire la monotonie de u, el 3a convergence.
3. (o) Ecrire que tingy — 2 = tin +2 — 2 et mulliplier par lerpression conjugue
b + 2 2.
(b) En utiisant /i, + 2+ 2 > 2, vérifier que jun4 9 < h‘é‘%ﬂ

< 1
et que par vécurrence jun — 2| < e

(c) Passer & la limite sur n pour déduire lim u,.
Ll e ]

Solution 1.33. . Remarquer que st 'lim | tn ={ alors Lim L Ungl =1
En passant i la limite sur n des « drum wte.s en déduire que
= tim Unpy = hmﬂ i = V12 — 1.
n—+4oo
Déduire | snmam gue t =0
2. (a) Ecrire que |va41| = |VIZ— tin - 3] et mudfiplier par l'ezpression conjugué
VIZT T, + 3.

Magorer -5 et T

i
(b) Vérifier par récurrence que [vn| < Qfg}n

3. En déduire lm |vn| et ensuste lim up.
n=+400 n=r+too

Solution 1.34. 1. Calevler ugn — tn cf passer por Uindgalité
:}32ﬁpourtoutk'telqucn+l§k§2n, ~

, 2 T V"’Tl

] — D T —,

Deduire en passant 4 la somme que oy — Un 2 T e

2. En supposant que (u,)n converge vers une limite finie [ déduire une absurdité
N
; v2'
Bn vérifioni que lo suite (un)n est crowssante déduire gue ]_EE Uy, = +00.
- oo

en passant & la limite sur Pinégalité ug, — Un 2
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Solution 1.35. 1. e Montrer par récurrence qgue 0 < u, <3, Ve e IN.
(3 B —un)(2+ua)

VB F gy,

et que lo suite (uﬂ)n est croissante et majorde.
» Poserl = ng?}mu, et donner U'éguation vérifiée par |, puis caleuler [.

2 o Montrerque2<u, <3, YnelN.
* Vérifier que tnpy ~ Un = 0.
s Déduire que la suite (u,)n est convergente ef calculer = lim uy,.

fi—++oo

o Vérifier que lnyy ~

§ o Montrer que l < u,, <2, YnelN.

. 3
o Veérifier que 0 < 2 — 1,4y € — ef déduire lim u,.
n n—rtoo

Solution 1.36. 1. e Vérifier que u, >0, ¥un € IN.

. Monimrlque Unt] = Un < O ef en déduire gue (u,), est convergente.
s Poser “Bszuﬂ = [ et résoudre Péguation vérifiée par i.

2. o Viérifier que u, > 1, ¥ne IN.
o Monirer que

1 — U <0 et en déduire que (u, ), est convergente.

e Poser NETUU““ = [ et résoudre ’équation vérifide parl.

3. e Vérifier que u, > 1, Vn e IN.
. Montmf'-‘,?ue Unt] — Uy < O et déduire gue (u,), est convergente.
* Poser n}m:ﬁu,, = [ et résoudre l'équation vérifiée par 1.

Solution 1.37. 1. Ezprimer wqiy en fonction de u, et v,, puis en fonction de
Wy
Donner wy, en fonction de sa raison et frouver lim wy,.
=00

2. En utilisont le signe de wn, donner celui de upi1 — uy, et de vo41 — v,, puis
conelure.

3. Exprimer tnyy en fonclion de t, pour voir que (i), est constante.
Poser 1 = n!i]-:ﬂmu" = _lﬂlm'un et utiliser In limite de (1,), pour déierminerl.

Solution 1.38. 1. Montrer par récurrence gue 0 < u, 1-: Uy, ¥n € IN.
2. En utilisant le résultat précédent vérifier que
Unst — Uy > 0 e que vnyy £ Ua <0 (utiliser vp — un > 0, u, >0 etvﬂ >{l)

3. Ezprimer Uyn4) — Unpy en fonction v, — u, puis majerer
sachant que U, — thy < Vs ++ Un.

1 E,
4. Montrer que 0 < vy —u, < 2—;{110 —ug) et en déduire que les deux suites (u, )y,
et (v,)n sont donc adjocentes.
5. (e} Montrer que unv, = uov, = ab, Vn € IV,
(b) Poser!= n_lirfwuu = nlirfmun et uliliser la limite de (tn)n = (UgUn)n pour
déterminer [,
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Chapitre 2

Limite, continuité d’une
fonction sur R

2.1 Rappels de cours

Dang tout ce résumé :

f est une fonction réelle de variable réelle définie sur un intervalle I (I peut avoir des
bornes infinies), et soit a un élément de [ ou une extrémité de 1.

Limite en un point

Définition 2.1, .
1} F admet b € R pour limite en a ¢ {—o0, +o00} lorague

Ye>0 3a>0, Voeel (0<|z—ul<a=|f(z)~b <e).

2) On se place dans le cas o I o +00 ou —co pour extrémitd.
a- [ admet b &€ IR pour limite en +0o (resp. er —0o) lorsque

Ve>0,3dAe R, Vrel (z>A=|flx)—bi<e) (en +o0).
Ye>0,34cm, Yael (2< A= |f(x)~b<e) (en ~o0)

b- f admnet +oo pour limite en a lorsque

YBelR, Ja>0, Vel (0<|t—a|<a=>flz)>B) (aeR)
VvBelR,34€eR, Vzel (r> A= f(z) > B) {a est +oc).
VBelR,34€R, Vzel (z< A= f(z)> B) (e est — o).

e- f admet —co pour limite en o lorsque
VBER,Ja>0, Vel (U<r~a <a= flz)<B) (ecR).

VBelR, 34 R, Yzl (zr> A= f(z) < B) (a est -+ oo},
YBelR,2AeR, Vzel (z< A= f(z)< B) (a est — ).
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— Si f admet une limite réelle en a, alors f est bornée au voisinage de a. )

— Si f admet b et b pour limites véelles en a {a réel, +oo ou —o0), alorsh=b
(la Yimite lorsqu’elle existe est unigue). .

— Lorsque f admet une limite b en a on écrit b:]i‘rznf oub= ll_r_&}f{m).

Continuité

Définition_ 2.2. On dit que f est continue en a si f(a) = lim f(z).
(est & dire

ve»0, da>0, vzel, (o—al <a=|f(z) - fla)f <e)

Caractérisation a I'aide des suites

Propriétés 5. f admet b pour limite ena (réel, +o0 ou —o0) si et seulement si, pour
toute suite (Tn)n @'€léments de I — {a},

on a U'implicalion n]'-iﬂ}w T = 0 == “}_ﬂ}m flan) = b)‘

Corollaire 2.1, Si (Zn)n est une suite d'éléments de I admetiant une limitel € 1
et si f est continue en l, alors la suite (f(n)n conuverge vers f(1).

Remarque 2.1. Pour montrer quc'f n'a pas de himite {ou non continue) en a, i
suffil de donner Uezemple de deus suites (Zn)n € (Ynja vérifiant Vo 2y, Zaetys#a
et telles que

; = i = is i £ i ou lim flzg) 3
Jim o= oot Tm v =amais L [lm) # Jm S (o B9, T8 7

f(a) pour la non continuité).

Limite ou continuité & gauche ou & droite

droite en a lersque

Ye»0, Ja»0, Vo€l 0<z-a< o= flr)-b<s) b & IR,
¥B >0, da >0, Vzel,{l}cw—a{amﬁz})B) (b eat +o00).
¥YB >0, 3a >0, vrel (0<€z=a<a=>fz)<B) (best —oc).

On définit de méme la limite & gouche en remplacant partout Uinégalité 0 < —a < «
par UVinggalité 0 < g —x < . o ‘

f est dite continue & droste (resp. & gauche ) lorsque la limite d droite (resp. & gauche)
est égale & f(a).

30

Propriétés 6. el notations :

— Lorsqu’elle existe, la limite & droite (resp. & geuche) de f en a est notde lim f
-t
o lim f(z) ou fla®) (resp. lim f ou lim f(x) ou f{a™)).
T i z=ha

T>a

T<a
— f a pour mite b en a si et seulement si les limites @ droste et @ gauche en a
sont égales 4 b.

-— [ est continue en o 5t et seulement si les limites 4 droite et & gouche en @ sont

égules & fla).

Tublesu résumant les résultats sur les limites infinjes :

lim f | limg | Bm(f +g) | ln(fg) | bm I [TimZ
+o0 | 400 +00 I 0 7
-1 | 00 —00 +00 ¢ %
+oo | —o0 ? —o0 0 7
—po | oo ? 00 0 i

] oo . Eoo i 0 0
+o0 i} +ou ? ? 7

Propriétés 7.
Soit I =Ja,b| un intervalle de R et z, € [a,b] et soient f, g, h et u des fonctions
définies sur @~ {z,} =1 :

A{V:cefa [£(z) - 1| < ul)

et lim u(z) =0 = Jm f(z) =1
T3y, L

-~ S zlim flz)=1#0, alors il existe £ > 0 el que :
Vg

Veelegtb<|lz—-z)|<e== flz) x>0
(f(x) et l ont méme signe).

B { vrel, flx}<glr)

; A . s
mi}fgu fla)=1 et xh{LZIJ glx) =k
vael h(z) < f(z) < g(=) .
=% lim A(z) = hm gzx)=1 = Jm flz)=1
. I—Te T—T, ¥
Ces propriéiés resient vmies’méme 81, est infini fa= —o0 ou b= +oo).
Bt s'appliquent ausst dans le cas de imite & droite ou de limite & gauche.

— Si f est continue sur I et g continue sur J avec f(I) C J, alors go f est
continue sur I, -

L’image d'un intervalle par une fonction continue
Proposiij_iix_tl_ 2.1 ¢

i f est continue sur Vintervalle {a, b}, alors f([a,8]) = [m, M)
avecm = inf f(z) et M= sup f{z).

o, b xefab] w A "
En partivulier : g
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i f est continue et croissante alors m = f(a), M = f(b) et f(la,}]) = [f{a), F(B)]. 2 Fno s des exerc
i f est continue et décroissante alors m = f(b), M = f(a) et f(ja,¥]) = [f(]), f(a)}- 2. ncé Sxerewas
: : Exercice 2.1. :
: 1) Préciser quelles sunt les applicotions f définies sur IR felles gue
' %"@ﬁ&g‘-ﬂ'l' o B . : Yiz.y) € B® : flz)f(y) - floy) =2+
f est continue sur Uintervalle [a,b] et B un réel compris entre f(a) et f{b), elors - i : .

il exziste au moins c € [o,b] tel gue f(c) =3 (Déerminer d’ebord f(0) et f(1))

Aubrericnt dit ; ; : 2) Préciser quelles sont les applications g définies sur R telles que

Si f est wntir::ue sur Uintervalle [a,b] et f(a) x f(b) < 0, alers 'équation f(z) =0 Yz y) €RF & gz + 3"2) ~glz - 3,“’,) =dzy. .

edmet au moins une solution ¢ €], bl. : (Remarguer que {z +y)? — (z - §)? = Loy, puis bansformer Uégalité donnée.)

Exercice 2.2, :
Trouver foutes les fonctinns définies sur T telles que

Viz,y) € R® @ [f(2)~ fu)l = |z —y|.

Exercice 2.3. :

1} On définit sur IR” la fonction f par f{z) =sin(}).

En utifisont la définition, montrer que f n'admet p,s de birnite en ().

2) Svit a € {1, 1]. Trouver une suile (x,)n de R” telle que “}jgiw Zq =0

o im, fle) =
Exercice 2.4. :

= Soit f une fonction définie de R dans IR. périodique de période T' > 0.
Montrer que st ;liril flz) =1, alors f est constante.
]

En déduire que la fonction g(z) = sinz n'e pas de limite en +oc,

Exercice 2.5. :
Déterminer la limite de la fonction f en r, dans les cos suvents ©

1 f(e) = FEES etz =1
2 flz) = f:%__—i et z, = (.
3 fiz) = Er:‘l“-\/g’-: el 2y =
4. Hz)= %—Eﬁ% ef 1, =1{).

Exercice 2.6. : »
Calewler les limites suivantcs ©
IETE % . 1 L sine

A 2 b iy 19 5 R o
i el ey

ot a et b aont deur réels tel que a > (1

Exercice 2.7. :
! 1) Caleuler les limites suiventes :
i m uwl(u) et lim tI;E['u,)
- o e ] U—h
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{E(u) étant la partie entiére du réel u).
2) En déduire les limites suivantes :
. 1 1
. Y @ oy ptE
z—=0 E(Z) -z g0 Blz)-¢
x>0 <0

Exercice 2.8. :
On considére la fonction numérigue [ définie par !
tan zy/tan T — sin r/sin g

f(z) = A

Soit D =0, §[.
1) Montrer que pour toutz € D on @
tBn T sina + sinz

f@)= tmzgins 4 sns) x \fune  1oges X ooy
2) En déduire Iira1+ fiz).
T+

tanz
=

Exercice 2.9. :

On considére la fonction définie par

Tzit 4ot -n
z-1

flz) =

, mel)

1) Déterminer la imate lim 2= pour ke N,
2) En déduire lim f(z).
z—+]

Exercice 2.10. :
On considére la fonction définie par

_ (1—sinz){l —sin’z)---(1-sin"z) -
.f(m} - mznt ) U?. }
1) Montrer que ﬁr% %*—ﬁr% § pourke N

al
2) En déduire 1-1111},' flz) =&

Exercice 2.11. :
On considére la fonction numérigue | définie sur IR por :

{ fla)=sinZ sin 7
£(0) = §(1) =0

Fitudier lo continuité de f.

siz#Fletz#1

Exercice 2.12.
On considére la fancﬁwﬂ [ définie sur I = -3, 2] par

flz) = sing -+ --%ﬁ six# 0 ‘
F0)=v2 :
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Btudier la continuité de f sur I

Exercice 2.13. :

Soit f une fonction continue de R dens R. On suppose gu'il eviste [ et 1! deux réels

tels que

Montrer que la fonction f est bornée.

Exercice 2.14. : *
Déterminer les fonetions continues sur IR telles gue
Y(z,y) € R?* : f(z)+f(y) = flz+y).

En déduire ensuidte les fonctions continues sur R telles que

V(z,y) €R* : glz+y) = g(@) +9(y)+2y (remarguer que zy =

2

Exercice 2.15. :
Soit [ une fonction continue sur [0, +oo| el positive, telle que

Montrer que : 3z, € [0,+00] / f(z,) = m,.
Quel résultal on obiient si on a Phypothése Br_‘n_:l %’53 <aaveea>0¥
x oo

Exercice 2.16. :
On. considere les deus fonctions numérigues
Ff R — R g :lR — R
1 sizs#0 :csingf,l; siz 0
SEN {{1 siz=0 B =y {0 .

1) Ftudier la limite de f en 0.
2) Etudier lo continuité de g en 0.
3} La fonetion fog a-t-elle une limite en 0 ¢

»
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Exercice 2.17. :

Dans chacun des cas suivants, étudier &i la fonction donnée est prolongeable par conti-
nutté sur R -

1) flz) = 1_19;’;%@
2) g(z) = sinxgin 1.
3) h{z) = sin{z + 1) In|l + .

Exercice 2.18. :

On considere la fonction f(x) = —¢* + 2z + 1 définie sur Vintervaile { = |1, 2],

1) Etudier le signe de f{z) — F(y) pour 2z # y deus réels de I, puis en déduire la
monotonide de f . ¥

2) Montrer gue {"éguation f(z) =0 admet une solution unique dans I,

Exercice 2.19. :

On considére lo fonction f(z) = 4z® — 3z ~ §.

1) Caleuler f(-1), f{~3), £(0) et £(1).

2) En déduire gue Uéguation f(x) = 0 admet au moins frois solutions dans Uintervalle
[~1,1].

3) Exprimer cos3n en fonction de cos a.

4) En posent o = cosq, déduire les trois solutions de éguation f(z) = 0.

Exercice 2.20. :
Montrer que l'éguation :

- POSSwm— | |
2 (1+2)?
e ax moins une solution dens IR.

Exercice 2.21. :

Soient a et b deus réels non nuls de méme signe (ab > D) et f une fonction définie et
continue de [o,b] dons (o, b].

Montrer que : 3z, € 6,8 [/ zof(xo) =ab

Exercice 2.22. :
Soient f et g deus fonctions continues sur U'intervalle [a,b] et telles que :

. Sl Vo € a8 g(z) < f(z).
Montrer que ; {37}1-6 IR;_}: (v¥z € fa. B]), f(z)z glz)+m.

Exerclce 2.23. : .

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R pour laguelle

kel : Yeel, f2z)=k

1) Monirer que f est une fonction congtante gur 1.

9) BEst-ce que celie propriéié reste vraie si [ n'est pas un intervalle ou si f n'est pas
continue ¢

b s 2 R R

Exercice 2.24. :

Soit f une fonction continue sur R telle que :
lim f(z)=a et lm f(z)=5b avecab <0,
=t o0 E=t =00

1) Montrer que = (3(zo,Yo) € IRY) / f(20) f(yo) < 0.
2) Bn déduire que Uéguation f(z) = 0 admel au moins une selution dans IR.

Exercice 2.25.
Sotent [ et g deuz fonctions continues sur Uintervalle [0, 1] ef telles que

(F(0) —g(0))(F(1) — g(1)) < 0.
Montrer que : {3z, € [0,1]} / f(24) = g(z.).

Exercice 2.26. :
Soit f une fonction définie et confinue de [0,1] dans [0,1].
Montrer qu'il eriste @, € {0,1] tel que f(z,) = z,.

Exercice 2.27. :

On eonsidére f une fonction numérique définie et continue sur lintervalie [0, 1].
Montrer que :

(Fe€lo, 1)/ file) = 1 + 25

Exercice 2.28.

Soit f une fonction continue sur un segment [a, bl ét e, d deus réels fizés de Uintervalle
fa.b).

Montrer qu'il existe o € [a, b] tel que f(o) = w
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2.3 Solutions détaillées des exercices

Solution 2.1. : .
1) Etant donné que ¥(z,y) € R®* : fla}f{y) — Flay) == +y,

prenois =y = 0 on obtient :

FO)F@) — F0) = FOON[F{0) — 1] = 0 et done £{0) =0 ow F(0) =1 (2).

Ensuite avee z = 1 el y = 0 on obiient ;

FOOF©) - FO = FOLHD - 1] =1 (2.

Ce qui implique gue f{0) # 0 d'aprés (2) et gque f(0) = 1 d'epres (7).

Dotk ; pour tout z € B, f(z)f({)— flla) = flz)-1=a40

cad, Ve € R, f{z)=x+1

Inversement !

la fonetion f(z) = £+ 1 vérifie lo propriété

Yiz,y) e R® : f(e)f(y) - flow) = (e + Dy + 1}~ (ey+ 1) =z +y.

Finalement, la fonction f(x) = 241 est Punique solution vérifiant la condition posée.
2) En utilisunt lu remargue, on aura

gloty)—gle—y =day=(c+y)*—(e-y?®

ce qui donne gz +y) —(z +y) = glz —y) — (2 - y)°.

W
Pour u et v quelcongues, on pose { ::i ; +:: te gui cqtitvaul 4 2 T
= o Y

2

On aura g(x) — 12 = g{v) — v° ceci pour u et v guelcongues.

Par suite Vapplication f{u) = g{u) — u® est constente glu) — v = ¢ ovec c € R.
Dot Je € R tel que Vu € It, glu) = u* 4 c.

Inversement ;

les fonctions de o forme glx) = .r"+ ¢, aves ¢ & IR constante, vérifient bien

gl +1)—gle—9) = [(=+ 1) +¢| - [(= - 9)* + ] =4y, V(z,y) € R*.
Finalement, une fonction g vérifie lo condition demandée si ef senlement si ells est
de la forme g{z) =2 +¢, Yo € IR {od ¢ est une consiante dans ).

Solution 2.2,
Sotent © et v non nuls guelcongues tels gue u > v.
On qure | f(u) ~ flv) = lu—vi=u—mn (1).
Avec x = et y = 0 dans Végalité de Vhypotiese, on e |flul — f{0)] = jul
et ovec z v et y = 0 dans V'égalité de Phypothése on a nussi [f(n) — 7{0)| = |0tk
1% cas :
{ flu) = f{0) =u

fv) = f(0) = ~v
ce qut donne par différence [f{u) — Fle]l = |u + v (2}.
Il s'en suil d'uprés {1) et (2) que ju+-u| =u— 2.
Ce qui impligue queu -+ v =4 —0 0% U — v =11
et doncv =0 ouu=0. Absurde avec le fail que u et v non nuls.
28ME g ;

flu) —7(0) =—u

floy— fO) =v

n arrive & o méme absurdits.

It nous reste
Flu) = £(0) = u et f(v= f(0) =
el dome f(u) =u~+ F(0) ef [{v)=v4 f{0)
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oy bien

F(u) = £(0) = ~u et f(v) ~ £(0) = ~v

et done f(u) = —u+ f(0) et flv) = —v + F(0)

Par suite, vt € R, f(z)=xz+c, ou bienVz e R, flz)=—-z+d {otcetd sont
des constentes dans 1R).

Inversement :

une fonction de la forme f(x) = o + c vérifie

(@) = fl = e +c)~ (y+ )i = |z —y|

el une fonction de la forme f(z) = —z + d vérifie

Iz} = fly)l = (-2 +d) — (~y+ | = | ~&+ | = |z ~ 9.

Finalement lez fonctions vérifiant la condition donnée sont celles de [a forme
g(z) = x + ¢ el celles du type h(z) = —z +d (¢ et d des conslantes quelcongues),

Solution_ 2.3, :
1} Raisonnons par Uabsurde :

supposons gu'il existe L € R tel gue limsin(1) =1,
270
On gurg dOﬂCjVE >0,3>0,: ¥z, jz-0l<n= fsin(3) I} <e.
Prenons €, = 3. Pour n > 0 guelconque, posons Iy = gip by, = w0k est un
entier naturel fel que 5= <k {c’est possible avec k = E(m‘%) + 1)?
O<loy=il=giz <net  |uy~0l= ks < gk <.
On aura donc |sin(3-) — 1} <e=} et [sin(t) -l <e=1
. WA ¢ g ‘ :
Eﬂm;risin[a} msp{ka} =0 et sm{i) = sin(F + 2knw) = 1, on obtient |I| < 1et
e ] . *
etdone 1=+~ <P +—l]<i+d=1
ce gui est impassible (F’“ ne peut avoir 1 <1} On errive done & une absurdité,
Ou on peut traduire |l] < det|l-lf< Yporiel-L Let(i—1) €~ %, 3. Ce qui
donneruit | €} s 3.3 et l €)%, 3. Ce qui est impossible . B
Aingi la fonction f(z) = sin(}) n'admet pas de limite en 0. |
|
2) Soita € |-1,1). Puisque la fonction sin{x) est une bijecti z
2) So 2 tiection de [, 2] duns [~
 eziste § € [ L, £} tet que sin(f) = a. 3.3 { il
Pourn e IN*, posons z, = Fiter- Onaz, € R*, lim =, =0
ok 0D !

oS () = T sin() = lim_sin(g + 2nx) = sin() = q CoE

Le qm w_nﬁmc que () = sin(2) na pas de limite en 0. Cor si la limife existe slfe.
serait unique el nion pas égale & chaque @ € [-1,1. I

Solution 2.4. :

So*%t f une fonction définie de R dans R périodigue de périade T > 0.

Soit v € R. Pour chaque n ¢ N, posons u, =z + 7T, On a lim u, = +eo,

Comme lim f(z) =1 on a d'aprés ! ité niies e '

o b . pres les propriétés des limites nvlil-llm Flan) =L
n_]i:fwf[un} = n‘lﬂ&» flz} = f(z) (f étant periadique). }

D'oivz e R f(x) = .

Atnsi f est constante,

On sait gue la fonction g(x) = sinz est périodique et n'est pas mm;dﬁt-é,' Done elle
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ne peul admetire une limite en +oo (sinon elle serait constante !).

Solution 2.5. :
§i on posse auz calculs de ces limites directement on o des formes indéfermindes. On
essaie donc d’enlever ces indélerminations suivant les cas.

e b e bt

1. En multipliant por les ezpressions confuguées, on o

K _ (Va+B8-3)(Vo+8+3)(VZ+2+2)
2) T (W2 +2-2)Va+8+3)(y/2x +2+2)
_((z+8)~9)(V2z+2+2)

T {2z +2) —4)(VT+8+3)

(- D(VIE+2+2)

T 2z —1(Vz+8+3)

—_(m2+2) iy T £ 1
“avzis+y ™

o) — g VETEIH2) | (V2F24+2)
*;J(m] T e 2(Vz18+3) 2VI+8+3)

=l

.
-3

2, Remaorquons que pour z et a réels, on a
B-ad=(2—a)(z> +az+a®) et doncx = (Ya + 8 ~2%)
puisz = (YT T8~ 2)(Va+8 +2¥z 18+4) (ecvecz2= Yz +B eta=2)
T

ce qui donne YT B—2=
\?3:+§?+2v‘:c+8+4 n
etlonaz2? —o? = (z—a)(z+0a) et donec 2? = Vi + 2 ~ 22
puis 2 = (VA + 2% - 2)(VA+a? +2) (avec z = vd+al eta=2)

2

0. s T

i VIt - = e
cngdonne:( '+:|: ) N )
Par suite, pourz £ 0

fioy = JEEE-2 _ x , (AT +2)

S Vitri-2  (Yr+8 +2YzFB+e) T
_ Va+z2+2
2(Y5 18 +2¢z+8+4)

Dot

lim f(z) = too et lim f(z) = —o0
e "o
3 Pourz#Uona

(3 1=y BN AT 1+ B = (BT - /R =1

: < ceci dlapres Uezercice précédent (ou en multipliant par l'ezpression conjugué).
B W, o L =i i
Par.smte f(ﬁ) A | +1 G m
Et done

1
i = li B S :..-'D
:,B,FJ(“ N e
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4. L'eapression iz +1— 3271 = (4z + 1)} — (3o + 1),
On pose donc m = 6 = ppem(2,3) (le plus petit commun multiple de 2 et 3)
et I'on utilise Videntité 48 — 08 = (u — 9)(u0 + wlv + 150 + 1203 4+ wr® +09)
gui donne u — v = rop e )
avecu = Az +1=(dx+ 1)} etv= YAz + 1 = (3c+ l)é pour avoir
(42 +1)® — 3z + 1) = (VA F1— ¥8z 7 1)hlz)
&:@nc%‘%?_’m:(m_ ¥z +1)
o h(@) = (de4-1)E +(de+1) 3 (32+1)F +(4z+1) 1 (32+1) 8 +-(de+ 1) 3 (S2+1) 3
+(z+1)4(3z + 1)% + (32 + 1)
et ]Ii"% h(z) = 6.
zx0)
De méme Uezpression /22 1 — ¢35z + 1= 2z + 1)} — 5z + 1)L
On pose donc n = 4 = ppem(2,4) (le plus petit commun multiple de 2 et 4)
et Uon ulilice [identité 57 — t* = (5 — t)(s3 + 5% + &t +t%)
avec s = V2 ¥ 1= (204 1)t et t = Y5z T 1= (524 1) pour avoir
(2 + 1) 5 (623 1) ={V2c#1 - ¢z + k()
et donc 4—:-{,—5?' =(v2z+1~ VBz+1)
ot k(z) = (2z + )T 4+ 22+ 1352 + 1)1 + (22 + )6z + 1)} + (52 + 1)}
et lim k(z) = 4
Tl
Ce gui donne

fla)= Viz +1-§3z+1  642® + 3922 + 6z _ k()

VZz+1- Vs +1 h(z) T
— sar’isonye  K(2)
Iz—1 h(z)
cect aprés simplification per = pour z # 1)
Et finalement
i f(2) = 25 % § = =4
x#£0

Solution 2.8, :
1) En utilisant les expressions conjugudes on a

lim YRR — iy (VET ¥ o — a)(VZZ 4 a2 + a) (V2T + B° + b)
TH0 VERESE 250 (VaT B2 — b)(Va? + af +a)(VaR + B2 + b)
g (& +a?) = @) (VT AR 4 b)

=#0 ({22 + b*) — B2)(/2T + 6 +a)
s g T TEE D)
=0 22(\/z? 1 o2 + a)
. a2+ 8+ b
= lim ———
4 gl a4 g

- +d
lal+ e’

8) Fuisons le changement de variable : y=1 el doncx = %»
On a x tend vers 400 si et seulement y tend vers 07,
7 w21 — ped 1Y o 1—eos®y _ sin?y (s 4
Et Pon a z*(1 — cos s -—E'gjih-(%'l).

=
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Sachant que l'm}j 5’?35 =1, on endull que
Y=+

llm "[1—(:05 --) = lim (smy) =1
z—+1 y—+0 i

#) Faisons le Lhemgemmt de variahle z = (§ — @) et donc @ = (§ ~ 2)-
On ¢ ¢ tend vers & si el seulement z tend vers 0.
Sachant que sm(.z:) = sin{§ — z) = cos(z) =1— 2sin®(£)

—— 1—sinz 2hm2{"‘ ](sm{ )y
on éeri it EARSE A [Buaom 12
n éerit g - g o) 3 i
Dot

; < gn 2
s 1~sinz .. 1 (sm(j))

2= F (i = .!:\2

i SDU
{en passant par J‘IB!I‘I.) = 1)

Solution 2.7. :

1) On sast que lo partzc entiere I2(u) d'un réel ilﬁlﬁe Elu) <u< E{u)+1
et siu> 0, on auren® < ub(u)+u et done u? —u < uE(u).

Comme Jim u? — u= 400, ON G QUESL hlflmuE{h} = 400,

De mé-me sin <: 0, on eura uB(u) > v

comme lim 1 = +o0, on a aussi lnu ub(u} = +oa.
w00 LI

9) En faisant le changement de variable v = 1 (x=}), on aura
E{%) +x E(“) +3 ~ ’uE(u}
E(%) —z Eu-1 1
ul{u)
Et V'on déduil que
1. 1
El 4z T REw)
lim I‘j’+a’..— jim uE;(ﬁml
() Bl3)=z urieigey
>0 ‘lLE(u]
(ceci car Bm ges =0.)
a4 U
Bt de la méme fagon
ke
B+ wB{u)
lim ———1—— lim — =i
il FOMET ¥y :
- wdi{u}

Solution 2.8.

1) En utilisent le fait que

aya = (a)® et identité u® — v° = (u® + wv + v?)(u — v),

on a les égalités suivantes pour & € D élant domné que ginz > 0, tanz = 0 t.t‘
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cosz =0

. tan r/tanz ~ sinwy/sinx

Flz) w
.. (Vianz)® ~ (Vsinz)®
T3z
_ [v‘ z)* + Vtanzvsinz + (Vsinz) ](\/t.anz—\/ )
adx
~ [tanz+ Vianzvsinz + sing| (Vtanz — vinz)
- 2z
B [tan:c-{- \l"tﬂllz\/s_iil“x--i-ﬁiﬂ:t] vr—-— ~ Veinz)
- - —
B [taﬂ:n + \/tanxm-i—smz} sinz( cism -1
= A ::;\;E
__:l- tm11:5112:::+ﬁ_uuE i sm: 1;-\/:3052]
'I" N
" 5?_+\/tin_ﬁ§ﬂ+si_:z o JimE Lo osT 1
& T ? x? (1++/cosz)/cosz’
Dot le vésultat

tan ; [tanzsinz 3 :
fla)= [ .5_1_\ tanz'aln$+sinz % [‘smmxl——ooamx 1
% o z z 2 yeosz(+/cosz 4 1)

£) Sachunt que lim tang . |im S0z o o i
qu .2 r-lﬁ-f 1; zl_LIDn{. T - i
el l:m WM:L) = Er
on'en ciédmt que
3
Ii =
ISy

-

Solution 2.9. :
1} On a pour chague k € IN*, tegal:té
(z-a*t+a* 24+ = @+ ) — (25 b 2~+-‘- +1) =zF-1

Ce qui donne = wl S G S S

<+ 1, pour k € IN*.

k
O ; i z MI-“ K e i " .
P iy s Ty z~—1 lim e 42 1) =k, pour k€N
2) On a pour n € N*
f(:c} =z+x2+"'+$"“ﬁ={z”l}'i‘(iz"«l]-}---._q,(mn_l}
Bee z-1
M Y O Gt S ot
Bl z—1 z-1
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Puisgue n € IN*, est fixé alors :

2 L
m fe) — i [ €D o
Yo 7ie) (+1 Ly -1 T z-1 |
z . (= 13 (" -1
t#l(mml)’l‘-lﬁ)ﬂig:—- ) .+ai-}—im1( -1
2
Solution 2.10. :
En utilisant Videntité : 1 ~af = (1~a)(1 +a+---+¢*?) powrac IR etk e BN,

on éerit 1—cos® t = (1~cost)(1+eost+---+cos* 1 ¢) et 1 —cos? t = (1—cost)(1+cosi),
ce gui donmne

1—cos*t  (1—cost)(l+cost+-- +cos" 1)
1-cos®t (1~ cost}{L -+ cost)
_ 1+4cost+: - +ooshlt
= 1+cost
On en déduit que
ljog L0085 _ . Ltoostt - doost it K
£ 1 —coelt | 8 1+ cost T2

2) En faisant le changement de variable t = ¢ — T (eidoncz=t+73) ona
sinz = sin(t+ §) = cost et cosx = cos(t + §) = —sint
Ce qui nous donne
(1 ~sing)(1 —sin’ z) .-
cos2n £

(1- sin” z) . a ~cost)(1 — cos t) - (1 — cos™t)

o
_ (1—cost)(1 - coszt]
(1 —cos?)™

-(1 ~ cos™ t)

_ (1 —cost) (1—cos®t) (1-cos™t)
=T cos? 1) (1 —cos?t)  (1—cos2t)”
Pourn € IN", fizd on en déduit, d'aprés (1), que
(1L~cost) (1-cos®t) (1-cos?t)] 1 2 n_nl
Jn ) - e T T edt (i —edt) (assl) 2 P2° 5

‘Bolution_ 2.11. :

Considérons les fonetions : u(z) = %, v(z) = & et h{t) = sint.

Les déus fonctions u(z) et v(z) sont des fractions retionnelics, done continues sur
leurs ensembles de définition qui sont vespectivementi I =R — {0} et J =R — {1},
Comme la fonction h(t) = sint est définde el eontinue sur B, les deur fonctions com-
posées

h{u(z)) =sin X et h(v{:cj] = §in 75 sont wnﬁmm sur InJ=R-{0,1}.

Et done leur pmdtm‘. flz) = h(u(z))h(v (#}) = s X sin (== est une fonction continue
sur I - {0, 1},

Il nous reste & etudier la continuité en 0 et 1,

Av point g, =0 on o :

{f(x)] < }sin 2| (aar |sinZ| < 1).

Comine bm |sm 5=l =1 mu:rl ={), on en déduit que hm f(:c)

et ll_:gf(w) £0).

Ainsi f est continue en 0,
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De méme av poind £, =1
[f(@)l < |sin Zf (cor |sin £
Comme lim |5m |== ]am 1r|
" Tl
et lim f(z) = f(1).
z—1
Atnsi f est conlinue en 1.
Finalement, f est continue sur R,

ey
0, on en déduit gue lzm flz) =

Solution 2.12, :

Posons h{z) = sicz, k{r) = cosz et w(z) = /2.

La fonction 1 - k*(z) = 1 ~ cos® 2 esf continue sur IR car somme ef produit de fone-
tions condinues sm‘ =.

Comme 1 — cos® = est a valeurs dans R* et Ig fonatwn w(z) = /z est continue sur
R*, la fonction composée w(l — cosz) = /1 sZx est continue sur i,

Le fenction h{zx) = sinx est continue sur !’ma‘.rr‘uu!k I'=[-% 2! et s'annule en 0,

V1 7
donc f(T) =sine + ~———-——- est définie et continue sur }___ 0jUj0, 3) = I — {0}
Au point ( ¢
iy
lim f(z) = lim sinz+ —I_..E(f_.f
Z0+ 0+ sin T
= llm sing + am__
0+ sinT
¥ = hm {sm;r + M)
T

gin
hm {bIIl.T-l- 1) =1 % F(0).

De méme; on trouve l:m flz) = zli.tsl (qm:r»— )==14# flU)

Ainsi | nlest pas cnntmuL en 0 (elle n'est méme pas continue & gauche, ni & droife
de ).

Solution 2.13. ;

Pur.sque I:lm flz) =1 et lim f (x) =¥ et par définition des limites on q :

Pour g, = 1 u'.s existent 4 < t} et B > U tels que

Vr(z < A= [f(z) ~ | < 1) etVa(zx > B = |f(z) -] < 1)

En passent par indgalité |a| — {b| < o — bl pour a et b des réels, on a »

Va(z < A= |[f(2)] — Il < 1) et Va(z > B= |f(z)i - li] <1)

Et done

Ve(w < A= |f(z)| < |+ 1T et Va(z > B= |f(2) < JI| +1

Uamme £ est continve, l'image de Uintervalle I = (A, B) est un intervalle de la forme
= [ex, A] nvec o = mf f(t) ef i= sup fls}).

En posant M = mrw:(|w[ 18100 + 1, |£’1 k1), on conclut que

Vee R |f(z) <M

Ce qui signifie gue f est une fonction bornée.

I) St;.f_};_est ume forsctwn continue sur R felle que
Vg, y) R ¢ f&)+f(v) = flz +u).
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On o f(0)=f(0+0) =
fln—~1) = (n - 1)f(1),
alors f(n) = f((n - 1)+ 1) = f(n~ 1) + (1) = (n ~ DF(1) + f(1) = nf(1)-
Par récurrence an obtient : f(n)=nf(l) ¥n  IN.
Pour ke Z_, (~k) € N, donc f{- k;-— k) f(1),

et 0= f(0) = flk+(-F)) = fFb) + F (= k) f(E) +
ce qui donne f(k) = —~(—k)f(1) = kf(1).

DlouVk € Z f(k) = kf(l} (k positif ou négatif).

F{0) + f(0), done f{0) =0 =0f(1). Bt st on suppose que

-k)f(1),

g~ fois q-foie
f@) = flgr) = f{r+ - +1) =fr) + -+ [(r)= a¢f(r)-

Comme f(p) =pf(1), on obtient pf(1) =
Pour x € R, on sait qu'il existe une suite (ry)n

lim rp =z
o0 %

Comme f est eontinue, on a : n-lilfm flra) =
sachant que r, €@ et done f(ra) =7 f(1),
on éerit que 2f(1) = hm mf(1) = f(z).
Finalement, on conciut que vz eR f(z) = zf(1).

La fonction f est de la forme f{z) = az (avec a = f(1)}.
Inversement ;

qfir) et par suite f{r) = ;‘-;f(l] =rf(1).
d'éléments de Q telle que

f(n_ljl_{"m rn) = f{=),

Si f est de la forme f(z} = az, alors elle vérifie f(z+y) = flz)+ f(y), Viz,y) € R
2) En utilisant la remarque Ty = EM,

Pégalité glc + y) = gle) + + xy devient

gz + y}g=( y(:;)+ 9?;) )+ w;(i)g(m) 3y 250 5 Eoe,

ce qui donne g(z +y) - sz—y)g & [g{w) = %2] - [g(y} - ”'—21.

En posant f(z) = g(z) - --2-, on trouve que f vérifie f{x+y) = f(z) + fly)-

2
Et d’apres (1), on trouve f{z) = oz = g(x) - ?'%
ce qui donne g(z)
qui vérifient
Y(z,y) € R?

v ogle+y) = glz) + g(y) + 2.

Solutlon 2.15. :
On pose g(z)
Vintervalle [0, +oof car différence de deux fonctions continues.

lim $(ﬂ‘i)-—l)m—-oa

o 8 n:—lril-f y(m] 1 oo T
{eect car hm ('f( z) -—I) l--1<0}

Par déﬁmhan des limites, on a :
pour A<0,3B >0 Vo (:G>B=bg[cc) < A) (»).
En prenant a =0 et b= B+ 1 on e les données suivantes

46

2
=gz + % est la forme de toutes les fonctions continues sur IR

= f(z) — = sur [0,+00]. La fonction g est bien définie et continue sur

Sl e S E R

1} g est continue sur {a, b,

2) gla) = g(0) = F(0) =0 (f est positive) et g(b) =g(B +1) < A< 0 (voir (*})
En utilisant le théoréme des valeurs mtemaéd:mms, on en déduit ;

Az, € [o, b tel que g(2,) =0 = f(z,) — , et donc flz,) = z,.

Si on a Uhypothise lim 42) < o, avee a > 0, on refuit la méme chose uvec
Fo4+o0

g(x) = f(zx) — az. Ei l'on obtient le résultat
3z, € [0, +oof tel que f(x,) = az,.

Solution  2.16.
1) Onnhmf(m)—ﬁmi =4
z;‘ﬂ J:;él'l
2} OnaVYye R, —1<siny<1etdone<sin’y<l.

Par suite, Vo # 0, 0 < sin” 2 < 1 ef done Vo # 0, 0 < |zsin® 2| < [a].
Comme 1_133 u{z) = E_l;nn vz} = 0, avec ufz) =0 et v(z) =,
w20 x50
ofl en déduit gue ii_:&:: sin® é Faly
Far sutle lif}r‘\] z sin? i = g0} et ¢ est continue en Q.
320
f(zsin? i) =1 sisin®l£0etx#0
3) Ona (fog)a) f(g(z)) =< f(0)= sisin’ l=0eta#0
_f[(J} siz=0
Legalatéﬂnz Layp aisrm sdkeZ : kn’ et dancx:-ﬁ;.
En pmmmt Ies deuzr suites
(r"‘-ﬂ -‘;‘;;' et (Ia'n _?_ = }
lm gn=0et lim y,=0

n-4o0 :
- .2 _— : -
mais n—!-gl-:}-}m f(g(:r,,]} = n}}rfw f(2n5in® nw) = “11&109 FlO)y=0
et Um folyn)) = lbm flynsin’(2n+1)F) = lim f(y) =1 (car yn # 0 et
flya) =1). _
Par suite f o g n'a pas de limite en 0.

On ¢ deux suites qui convergent vers 0, mais les limites de leurs images sont diffé-
Tentes (voir P'unicité des limites).

on «

§O—]‘Eig.n_ 2-17- .

; 1 — cos /]
1) La fonction f{z) = ———»(T-«Sl——“xi est définie et continue sur R', cor elle est com-
posée et rapport de fonetions continues et définies sur R avec jx| 0.
Pour 0 on g :

)it
= \/E! en Joisant le changement de variable y = /|z| (¥* = |2|).

x|
Quand z tend vers 0 on a aussi y tend vers 0. Ce gui donne
lim f(z) = L“_,‘:?H -3
##U ;,-;Etl ¥ 2
T est donc prolongeable par continuité en O par la fonction

1-—cosy
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1-—
sin.. ) DSV i
He) = Ja|

1 sgz=0
2} Sur M} Ia. Jonction g(z) = sinwsin } est composée et produit de fonctions continues
donc continue.
En 0 on dorit que pour towl z # 0
0% lg(z)] < |sinz]isin | < [sinz| (car < [sin}] < 1),
Et par suite lsm glz) =10 {cec-; car ]n:nsinz =0}

240 »20

g est donc pmiongeab!'e par continuité en O par la fonction

sm:rsm siz#0
glz) = 0

siz=10
3) La _fc-nctian |] +.‘£| est déﬁnie ef continue sur R — { 1} ef pﬁ:ﬂd des valeurs stric-
tement positives. Donc lu fonction In |l + o| est définie et continue sur M — {—1} et
par suite la fonction h{z) = sin(z + 1) In |1 + x| est définie e r:rmtmue sur R~ {-1}.
En(~1) ona:
Faisons le changement de variable y = 2+ 1, Quand & tend vers —1 on o y tend vers
Q.
Bt lim sin(z +1)In|1+2] = limsinyln jy| = lim —m{y Injy}) =0
i 40 vA0

(ceci car 1im —— =1 et hmyln |y| = 0).

0 Y w0

v#0 y7#0
Par suite h est prolongeable par continuité en 0 par la fonction
By { E:n(:|:+ Nnll+x siz#-1

8t % == —1

Solution 2.18. :

1} Pourz #£y on o

I~ fy) =(-2+20+1) (=P + 2 +1) =

=(y—2)( +tyz +2%) - 2Ay—z) =

Onazr>1 ety>1 doncz?>1, ¢* >1 etay>1,
ce qui donne y* +y:c+z —-2>3~2=1 3£doncy2+yz‘+:c2-2>0.

Aingi le signe de f(z) - fly) est celui de (y — ) = —(z — y)
et par suite f est strictement décrvissante sur Uinfervalle [1,2) et donc injective.
(r<y=0<y—z= fiz) - f(y) > 0= flz) > f(y)).
2) Ona f(1) = 2 el f(2) = =3, donc f(1) x F(2) < 0. En plus { est continue sur
{1,2] puisgu’elle est polynomiale,
En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires on obtient Uesistence d"un ¢ € [1,2]
tel que fle) =

Comme f est injective, ¢ est unique.
. D'en Uégustion f(z) = 0 admet une solution unique dans {.

(v~ a) + 2z —y)
(y=2)@® +yz+2°~2)

Solution 2.19. : =

1) Etant donné f(x) =42 ~ 3z ~ L on ¢ :

) =-3 f(=3)=13 f0)=—3 et f(1)=1}.

2) Ona:

F(=1) x f(=3) = —% < 0 et f polynomiale done continue sur [-1, -3}

D’aprés le théoréme des valeurs intermédinires il existe ¢, €]—1, — 3] tel gue f(e;) =
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Comme f(—*) x F(0) < 0, on fait le méme risonnement sur [~%,0], donc il eziste
¢ €} — 3,0 tel que f(cz) = 0.
Et de meme sur [0,1], £(0) x f(1) <0, f continue sur [0, 1] 4 eziste 3 €]0, 1 tel que
C3
f{inﬁz l ’cqua.ﬁwn f(z) = 0 admet dons [—1,1] ou moeins les trois différentes splutions
e aeteg (Fl<a<-§<a<0<ea<l)
3) D'aprés les formules tnganamqu‘ues
cosda = cos{a + 2¢) = cos e cos 2o — sin acsin 20
= (cosa}{2cos® @ 1) ~ 2ein® acosa
= 2cos? o ~ cosa — 2(1 - - cos? o) cos a
=4dcus® v ~ Zeosn
Dot
cosda = dcos® o — Scosa.

4) Poura g [~1 l], posons a = cosa. Alors

f(a) = 4a® ~ a--zd{:0~= o~ 3cosa— 3 =m&3a—-

Ainsi Uéquation _f(a} U guivaut @ cos3a ~ § = ( et d(mc &

cos3a = 3 ='tog%.

Parsuite 3o = E+2kr oudu= 5 +2%k'raveck e Z et k' € .

Et done o= § 4 22 ona"—l;“-i-g%l aveckeZ et k' € 7.

£n tenant compte de lo parité et la périodicité de lo fonction cosinus on trouve trois
valeurs différentes

a=cosf ewa—u)rsﬁ auamwﬁﬂt‘

Ce sont donc les seu&es solutipns de l’équeir‘.on flz) =0 dans [-1, 1],

Solution  2.20.

1
Considérons la fonction f(x) = 3 cosx — Trap Flle est définie et continue sur

(14+x
} =1, +oof. :
On o f(0) = -3 <0 etf(%}:%—m >0

En plus lo fonction f est continue sur [0,2x]. D'aprés le théordme des valeurs inter-
médiaires il existe ¢ € [0, 2n] tel que f(c) = 0.
1

Ainsi Déquation L cose — =1 a au moins une golution dune I,

{1+z)?

Solution_ 2.21. :

Posons g(z) = xf{5) — ab. Alors

i- ¢ est continue sur [a,b] kar produit et différence de fonctions continues.

1i- y(a) x g(b) = [af(a) — ab] x [pf(B) —ab] = ak(f(a) — b)(F{b) ~ a).

Comme f{a) — b <0 {cor f{a) € [0,]), f(B)—a 20 (car f(b) € [a,}]) etab >0
on en dédujt que gla) x g(b) <0

En passant par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe 2, € {a, b}, tel que
g(mﬂ} = Zof(20) — ab=0.

Et done il existe x, € [o, b] tel que T, f(1,) = ab.

Solution 2.22. :
J et g étant continues sur Pintervaile (o, b] et telles gue : Vz € [o,b], g(
Posons hiz) = f(z)

] ) < flz).
—g(x). Lo fonction it est continue sur [a,b] -car elle est différence
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de deuz fonclions continues sur [, b]- et Vz € [a,b], h{z) > 0.
D’apres le cours hifa, b)) = [m, M| avec m = r_rlsinﬁlI h{t).
tE e,
Comme h est continue, elle atteint ses bornes, done il existe z, € [, b] tel que
m = h(z,) > 0.

Dod (3m € R, (Vo € [, b]), m < hlz) = f(x) — o{z) ot por suite
(Fm e RL),(Vx € [a,b]), flz)= g(z)+m

Solution  2.23. :

1) §ik=0:

an aurait f%(z) = 0 et donc f(z) =0 pour toul » € I. f seraif lu forction constante
nulle.

Sik#0:

Soit 1, € 1. Alors f3z,) = k.

Pour tout ¢ € I~ {x,} on o aussi f2(z) =k = f*(z,),

et done [f(z,)| = | f(2) = VE.

5i f(z) et flz,) sont de signes différents on aurgit d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires -puisque f est continue sur Pintervalle I-, Uexistence de ¢ € I tel que
f(e} =0, et donc f*(c) =0 = k. Ce qui est absurde !

Par suite f(z) et f(x,) oné méme signe et |f(za)| = |f(a}|. Ce gui donne f(z.) = f(z)
pour tout = € [.

Ainsi [ est bien constante sur f.

{
2) i- Prenons [ = [0,1]U[2,3] ¢t f définie par f(z) = i

1 sxel0d]
-1 sizel2,d
On a f3(z) =1 et f est continue sans que f soit constante.

(T west pas un intervalie)

- ; -1 size[-1,0|
ti~- Prenona I = [-1,1] et f définie per f(z) = { 1 sizeln,]]
On a f2(z) =1 et I est un intervalle sans que [ soit constante,

(f n'est pas continue : ‘E%_ flty=1# ,E%L f(s) =-1).

Par guite, la propriété ne reste pas vrate si I n'est pas un intervalle ou si f n'est pas
continue.

Solution 2.24. :
Par hypothése, on ¢ lim f(z) = a.
r—+o0a
Done pour £) = Lgl, il eriste A > 0 tel que
Va > A |f(z) —a] < & =&
Avec T, =24 > A >0, on a |f(zo) ~al < Egi’
ce qui donne -L’i'i < flrg)—a < I_:f., et ensuife @ — i.‘;.' < flzg) <a+ }i;-l.
Ley dewz véels a — L}l et a+ I%L ont le méme signe que a. Par suite f(z,) a le méme
signe que a.
De la méme fagon
Par hypothese, on a lim f(z) = b.
X —00
Done pour g3 = J%-l, il exigte B < 0 iel que
Ve < B [f(z) ~ b < U=z,
Avec yo =2B < B <0, on a |[f(yo) ~ bl < &},
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ce qui donne —l%l < flyga) —b < I%'l, et ensuite b — l%L < flyo) < b+J;l.

Les deuz réels b ~__igl et b+ 1%‘ ont le méme signe que b. Par suite f(y,) o le méme
signe que b. |
Finalement f{x,) f{y.) est du signe de ab gui est négatif. i
Par suile I(zo,Ys) € R? / f(20)f(ya) < 0. '

2) f élant continue sur R, done elle est continue sur [£,, 1)

Comme f(2,)f(¥o) < 0 on en déduit d'aprés le théoréme dey valeurs intermédiaires
qu’il existe ¢ € [T, Yo| tel que f(c) = 0.

Ce qui signifie que dguation f(x) = 0 admet au moins une solution dans R.

Solution 2.25. :

Posons hix) = f(z)— glx). La fonction h est continue sur Vintervalle [0,1] car diffé-
rence de deux fonctions continues,

En plus, on a h{0)h(1) = (F(0) — g{OD(F{1) = g(1)) donc h(OYR(1) < 0.

Bn utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires on obtient

(3ms € 10, 1]] / h(®:) = 0= f(z.) — glzo).

Ce qui donne

(32, € [8,1]) / Flzo) = glz.).

Solution_ 2.26. : _

Posons h(w) = f(z)—z. La fonction h est continue sur l'intervalle [0,1] cor différence

de deus fonctions continues (la fonction f(z) et gfz) =z).

En pius on o h(0) = F{0) et f(0) € [0,1] done h{D) > 0.

EtUon ¢ f(1) € [0,1]. Done f(1) <1, puis h(1) = f(1) -1 <0. ;
Par suite h(0)A(1) < 0. o
Er utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, on obtient :
(2. € [0,1]) / hizo} = 0= flz,) ~ zo.

Ce qui donne

(320 € [0,1]) / f(=) = %o

Solution 2.27, :

Pour c # 0 et ¢ # 1, V'égalité fc} = L + 25 est équivalente 4

{5 B g M ﬂ%&*&

Posons h(z) = 2(z — 1) f(x) — 2o+ 1.

la fonction h est continue sur [0,1] puisque les fonctions x, © — 1, f{z) et —2z + 1
sont continues sur [0, 1].

Bt en plus, h{0)h{1) = (+1)(-1) = -1 < 0.

Dlapréa le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €0, 1[ tel que h(c) = 0.

Ce qui donne, (3¢ €]0,1]) / cle — 1) fle) — 2c+ 1 = 0.
Puis, (Be o, 1) / Se=Di8=tett _ 5y 1. 1=
Et finalement ¥

(Feelo,1]) / flo) =1 + 5.

Bolution 2.28. :
[ étant continue sur [a,b], done f{fa,b]) = [m, M},
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avec m == inI f(t et M= sup f(s).

s€E|a,b]
Cmsce[a,b],f e} € f([a,8]) = [m, M], et donc m £ fle) <
Et de méme m < f(d) < M.

Par suite 2m < f(c} + F(d) < 2M, et donc m < 22l fle) + i) <M.
F étant continue, le théoréme des valeurs mtemedm:ms nous permet de conclure
gu'il existe @ € [, B] tel que f{a) = ﬂﬂ_}{@i
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2.4 Exercices supplémentaires

Exercice 2.29. !
Trouver toutes les fonctions définies sur IR telles que

V(z,y) e R? @ [f(@)+ fW)l=la+ vl

Exercice 2.30.
Trouver les couples de fonctions (f.g) continues sur TR et telles que

Fo+y) = i)+ fla)
¥iz,y) € R, { oz +y) = g(m;-l-!;‘(f(!ﬂ)

Exercice 2.31. :

Soit f une fonction définie sur IR, et continue en 0 teile que - f(32) = fl=z}.
1) Montrer que pour tout entier n € IN® ef tout z € R, f(z) = f(F).

2) Bn déduire gue pour fout ¢ & B, f(z) = f(0) et que [ est constante.

Exercice 2.32. :

On pose A= 2 et on définit la fonetion go(x) = |z]*.

1) Montrer que : ¥z € R, g,(3z) = 2¢.(z).

2) Soit g une fonction définie sur IR lelle que Vo € R, g{3x) = 2g(z). Vérifier que

3
veemrs : 288 _ 9@
goldz)  golz)
Exercice 2.33.
Calculer les limifes suivantes ;

¥z ~1
z-+1 1 —1
lira v+ 33— \/3:1:_4;1
x—+1 ﬁm—l
lm yzd+l-z
e & ¢

hm Y3+ 225 1 ~ma  oum est un réel.

:—P oo
Exercice 2.34. : -
Calculer les hmites swivantes ;
1}
My —1- 33—z
lirn
2 Y —1-z-1
2}
fim 2T+ 1— ¥z Va2
P L8 3Yr-1- gz
8)
iy VEFI- \/‘
r.——v+m ,,"_;; + 1 -
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Exercice 2.35. :
Calculer, lorsgu’elles existent, les limites suivantes :
1)
o Vrt4l—-vri-1
2+ /g7 4T — /22 — 1
2)
o 1-sinr+cosz
=% siny +coge — 1
3)
R
fim 22 (aveca e RY)
T o1
4
sin(wx) — coa( )
=
5) '

. - 1
ginz — gin( =
T il e |
z—r1 eT —ex
Exercice 2.36. :
Calculer les limites suivantes :

. VaT+e? - Va% ~ 12 Sy 1 . li i sinz — sin’x
im « hm z2(cos - —cos® =) lim ———
20 /B 2 — VIR a3’ m—}—_mm T " =g (E-x)?

ol a et b sont deur réels tel que b > 0.

Exercice 2.37. :

On considere les intervalles suivants

I=,2], J=|3,5, K=[-1,1[ et H=1{0,2].

1) Donner si possible des exemples de fonetions polynomiales (donc condinues) de Uun
de ces intervalles dans Poutre,

2) Peut-on trouver une fonction affine bijective {done continue) entre deux de ces
intervalles ¢

Exercice 2.38, -

1) On définit sur R* la fonction f par f(z) = cos{}).

En ufilisant la définition montrer gue f n'admet pas de limite en 0,

2) Sovit o € {-1,1]. Trouver une suite (z,), d'éléments de R telle que wl_i&:tm 2, =0

et n-l-{r-ﬁm flzn) =a.

Exercice 2.39. :
Soit f une fonction définie de R dans R périodique de période T > 0 et ielle que
:}irfm flx) = ko, ko € R.

Monirer que f est constante.
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Exercice 2.40. :
On considére la fonction f donnée par Pexpression

— 2ta
f{z)z%ﬁf

1) Déterminer Uensemble des véels appartenant & Uintervalle I = [0,.-;-1 pour lesquels
T est définie. '

2} Peut-on prolonger f par continuite av point 2, = T #

Exercice 2.41. ;

On considére la fonction | donnée par l'expression

f{z) = E(z) sin(rz)
1) Etudier la continuil¢ de lo fonction [ ou point z, =k (avec k € %),
2) Monirer que f est continue sur IR.

Exercice 2.42. :
Montrer que Uéguation —z® + £+ | admet une solution unigue dans 'intervalle [1,2].

xercice 2.43.
Sott f une fonction continue de l'intervalle I = [0,1] dans fui méme,
Montrer que pour chaque entier n € ", il existe wy, € [0, 1] tel que flan) = alt.

Exercice 2.44. :
Soit f une fonction continue sur lintervalle I = [a,b] et telle que f(a) = f(b).

" Montrer qu'il existe au moins x, € I tel gue f(z,) = f(z, + 52).

Exercice 2.45. :

Soit n un entier non nul n€ IN* ).

Montrer que ['équation cos ¢ - cos 2z +- - -+ cosnz =0 admet au moins une solution
dans {intervalle [0, %].

Exercice 2.48. : >

Soient f et g deur fonctions définies et continues sur . .
On suppose qu’il eziste (a,b) € (RL)? tels quea < b, f(a) =a, f(b) =5, gla) <1 et
g(®) > 1. i
Montrer qu'il existe ¢ €la, b] tel que : f{c)g(c) =c

Exercice 2.47. :

Soit f une fonction continue sur un segment {a, b}, avec f(a) # F(b), et u, v deun
éels strictemnent positifs flxés.

1} Justifier lo. continuité de la fonction g{z) = (u+ v) f{z) — uf(a) — vf(b).

2} Montrer qu'il existe ¢ €, b tel que f(c) = uf{ﬁj::f(b) ’
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Exercice 2.48. :

Soit f une fonction continue sur un segment [a,b]. Bt soient zy; 22, 0 n-réels
Jixés appartenant & Pintervalle [a, b].
Montrer qu'il eziste o € [a, ] tel que f(o) = f@) + flag) + -0 f(zn) .

T

Exercice 2.49.

Soit f une fonction continue sur un segment {a,b] # @, avec fla) # 0.

Montrer qu'il existe x, €la, b] tel que f(z,) = :° ;a.f(a}.
o

Exercice 2.50. :
Soit f une fonction continue sur un segment [a,b], avee f(a) < ab, et b2 < fb).
Mentrer qu’il existe ¢ €la, b| tel que f(e) = be.

Exercice 2.51. :
Etudier ln continuité de lo fonction § définte de R dans R par
fl=) = E(z) + (¢ — E(z)).

Exercice 2.62. :
Dans chacun des cas sutvants étudwf' 31 la fonction donnde est prolongeable pur conti-
nuité sur IR

1) fla) = ““‘\"‘?“I“’*’\/T—
8) g(z) =

C{BZODS-.
3) hiz) = oos{zg 111]1 + x|,
Exercice 2.53. :

On considére la fonction numérique & veriable réelle définie par :

f(z) = {smugwEé ), siz#0

1) Montrer gue la fonction f est continue & droite de z, = 0.

2) Soit un entier k € IN*. Résoudre dans Uintervalle |0, 7} équation E(Z) =k
On note Iy, Uensemble des soluticns de celte dquation,

3).Soit fi la resiriction de la fonction f & Uensemble I,

Déterminer des expressions de fi(x) et de fu_y(x) pour k € IN",

Etudier la continuité de f sur Vintervalle [0, 7]
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2.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solution  2.29. ;

Calculer d’'abord f(0).

Ezprimer |f(z)] en fonction de |z|.

Prendre a et y différents ei non nuls. En supposant gue f(z) et f{y) de signes diffé-
rents montrer quion arrive d £ =0 ouy = 0.

En dédutre la forme de f.

Solution_ 2.30. :

Vérifier que ¥y € R fy} = £(0) + f(g{y)}.

Puts en déduire que ¥(z,y) € R flz +y) — f(y) = f(z) - f(0). '
Poser h(z) = f{z) — f(D) et vértfler que h est lindaire. Voir la solution détadllée de
Vevercice (Ex 14) et donner ensuite Uespression de [ el de g.

Solution 2.31. :
1) Fuire un roisonnement par sécurrence pour montrer gque pour toul entier n € IN*
et fout © € IR F(x) = F(35).

e A irs ] . a x _. -
2) Pour = donné, utiliser la continuilé de f pour trouver nlﬂlmf (=)= n-]—{lfm flzn)
0fh Ly = % -

Solution  2.32. - 2
1) Foire le coleul directement pour vérifier gue g,(3xc) = 2g.(%).
2) Faire le caleul en remplagant g,.

Solution_ 2.33.

Utidiser les techniques vues dans les evercices solutionnds telles que les identités
w -1 =(u-v)(uf tur+ o) et v —v? = (u—v){u+u).

Solution 2.34. :
Hevoir les solutions détailides.

Solution 2.35. :
1} Multiplier per les expressions conjugudes ou uliliser les identités pour calculer
i V1 - Vi T .
r=+00 /22 b1 — /22 = 1
2) Utiliser les formules sine = 2sin§eos §, cosg = 2¢c08* § —1 =1~ 2sin’ 2 pour
1~ sginz + cosz

Tiu
:2; sinz +cosx — 1
37):
3) Trunsformer “—i’—-——~ et utiliser (2)° = e*In . Pagser ensuite par

la notion de dérivée en posent h(z) = =10 %,
sin(mz) — cos(™F) - u(z) — u(2) L o 2

25 - g2 z -2 v(z) — v(2)
avec u(z) = sin(mr) — cos(%F) et viz) = 2% — 2* = "% - 2%,
Passer ensuite par la notion de dérivée.

4} Eerire que

v



§) Utiliser les mémes indications que les précédentes avec u(z) = sinz — cos(1) et
v(z) = €* — et en séparuni les cas z —+ 11 etz — 1~

Les questions ot Uon utilise la dérivde, sont i faire aprés le chapitre sur la notion de
dérivée. '

Solution 2.36. :

Pour la premitre limite multiplier par les expressions conjuguées.

Pour la deuziéme faire le changement de vorieble z = % et utiliser !jm‘.] loggey = 4,
Th—

Pour la troisi¢me faire le changement de varighle w = § -z ef passer par

lim lospes o 1

u- ¥

Solution 2.37. :

1) Sachant qu'une fonction affine est de la forme f(x) = ax + b.

Trouver a ¢t b tels que f{1) =2 et f{2) =4 (ceci pour avoir f(I) =[2,4]C J). Cette
fonclion sera continue de 1 dans J.

Faire de méme pour les aulres.

2) Si f est affine f(z) =az+ F ona

D =1, F@)f i >0 et £(2) =I5(2), F1)] sia <0,

De méme f(J) =|7(3), f(3)] si a >0 f(J) = [£(5), F@3)] sicx <O.

Lo seule pogsibilité d’avoir une bijection est entre J et K (en roison de la forme de
Jet K

Solution 2.38. :
Revoir la solution détaillée de l'ezercice (3).

Solution 2.39. :
Rewoir la solution détaillée de lezercice ().

Solution 2.40. :
1) f est définie sur [ = [0, §| sicoss 5 0, tanx définie efcos2z £ 0. Doncx 4 3 et
2o # §.

2) Utiliser —k= = 1 4 tan’r ef cos 2z = cos® ¢ — sin” £ = eos® 2(1 — tan® ) pour

1

. . —r— o tﬂ-ﬂ X

déterminer lim =5
T+ § cos 2z

Solution_ 2.41. :
1) Caleuler lim f(z) et Hm f(z).
kT Tk~
2) Utiliser (1) et passer por le foit que lo fonetion E(x) est confinue cn tout ¢ # k
(pour tout k € 7).

Solution 2.42, :

Utitiser le theéoreme des valeurs inlermédiaires pour existence d'une solution avec
glz) =~z +z+ 1.

Pn étudiant le signe de la dérivée vérifier I'unicité.

Ou vérifier que st ¢ # y deus réels de [1,2] Pégulité 0 = P +a+1=—1>3+y+1
donnergit 22 + oy + 4% = 1 ce qui est four vugue z > 1 ety > 1.
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Solution 2.43. :
Pour chaque entier n € IN" considérer la fonction ho(z) = f(z) - 2™
Utiliser ensuite le théoréme des valeurs intermédiaires.

Solution  2.44. :
Considérer lo fonction h(z) = f(z) ~ f(z + 252) pour tout = € [a, B8],
Utiliser ensuite le théoréme des valeurs intermédinires.

Solution 2.45. :
Pour n € IN® donné, considérer f{z) = cos & + co82z + ++- + cosNE.
f)=(-1)+1+ -~-+(~1)ﬂm{ 0 stigpair

i . ) -1 sinimpair
Si n pair lo véponse est immédiate. Sin est impaire utiliser le théoréme des valeurs
intermédiaires sur [0, 7} aprés calowl de f(0).

Solution 2.46. :
Considérer la fonction h(z) = f(2)g(x) — = sur Vintervalle {a,b].

figds’er les signes de hi{a) et h(b). Utiliser ensuite le théoréme des valeurs iﬁter‘me’-
iires,

Solution 2.47. :

1) Uti.!?'s.cr le fuit que g(x) = af(x) + B, (« et § constantes ef f continue).
2) Vérifier que gla)g(b) < 0. Utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires sur la, 8].

Solution 2.48. :
En posant m = inf f(s) et M = sup f(t), vérifier que
a€(e.b] tela,b)

< 1) F(@2) + -+ f(z)

<M.

-~y n -
Utiliser enauite le théoréme des valeurs intermediaires sur la,8].
Solution 2.49. : ’
Considérer la fonction h(z) = (b~ 2)f(z) + (o — &) f(a) sur [a,b].

Vériﬁer‘que t{a)h(b) < 0 et que h est continue sur [a,b], puis utiliser le théoreme des
valeurs intermédiires. *

Solution 2.50. :

Considérer la fonction h{z) = f(z) — bx. Passer ensuite
; : T le théore
intermédivires sur [a, b]. pa e des valeurs

Bolution 2.51.

Justifier lo coniinuité sur R — 77. !
Pour 2, = k € Z, vérifier que lim f(z)= lim f(z)=2

- L
RT3 Tz,
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Solution  2.52. : _
1) Vérifier que f est paire et justifier la continuité sur |0, +oof.
Culculer rﬂ:g+ f(z) en feisant le changement de variable x = v,

2) Vérifier que g est paire et justifier lo continuité sur }0, +oof.
Choisir par exemple 2, = 5L et y, = T .

- it o mstet bs led s i hapitre 3
Varifer qa 50 = 1 3o =0k gz % 1 o). Chap

Conclure que g n'e pus de limite en 0.
3) Justifier la continuité de h sur ] — oo, —1jU] — 1, +o0.

Faire le changement de variable w =z + 1 (donc o = u ~ 1), puis calculer
lim! h{a:) == li_rﬂ,sin Zulnjul.
E—t— w

Dérivation d’une fonction de IR
dans IR

Solution 2.53. :
© 1) Pour-z > 0 utiliser 'inéyalité I<EE)<sItletdonen <sB(E)<w+a.
Déduire ensuite Tim oE(E).
¥ e =+ = :
2) Pour k € IN*, traduire E(Z) =k par k < % < k -+ 1 pour avotr I =%, I, - . 3.1 Rappels de cours
3) Pour & € Iy, fi() =sin(kz), et pour = € Iy, fr-1(z) = sin{(k — 1)x). :

I . +00 . - Dans ce chapitre, [ désigne un intervalle non vide de ., & bornes finies ou non,
Kerire ensuite que [0,7] = {0} U | U} I |, et étudier lo continuité en chague § pour
feusl

keN",
- ! DéRnitions .
* Définition  3.1. Soit f une fonction définie de I dans R.
e f est dite dérdvable en un point a de I loraque fo limite lim ——-—-—f(m} _—'ﬁ-ﬂ
r—+a z . a
z&—{a}
) : eriste dens IR.
¥ ! Cette limite est alors appelée la dérivée de f en a, et est notée f'(a).

e
)
o
i
S
o
=1
>,

o f est dite dérivable 4 droite (Teap. i gauche) en a lorsque Iim

L resnt L
; z€l~{a}
{resp. lim ;_(_ﬂ:__f_{ﬂ } existe dang R.
:IE?:J_T‘-;} -
Cette limite lorsgu’elle existe est notée f)(a) (resp. fila)).
-
® 5i A est une partie de I, on dil gue f est dérivable sur A quand elle est dérivable

en tout point de A,

® La fonction qui d = associe f'(x) est la fonction dérivée de f. Elle esl définie
sur une partie de I.

Remarque 3.1. Lo fonction dérivée de f est qusss notée if-c— ou Df.
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Propriéiés

Théoréme 3.1. Pour un point a € I vérifiant 3a > 0 tel que Ja — o,z +afC I, on
a les équivalences :

1. [ est dérivable en a <=> [ est dériveble ¢ droite el ¢ gouche en a el
fola) = fifa).
2. f est dérivable en a <= il existe une fonction p définie sur I et continue en
a telle que pour tout z € I, f(z} = f(a) + (z — a)ol(x).
8. f est dérivable en o < il existe un réel A et une fonction ¢ définie sur I et
continue en a ef nulle en a tels que,
pour tout o € 1, flz) = fla)+ (x—a)d +(z - a)e(z).
Et alors A= f'{a).
Théoréme 3.2. Etant donndes f et g deus fonctions définies sur I et dérivables en
a et un réel A, alors
» f est continue en a.
¢ la fonction f -+ g est dérivable en o ¢t (f + g)'(a) = f'(a) + ¢(a).
o La fonction Af est dérivable en a et (AfY{a) = A f'(a).
s La fonction fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f'()g(a) + fla)g'(a).
o i f ne a'onnule pas sur Pintervalle Jo — o, a+ af f,ef que la—a,a+afC I, olors
la fonction —} est dérivable en a ef (% Yia)=~ ﬁ;%ﬂ%'
Si f est continue et sirictement monelone de [ dans J = f(I) et si f'{a) #£ 0,
alors | ’appiicu.tiori réciprogue f1 est dérivable en b= f(q)
T .
et (-f ) (b) - f’(ﬂ) =
Si h est définie sur un intervalle U contenant f(I) et dérivable en c = fla)
alors ho f est dérivable en e et (hio f)' () = f'(a) x (K o f)(a).

Dérivées successives

Deéfinltion 3.2, i) On définit par récurrence la dérivée nfMe de £ notée FIP), par
FE = f et pour tout ne IN*,  fO+E) = (flmhye,

i) On dil que f est de classe D™ sur I, si toutes les dérivdes fP) eaigtent ef sont
définies sur I pour p € {0,1,--» ,n}.

i} On dit que f est de clusse C™ sur I, si toutes les dérivées f'P) existent et sont
- définies et continues sur I pour p € {0,1,--- ;n}.

tv) On dit que f est de classe C™ sur I, si f est de cigsse C™ sur I pour toutn € IN,

Formule de Leibnitz
Soit n € IN. Si f et g sont deux fonctions de classe D™ sur 1, alots la fonction fg est
de classe D" sur J. Et 'on & dans ce cas :

- n
(f9) =) Cas gt
k=0
Composée de fonctions de classe C™
Soit f et h deux fonetions de classe C™ sur [ et .J respectivement, avec f{I} C J, alors
ho f est de classe C™ sur 1.
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3.2 Enoncés des exercices

=

Exercice 3.1. : g i v Y Y
Etudier la dérivabilité d droite, la dérivabilité o gauche et la dérivabilité des fonctions
sutvantes : T - U
R — R -

g -+ flz) =% -4

g : R -5 R g

S— g{a;j::{m siz#0

1) La jonction f définie par 7

2) La fonction g définie par
1 siz=0

]?:xgci% 3.2. :
Etudier lo dérivabilité puis colculer les dérivées des fonctions suivantes :

1) f(z) = )zl + V/fal

2) g{z) = Infz + 2% + 1)
3) h(z) = (z*)*

4) k(z) = 2=

Exercice 3.3, :
On considére la fonction numérique définie par :

{ fz) =ofsinl siz£0
f(0)=0

— 1) Montrer que la fonction définie pour & # 0 par g(z) = cos L n'admet pas de
limite em z, = 0. v

= &) Montrer que la fonction f est continue en o, = 0.

— §) Montrer_gue la foriction | est dérivable en z, = 0 et er tout @ # 0.

=7 4) Montrer que la fonctien f', dérivée de f sur R, est continue sur R® mais

- ne l'est pas en z, =0,

Exercice 3.4. ;

Soit e € R. On pose flz) = innsin"l ::z 7 g

1) Pour guelles valeurs de a le fonction f est continue sur R ¢
2) Pour quelles valeurs de ¢ la fonction f est dérivable sur IR ?

3} Pour quelies valeurs de a la Sfonction f est deux fois dérivables sur IR ¢

Exercice 3.5. :
Seit f : [0,1] — IR, dérivable et telle que f(0) = f(1). On définit Pappliention g par
¢ 0 — R
2 A1)
z - g(w):{ ﬁh}_ G ::%
1) Monirer que g est continue.
?) A quelle condition g est dérivable ¥

<z<i
<rz<l1.

Exercice 3.6. ;
C&lculgr les dérivées des fonctions suivantes (ou la variable est notée x) :
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b o(z) = / 15t5

d) k(z) = In [In (In )]

@) f2) = Gy
¢) h{z)=In :—tﬁ-&"‘;—:-
e) l(z} = o :':-i.blinbze-n:

Exercice 3.7. :
On considere la fonction définie par f (=) =2+ 2 powr tout x € R.

1. Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque h.

2. Préciser la parité de h, sa monotonie et donner son tableau de variation.
3. Montrer que :Vz € R,, h(r)<=. -.

4. Déterminer la limite : g_’i"[ilm Fgf:—}

5

6.

. Montrer que la fonction h est dérivable sur R,
Calculer h'(2).

Exercice 3.8. :
1) Montrer que la dérivée de I'application f(w) =cosz — 1+ 523 est une application
croissanie.

2) En déduire que : (Yz € R)
8) Montrer que : (Yr € R,)

co8T > 1 - &,

s
£— % <sinz < .

Exercice 3.9.

Soient o el b deur réels positifs. On considére la fonction f & variable 1éelle,
définie par f(z) = a® + b® + 23 — Jabz.

1) Etudier les variations de f.

2) En déduire que pour tous réels a, b et ¢ de Ry :

a® + 5 4+ 6% > 3abe.

Exercice 3.10, :

Caleuler f™(z) :

1) pourn=0,1,2,3 et 4 et f(z) = cosz;

2) pour f(z)=e"% etne N.

Exercice 3.11. : _

Joit n € IN. Caleuler la dérivée d'ordre n des fonctions suivantes ;
1) f(g) = e®sinz.

2) g(z) = e*z? pour p € N,

2) h(z) = z* cos z pour k & IN*.

Exercice 3.12. :
Celculer les dérivées nt™E des fonctions suivantes -
1) f&) = -

2) g(z) = 1.

9) h(z) = gy

g i i

A

IR

i aa

Exercice 3.13. :

On considére la fonction f(z) = /1 — 22.
1) Donmer Vensemble de définition de f et étudier sa dérwabilité.

) Calevier pour z €] =11 ula) = VI= P /1= 2B
(E]:Vl*:ﬂiai—zm el w(m]nm% .

Exercice 3.14. :
Spient a et b deus nombres réels. En dérivant n-fois la relation elothls — g% b,
retrovver lo fermule du bindme de Newton.

Exercice 3.15. :
On définit la fonetion numérique f par :

e &7 T osiz#£0

Ha® { D siz=0

1) Vérifier que f est dérivable sur R,

2) Caleuler sa dérivée f' et montrer quelle est continue sur R,

3) Culeuler se dérivée seconde f et montrer qu'elle est continue sur R.

4) Montrer par récurrence surn € IN que si @ #0, fU(x) est de la forme
S )R Pn(%)e—ﬁ’ oit P, est un polyndme de degré 3n,

5) En déduire que f est de classe C° sur R,

Exercice 3.16. :
Pour n € IN*, on posc

fo : R — R
. A=l el
x —+ Y €

Eaprimer ga+o en fonction de gn.q et g, En déduire que

—n=1

(Ffo)™(2) = (~1)z " et

Exercice 3.17, :

Pour n € N, on pose Hy(x) = (—1)"e*"
1) Calculer H,(x) pour n=10,1,2,3,4 et 5.

2) Montrer que H!\(z) = 2zH,(z) — Hopy(z), Yo e N.

3) Montrer gue  H),(z) = 2nH,_,(z), Yn € N.

4) En déduire que HJ(x) = 2zH](2)+ 2nH,(z) =0, Yn € IN.
Bt que (2z — £) Hn(z) = 22Hp(2) — Hiy(z) = Hpy(2)

et 2rHy{z) = Hupa(z) + 2nH, 1 (2), Yo € N,

3 .
d" 8_13

Exercice 3.18, :
1} Préciser quelles sont les applicetions f définies, continues et dérivables sur IR lelles

que

Yz,y) eR? : fl@)f(y) - flay) ==+

2) Préciser quelles sont les applications g définies, continues et déﬁvabies sur R telles
que

Yiz,y) € R* : gl +y)— ofz —y) = 4ay.
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3.3 Solutions détaillées des exercices

Solution_8.1. :
2?~4 siz'€l~o00 ~2U
1) O f{z) = i—z? size]-2,2]
Sur]—oco, ——2XUjZ, +oof et sur]—2,2] la fonction [ est dériveble car ¢'est un polyndme
sur chacun de ces intervalles (en passant par les théorémnes du cours).
Le probiéme c'est enx, =2 el en ;;1 = =2
On o 1w [@—1C _ @ =4) -0
b2t r—2 T3+ z—2

. (4 ~x

et m —————— = hr;} ~{z+32) =—4=f)(2)

f est done dsﬁuﬁble & droite nvec fi(2) = 4 et dérivable & gauche avec fa(2) = —4,
mate n'est pas dérivable en z, = 2 puisque 4 # ~4.
On obtient la méme chase avec fi(—2) = 4 et fi{—2) = -4.

[2,+o0]

—n o L
= lim z+2=4=f)(2)

2) Sur | —o00,0[U]0, +00[ la fonction g est dérivable car ¢'est un polyndme sur chacun
des intervalles | — oo, Q[ et |0, +o0l.

Pour § o fonction g est définie par une quire expression. Oﬁ utilise la définilion pour
dtudier la dérivée.

On o done lim M= lim & lim {1~ —}—
0t :C"'U' :c—>l3+2:-ﬂ =0t
et de méme hm _{m) - g{ﬂ) = 400

La fonction g n esi pa& démaab!a & droite de 0, ni & gauche de (). Et donc non dérivable
en 0.

Solution 3.2. :

1} La fonction u(z) = |z| est continue et dérivable sur | — 0o0,0[Uj0, 40|, done
= |z| 4+ /12| est continue et dérivahle sur | — oo, 0[]0, +-ool. Bt par suite f(z)

esi continue ef dérivable sur | — o00,0{U]0, +oof (car composée et somme de fonctions

dérivables sur | — oo, 0U]0, 4oo[).

Et Uon u :
fla) - Aoy . Gflel+ Vigh =0 (fr T
lim = lm e = Yy = XS
=0+ T — 0 IIIII a0 z {0 z=0+F x
= lim ¢/~ + !Ia = +o0
w0t Y %

Atnst f n'est pas dérivable & droite en 0. Donc non dérivable en (.
Pour caleuler lo dérivéeenx#0ona:

Siz>0,dors f(z)= /(@) ot v(z) =2+ T et v'iz) =14 ——=

Ve
o
“ - V@ LTIANL 2Eer
) () 2T+ T 428+ xT

, } S -
Stz <0, alors (x}:w‘u(.'r) ot u(x) = -+ ~z et u'(z) 1 W
_1+ _ _'—_“
fila) = el e A
Wz +v=t A/ -avz
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2) La fonction g(z) =
raisonnement suiwant -
D'abord, la fonction u{z) = =% + 1 est un polyndme, donc dérivable sur R,

On compose avec la fonction racine qui est continue et dérivable sur 10, +oo]. Comme
u(z) > 1, on a u(z) €]0,4c0f Yz &€ IR et par suite v(z) = /u(z) = Va? +1 est
dérivable en tout z € IR.

Et done la fonction w(z) = 2+ v(x)
polynéme z et de v(z) ).

Remarguons ensuile gue :
z20=wx>zs+1>21>0

et z < 0 =% w(x) >a:+x/_—w+|x{-»n:-a:—0

Ce qui donne w(x) > 0, ¥z € R.

Comme la fonction In(t) est dérivable en fout £ > 0, on en déduit que la composée
In(w(z)) = In(z + Va2 + 1) est définie, continue et dérivable sur R.

Finalement la fonction g(z) est dérivable sur IR fout entier,

Et l'on écrit que

In(x + vzZ + 1) est une composée de fonetions. On fait le

= 2 + /78 + 1 est dérivable sur IR (somme du

w'(z) 1+ v'(x)
'(z) = (In{w(z)}) - it A
o) =atwial) =5 s
o v -
g _ghvuc) - 2VE L
w(z T+ V2 41
y P?+1ltx= 1
VzZ +1(v2% + 1+ 1) Vr? +1
8) Pur définition de lu fonction puissance, on e : a® = ®"® et donc
h(x} = {I:s}n-. = ezln(m’) i e:u(:l:in:} e 8:” Inz

La fonction u(x) =Ing est définie, continue et dérivable en tout x > 0. On mulliplic
par le polyndme v(z) = 1* gqui est dérivable sur R, done w(r) = z° nx est dérivable
en tout = > 0.

On compose avec lo fonction exponentielle qui est dérivable sur IR.

On obtient h(z) = e“*) qui est done dérivable en tout 2 > 0,

Finalement la fonction h(z) est définie, continue et dérivable sur )0, +cof.

Bt pour tout a2 €)0, +00],

K (z) = w'(z)e*(® = (2zlnz + 22 L}e™ % = z(2lng + 1)e= =,

On peut méme éderire que k' (z) = 2(2lnz 4+ 1)z= = (2lnz + D)a® +L.

4) De méme kiz) = o) = eF)m= = "Wz oyt definde, continie et dérivable
sur J0, + 00| comme composée des fonclion suivantes : %
posoms u(t) = Int, v(s) = e*, w(z) =z, donc k s'éerit '
k() = v (v(w(z)u(z)) u(z)) comme composée et produits de fonctions dérivables sur
:+m w '
Et powif' tout = €]0,+o0]
K(z) = ((e**)Inz) ele™ ")z = (2™ Inz + "% (Inz)’) 2(=")

; 1 @
{]III.-F]]S:IR: ].‘HI-}'G:HHGE) m(:l: ) ( l‘ﬂ.ﬂ?+1 Inz+ l)exln:r(u:"]

it

{lnz+1)Inz + i_)-e'”"m{") = ((lnz + l)lns: +1) 27 g(s)

Solution 3.3.

— 1) La fonction g(z) = cos 1 n'admei pas de limite.en 0 car les
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deuz suifes de termes générauz 1, = gaz €l Yn = }—ﬁ-ﬁ ont pour limite Q.
Mais uhng(x“) =1 et h_lltfmy£yn) = pont différentes.
— 2} D’sprés la majoration [2?sin L < 22 et le résultat limz? = 0,
R0
ona liwr.l}mzsini =0= f{0).
T#0
Ce qui assure la continuité en 0.

— 8 Eng,=0ona:

_ 251
ﬁuéf{x]_é(mmkimux bl mlin;:csin-1—=0
i SR a0 ® a0 #

(d'apres la magoration |esin 1| < |zf).

Ainsi f eat dérivable en 0 &1 f{0) =0,

Comme [ est dérivable sur R* -{car composée de fonctions dérivables sur R* )-
f est alors dérivable sur IR,

-~ 4] Pour z # 0, ;
f'(z) = (z?sin &) = 2zsin 2 + 2%(—~Fcos L) = 2z6in L — cosl
on o vu que Tsin k fend vers 0 et quecos 2 n'a pas de limite quand z tend vers

0. Por suite f'(x) n'a pas de limite en O et donc f’ n'est pas continue en 0,

Solution 3.4. :

Notons les fonciions suivantes :

u(t) = [t|*, v(s) = et w(q) =sing.

La fonction f s’écrit flx) = u(z) x w(v(z)).

1 est définie et continue sur R" & voleurs dans M. w est définie et continve sur IR,
donic la composée w(u(z)) esi définie ef continue sur R*,

La fonction u(z) = |z|* étant définie et continue sur IR*, donc le produit donne f(z)
qui est conlinue sur R*.

It nous reste & étudier la continuifé en 0 :

1°" cosa > 0

On soit que Vz # 0, |sin | <1,

ce qui donne Yz #0, |f(z)| = [|z|*sin %! < |e)e.

Comme I‘[‘i_}mﬂ |zl® = 0, on obtient li"%f(z = 0 = f(0). Ainsi [ esl continue en 0 et
par suite continue sur IR.

$AME 00p 0 =0

Vo # 0 f(z) =sind

On sait que eette fonction n’a pes de Bmite en 0.

Done f n'est pos continue en 0,

3eme cas a < 0

La fonietion |z|* = ﬁ% tend vers 400 quand © tend vers 0 el sin 1 n’e pas de limite -

en .,

Par suite f(x) »'d pas de limite en 0.
Finalement - |

f est continue sur R si ef seulement sia > 0.

2) FPuisque f n'est continue sur R que pour @ > 0, pour la dérivebilité sur R on
étudie sculement les cas a > 0.

Sur ] — oo, 0JUJ0, ool la fonetion f est dérivable sans probléme car produit et compo-
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sée de fonctions dérivables aur IR”.
En 1, =0, on éril -
@ 4
lim _,_...—-—-—-—-f[t} il f{u) = lim —-—-—--'—!tl e t : = h!’l}taui gin %

— et
T 0 = ) 0 =0

1" casa > 1 o N
Ona:¥t>0, 0|t sinl| <t (cor|sin}j < 1et0 <)
Comme lim tﬂ_l i U, on a QUSSL HI?' tu‘-l sin % =0,
;;H £>0
t)— f(0
Par suite lim :ﬁ(_l._-f&_) =0
5

et [ est dérivable & drnite en o = 0_‘
&LL{’:_(@ = 1), donc § est dérivable 4 gauche en

t

De ta méme fagom on obtient l'i_:.:#
1<

x, =1

Aingi f est dérivabie en ef f'(0) = 0.

On conclut que f est dérivadle sur B.

gEME pep=1loul<a<l

B |
—_— & o S
A couse de la fonction sin % gui wa pas de Limite en 0 et de lo fonction et

tli=a

qui tend vers infint en 0 lorsque 0 < a < 1,

8- g{u*) % lm e sin% 'existe pas et donc f n'est pas dérivable en
$ -

-0
{32

la lim#te ln
t-+0
to

0. .
Finalement on a : f est dériveble sur R si et seulement sia > 1,

8) Pour étudier lo dérivabilité deuz: fois, { doit d’abord étre dérivable une fois. On
doit donc travailler avec a > 1.
D'abord on a f'{x) est donnde par

az~sin L 4 5%(~ &) cos L = az* ' sin ;- a*2cosdt siz>0

i) ={ =—a(-z)*tsin} - (-z)* Fcos siz <0
Fo)=0 siz=10

On aura donc

I casa > 2

¥ i r i — i [j

lim-‘”t) ‘F(O)ilim‘f{s) O _,

=48 f, e a0 58— 0

t=0 ax0

et donc (0) =0 (ceci en passant par les majorations

jaz® Y sin 1| < laz®~H| et le*2eos | < |z2=%1).

gme 1 ca<? _

la fonction °? cos% n'a paa de kimite en 0 et donc f' n'est pas dérivable en 0.
Comme f' est dérivoble sans probléme sur ", on conclut que :

f est dérivable deus fois sur IR si et seulement sia > 2.

Solution 3.5. : ' _
1} Notons u(z) = 2z et v(z) = 2z — 1, La forction u est continue sur R, donc conti-
nue sur {0, 1{ avee u([0, 1[) = [0,1]. Comume f est continve sur [0,1], glx) = flulz))
est continue sur [0, 3[. _ ‘ .

Par un raisonnement sembloble g(z) = f(v(z)} est continue sur |3, 1].

Enzo=13, ona:
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1m glx) = hm f2z) = f(1) =g}
eﬂ :E!-;LJ( ) = :Ef;‘+ f(2x - 1) = F(0)

ceci car f est continue en 0 et ¢n 1.

L’hypothése f(0) = f{1) nous permet d'écrire que
- iy - . auog 1
;\}_1‘11;*_ g(z) = IE?+ glx) = g(3)

Ainsi g est continue en § et per suite continue sur [0, 1).

2) g est dérivable sur [0, 3 et sur |3, 1] car composée de ﬁmctiu.us dérivables (raison-
nement tdentigue 4 (1)).

Enz, =3, ona
i 2000 _ o @) g0 - 11)
A T Hr -1
._gu]ﬂ,ll !ii‘);ﬂé. =2f1(1).

2 s 2.1.——1 —
Iilgg(z}'g{i) E‘F f(2a- 1}’ 1o) _ b_*y f{ 2_5.}.1;()
zzuiﬂgﬂ-‘}j—{@_zf’(u)

Puisque f est dérivable en 0 et enl, g em‘ déﬁmble a gauche de § avec g)(}) = 2f4(1)
et ausst dérivable & drodte de 1 3 vt gh(3) = 2£4(0}.
Pour que g soit dérivable en 5 il nous faut fi{1) =

FL0) {lo dériwée & gauche de f
en 1 dait étre égale d la dérivée & droite de f en 0).

Solution  3.8.
a) On a [(z) =
Done

Fi(z) = v (z)v(z}+ulz)v'(z) = (~ma+z)"™ 1) (b+z) " "+(a+z) " ™(—n(b+z)~""1)
= [-m(b+xz) —nla + )] ((a + ) ™ Hb+z) ")

ﬁw = u{z)v{z) avec u(z) = (& +2) et u(z) = (b+x)"

D’ou

iy ~mb+2) -~ nla+ x)

f(z) = o+ oG L pour tout © # —a et x # —b
bi Ohaplia)ee %_1,:;: ) e (il I4z+z? - s(:c]

l-z+2%  {z)
sl@) =1+x+z®eti(z)=1-g+5°
§'(z)tz) — s(z)t'(x)

1+ 20)(1 —2f a?) ~ {1 + 5+ 2%) (=1 + 23)

Comme u'(z) =

{s{z))? (1-z42%)2
_ 2= | d-a?
T (l-z+a?R T(1-z4a2?)?
ona
5 1-g?
Pljee u{.c {1~—z+m3)
RACNRE VE=

Dot

1-z? l—z+z4

[1—2:+3:2}2\/1+:c+mf"

g'(z) =
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Remangque :
g est dérivable sur R puisque les deuz polyndmes 1 -z 422 et 14+2+2% ne ’onnulent
jamais sur . {leurs discriminants sont négatifs).

a+btanz

T Inu{z) avec u(z) =

atbtanz __ ﬂ

a—btan x f,l::l‘:] ¥

¢) On o h{z) =In
Comme
’ & (@)t(z) ~ s(z)t'(x) _ b(1 + tan’ z)(a — btanz) — (a + btang)(~b(1 + tan® 1))
v(z) = (m)}z (a— btanz)?
= 2ab(1 + tan ) ;

2ab(1 + tan® )
vy W(z)  (a—btanz)?
Nie)= u(z) = o+blanz
o — btanx
_ 2ab(1 4 tan®z) a-—btanz
" (a—btang)? T a+btanz’
Dot
H () = 2ab(1 + tan® 1) _ 2ab(1+ tan® z)
& = la—btanz)a + btanz) a2 — bitan’ s
d) On g k(=) = In{ln (In2)] = o u(z) avec u(z) = nv(z) = W(luz) et v(z) = nz.

(= 1
v(z) ale

1
Comme v'{x) = o) omau '{z) =

, u(r) _ zlna
1 ) o5 rmme—ete =
SN u(z) In(lnz)
Do "
¥iz)= z(inz)(n(lnz))
e) On o l(c) = ﬁ%’;—: E:m o u(z)v(z) avec :u(:r:) = sseizpisiie g
u(z) = &%2,
e i z
Comme v'(z) = absmh:+!; ok et v'(z) = e®*,
b a* + b
2 ; .
M =il bl e = abmn;t + b° cos bz o= awsz::i::.mbz: i
—absinbx + b?cosbe | a®cosbx + absinbx] o
a? + b ) a? + b2
_ [—absinbz + b* cosbx + a® cosbz + absinbz]
N a? + b €
oy
I'{z) = " cos br.
Solution 3.T.

~ 1) La fonction f(x) = 2® + = est un polynéme donc continue et dérivable sur
R .

Et Pon o f'(z) = 35% + 1 qui est strictement positive.
Par suite [ est une fonction strictement croissante et continue. D’aprés les
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théorémes du cours, f est une bijection de R dans F(R)
oit f(IR) = i f(t]',_l,ifto f(8)[=] — 00, +oo[=R.

Ainsi la fonction f admet une réciprogue noiée h définie de R dans IR,

- 2) O‘n cpourtout 2€ M, f(—2)=—-2%-2= —~(3+2) = —f(2). f est alors
umparre et s réciprogue est oussi impoire, :
En effet
Pour tout z € R,
hM-z) =h(-f(2)) averz= feysh) =2
=0f(~2)) ear f impaire
=g car (fio f)(t) =t¢
= —~h{z) car z = k(x)
d'ol pour tout € R, h{-z) = ~h(x) et donc h est impaire.

gn sait gue h o lo méme monotonie que f. Donc k est strictement croissante

.;L“Pm h(s) = 400 et A -If.'f‘m h{t) = —na,

— &) On apourtoutz€ Ry, f(2)=24222
E‘éldan.c pour bout z € Ry f(h(z)) 2 h(z) (z 2 0 = A(z) > hi{0) = 0
. puisqué h croissente).
Ce qui donine pour towt s € Ry 1z > hizx)
— 4) Pour tout 2 € R*,  f(h(z)) =z et done (h(2))® + h(z) = >
; T 1
ce qui donne e =] of —o
P T Gy
On passe i la limite en éerivant que
z

" ; 1 1
lim == llm (14— | = i P
=-+oo ((h(z))a) &t ( L (h(fﬂ})") A @y~
ceci cor lim h(z) = +o0.
T—+00
Do le résultat
i otes =
s+ hd(z)
— 5)..Puisque [ est dérivable sur R ef ne s’annule jamais (f'{z) =322 41 £
- 0 ¥z € R), alors sa réciproque h est aussi dérivable sur f {R)=R. '

.

""" 6) Daprés les résultats sur lo dérivée de la réciprogue, on a
pour tout z € R, Wiz) =

1;

fi(h{z))’
Pourz =2, K (2) =
our '(2) FhE)
comme f(1) = 2 donne 1 = h(2), on obtient
1 1
(@)= e = =
W=D =1
Solution 3.8, :
1) La dérivée de Uapplication f(z) = cosz — 1+ &~ est donnée Hx) = —si
. Vo % est donnée per f'(r) = —sinz+ .
LaAdéfwée de cette dérivée est (f')'(z) = f(z) = —cos+1 gui est donc positive
puisque cosx <1 Yz € IR.
Par suite 'application f'(x) est croissante sur IR.
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2) D'aprés (1), pour tout 2 2 0, f'(z) > f'(0) avee f'(0} =0.

Ce qui assure gue f est croissante sur Ry (sa dérivée étant positive).

Et donc pour tout x > 0, on ¢ f(z) = F(0) = 0.

En plus pour bout c € R, (—x) € Ry et f(—x) = f(z) avec f{—2z) > 0.
DotVze R, f(z) =cosz -1+ 3_-:- > 0. Et par suite

i
Yr e IR, cmm?l—?.

8) En posant g(z) = sinx —x + —"’;;, sa dérivée donne

gz =cosz—1+ -’52: = f{z).

Comme [ est positive, en particulier sur IR, g est croissante sur M. Bt done
Yz € Ry, glz) =sing —z+ gﬂizg(ﬂ)zﬁ.

C'est 4 dire . Vo € Ry ;';—563'55211:1:.

Et d'apres (1) ov o vu que f'(z) = ¢ - sinx est croissante sur IR, done sur IR,
Et done pour tout z € Ry, f'(z) =z —sinz > f{0) =0.

Finalement

e
(vz e Ry) z—%—gsinﬂ:gm,
Solution 3.9. :
1) Dérivens la fonction f{x) = a® + b* + &% — 3abz, on trouve f'(x} = 327 — 3ab =
3(x® — ab), Comme a et b sont deus réels positifs, f'(x) est négative sur Uintervalle
i—vf{E, ab| et positive sur | — m,mﬁE[U]w/as‘ +eol. Dane f est déeroigsante sur
{~+/ab, Vab| et croissante sur chacun des intervalles | — co, —v/ab| et ]v/ab, +oal.

2) D'aprés (1), f atteint son minimum sur Ry en z, = vab.

Par suite, pour tout ¢ € Ry, f(c) > f(+ab).

Ce qui donne, pour tout c € Ry, o +b° 4+ ~ 3abe > ¢® +1° — 200v/ab.
Or a4 b — 2abveb = (ava — b\fﬁ}ﬂ est pogitive.

On en déduit que pour tous réels o, b et c de R ; a? + 0% 4 ¢® — 3abe > 0.
Doi le résultat

Y(a,b,c) € ®r? a® + 0 4 o* 2 Jabe.

Solution_3.10. :
1) Pour f(z) = cosx, on a f)(z) = f(z) = cosz et :
f(z) = —sinz fia) = (f) (x) = —cosz
O z) = (F?(z) =sinz  f9(z) = (f)'(z) = cosz = f(x).
A purtir de ce calcul on peut écrire en générul
™2y = flo) = cosx sin=4k keIN
FOg) = f'(z)=—sinz sin=4dk+1, kel
FOz) =f'(z)=—cosx sin=4k+2, keN
fNz) = fNz)=sing sin=4k+3, keN
(ceci en faisant une récurrence sur k).
On résume ces cas en écrivant que ™) (z} = cos(x +nF}
{en passant par la formule cosla -+ b) = cosacosb — sinasinb).

2] Pour fir) =e % etneN.

fi{'r) e _e--:c, f’!{rj = ""{—C—z) =g ¥ = f{:;;)
Et en générul :
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F (z) = ™= sin est pair et fO)(z) = —e™% sin est impair,

Cest & dire {0 {z) = [-1)°

Solution 3.11. :
Soit n € IN.
1} Pour f(z) = ¢®sinz, on a

e”% {qu'on peut vérifier par récurrence).

Fi(z) =(e)sine+e"(sinz) = esinz +e®coze = £%(sinz + cos ).
Mz)y  ={f(z)) = (%) (sinz + cosz) + e*(sinz + cos )’

= ¢"(sinz + cos ) + e®(cos & - sin )

=2e* cosz.
fOz) = (f"(2)) = (2e"cosz) = 2% cosz — 2% sin s = 2e%(cos x — 4in )
F)z) =2 {(cosz —sinx) + (~sinz — cosz)] = ~de” siny = (=4} f(z).

on retrowve f multiplié par —4.
Bt par récurrence ;

F&(z)

= FO2) () = (§9)®(a) = (-

el en général f14%)(z) = (—4)% f(z) po

Pour n € M, faisons la division euclidienne de n par 4. On gura n = 4k + v avec

kelWNetr=0,r=1,r=20ur=3.
Par suite f@++7)(z) = (fER) ) (g) =
Dot le résultut

£o2(a) =

{—4)'%3” 8in @
(—4)*(sin T + cos z)e*
(-0 (2conz)es

(—4

¥ (—sinz + cosz)e”

459 (2) = (~4)(f)(z) = (-4 f(z)
ur k € IN.

(= NN z) = (4 {F7 ().

sin =4k (k€ IN) (nmultiple de 4 (r = 0))
sin=4dk+1(kEN){r=1)
sin=4k+2(keWN) (r=2)
sin=4dk+3 (ke N) (r=3)

2) Pour q{z} = ¢*xP avec p € N, en utilisant lu formule de Leibnitz, on a :

¢ (z) =

3 Lr()m(e)em,

Sachant q‘ue (e’:)("—m] = e%, (2P)) = 27 et que

(2P)™) = p(p - 1)--

m > p,
on obtient
I casn < p

géme

= (2P + c;va"l 02p(p - o2+ o

P Y-
m=0

cas T > p

(=) = 3 O M)

if

14

m=i

3 O (ar)ml(er) -

ic -

= (B2? + Clper—2 +C

(p—m+1)z? = Bl sip 2 m > 1 et (27)W = 0 5

)

pen) LT
—ﬂ‘l)

™) (car (zP)(™) = 0 pour m > p)
2plp -~ 1)zP 2 + -+ G plr + D2 pl) &=
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" Soitne IN. En faisant comme avent, on @ :

3) Pour h(z) = z* cosx pour k € IN*, on utilise la formule de Lmbmiz
Soitn e N
I casm < !c

ht")(z) = E Cm(2*) ™) (cos z) (™™ o= Z tm mx* ™ cos(z + (- m)F).

2EME oo > k

Comme les dérivdes (%)™ deviennent nulles pour m > k, il reste la somme jusqu’a
k‘ .

k k
A (z) = m%ﬂ[:g‘(z”‘]‘:’“)(oos g)in—rml = néﬂ[:;“ﬁ?zk”“‘ cos(z + (n —m)§).

On g par ezemple :

K(x) = kx*"! cosz — z*sinz = ka*~ cosz + 2* cos(z + %).

R'(z) = k(k — 1)z*~? cosz + kz* ' cos(z + &) + k:c""cos(m+ )+ z* cos(z + 23)
= k(k ~ 1)x*~2 cos ¢ + 2kz** cos(x + 2]+.": cos(z + 2%) (avec k > 2).

Solution  8.12.
1) Pm;r f(:r) % , on éerit f(x) =[x —a) ! et par suite
f'(z) = (-1)(z ~a) 2 () = (-1)(-2)(z ~ a)72 = 2(-1)(z ~ a)®

Fae'sm Phypothese dalicurrance
f)lz) = (-1)Pn¥{z —a)- "1

o Pourn+1 on aure :

£7(g) = (/) (2) = ((~1"al(e - )3’ = (—)al(~(n-+ D)z - )1
et done fO4U(z) = (~1)*n + Dz - a) 2

D'oti le résultat
d (n) = (1 nlfr  ay=mel _ (_1]""‘1
VrelN, ()= (-1}"n!z—a) =
2) Pour g(:r) = 1— . Ce gui donne
_2_. =
g(z) = = + 1’ et ensuite :
- % (=) % (n}
V L = -
nEN, ™) (m-»l (:H—]) '
En utilisant lo question (1) aver a = 1, puis a = —1, on trouve pour tout n € IN,
vy | Il (PR g e 1
g™ (@) = 3 [(m 17 (z + 1)nH 3(=1)"n! @—DH (G|

3) Pour hiz) = -{-;g—_—lq, on utilise lo décompasition en zl!éments simples. Ce qui donne
Mz) = 24y + gy + 5y + R

aprés caleul, on trouve i*ma-—ﬁ v =4§ et donc
hz) = % ! + : + : + ! )
(£~1) {(z-12 (z+1) (z+1)

W @
(W) = (2= 1)) = (-2)(-8)- - (-2 = n+ 1)z
_ (D% 3. tn+1)  (~1)*(n+

x— )42 T (g — 1)n+R
E‘tdcmgnw ) ( )
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| ){ﬂ]_(-—-l]“(n-!-lﬂ
@+12) " @+l

inalement on o pour tout n € IN

ngy - A f_ U C)tet )t et ) (DM )
h(z) 4( =11 " x| (z o1y ® (z+ 1;:14-2 )

Qu’on peut derire sous la forme :¥Yne N

RN R | 1 (n+1) (n+1)
Wigl=gi-n "{‘( @1 | @A {a:-—l]“"‘2+_(z+1]“+2>'

Solution_ 3.13. :
1) La fonction f(z) = v/1— 22 = u(u(z)) est composée de v(s) =1 — 2
et uft) = V%
Notons Dy, D, et D, les ensembles de définition respectivement de f, u et v.
On aait gue D, =1R et D, = [0, 4c0[. Et l'on a
e€Dy & [f(z) est définie

& v(z) est définie et v(z) € Dy
& € Dy et vlz) € {0, +o0[

e zeRet{l—-z)20

& 121220

o —-l<z<1

< zel-1,1 :

D'ot Dy = [~1,1].

u{:c)[ étanj un pelyndme, il est continu et dérivable sur IR et donc contine et dérivable
sur [—1,1].

La fonction u étant continue sur [0, -+oo| mais n'est dérivable gue sur |0, 4[] (u non
dérivable en ).

I p'en suit que f(x) = u(v(z)) est continue sur [<1,1] et dérivable sur [~1,1] souf
pour T tel gquev{z) =1 -2 =90 (qui donne s =1 suz=—1).

Finalernent, f est continue sur [~1,1] et dérivable sur | —1,1].

2) Sur Pintervalle | - 1,1, ona :

EdE 1-a? = f(z) = (u(o(z))) = V(z)v'(v(z))

ey, Sk W,
& Vl-2f V1ot

()

Dot le résultat

Vl—z?d;i-\/l—m? = -z,

76

g".’ﬁ—zm =f*'(m)mu*{z}}’=( ,:Lj)

—a:\”' -
—yl-x +x{——]ﬁ]
Ji-ay
W S
= ng\/] — 5!35]2
- w,i’l — 221 - a?)
f(z)
D'ob le résultat
RN e |
’V’l—iﬂzm 1mm2:f‘}__—-ﬂ_’,‘ﬁ‘
da A 7 B Y — _-_:!'._ :
a;;?‘\/i“ﬁz :f (I} = {f {:EJJ) - (fs(:x;)) .
3
iz
7@
iy
) !__g;l
o (a)
Diod le résuliaf

Solution 3.14. @
Poura € R, (enx)(ll = e®T, (e‘“)(z) = {ae“’)m = ol
¢t par récurrence sur k € N, {c"“’](k! = aFe®.
Soit n € N. En dérivant n-jois la relafion elotbls = eozebs on oblieni
(E(G-Ht}:)(") s (eaxeam)(“)_
n utilisant le formule de Leibnitz et ce qui préctde on awr
T
{a_]_b)ne[ﬂ-{—b}:; iy f: [')‘?‘:(Enz}{m}{eba:}(n-—m) s 2: c::lﬁmeazbnwmc{;::
m=0

- eazEIm (i qumhn—m) = glat)r ( :;_‘_: E:xambn-—m)
m=0* m==
En simplifiant des deuz cotés par eV —qui est non nul- on retrouve la formude du
binéme de Newten
T
(a+b)" =3 Cra™o"™™, a etb deus réels.

=l

Solution_3.15. :

1) On e 3 = v(u(z)), avec u(s) = —& et o(t) = e’

La fonction u est définie, continue et dérivable autant de fois qu’on veut sur " (et
ses dérivées successives sont continues sur IR* ).

La fonction v est définie, continue et dérivable autant de fois quon veut sur R,
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Done la composée f = vou est définie, confinue et

sur R*.
Fnzg,=0o0na:
]mze z =¥hr£w eV = 0= f(0) (en faisant le changement de variable
0
f est donc continue en I, = 0.
En plus Jz
i OOy 3y oot
:;’E = o ¥

(ceci d'aprés le résultat .h.? e =08k
Ainsi f est dérivable en 7, = 0 et f'{0) =0,

Ef par suite, f est dérivable sur IR tout entier.

2} Pourz# 0, on a

4 2
fiz) = (ﬂ_;&) =u/(z}v/ (u(x)) = €=
et lim wgge"ﬁ’l = ;IETW 2!’,3&'12 =0= f(0).

elle est continue sur

Par suite f'(x) est continue en 0, et done continue sur IR.

8) Pour 2 %0, on a
re= (L)

2 1 2
=(?a)”'*‘ﬁ

—6 _1
= (‘;«' ¥ zﬁ) e

Enz,=0, ong

2
@1 B
“"“ il a0
D’oﬁ. o) =0
En plus

i 21 3 :ﬁ, i "_-15
g f(a) = i (27 + 5 )

r#0 z#0

= lm (654 +45%)e™" =0= /(0).

Par suite f" est continue en (), done sur R tout entier.

4) Pour ¢ # 0, on a vu que

FOz) = flz) = P,,(-é}e“?l’ o Po(z) =1 polynime constant de degré d°F, =
2 _ L B
Bt f'(z) = e ¥ h(>)e B

avec Py le polyndme Py(z) = 22° et &°Py =3 x L.

Supposons gue pvur nelN

FoH ) = = F,, est un polyndme de degré 3n.

dérivable autant de fois qu’on veut

i s oo

i

On aura
FieD () = (FMY(2) = (Pa(R)e™™
= (Po(L)Ye & + Py(L)(e™5¥

=1 1, .
=~ PAC)ET + Pa

. (;mip:.(l') + 2Py

).‘
)

B
Bl-==

2
](;3—

T

B |
e
S
“ul"

: n+1( Jem -
Avee P,,H(z) = _2p " (2) +22°Po(z). On @ T !
d*(2?P.) = 24+d°P, =2+ 8n~1=3n+1 et d°(z*P,) = 3+d~=p,, = 3+3n = 3r+3
Par suite d°{Pays1) = 30+ 3 = 3{n + 1) el donc Vhypothése de réctirrence est vraie
pour i+ 1.
D’oti le résultat

Pourtoutne N, F)z)= P, ( )e =2 of P, est un polyndme de degré 3n.

5) f est de classe O™ sur R dérivable autant de fois qu'on veut.
En x, = 0, on raisonne par récurrence :

= pourn =0 flO(z) = f(z) est continue et f{0) =0,
— Supposons gue £ est continue en 0 et f0)(0) = 0.
— Pour ﬂé 1)— 1 an am? que
n - fln
g L2 SO0y 1p 1,

:*-ﬂl L - =—+0 [
= lim yF,. g A i
im yFPa(yle 0

Doy f+1(0) = (F1™)(0) =

Bn plus lim f*+1)(z) = lim Pn+1( De ¥ = lim Pu(y)es” = 0= f+0(0),
z#ﬂ :i:#

Atngi fr+1) pst continue en 0 et donc sur R.

Finalement on conclut que f () est continue sur IR pour tput n € N,

Ce qui assure gque f est de classe C*° sur R.

Remn'rque

yPo{y)e ¥ = y(ag+aiy+- - +asay>)e’ ' = agye +ayge 4 agpy®itle v

c'est une somme finie de qutmt:tés qui tendent vers 0 quand y tend vers Pinfini.

Par suite iim yP, (y}e"" = 0.

-

Sclution 3.16. :
D'abord on a :

lo dérivée de e? est (gﬁ)’ =(1)e? = ——51-_.-&%, ceci en utilisant la dérivée de la com-
posde.
Ensuste on o

Fri1(2) = (frop1 ) (z) = (;(ﬂ+l)---!e§;}tn+l) = (z"ed)(n+1)
= ((@"e?) M) = ((z7et)))
= (ng"le¥ —a™het )0

(@) = (f2)M)Y (z) = (£)P) = (@ te))™
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= ((rn— Dz"2ei - a1 et

nralz) = (fn-;a)(“”"z)(z } = (aln¥2)-1edyine2) — (pntigdyinta)
((;!;"’-“1'1 )(3) (n) . {$n+le‘) ]f}(g‘)
= (({n+ l).r"-pi - x"‘r 1L elyyim)

=((n+ Dnz"led - (n+ 1}3“75- —(n— 1)3.11-—2&; N

fres

() in)
b 1.4 2k i ol
(n+ 1) [ﬂr" e — gt e ] = [.[ —1)a™ 2.d _ n 151.!.35

ceci en utihsant le fait gue (m;(_; )+ butz))™ = anl™ (2) + bt (1).
Doty le résuliaf ) ) (=)

gn2(e) = (B4 Lgnga(z) - ¢z} )
Ensuile e par récurrence -

----- (F)(@) = (e3) = ~fret = (-1)lu=i-Ted,

— Fuaisons U'hypothese de récurrence suivante :
VE1Sk<n gilr) = (fu)®(z) = (~1)kz—*1ed

— Pourn + 1, on a d'aprés ia relation (*)

9ut1(2) = ngn(x) — g, (z) = n(~1)"z"-1e} _ ((_,])nqm—(n»n—le-;)'

Il

n(—1)rpled — ((—1)»%%:)

1 )'I’l mwu—

= p(-1)tz" ‘eé —n(~1)"z""lew 4 (~1)Plp—mded
D'oui G } ( ﬂ-—l --(n-l-l}u-i 1 _( 1)n+1 =71} 1e i

Iz formule est done umaa Fusqu'd !’ofdm n+ 1.

On conclut finalement que

. Ve,  galn) = (fu)(z) = (~1)"z~"~1e}

Selution 317.: .

i) Calcm'ona les dérwées successives de e~

{e"”',) = —2pe~"

(&) = (~2ge—=" )'=(~ 23}' o (e ) = 2678 - 2p(—2ze~*")
= (=2 + 42?)e—2"

(=) = ({-2+ 42?)e" ) = 8~ o (-2 +422)(—2z)e~""

= (122 — 8aB)e ="

(e7=")4) = ((12«: - 3;3)e—=’)‘ = (12 = 24a%)e~=" + (122 — 823 )(-~2z)e~*"

= (12 — 4827 § 162%)e=="
(e=2")® ((12 4832 + 162%)e~= ’)'

= (962 + 64x%)e="" + (12 ~ 4822 + 1627)(~2n)e ="
= (=120 + 1602 32«,»5).9*':
2 d

Ensuite et par définition de H,(z) = (-1)"c* St =t
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e G

( ﬁ - ((,_]_)Il~*1 Wﬂ)m_""'le% + {—1}““11‘;"“(";1;)6 )
N s U e Bl )
(

ad? _ 2 HEE, G 2.4
e =g (T ) =" T = =1

Hi(r) =(-1)e e = e (%Y = ~¢*" (~2ze™ ) = 22
Ha(z) = (=1)2" o™ =™ (—2 4 dr?)e™™ = 2 £ d2?

Hs(z) =(-1)%" EEE’-" - —5’9(121 - 89:3)&""9 = =127 + Bzd

Hylz) = (43%955—*” = € (12 - 48:2% + 160 )" = 12 — 4827 + 162

2

Helw) = (-1)%" 4 e~ = <% (—120z + 160" — 322y~
mlj
= 120x — 1602 + 3225

2) On soit que :
(i} paﬂrm € N.ona

dmtl L)
(& ate)) = Yo = wrt9e) = ) = e,
(si) pour pEN", on 4 ¢
e = B3 ) (8) + B3 2) 0 PD() = P (z) + pu>= ()
(la. dérivée seconde et les suivanies de +{z) = r s'annulent).
Ensutte on écril

2 d® 2y’
o (E0Fe ')

ng iy a» =z _qm d” gy
e e e e ) _
2 i 5 P .
:21.(( )nez E,ﬂ_e x )___(_1) +1 % dzn.+1€ T
M 2$Hn(m) Hyyy
D’ow le résultat
H (2) = 22H, (3) — Hoya(z) (%)

3} Ensuitc on 6 :

o (@) = (-1rtes ()™ < eapriies (o)) ™

a (n} :
= (—1)nties (—223‘““) m= (—1)Hles (--2{2(6“”3]["] - 2?!(.9"::1(“_1)) (vair

{ii)).

= 2g(~1)"e" (e~ )W — 2n(—1)"—te=" (¢= )m 1) = 22 H, (7)) — 2nHpor(2).

Dot le résultat
Hyga(2) = 2eH.(2) ~ 2nHp-1(2) ()
En combinant (x) et (»+), Yo trouve '
H:'I(m) o zxﬂn{IJ - Hn+1 {.’L‘)
= 2zH (z) — (2rHa(x) — 2nHno (2) = 2nH,_1(2).
D'ois le résuliat
Hy(z) = 2nH,_1(z) (% )
4} Ona
Hi(z) = (Hy(x)) = (22Ha(z) — Hnp (2) (woir (%)}
= 2H,, (z) + 2z H(x) ~ H! | (x)
= 9H, (2] + 2aH! (z) — (2(n+ 1) Hp(z}) ((x*«) pour (n+1)
= - InH,(z) + 2z H](z)
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Dot le résultat ;
Hi(z) - 2zH (2} + 2nH,(z) = 0.

D’aprés (*), on o trouvé B (@) = 22 Hn(z) ~ Hopa(x).

Qu'on écrit sous la forme Exfli’n{z) — Hi(z) = (22— ?;;—)H(z) =

Hypa(x).
Et d'aprés (*%), on a 2eH,(z) = Hypy (2] + 2nH,_(z).

Solution 3.18.
1} L'égalité f(:.: y) Flzy) =+ y donne lorsque z =0 et y= 1
FOF(1) - F(0) =1 = F(O)(F(1) - 1) et done F(0) # 0.
Ensuite on prend 2 = y = 0 on trouve f{0)f(0) — £(D) = 0= fO) F{0) — 1). Comme
F(0) # 0, on a forcément f(0) — 1 =0 e done f(0) = 1.
Fizons y et dérivons par rapport & ¢ les deus membres de ggalité
F(z)fy) — flzy) =z +y, on cura
fly)fi(e)—yf'(zy) =1 (2), =z ely étant guelcongues dans M.
(y est considérée comme constante, lo dérivée de f(zy) = flu(z)) est v (z)f (u(z))
avee u(r) = yx, v'(z) = y).
En prenent y = 0 dans V'égalité (2), on trouve  f(0)f'(z) =1 et dmc Fiz) =1 pour
tout = € R.
Done f(z) =z +c=z+1 (puisque c = f{0) = 1).
Réciproquement :
La fonction f{z) = z+1 vérifie f(z) fly} -~ flzy) = {H 1}(y+1] —(@y+1)==z+y.
Ar}m‘i In seule janct:‘ﬂn dérivable sur R vérifiant ¥(z,y) ¢ R® -
:r)f(y flay)=c+yest flz) =2+ 1.

2) 8%l existe ¢ définie, continue et dérivable sur IR telle gue

Viz,v) ER® : glz+p) ~glz—-y)=dzy (%),

on dérive les membres de I'égalité {x) en considérant que y est constante. On oblient
d+y)—glz-y =4y (8).

On dérive ensuite les membres de ['égalité (*) en considérant gue © est constante. On
obtient

gle+y)+d{z-y) =4z (4).

En faisant la somme de (3) et (4), on obtient

2¢'(z +4) = 4z + 4y = 4(z -+ y) ceci pour tout (z,y) € R

Et on gura done ¢'(u) = 2u pour tout = € R.

Ce qui donne g(u) = u® + ¢ avec ¢ constante dons IR.

Réeiproguement toute fonction de cette forme vérifie

g@+y) -9z -y = [(c+9)’ +d ~[@=v)? +d =

Finalement les fonctions dérivables sur B vérifiant

V(z,y) € R® : glz+y)—gle—g) =

sont les fonetions de lo forme g(z) =22 +colcc R.

Remarque

Revoir cet ezercice qu'on a déji fait dans le chapiire précédent sans Uhypothése de la
dérivation.
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3.4 Exercices supplémentaires

Exercice 3.19. :

E’tudisr la dérivabilité puis calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1) fiz 1;‘:02 + /|2

2} g(z In{z? 4 /2 ¥ 1)

3} hz) = (Inc)®

4) k(z) = z0=)

BExercice 3.20. : £

* g'sin-y stz #0
Soit b € RS, On pose f(x) = 0 z st'xiﬂ
Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonetion f.

Exercice 3.21.
On définit sur I { %: 3] la fonction numenque f par:

f(z) = e (_HE&?’ stz #0
0 stz =0
1) Vérifier que § est dérivable sur I.
2) Calculer sa dérivée f' et montrer qu'elle est continue sur I.
3) Caleuler sa dérivée seconde " et montrer qu'elle est continue sur I.
£) Montrer par récurrence surn € N que
sig#0 f(’”‘)'(z} est de la fmm,e
F (@) = (acosz + b)Pal( s )e” T og Py, est un polynéme de degré 3n,
(a,b) = {0,1) a8 n pair et (a,b} (1,0) sin impair .
5) En dédmm gue [ eat de classe C* sur I.

Exercice 3.22. :

On considére la fonction f: R — R telle que :

-0 4 o] <1
€ 81 Hy
flz) = { si jz| =21

Montrer gue | est indéfiniment dérivable sur R

Exercice 3.23, : ®

Calculer les dérivées n®™E des fonctions suivantes :
fla) = (ﬁ}-ﬂ; pour a =1 puis a = 2.

Exercice 3.24. :

Soit n € N, Caleuler f™{z} :

1) pour f(z) =sinar ciac R*;

2) pour f(z) =e ™ eth e R".

Exercice 3.25. .

Caleuler la dérivée d'ordre n, n=1, 2 ou 3, des fonctions suivanies :
1) f(z) = e* tanx.
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2) g(z) =,
3) h(z) = coez?,

Exercice 3.26.
Caleuler les dérivées nt™es dog fonetions suivantes -
f(z) = 4sin’ zco82 ; g(z) = cos® z ; h(z) = zcosz of k(z) = 235k =.

Exercice 3.27, :
Trouver les couples de fonctiona {f,g) dérivables sur IR et telles que

flz+y) = Fa=)+ flaly)
Lt {yfa:ﬂﬂ = g(z) + g(F(y))

Exercice 3.28. ;

On considére la fonction numérigue & variable réelle définie sur [0, 2| par
f(z) = 2sinz + tanz — 3z,
1} Montrer gue

Ya o, g[ f(z)>0
2) Bn déduire que
Yz €]0, ;—r[ 2sinz +tanz > 3z
Exercice 3.29: : _
Soit f une fonction numérigue définie sur Ry et bornde.

On suppose que f est deus fois dérivable gur Ry et que Vo € Ry, f'(z) > 0.
Montrer que f'est déeroissante.

Exercice 3.30. :

Soit f la fonction numeérigue & variable réelle définie par ;
2r -1

o)= s

1) Détermaner Uintervalle |a, b tel que | soit une bijection de IR dans |a, b].
8) Soit g Uepplication bijective réciprogue de f,

i- Etudier la dérivabilité de g sur Ja, b],

#i- Calculer ¢'(z} en fonction de g(z).

it Coleulér g'(1).

Exercice 3.31. :

Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur un intervalle [ et telle que f'
est continue sur I, i

Soient u et v deus éléments de FAI) tels quen < v,
Montrer que :Yw €lu, v, 3e, €T /owe= fey).

3.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solution  3.19. :
1) Vérifier que f(z) = /3% + /|=| est définie, continue sur R el dérivable sur R*,

Et que pour tout ¢ # 0 f'(z) = %m (2:: + g'i{/%) avee s(z) = 1 s

z>0ete(z)=-1siz<0 . { .
2) Vénrifier que g(z) = In{z? + /2 + 1) est définie et continue sur |1, +oof et déri-
voble sur .

—1,+eof.
ek o
E‘tqnepo-ur:t>—,9(1}-*2__‘!_*_\/14_1 ¥ o) |
8) Eerire que h(z) = (Inz)® = e*0n8), Vépifier que h est définie, continue et déri-
vable sur J1,+oc|. . _

Bt que pour fout 2 > 1,  h'(2) = (In(lnz) + ) (Inz)*.

4) Berire que klz) = PAtuE S ULE) Vérifier que k est définie, continue ef dérivable
sur |0, +oof.

Et que pour tout 5 >0, k(x)=2
Solution  3.20. :

Vérifier que f{z) = z"sin % est définie, continue et dérivable sur R*,
Vérifier que f est continue en 2, = 0 si et seulement 55 b > (.
Et gue f est dériveble en ©, = 0 si et seulement 31 b > 1.

Solution 3.21. :

Revoir la solution détaillée de Uezercice sur la fonction e,

Solution 3.22. : ) .

Remaorguer que f est pair et justifier qu'elle est indéfiniment dérivable sur ] — 1, 1[.
Montrer par récurrence que f"(z) = (?2}3’1_[%;@“3_”'1 avec d°Py = 3(n —~ 1) + 1.
En déduire que foules les deérsvdes en 1 sent nulles, et que f est indéfiniment dérivabie
sur R.

Nz (nzy?
xT

Solution 3.23. : -y
- {n) 1y - CV
Vérifier que (f(2))'™ = [(::M)ﬂ ) = (z+ 1)+

E

Solution_3.24. :
1) Vérifier que f(_"]{.r) = a”sin(ez +nk).
2) Vérifier que f(x) = (—b)me .
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Solution 3.25. .
flz)=e"tanz oz) =

Fi{x) ={1 + tanx + ten® z)e* g'(z) = 2pe®*
f*(z) = (2+ 3tanax + 2tan? o + 2 tan® z)e” ¢"(z) = (2 + 42?)e”

fOz) = (64 Ttanz + 11 tan z + 6tan® £ + 6tant x)e®  §"(x) = (122 + 8ad)e™
h(z) = cosa?

K (z) = —stina:
h"(x) = —24inz? 4:: o8 T2
h"(x) = =12z cos 2* + 8z sinx?

Solution_ 3.26. :

1) Eerire que f{z) = 4sin® 2 cos ® = cos = — cos 3z

et f™H(z) = cos(z +n%) — 3" cos(B3z +n%)

(voir avant : (cos az)™)).

2) Ecrire que g(z) = cos? © = }{cos 2z) + § et (g)(z) = 2"~ cos{2z + n}).
8) Utiliser La formule de Leibniiz pour h(z) = xcosx :

ht™)(z) = zcos(z +nF) +ncos(z + (n~ 1)3).

4) Utiliser La formule de Leibmitz pour k(z) = r°sh x :

E™(z) = 23(sh 2)™ + $nz?(sh )"~V + 3n{n — 1)x(sh 2)*~2 .

+n(n— 1)(n — 2)(sh z)("-3),

Sin pair k™ (z) = (27 + 3nln ~ 1)z)sh o + (3ns? + n(n— 1)(n - 2))eh 2
Sin impair k{")( y= (:ra + 3n(n — D)z)ech £ + (3nz? + n(n — 1)(n — 2))sh .

Solution 3.27.
Dériver par mppm'.‘: ax la premitve dgalité (en fizant y). En déduire que f'(y) = f'(0)
et gue [’ est constante, Bt que f est a_ﬁine Fmre de méme pour g.

2

Solution_ 3.28. 1) Vérifier que la démzrée de f(z) = 2sinz -+ tanx — 3z est,
Fi(z) = 2cosz + gy ~3= (cosx —1)*(1 +Qcosz)

os’ z
En déduire que Vo €]0,%[, f(=) >
2) Utiliser la croissance de f.

Solution 8.208. Par Uebsurde en supposant que [/ w'est pes négative, done 3z, € R
tel gue f'{z,) > 0.

Vévifier que Vo > 2, f'{z) = f'{z.) > 0.

Foser glz) = f{z) — ['(z.)x et vérifier que g est croissante.

Caleuler :Eﬂ-ﬂoo g{z) sochant que f est bornde. En déduire ung contradiction.

Solution 8.30. 1) Vérifier d'abord gue f est définie sur IR. Etudier le signe de f'
puis déduire que f est bijective de IR dans a, b] aveca = mligxw flx) eth= :ETm f(z)-

2)

i- Vérifier que f'(z) # 0 Vz € R.

ti- Uhiliser la formuler g'(z) = ( =

#i-Prendre © = 1 dans (4} sachant que : {0} =1=0= f M1y = g1}

Solution 3.31. Utiliser le fait gue Itmage f'{I) = J de l'intervalle I par lu fonction
continue f' est pussi un intervalle,
Utiliser : (uyv) e P etu<cw<v=weJ=fI)=3c, €]/ w=fc.)
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Chapitre 4

Théoréme des accroissements
finis

4.1 Rappels de cours
Accroisserments finis

Théoréme 4.1, de Rolle

Seit f une fonction définic sur un intervalle fo,b] de R telle que :
— [ est continue sur [a, b],
- f est dérivable sur Ja, b,
— Fla) = £(b).

Alars, il existe ¢ €]a, b tel gue f'(c) =

Théoréme 4.2. des accroissements finis :

Soit f une fonction définte sur un intervalle [a,b] de IR telle que :
— [ est continue sur [a,b],
— f est dérivable sur ]a, bl

Alors, il existe ¢ €)a, b] tel que f(b) — f(a) = (b—a}f'(c).

Corollaire  4.1. Monotonie et signe de lo dérivée
Soit f une fonction continue sur I = |a,b] et dérivable sur ]a,b], on a les équivalences
suivantes !

L. f est constante sur I <= f' = 0 sur )a, b]. "
2. f est croissante sur I +== f' > 0 sur ja, b[.
8. f est décroissante sur I 4=+ f' <0 sur|a,bl.

Conséquences :

s Accroissements finis généraliaés : .
Solent f et g deux fonctions continues sur I = [a,b] et dérivables sur }a, b,
alors il existe ¢ €la, b tel que (F(b) — f(a)) ¢'(e) = (g(b) — g(a)) F(e).

» Régle de 'Hépital :
Seit £ > 0 et a € R. Etant données deux fanctlpn.s f et g dérivables sur
Ja —&,a + | telles que :
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1. Vz€la-c,alja,a+¢f, g¢'(z)#0,
2. fla) =g(a) =0,

. f(=) i
3.1 = 2
e !
alors ?-\_.I
i £ i

é‘;’i o) "

Formules de Taylor

Théoréme_ 4.3. Formule de Taylor-Lagrange ?

Soit f une fonction de classe C™ sur un segment [a,b), et de classe DV
Alors il eriste ¢ €)a, b tel que : bl B BT ol

n
oo - (b a)* (b—a)ynt?
) 8 e e WPV ) i TR0
i kg R
Théoréme. a.4. Formule de Taylor-Mac Laurin

Soit f une fonction de classe C™ sur un segment [0, x|, et de classe D1

Alors il existe 8 €]0, 1{ tel que - our 10,

gt
)

fay=3" o) +

_f(ﬂ.«l-l) (955).

Théoreme_ 4.5. Formule de Taylor- Young 2
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a c I.
54 f est dérivable & U'ondre n en a, dors

‘ - (z—a)

1
g5 e (ﬂz) =Dy -*;,_-f“"(a)) =0
k=0
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4.2 Enoncés des exercices

Exercice 4.1. : Peul-on appliquer le théorgme de Rolle aux fonctions suivantes ¥

L filx) =

i T [-1,1], 2. falz) = |z — 1] sur [0,2],

T2

:rv—
3. Jalz) = -y

i qur [0, 1].

Exercice 4.2. :
Peut-on appliquer le théoréme de Rolle @ lo fonction f dans chacun des cas suivants ¥

= I'=[0,n} et f(z) = sinz.

e flz) = 1=SBIxE gi g £
I=1[-11} et{ (0) =0

= T=|-1,1] et fla) =2+ V=?
Exercice 4.3. :

Dans chaecun des cas suivents, montrer que In fonction [ satisfait au théoréme de
Rolle sur Uintervalle indigué, puis déterminer la valeur du veel ¢ figurunt dans cetle
formule

L. flz) =z — 2 sur [-1,0], 2. flx} = a?(1 ~ 22} sur [0, 1],

3, flz) = /1 — 22 sur [-1,1],

Exercice 4.4. !
Soit flz) = z(z + 1z + 2){x + 3). Montrer que Uéquation f'{z) = 0 a frois racines
réelles.

Exercice 4.5. :

Soient a et b deur réels fivés. On pose P{z) = a® —azx — b et Q(x) =27 — az b

1) Montrer gue le polynéme P(z) ne peut avoir plus que deux racines réelles distinetes.
2) Montrer que le polynome Q(z) ne peut evoir plus gue troig racines réelles distinctes.

Exercice 4.6. :
Eerire la formule des accroissements finis pour chacune des fonctions suivonies, puis
coleuler la valeur du véel ¢ figurant dans cefie formule :

L fi(e) = o — 2% sur [-2,1], 2. fa(z) = &* sur [¢, b}, a < b,

3. fa(z) = % surfa,b], 0<a<b.

Exercice 4.7, -
Soit [ une fonction numérigue définie et dérivable sur IR {elle que
im f(z)= lim f(z)=1€R.

T—-+oo T—+—00
On définit la fonctien numérique g sur Uintervalle [-1,1) par :
{ glz) = Fltan({ZF)) pour x €] - 1,1] :

g(—1) = g(1) =1
1) Montrer gue la fonction g est continue gur {~1,1} et dérivable sur | - 1,1[.
2) Montrer gue : (Ja €l — 1, 1[) ¢'(a) = 0.
3) En déduire que : {3c e R) f'{c) = 0.
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Exercice 4.8,

On considére la fonction f 6 wariable réelle définie sur I = [0, } par :
flx) = da(m ~ z) - w*gin® ¢

1. Vévrifier que la fonctwﬂ [ est deux fois dérivable sur I' et que pour tout ¢ € I,
(@) = —2(4+ 77 cos 2x).
2. Montrer gu’il existe o € I unique tel gue f'{a) =
3. Bn déduire que :

q
vz & [0, g—}‘ sin*z < ;ET(’T - z).

Exercice 4.9, :
Soit f la fonction définie par :

o 1 z
2 stz €]~ 00,1,
f@y=y |
= siz € [1,-o0|.

1. Montrer que la fonction f vérifie les hypothéses du théoréme des accroissements
finis sur lintervalle [0, 2].

8, Déterminer toutes les valeurs de c €]0,2] telles que f(2) ~
Exercice 4.10, :

Soient f, g et h trois fonctions continues sur Uintervalle [a,b] et dérivables sur |a, b|
fou a et b deux réels : a < b).

On pose A(x) = (g(a)h(b) — g(b)h{a)}f () + (h(a) F(4) -

fb)gla))h(z)

fle) f(B) flz)
(A(x) est le déterminant Alx) = | gla) g(b) g(=) |)
hia) R{b) hiz)
1) Montrer gue l'application A(x) est continue sur Pintervalle [o,b] e démuable sur
la, 8.

£0) = 2f(e).

MO F(@)elx) + (F)e®)=

fla) f(b) f'(z)
gla) g(b) ¢'(z) |-
h{a) h{B)- h'(z)

2) Vérifier que sa dérivée A'(z) est donnée par A'(z) =

8) Montrer gu'd existe ¢ €]a, b] tel que

fla) f(B) f'lo)
gf{a) g(b) ¢'(c)
hia) k(b)) R(c)

Alfg) =

Exercice 4.11. :

- h—
1. Monirer que {L—EL < arctan(b) — arctan(a) < S si0<a<b

+b? 1+ a2
g 1
2. En déduire que V2 + : < arctan(3) < z o
4 B 4 2

Exercice 4.12. :

Etablir les inégalités suivanies en ulilisant le théoréme des accroissements finis !
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1. W%ﬁ<mv\/£{§:};,‘v‘z>6,

2 rLef~1<xe®, Vo >0,

9 cosz— Y2 < L{Z —y), Yz e 0,3,

4. 0 <tany —tanzc < G-{ffa, otl<z<y<i,
5. |sing| < |z|, Yz € R.

Exercice 4.13. :. : -
On considére lo fonetion f + R — R, 2+ fo) = A2® + Bz +C, o A € R,
BelR et C € IR. Soient a et b deux réels tels que a < b.

Vérifier qu'on peul oppliquer le théoréme des accroissements finis & f sur [a, ). Fo-
primer ¢ en fonction de a et de b.

Exercice 4.14. -
- . ; f 1] — R
On considére la fonclion définie par - o fla)= 1= =1
Pour quelles valeurs de a et b peut-on appliquer le théoréme des accroissements finis
i f sur[a,b) ?

Exercice 4.15. :
Etudier Pegistenice et Uunicité de ¢ tel que
f{B) = fla) = (b=a)f'(e)
dans les cas suivanis ;
ta=1,b=23 et f(x) = (z—1)(z - 3).

2a=-1,b=1¢t flz)= ¥25.
3)a = -2 b=2r et f(z) =cosx + 2z.
4)o=-1,b=1et flz)= ¥z

Exercice 4.16. Saient f g
dérivables sur |a, b].

Un suppose que f(a) # f(b) et g(e) # g(b).
Mordrer gu'il existe c €)a, b] tel que
O L0
fa) = f¥)  gla) - g(b)

Indication : Considérer lu Jonction F définie sur la,b] par

F(z) = (f{a) = F(B))g(=) — (9(e) - g(b)) f(z).

Exercice 4.17.
Soil f une fonction numérique définie et dérivable sur [0,1] et telle que :
fl0)=0et(Vz 0,1}, fz)#0.

Démontrer que | garde un signe constant sur [0,1].

[2,8] — R deus fonctions continues sur [a,b] et

Exercice 4.18. :
On considére lo fonction numérique fa wm‘able réelle © définie par f(x) = z —cosz.
1) Montrer que : (3z, € [§,3]) / flzo) =

£) Montrer ensuite que : (3c €]z, 5f) / (c]

w-l: '
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Exercice 4.19. :

1. Eerire la formule de Mac-Laurin pour la fonction f(t) =1n(1'+ 1) & Pordre 2.

2 En dédt{!!"? que

2 2 3

I
I:.-:—I-“—z_-ﬁ-lu{l-f-IJ(z—%-Fi-, Yx > 0.

Exa;cl 4 20.
Verifier les magu!:ts’s suivanies a | aidc de lo formule de Mac-Laurin :
1. Vi+$bl+§—' ) Vo >0,

2214542 VreR,

5 1-% ScoszS1-% 4+ %, V2 ER,

4. ¢ <tanz < x4 23, Yo €0, k38
Exergice 4.21. |
En utilisant la _fowm:ie de Taylor-Mac-Laurin, démontrer les inégali ]

; 1é x

1) (Vz € {0, +o0) sinz <=z SR me
2) (vz € [0, +o0) Tier Sarctanz <z
3) (vz€lo, 1) arsing § el
Exercice 4.22. -

Celeuler (4 la main, sans utiliser une machine} les expressions suivantes ;
a) cos(60,1°) & trois déeimalgs pres.

b) a:ctan{l 001) & quatre décimales pres.

\/g_ 1002) & cing décimales prés,
S & trois déctmales prés.

Exercice 4.23, :

1. Eerire la formule de Mac-Laurin pour la fonction f(t) = <.
£. En déduire la limite de la suite (u,), définie par

1 1 1
Uy = e = .
s.,. +”+2!I- +nl,nEN.
Exerclce 4.24. :
Culeuler les limiles suivantes en ufilisant lo régle de I"Hopital :
" t ina — /A cosT —
L e 5, AR REART yiisen =2
=0 arcsin =% Jeosg .:—w
4. lim(z—1)tan & 5. % i t.anm
. a—}l[z Jtan 2 2 i]"‘—%(m z] d & ::]LE tB'-l15d:
7. lim( oy S |

z=41'r -1 Inz Szl%cosax 2¢o8x + cost
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4.3 Solutions détaillées des exercices

_s__olution 4.1. :

1. On ne peut pas appliquer le théoréme de Rolle & la fonction fy sur Vintervalle
I'={-1,1], car fi n'est pos définie en 1 {ni en =1).
2. Non, car f2 n'est pas dérivable en 1. En effed, la dérivée & droite de 1 est

im :;"_“__H_Q{m) = Eﬂl = lim st

—3 ]_‘
1T =¥ =31+ T~
el elle est différente de lo dérivée & gauche
i BEL ) g 1o

o1 z—1 geri- o — 1

9. Non, car f4(0) # fa(l).

Solution 4.2. :

«— La fonction f(z) =sinz est définde, continue et dérivable sur R, donc continue

sur I = [0, 7] et dérivable sur 0,
En plus on a f(0) = f(r) =0, par suite il eviste ¢ €]0, | tel que
fl{z) =cosc=0.

En faitc=7%.
— En posant g(x) = cos 2z, on a ¢'(x) = —2w gin 2nz
3 l—cosdmn . |3 ( J (2:) I i
et }'3}}:. AmSRAER Ixm ~g'{0) =0

T+
Ainast i.iit?} flz)=0== f (0). et f est continue en 0.

Ensuite
lim f{m) f{O) = tim 1 —co:21:.s lin 2 25in? AL 2 _
e—0 i r—+0 T x40 (m‘;)"‘
Ainsi [ est dénuabie en 0.
Comme [ est continue et dérivable sur R® puisqu'elle est quotient de deur
Fonctions continues et dérivables sur R" et le dénominateur ne s’annule pas
sur R, f est alors continue sur I = [-1,1] et dérivable sur | — 1,1[.
En plus on a f(=1) = f(1) = 0, ce gui nous permet d'utiliser le théoréme de
Rolie et d'assurer Uexistence de c €] - 1,1 tel que f'(c) = 0.
— La fonction f(x) =2+ Vz* est définie et continue sur I = [—1,1].
bl
On g lim f[r) f((l} (2 _t\/“""“;_#) - % i ]
o0 X — 1—r{‘1+ z -0 =0+ Y2
par suite f n'est paa' dérivadle en O et on ne peut pus ufiliser fe théoréme de
Rolle,

= 27°,

Solution_4.3. :

L. La fonclion f est un polyndme, donc définte, continue et dériveble sur R {sans
probléme ef on peut la dériver autan! de fois gqu’on veul sur toute partie de
IR). En purticulier, elle est continue sur [—1,0}, et dérivable sur | — 1,0 De
plus fi—-1) = f(0) = 0. Donc il existe ¢ €] — 1,0['te£ que f'{c) = 0. Comme
f(z) =1-3z", alors & = }. Par conséquent c= ——=, cor e €]~ 1,00
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2. Comme dons le premier cas, [ est un polynéme donc condinue sur [0, 1] et
dérivable sur]0,1[ avec f(0) = f(1} =0
Alors il existe ¢ €]0,1{ tel que f'(c) = 0.
On o f'{z) = 22(1 — 2¢%) = 22(1 — V22){1 + v22). Puisque ¢ €)0,1], alors
¢ == —}E

3. La fonction f est définic et continue sur [—1,1}, dérivable sur | —1,1] et
f(=1) = f(1) = 0. Donc il esiste ¢ €] — 1, 1] tel que f'(¢c) = ~vpboy = 0.
Dotie= 0.

Solution 4.4, :

La fonetion f étant polynomiale, elle est continue el dérivable sur R,

De plus f(~3) = f(~2) = f{-~1) = f(0) =0,

D'aprés le théortme de Rolle oppliqué sur chocun des intervalles {3, -2, [-2,—1] &t
[~1,0], ils existent c; €] ~ 3, ~2[, ¢z €} = 2,=1[ et c3 € ~ L0 tels que

fi(es) = f'(e2) = f'(es) =0

Ce qui assure que 'dquation f'{x) = 0 & trois vacines réelles ¢1, ¢z et c3.

Solution 4.5. ¢

1) Supposons que le polynome P{x) = a® — az — b a au mioins trois racines réelles
distinctes x4 < g < T3.

La fonclion polynamialg P(zx) est continue, dérivable sur R

et P(z,) = Plzy) = P(z3) =0.

On 6 les hypothéses du th,éoréme de Rolle sur chacun des intervalles 1, wa) et (22, 23]
Par suite, il existe ¢y €]wy, Ta| et ¢2 €]xe, za| tels que

Plle)) =0=186c —a et Pllea) =0=06c} —a.

On uurait ¢ = g3 = {%}% ce qui est absurde avec ¢; < g < ¢3!

Ainsi P(z) ne peut avoir plus que deus racines réelles distinctes.

2) Supposons que le polynéme Q(z) = =" — az — b a au moins guatres racines réelies
distinctes ¥, < g < Ys < vq. Lo continuité et la dérivabilité sur R nous permetient
d’aprés le théoréme de Rolle d’affirmer que le polynome Q'(z) = Ta® —a = 7(z® — %)
@ trois Tacines réelles distinctes c1 €y, yai, ¢a €lye, yal ef 3 €lya, wal-

C'est absurde ! D'aprés la question (1) le polynéme 28— £ ne peul avoir plus que deus
racines réelles distinctes.

Par suite le polynéme Q(z) = 37 — ax — b ne peut avoir plus que trofs racines réelles
distincies.

Solution 4.6,

1. fi(1) = fi(=2) = (1+2)1(c), otig €] =2, 1[. Il vient ~6 = 3(1~3c*), et donc
=1. Par conséguent ¢ = —1, carc €| — 2,1[. :
; ; 4 8 -a® bia
2 b —a? = 2(b—a)e, ot c €la,bf. Par suite c = e
% (b;;a), ot ¢ Ela, bf. C¢ yui donne i—b o Eli’ et donc ¢ = Vab (eect
car 0 < a < ol

3

1—
==

Solution 4.7. :
1) Notons u(z) = %2 la fonction bien définie, continue el dérivable de | — 1,1] duns
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JouJ=u(l—1,1]) =] - §, 5, v(@) = tan{u(x)) = tan(F) la foncﬁan b:eﬂ déﬁme,
continue et dérivable de | ~ 1,1[ dans R.

Comme f est définde et dérivable sur R, la fonction g(x) = f(v(x)) = f(tan(Z})) est
bien dérivable sur | —1,1[.
En plus

i gle)= B f(en()) =l fltany) = Zagiihe oWy

Eor=—1 .+

Ei de méme hrn gz} =1i=g(1).

Ainsi g est canhnuc sur [—1,1] et dérivable sur]— 1,1[.

2) D’aprés la question (1) et puisgue g(—1) = g(1), on utilise t‘c théoréme de Rolle -
il existe o €] — 1, 1] tel que ¢'(a) = 0.

3) La dérivée de g sur} — 1,1 est dennée per

9'(z) = (}f' (U(fv)) = u/(z)(1 + tan*(u(2))) f'(v(z))

Et donc g'(z) = (1 + tan® (Z8)) f' (tan(’—ri)) E
Enposantc—ta.n[ 2, on 0= g'(a) = l+1}£m (Z2N5'(e)
Do Pesistence de c € W, iel que f'(c) =

Solution 4.8. :

1. La fonction f est différence du palynéme dr{r — z) et de la fonction w2 sin® 2
qui sont indéfiniment dérivables sur IR, elle est donc deuz fois dérivable sur
I=[o, :

Et I{an aj_f'(z} =47 — 8z — 2717 amzcmn: = 47 — 82 — »2sin 2z,
puis f¥(x) = ~B — 2r% cos 2z = ~2(d + 7% cos 2x)

2 Onaf(])=43(r—Z)—n?=0ct f(0)=0.

f étant continue sur [0, 5] et dérivable sur 10, |, le théortme de Rolle nous
assure |'evistence de o €]0, 5[ tel que f'(a) =

Remarguons que {'équation f"(z) = 0 équiveut & cos2z = —2 o une seule ~
solution dans Uintervalle )0, T, notée 3.
En plus on o le tobleau de variation de f' :

T 0 B =

FdCI 0 -

fiz) [dn N\, F(B)<0 /O
On voit done que f' s'annule une seule fois entre 0 et 8 ¢t est sirictement
négative sur |3, %[.

D’ Vunicité de e €0, 5[ tel que f'(a) = 0.
-

3. En dressent le tobleaw de variction de f, on a :

z 0 o E
Flz) | dn: + 0 - 0
@) [0 7 faj50 5 0
Ce gui montre que : ¥z € [, 5] f(a) 20
Dot le résullaf : i

vz & [0, %} gin®z < %E(ﬂ“ﬂt}
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Solution 4.9, -
1. La fonction [ est continue sur [0,1[U]1,2), et de plus

zl:]ﬂl— flz) = lim 3—"—~I-i=1=f{1) et Er%f(::): lim !

x—+1*" 2

D:ow) [ est continue en 1 et done eile est continue sur Uintervalle {0,2].
D'autre part, f est dérivable sur 10,1{Ul1, 2], et pudsque

TR L AL S Lt N . L B
aal~ T -1 z=1- Aw~1)  a-h1- 2 g
et
@) - (1) -z -1
TONEA St AL S s e, S
z+1t E--1 xliﬂlli- z{x—1) mz]—lgu T L

alors f est dérivable en 1. D'oit § est dérivable sur Vintervalle 10, 2].
2. Soilt c €10,2] tel que £(2) — £(0) = 2(c). Alors f'(c) = -5

Puisque f'{1) = —1, alors ¢ #1, .

Stz < 1, aors f'(x) = {3-‘3“-”3)‘ ==z, et done f'(c) = —§ ®c=4.

Etsiz > 1, alors f'{z) = (1) = ~ %, et done f'(c) = ~i&e=42

Doic=13 ot o= /2,

Solution 4.10. :
1) L’application ’
Alz) = (g(a)h(6)—g(b)(a))f (2)+(n(a) F(8)~h(®) f(a))o(x)+(f (a) :

d 9(b)~f(b)g(a)h(
est ‘de In fgma Alz) = af(x) + Bg() + vh(z) qui est continue sur fa, b puisque t{es}
trois fon:ctmns‘ _f,_ g et h sont continues sur [a,b] ef o, 8, ¥ constantes.

Bt l'on a A(z) est dérivable sur Ja,b] puisgue les trois fonctions f, g et h sont déri-
vables sur jal,_h[' et e, B, v constantes. '
2) La dérivée de A(z) est donnée par

Alz) = (9(@)h(B)=g(b)h(@))f' (2)+(h(a) £(8)—h(b) £ (@))g’ (=) +(F (@) g(b) - f (D)gla))t’ (=)

- S(G] h‘{“} ’ fla) h ' r
o w |7@-| 1 e |+ ] 16 4t e
fla) f(B) f(=z) '
=| gla) g(d) ¢'(z) |.
Me) h(s) H(a) |
3) En plus on a :
o
gla) g(b) gla g(a) g(b) g(b)
| Ma) h(b) h(a) h(a) (b} fﬁ(b)
en disant que ces deux déterminanis ont deur colohmes égales (ou en effectuant les
calculs).
Atnai Panplication Az} est tin e {a, b, ; > 1 =
par le théoréme ;: R::Ela;e on a“;:::zis?:nzrdiac r]E}a(fi?‘z:f tu:ug"[i']b[:%t el
f(a) 1) (0 ' :
9{a) g(b) ¢'(o)
hfa) (b)) He)

Sclution 4.11. :

b b
il N FIC S T

c.i.d =),
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1. Lo fonction arctan(z) st continue et dérivable sur B avec arctan’(x) = oy

D'aprég le théoréme des aceroissements finis, il emiste ¢ €]a, b tel que
arctan(b) - arctan{a) = ;J_J:‘:!
Puisque 0 < @ < ¢ < b, alors 32 < vhy < .
p et e ot bod .
1967 ™ 1% > 15ady
d'ot le résulfat

_ -
% < arctan(b) — arctan{a) < T—;‘Ei pour a,btelsque < a <h
9 Enprenanta =1 elh = 2, on en déduit que % < arctan(2)-1 < -é £l par suife :
r & T
L8 |
4+5<.H_Tctan( J ats

Solution 4.12. :

1. Pour tout x > 0, la fonction f{t) = T est continue sur [z, 7+ 1] et dérivable
sur |z, 34 1.
Dong il eriste ¢ ela,@ + 1 tel que flzw+ 1) — f(z) = f'(e).
Ce qui donne /x4 1 — \/x = %ﬁ-

Bt commex < c<a+1, ar&am<§§;{ﬁr§-
D'oit le résultat : {

i = 1
e < W 41— VI <
Wzl o VER 37
2. Lo fonction f(t) = e* est continue sur [0, ] et dérivable sur |0, z[.
D'apres le théortme des accroissements finds, 3c €]0, x| tel que
1)~ £0) = £(e)(z ).
FEt done € — 1 = ze".
hri<eso=>1<e <6 =0 < v < ge”.
Dot le résultat
r< e —~1<me”

8. L'inégolite est vérifide six = .
Pour z € [0,%], la fonction f(t) = eost est continue sur [z, I} -qui est un
intervalle non vide- et dériveble sur Jx, 5[ ©
Dot il eviste cE]w,ﬂ%{ tel gue f(5) — flz) = (3 — =) f'(e).
Par suite cosa:—-%m(ﬁ—m)smc. i
La fonction sint est croissante sur [0, %1 etlges I,
donc sinc < sin § = 32,
Dett le résultat 5 o
2 7T
QR o e A e i
cosz -~ = {4 z)
4. La fonction f(t) = tani est continue sur [z,y] et dérivable sur |z, yl, donc i
existe un réel ¢ €lx, y| tel que f(y) — f(z) = (y — =) f'(e).
Par suite, tany — tanz = 27 > 0.

Comme lo fonction cost est décroussante sur [0,5], e 0 < ¢ <y < §, ona
cosc 2 cosy > 0. Dlos b < L et ensuite B3E < 12E

T
cogt e - CoR° Y coRf o — cos'y
Sochant que tan est croissante sur |0, 5} on en déduit le résultat

2
=2

0<tany —tanz < 2

- a
cos? y p

pwrﬂ<m<yﬂ<z
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5. Six =0, alors |[sin0| = |0].
Et si 1 # 0, on considére la fonction sin qui est coniinue sur [0, 2] fou {x,0})
et dérivable sur |0,of {ou ]z,0]), en utilisant le théoréme des accroissements
finis on en déduit :
il eriste ¢ entre [ el x tel gue sinz ~sinl = (x — 0) cose. D 'oi le résultai

|sinz} = |z]| cos ¢ < la).

Solution_ 4.18. ;

La fonction f(z) = Az® 4+ Bz 4 C est polynomiale, done continue ef dérivable sur R,
Pour a < b deus réels, [ est continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b]. D’aprés le théo-
réme des accroissements finis il eziste ¢ €la, b] fel que

f(®) — f(a) = (b~ a) f'{c).

Ce qui donne A(* —a?) + B(b~a) = (b—a)(24e+ B) = 3A(b—a)e+ B(b—a), et

A —a? - bta

donce ¢ = S e
Solution 4.14, .

La fonction f(z) =1 — |2x — 1| esi continue sur IR el dérivable ld o 22— 1 # 0 [ear
la fonction valeur absolue n'est pas dérivable en 0). Clest & dire z # é,

{On peut done appliguer le théoréme des accroissements findes & f sur un intervalle
[a,b] tel que § ¢la, b (a < b < 3 oubien J <a<b)

Solution_4.15.
1) Poura=1, b 3et fla)=(z—1)(z~8) =2 - 4::-1 3
VPé&quation f(b) — fla) = (b— a)f'(c) donne :
D=2—4 et dom: un unique ¢ = 2, dont l'ezistence est déja r:ms:;ré par le théeréme
des accroissements finds.
2) Poura=—-1,b=1 et f(z) = Ya? = 2t
Péquation f(b) — j(a) = (b— a)f'(c) donne :

—(=1)=(1- (_1))%c"§ et donce= {%)‘5 el -1,1{.
On @ une solution méme si le théortme des accroissements finis ne ¢'applique pas 4
cause de la non dérivabilité en 0 de la fonction f(z).
3) Pour a = —2r, b= 2r et f(x) =cosx + 2z l'eristence de ¢ est déja assuré par le
théoréme des acecroissements fints,
L’éguation F{b) — f(a) = (b~ a)f'(c) donne :
{14 4m) ~ (1 — 4n) = 8 = dw({—sine -+ 2) et donc sine = 0.
Cette équaiion a plusienrs solutions dans | = 2m, 2w, d sevotrc = —m, e =0 ouc=r.
4) Poura=~1,b=1 et f(z) = ¥z Véquation j(b) = fla) = (b—a)f'(e) donne :
1= (=1) = (1- (=1))}c? et donce=(§)} € - 1,1.
On a une solution méme si le théoréme des nceroissements finis ne s’appligue pas o
eause de la non dérivabilité en 0 de la fonction f(z).

Selution 4.16. :

La fonction F(a) = (f(a) ~ §(B))g(2) — (9(a) = 4(6))f(z) st de la forme
F{z)=af(2)+Ag(x) avec o = f(a)— f(b) et § =g(a)—g(b) des constantes.
Comme f(z) et g(z) sont continues sur [a, 4], F(x) est continue sur [o,b].

Et comme f(z) et g(z) sont dérivables sur ja,b[, F(x) est aussi dérivable sur o, b,
Et P'on a en plus F(a) = F(b) = f(a)g(b) — f(b)g(u).
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On a par conséguence du théoréme de Rolle I'eristence de ¢ €la, b tel que F'(e) = 0.
~f

B : e NS | L
Dot (f(a) - f(8))g' (€)~(9(a)~g (b)) F'(c) = 0, et par suite s = ~s s

Solution 4.17. :
Supposons que f change de signe sur [0, 1], ce qui signifie gu'il existz o et b dans [0,1]
tels gue
fla) % £(b) < 0.
f étant dérivable sur [0,1], donc elle est continue sur [0,1}. D’aprés le théoreme des
valeurs intermédiaires il ezisie ¢ €)a, b] tel que f(c) =0 D<a<e<b).
[ éant dérivable sur [0,1), done condinue sur [0,c| et dérivable sur |0,cf. D’aprés le
théoréme des accroizsements finis, il exisie donc d €], ¢ tel que
fle) = F(0) = (¢ = 0)f'(d).
Comme f{c) = f(0) =0 et ¢ £ 0, on arrive & f'(d) = 0/ Ce qui est absurde.
Por suite | garde un signe constant sur [0,1].

Solution 4.18. :
1) La fonction f(z) = x —cosz est continue sur R, f(§) =3 - &2@ = "—“E‘J@ N
~034<0 et f(3)=F-4=222%008>0. ‘

Ainsi | est continue sur [T, %] et f(F) x f(5) < 0. Bn appliguant le théoréme des
valeurs infermédiires zm obtient :

(300 €13, 5) / f(@o) =

2) La foﬂchon [ étant wnt%meg et dérivable .mr]R elle est done continve sur [z,, I]
el dérivable sur |z,, 7[.

D’gprés le théovéme des accroissements finis on en déduil :

(3e €lmo, §1) tel que () = Flwo) = (§ — ma)f'(¢)

qui donne =22 = (I ~ 1) f'(c).

Dot (3c €lxs, £) /f’(c = 2=

w—-dz,, *
Solution 4.19. :
1. La formule de Mac-Laurin & Uordre 8 s'écrit

."..."2 :DB
7(2) = £0) +27'(0) + S 1"(0) + 2190),

ot ¢ est entre () el 2.
f(t) =, ln(l +t), f'(t) = 1.].1! f"(ﬂ w Iﬁ%jﬁ et f(a)( ] T+E) - Diett
f(0) =0, f/(0)=1, f(0) = -1 et f& )= '(—4;}'3 Par suite

2 3
In(1+x)=m-%+§“jﬁ5.
2. Par encadrement, on obtient
0<c<za=~>()-::wul~—<-———1-—-~<1=¢0:: 2 < % {ms
(I+2)® " (1+e? 31 +2)% 31+
Do .2 & '
a:—~2—-:1n(1+..:)<:;;-?+3
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Solution 4.20. :

1. D'aprés la formule de Mac-Lawrin appli i 1 = 3/ ]
e appliquée & la fonction f(t) u 1+t¢, i

1(z) = £(0) + zf'(0) + i; ().

Ona f1it) = w1 MY e 1 ! e ‘
f1(t) = 5 et f"(2) m:Dﬂﬁf(m)—l‘f%"gj—“‘“(;c,a-m
1 . a :
c>[}==-——~—<1:e-—~—~z~—~__).§* = 2-3
m Sv/c_ll-c p-3 B =>f{:r):>-]+2—-—§-.

2 L’iné:qa.!.ité} est ue‘riﬁ_ée six =1 Pour z # 0 et f(t) = ¢, la formule de Mae-
Laurin & l'ordre trois assure Peristence d'un éel ¢ entre 0 et 2 tel que

f(z) = £0) + 2£(0) + E;j""'('[]) & %ffm(n} + %ftﬂ(c)_
Puisque FURE) = e, VE € N, alors F(0) = 7(0) = £7(0) — FO) iy
et fm{ec);'éc?;ié CELAMAGEI =T ~P0 =2

a

.oz o ot 2 3
=1+ttt Bl
g e Tt 2l g+ i

el
car ——e® >
2445 >0

3. Pwr’a: = El,' Vinégalité est vérifice. Pour z +# 0, et d’aprés la formule de Mac-
J_Eaun?x appliquée & la fonction f(t) = cost aveen =1 etn =3 Tespectivement
. is existent deuz réels ¢y et cy enire 0 ef 2 tels que ‘
1 z?
_ 1(e) = 10)+2f'O) + % (ex)
&t

. - 4
CF@) = fO)+2f0) + T oy o T @y o )
) 2}'{)+ﬁf [0)—1—24)' (e2).
Comme f'(t) = ~sint, f*(t) = —cost, FO(t) = & 4 (4) =
obtient ¢ ) cost, f(t) = sint et f (t) = cost, on
z? 2 .4
z)=1- = o &
f(=) Lﬁ"mcl et flz)=1 E’_+ﬁmcﬂ'
On a
2 2
m“lilﬂ“ﬁmf:12*x—=>l~i«wscl>1..53
2 2 ) = =
et
i ot 32 4 . 2 ]
cosey €1 = — gl ot g W x oz
uEeSFTI-grgesasl-54o
DVad
1 ,,{ s
ul coa:c,_l—~2~+§z.
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4. En appliquant lo formule de Mac-Laurin a la fonction f(t) = tant sur [0, 2],
il eviste ¢ €|0, x| tel que

2 3
£(x) = F0) + £/ O) + 5-1/0) + F 1)

On a f'(t) = 1+ tan®t, f(¢) = 2tant(l 4 tan®£)
et fO(t) = 301 + tan®t)(1 + 3tan®¢), D'en
3
tanr =z + %{1 + tan® ¢)(1 + 3tan’ &) > z.
La fonction tant étant croissante sur [0, F] et 0 < e < X, i vient
8

{1 +tan?¢)(1 + 3tan®¢) £ (1 +nm2%){1 +3tan® o) = (1+ %){1 + g)= :

6
ol g
tang < ¢ ama ;C_:c'%ﬂzn_

Solution 4.21. -
1) Sait z > 0. En ufilisent la formule de Taylor-Mac-Laurin & Uordre un, pour
f(t) =sint -indéfiniment dérivable- sur Vintervalle |0, z{, on a l'emistence
de 8 €0, 1] tel que
sing = f(z) = f(0) + xf'(fz) = xcos(fz).
Comme z > 0 et cos(fz) < 1, on obtient sina = wcos(fz) < < (valable méme si
g=0).
Do le résultat .
Yr =0, sinz<zx
2) Si z =0, Uinégalité est évidemment veérifice. .
St x > 0, on considére lu fonction (] = arctant sur Uintervalle [0,z]. Elle est
inddfintment dérivable sur IR, On lui applique la formule de Teylor-Mao-Laurin, On
a Uexistence de 8 €]0, 1{ fel que
1
g e « Ff e
arctang = f(z) = F(0) + =f'(fz) = TW
Comme Q< f<1etx>0, donnent 1 <1+ (fz)* <1+ 2%,
puis "]-_“-i-—_:":"f < m 1y
on obtient finalement
T
1+a?

3) Pour z )0, 1], on cortsidére lu fonction f(t) = arcsint sur Pintervalle [0,z]. Eile
est indéfiniment dérivable sur [0, 5[, On lui eppligue la formade de Toaylor-Mac-Laurin.
On o Uezistence de 8 €]0, 1] tel que

aresinz = f(z) = f(0) + af'{fx) =z

(¥z € [0, +o0),

< arctanz < z.

1

V1= ()

Comme0<@<1eat0<z <], donnent 1 < 1 —2? <1~ (fz)?,
1

1
<
V11— (8z)2 ™ V1= d’
on obtient finalement

puis

(\7.7-' E]GF lDl arcsin e g . .
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Solution_4.22. -

a) On a:60,1° = (60+0,1)° =60°(L+ g&5) = 5(1+ sh5) = 2 + =5 en rodians.
Posonsa =% etb= 5 + o55-

Par application de la formule de Tuy!oruLdgmﬂge, on o leristence de ¢ €la, b el que
coa(b) = cos(a) — (b — a) sin(a) — 52 cos(e).

=

COe qui donne cos(b) = cos(60,1)° & § — F= Y% =~ 0, 4985,

b) Paor ls méme formule ef auec a =1, b= 1,001 et f(t) = arctant, i existe ¢ €la, b
tel que ’

arctan(1,001) = arctan1 + %:E—E} + @—glif”{c) == 0, 7858,

e} On fait de méme qu'avent : a =1, b= 1,002 et f() = Int, il existe ¢ €ja,b] fel
que

In(1,002) = £(1) + (0,002) /(1) — LY (1) 4 LR p1(c) ~ 0, 001998,

d) Ona: V8= TFT=2yTF0,25~2(1 + 22 _ €297 35 9533

4
Clest & dire /5 = 2,235 (on o utilisé la fonction f(x) =17 z).

Solution 4.23. :

1. Pour tout x € R*, il existe un véel ¢ enire 0 ef & tel que

L3
T octoy o T et ) (n+1) (0
= Z 0y = (0) ¢
J@) = fO) + 5 £ O+ 51O £+ f 0)+Ln+1)*f ().
Puisque, Yk € N*, fU(2) = e, on obtient
T e " gl
w2 g ¥ g M e ¥
eEltgrgt T ateain®
2 Pourxz=1,0na
L= / + . A +—1~+~—~1—- g
RRSTH T Al T
: | & : i LA—
Dot [ty — | = prirye’ € iy core < L Bt puisyue h}ﬂ:m(n‘]_ oM = i,

alors lim uy, =e.

n—+4oo
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Solution 4.24, : »

1. Bn posant f(x) =tanz et g{z) = arcsinz, on a :
I-g'(z) = EL—? #0 sur] —1,00Uj0,1f
2—f0){=y(-‘])=0 i
s ltm =) iim 1 + tan®(x) _
240 g'(a) pane s
A partir de ces hypothéses, on utilise lo régle de I'Hopital . Dot

i 1) _ o f0@) _ ()

z-»n g(x) x-—ﬁ arcsin & :-qo 9’{::]

=1

2. En utilisent la rigle de I'Hopital avec f(z) < 2zsinz — 7 et g(z) = 2cosz, on

@ . "

. 2zsinz-—mw . 2sinz+2zcosx

lim ———————— = llm g iicina T ] |
z—+%  2C0SE T+ —2sinT

3. En utilisant la régle de UHopital avec f(z) =
ensuite le fait que lim i

e T a
Yim V3 Fcosz -2 = fim 2 ST _ fin —sinx 1 _ _—_l
40 2 z-+0 2% 20 T 4/Fhcosz B
T x—1 . wx . x—1 . 1
4 hml(m — 1)tan g 1“‘11 cos 5F Sm_ﬁ_ - i‘ﬁ cosZE }:ﬂnl —Zsin%E T

5. lim (oos:c)’rl’ = lim - 0 e
30
1 2
6 lim tnﬂ_.’.,:__ Hm@:i(]im Eﬂﬁﬂ:) -—--]-:(l' Hsin bz o F
s=3tands e g 5 \z—3 cosz z—+§ sinz

Pour cette limite on a utilisé deus fois le régle de I'Hopital {et en général au~

tant de fois qu’on veut).

vt
z 1 zthhe—z+1 . Inz
H e et e = i = K
:]:l—lﬂf.cml }n.::j 21 (z~1)Ing 31 lnz+(z~1)L
— zinz e Inz+1 1
s+lizlnz+z~1 z-1lox+42 Ty
-
8.
lim = fim
T—+0 cc\sam—Qcas3£+cosz 240 ——3sm‘3:4=+2sm24: gin
- 4% — 26" 1
T s0 —Ocosdz + dcosdr —cosz | B

La ausst, On a utilisé deuz fois la régle de 'Hépital.
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4.4 Exercices supplémentaires

Exercice 4.25. :
Peul-on appliquer le théoréme de Rolle aus fonctions sutvantes ?

1 flz) = ¥z - 2)2 sur(0,4], 2. g(z) = tanx sur [0, x).
Exercice 4.26. :
1) On pose f(z).= z(z —~ 1}z — 2){z — 3) pour foul z € R,
Meontrer gue Véguation f'(z) =0 a exactement trois solutions dans R.
2) Que peut-on dire de la fonction g{z) = z(z ~ 1)z — 2)(z —3)(z ~4) 7

Exercice 4.27.
Soit f : B = R la fonction définie par f(z) =
s'annule ou moing une fois sur Uintervalle 0, 7|,
Exercice 4.28. :

Soit f une fonction définie et continue sur [a,b), dérivable sur lo,b| telle que f' ne
a’annule pas sur |a, b|. Montrer que f est injective,

Exercice 4.29. ;
Maontrer que Déquation €* = 1 + o admet une seule solution x = 0.

Exercice 4.30. :
Montrer qu’entre deuz racines réelles de e sinz = 1, 1l exisfe une racine réelle de
€' cosT = ~1, '

Indication : Appliqt}.er ie théoréeme de Rolle & la fonction e —sina.

Exercice 4.31.

Soient a et b deuz réels fizés et n un entier fel que n > 2. On pose P(z) = 2™ —az—b.
1) Montrer que 8i n est pair Ils polyndme P(x) ne peut avoir plus gue deur racines
réelles.

2) Montrer que si n est impair le polyndme P(z) ne peut avoir plus que trois racines
réelles. X

sinx + cos{2z)

T £ ¥
1 + cos?(21) Montrer e f

Exercice 4.32, :

. ; . f:R — R
On considére lo fonction définie par z B Wt 7+ Bt g
Pour quelles valeurs de a et b peut-on appliquer le théoréme des accroissements finis
d f surfa,b] ¢

Exercice 4.33. :
Etudier V'evistence et Lunicité de ¢ €]a, b{ fel que

f®) = f(a) = (b—a}f'(c)
dcmé les cas suivants :
a=-1b=1et f(z)=2"—1.
a=—2b=2et f(x) = V22
3)a=0,b=2n et f(z) =sinz+ 3z.
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Exercice 4.34. :

b b .
1. M:mtrerq'uel—%<In(5}<_a~1m8<a{b.

: 1
2. En déduire que «é < In{1,2) < 5

Exercice 4.35. :
Démontrer que pour tout x € My on e ;

T
— < In(l4x) <
1+2‘.-'u( ) S
Exercice 4.36. :

1 ' o 4
1. Montrer que paur tout z > 0, ——— < Infz + 1} = In(z) < ~.
z+1 i T
i T 1.
2. En déduire mLuILm z{lnfz + 1} —In(x)), puis Iﬁz_r}m{l - :;} .

Exercice 4.87. ¢
Démontrer gue pour tout © > 0 ot a :

{ =< e PN ]
€T
Exercice 4.38. | )
Démontrer que pour tous a et b deuz réels donnés tels que i <a Sb< F ona:
b—an h—a
e = € oy
P < tanb mﬂ“ms’b

Exercice 4.39. : .
Soit f une fonction numérique & variable réelle définic et dérinuble aur ['intervalle
la,b], telle que : )
f'{a) = f'(b).
Montrer que :  Jc€la, b, f'le) = ﬂ'—‘%;_f“ﬂ?—l‘
Exercice 4.40. : ‘
Soit f une fonction numérigue définie et dérivable sur |0, +oof telle gue -

vz €]0ool, f’(;r)m?t et F(1)=0.

1) Déterminer le signe de f(z) pour tout x €]0,+oof.
2) Démontrer que pour tout a strictement positif

o—1

< fla) <o -1
3) Démontrer que !

wemewsst? { JEI
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Exercice 4.41.

Etablir les inégalités suivantes en uiilisant le théoréme des accroissements finis :
1. :-H <l{l+z) <z, Ve >0.
2. arcsing < T—E?’ vz €l0,1l.
2 Wf{? <y fT—z~1< 3¢,V el,1].
4. |cos(z + 1)—cosz| <1, Vz R,
S5 le¥ e <ly—a|,Vo,y tels quex =0 ety 2 0.

Exercice 4.42. :
By utilisant le théoréme des acoroissements finis, déterminer la limite suivante :

ecnuhm  ghosg

G )
a—+0 cogshz — cosx

Exercice 4.43,

1, Eerire la formule de Mac-Lauvin pour la fonction f(z) = In{l + ).
8, En déduire la limite de lo suite {u,)n définie par
11 (~1)

1
unzl—§+§-3+“'+ =

Exercice 4.44. :

2
1. Mentrer que T — 32—- <Infl+z) <o, V& >0,

T
Soik g k
2. En déduire n}{:}}m kl;_[l(l + nz]

Exercice 4.45.
Caleuler les limites suiventes en utilisant la végle de UHépital :
g oy n t ¢ — g1
1. Jim S5 W g g t-ltd) W, S0ETY
rd =40 1 —cosg =0 ® —S8In%
nz . In{cos 3x) . ldcoswT
e i S 6. lim
4. 4;10'11—"1-300 {‘fzf 9 il_(ﬂ) 1]1(008 2&'?) £—+1 .[.'2 2z + l
ln["i“T") ; 1 1
i 8. lim —— — =
% sl:I-I:}J T ub stz x?

Exercice 4.46. : _ ;
Soit g : [~1,1] — R une fonetion de classe C? telle gue 5(0) = ¢'(0) = 0. On pos

22 5z e [-1,1\{0},
] st a=0.

fla) =

Montrer que la fonction f est dénivable en 0.
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4.5 Indications sur les exercices supplémentaires
Solution 4.25. :

1. Non, car f n'est pas dérivable en 2 :

- -8
O Gt LI s LD g B N
gzt T—2 st T—32 s2+ {z — )4
2. Non, cor g n'est pas définie en %. . -

Solution 4.26. : A ; . :
1) Remarquer que f(z) = z{z ~ 1){z — 2){z ~ 3) est un polyndme de degré gquatre, 3a
dérivée f'(z) est de degré trots, a au plus tyois racines dans . Utiliser le théoréme
de Rolle pour montrer gue f'{z) o déj¢ au mois frois solutions zy €0, 1], z; €]1,2f
et 3 €]2,3].

2) Faire de méme pour vérifier que si g{e) = a(z — 1)(x ~ 2)(z — 3)(z ~ 4) Iéquation
¢'(z) =0 e ezaclement quatre racines dans R.

Solution 4.27. :
La fonction f est continue sur [0, 7} et dérivable sur |0, x[. De plus, (0) = f{m} = }.
D'apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]0, | tel que f'(c) =

Solution 4.28.
Supposons qu'ils ezistent @1, %2 € [a,b], 21 < 2, tels que f(z1) = f(z2). La fonction
[ est continue sur {31,3‘21, et dénmbﬂr sur |y, 22|, Donc il existe ¢ €|y, T2 tels que

') =0, ce qui est ghsurde.

Solution 4.29.

Supposens qu’il existe a € B tel que e* = 1 + a. La fonction f(g) = e® ~ T est
continue et dérivable sur R avec f{0) = f(a) = 1. D’aprés e théoreme de Rolle, il
existe un véel ¢ entre 0 et o tel que f'(c) = 0. Dotk e© = 1, ce gui est ahsurde car
c# 0. ’

Solution 4.30.

Soient a,b € B, a < b, tels que e®sina = ebsinb = 1. La fonction f(z) = e~* —sinz
= 15—"%‘—3 est continue et dérivable sur R avec f(a) = 1=02888 = O of de méme,
f(b) = 0. Donc il existe ¢ €la, bl tel gue f'(c) = 0. Dol ~e™ — cose = 0, et per

conséquent, evosc = —1, F

Solution 4.51. :

1} Pour n > 2 pair, la seule racine réelle de P'(2) = na™ ™ —a =0 est /2

Et donc P(x) ne peut avoir plus gue deux racines réelles (sinon, en utilisant le théc-
réme de Rolle P'(z) aurait plus d’une racine!),

2} Pour n > 2 émpair, Q{z) = P'(z) = nz""! —a=nfa"1 - £) ne peut avoir plus
que deus racines réelles d'aprés (1), Et donc P(x) ne peut avoir plus que trois racines
réelles.

Solytion 4.82. :
La fonction définie sur R ef définie par
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f@) = |* — 1| + 2% ~ af = |+ 1| x |z ~ 1| + 2o 0] x Ja — }
est déﬂ-lmbl_q sur | — oo, ~1{U] ~ 1,00U]0, $1U]3, 1[{U]1, +oof et ne L’est pas auz points
~1,0, 3 et'L. On peut appliquer le théoréme des accroissements finis ¢ f sur [a,b] tel

que _
E‘ul[’ia?] Eﬁ::ﬁi’[.ou (a6 € [~1,0], ou [a,8] € [0,3], ou [a,8) < [3,1],

Solution 4.33. :
1) Poura=-1,b=1 Etf(.t]zmz-nl’ Flb) = fla) = (b—a)f’ G
0= 2{2(:) o 0 est uﬂiq‘ue, , { ) ( J'.f (C) equivanl ¢
2) Poura=—2,b=2¢t flz) = \%?5, f(®) — fla) = (b~ a)f'(c) équivaut d

0 :'4(55{) et done pas d’existence de ¢,

) Pour a =0, b=2x et f(z) =sinz + 3z, f(3) — f(a) = (b~ @) f' S
67 =2m(cose+ 3), puis d cosc = 0. )= Jla) = b~ a)f(c) equivas
Comme c €0, 2, on obtient deux solutions c = Iouc=%,

Sul_ugiun_ 4.34. .'I

1. On applique le théoréme des accroissements finis & la fonction In(z) sur %¥n-
tervalle ja, 8. Il existe alors ¢ €]a, bl tel que In(2) = n(b) - In(a) = bz
Or0<a<ce<bsfcbacia gogggcnmd)cty

2. I suffit de prendrea = 1 et b = 1,2. Ou, d’une maniére générale, o € B
quelconque et b=1,20. Alors £ =1,2, b —i=0,2=} et1-8 =92
D’oti le résultat. * )

Solytion_ 4.85. :

[({:n Tpph’que be théoréme des accroissements finis & o fonction In(1+t) sur Uintervalle
,z.

On aura ecistence de e tel que 0 < ¢ < x gt f(x) — f{0) = {z — D) f'lc

et doncIn(l+z) = eyl avee i < ;- <1, iR )

En multiplient par x positif, on obﬁer&j%m eR, -

-
L&

T
—_—
1_|_:‘:__ln{1+z}$m

Solution 4.38.

1 La funf:tion In{t) est continue et dérivable sur J0,+o0], donc elle vérifie les
hypoihéses du .théoréme des accroissements finis sur Vintervalle [z,2 + 1] si
& > 0. Par stlm‘,e, il eziste ¢ €]2,x + 1] tel que In(z + 1) ~ In(z) = i Onen
déduil que T In{z + 1) - In(z) < i, puisque

x

z+1 ¢
7 < z{ln(z 4+ 1) — In(z)) < 1.

Par conséquent, Y El;r‘fl_lm:r(in(m + 1) —ln(z)) =1,

On e

x

2. Dapres ln question 1., =

1+ _1.)3 = gfin{l+3) _ rin=fd e=lin(z1)-In(z))
xT
1
D i =" =
one a1.1»1{13“‘_}[1 + s] €.
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Solution 4.37. :

Pour x > 0, utiliser le théoréme des necroissements finis sur Uintervalle [0, 2} et avee
la fenction f(t) = e'. Ce qui donne :

&—e _ g1

Se )0,z tel que L= = S =€t

Commel<c<z onal <e® <e® Dot le vésullad ¢

= -]

e
Yr>0, 1%

< er,

T

Solution 4.38. :
Utiliser le théoréme des accroissements finies sur |a,b[C]0, E{ aver f(z) = tanz et
comparer cos” a, cos? b et cos? c.

Solution_ 4.39.

flz) - fl@)
Définir la fonction g(z) = { e ikl €la,b] .
f ’{a,] Sir=a

Justifier Pexistence de d €la, bl :  g'(d) = ‘g—“%:-—g—{-ﬂ,
— i
Vérifier que g'(b) = ~g'(d).
Si g'{d) = 0 donner c.
Si g'(d) # 0, justifier que ¢' change de signe et que g posséde un erfremum puis
conelure.

Solytion 4.40. :

1) ' dtant strictement positive done [ est strictement croissenite, en déduire le signe
de f sur |0,1} et sur |0, +oo.

2) Uiliser le théoréme des accroissements finis sur o, 1| ou |1, af suivant que 1 < a
owa< 1.

3) Poser hiz) = f{zy) — f{z) — f(y) en fizant y. Calculer k'(z) et en déduire que h
est constante nulle.

Appliquer h & f

Solution 4.41.

1. La fonction f(t) =In(l + t) est continue sur {0, %] et dérivable sur |0, x|, d'od
de €]0, [ tel que f(z) = f(0) = =["(c). Par ronséquent, In(1 + x) = {%=. Or

z
{lccdxﬁﬁi(ﬁE{L D’m‘sx+1<]n(l+:c}<m.

2. La fonction f(t) = arcsint st continue sur [0,z] et dérivable sur |0,z]. Donc
i existe c €0,z tel que flz) — F(0) = (z ~ 0) f'{c), snit arcsinx = =
Comme 0 < c <z < 1, alors ﬁ < 7-1-":-;3 D’oit axcsin g < —pfomy.

3. On applique le théoréme des accrotssernents finis pour f(t) = 1 —{ sur Vin-
“tervalle [0,z]. I emste alors ¢ €)0,z] tel gue VI -z -1 = g=z- Comme
D<e<es, aorsl < = < . Dol 558 < VT—w 1< £
4. Pour tout = € R, l'application ¢ v+ cost est continue sur [r,z + 1] ef dérivable
sur Jz,z + 1] avec cos't = —sint. Donc il eriste ¢ €]z,z + 1] el que cos(z +
1) —cosz = —sinc¢. Par suite {cos(z + 1) -~ cosx| = |sinc| < 1.
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5. L'inégalité est vérifiée si v = y. Supposons que © # y, alors il enste ¢ entre &
etytelqueeV—e® = —e(y—z) Doale™? —e | =eCly—2| < ly—=i,
care”® <1

Solution_ 4.42. :
Pour tout © € B*, la fonction €' est continue sur [cosz,coshzr] et dérivable sur
jcosz,coshz]. Donc il existe ¢ €| cos, coshx| tel que

gt T _ CE — (cogha — cos T e’

Six 0, alorsc— 1, el done

. ecnshx — gfoeT . .
im —- = lim € = e.
z=+0 coshz —cosr e—l

Solution 4.43. :

1. Pour tout z € R*, il existe un réel c entre 0 el T tel que

[4) gt E':Efn{i)} + -4 ﬁf{“)({)] f{n+1)(c}
f@)= 1@ +2f O+ 5 - +1};
Pour tout k €N, f®(t) = = Z;t}k‘“u" Dot
z* ( l}h“ (k- 10 (—1)e-1
-Ef (0) = k! a* = T z*,
Par suite
_Tn+l

e F n—l‘zﬂl_ 7 T
ln{1+z}=:r-*”2;+""-"{—1] 3 +(-1) (n+ 1)(L + c)pFt

2. Pour z =1, on obiient n(2) = u, + %r:q—fm-;%m D'od

1 -
(n+1){1 4™t~ n+1

|tn — In(2)] =
Par conséquent, nlﬂlm u, = In(2).

Solution 4.44. -

1. D’aprés lexercice précédent, (1l +2) = = ~ é‘ﬁ%‘?r ot ¢ E]0,z. Puisgue

U<qu#m%j’{h_‘&a¥ < 1, alors

x2

2;2
'.ﬁ——é"{ln(i'r.n‘;}'ﬂl‘“m

<z

4 k
2. Posons u, = ([J(1+ ). Alors
k=1

-

nin+1)

En utilisent les résultats 3¢ k= —5 ety k<nxn?ona

"k lemkr _ nln4l 1 nn+l 1
h(unjgz___ _.1>(—”_} Zkz‘;, { A

5 > :
n 2 i 2n? ' T
Dot lim ln(u.,,)-=—1« et lim 'I,‘I(1+i)=e§ = /e
n—++oa 2 n—|+wk t n2
Solution 4.45.
1 T zcosz —sinx lim €OST — L6INT — cOST " —§ine _ _1
" =0 33 ﬁlffl'ﬁ 32 F- ::l—ic 3z = 5‘
~1n(1+ l- s
1 Hmz—-»-(—-——ﬁ-_—ihn——.—l-if-r:lim—rﬁ-—x : =1,
z—+0 1 -—cosx =0 sing zs0ginz 1l+z -
3,
— g 1 " = h]
]immn.v: hmna: = fim EEC cos T o -1—ecos’
a0 z—sing 40 1—cosg z-+0 cos? (1 —~ cﬂsz}
. 1+eosz+eos’s
= lim ---——-—_3.
z—+0 LDSQJ";
B ¥V i .
4- .‘:BEIm’_x - x—t{im %x'—§' - zETmTﬁ =l -
5 | In(cos3z) . 3sin3z  cos2z __31 s1n3.1:__31_ 3cosdz 9
" =+0In(cos2z) =0 cos3x ~ 2sin2z  2:-0sin2r 2z-02cos2zr 4
& B 1+oosmz - ~weinwe it —micosne _ w°
" zi—9z 41 21 22—2 i 2 T
o In(#85) i Teosz —sing cosy — reinT — cosx
30 m2 o0 2rfging  =—=0 4rsinz -t 2zrlcosz
: ain x
= [ e = L
=30 4§-!1_,:—§ +Zcosx 6
-
8.
1 1 . 4 7 —sin’z _ 22 ~ sin 2z
—0gin*zx &? =0 glsin®z =0 2psin®z + 228inle
= lim 2 - 2c082z
<0 25in’ & + 4z sin 2z + 222 cos 23
= B 4sinly
- z—-wﬁsm'z.z:'-l—lﬁ.:ccosZz 4z? ain 2z
= lim 8cos 2z
b 24cos 2t — 32sin2z —~ Br?cos 2r -
1
= 5
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Solut 4.46. :
En uhluant la regle de 'Hopital deuz fois, pour passer de ﬂg— a £z

92 4, ona

IR0 e g P e
BT - - - G-

Par conséguent, f'(0) = E%Q!l_

5=t, et pour pesser
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Chapitre 5

La convexité et ses applications

5.1 Rappels de cours

Soit 7 un intervalle de IR et f une fonction définie sur [ et C la courbe représentative
de f dans un repére du plan.

Deéfipition  5.1. Une partie A de R? est dite convere lorsque, pour A et B deuz
points quelconques de A, on e le segment [AB) est inclus dans A,

L ‘épigraphe de f est Uensemble noté ef défini par Ep(f) = {{z,y) € IxR [ y > f{z)}.
On dit que f est convere lorsque son épigrphe est une portie conveze de m2.

f est une fonetion concave si la fonction (- f) est convere. -

Propriétés B. Les énoncés sutvants sont équinalents :
— f est conveze sur I,
— ¥(u,v) € I? et ¥A €]0,1]

fAu+ (1~ Aw) < Af{u.) + (1 - A]f(t:)
fz) - fla)

— Pour tout ¢ € I la fonction p.{z) = R est erotssante sur I — {a}

Théoréme 5.1. Lorsgue [ est dérivable sur I on a {'équivalence :
F conveze sur I == f' eroissante sur I

Théoréme 5.2. Lorsque f est dewr fois dérivable sur I on a Udguivalence :
I convere sur I <= " positive sur ]

Pro;iusition b.1. Soit [ conveze et dérivable sur Uintervalle I = [a,b]. Pour chague
I

» € la,bl on a :
Y € {a, b], flzo) + (2 = 20 f (=) £ flz) £ fla)+ f(l' f(ﬂ -

Ce qui signifie quee lo courbe de [ sur I esf au dessus de la tangente en 2, guelcongue
de {a, b} et nu dessous de o corde reliont les deus points (a, fa)) et (b, f{b)).
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5.2 Enoncés des exercices

Exercice 5.1. :
On définit la fonction [ par

JooI=[02 — R
1~z sizel0lf
T —+ 1 siz=1
z—-1 size€|l,?

1) Etudier lo continuité, la dérivabilité et la dérivabilité seconde de f sur I.
2) Soit & €]0,1[. On pose 2 = L et 29 = 3.
Celewler flazy + (1 — o)za) et of(zy) + (1 - &) flzz).

&) [ est-elle convexe (resp. concave) sur I ¢

Exercice 5.2. :

Déterminer les intervalles de convezité et de concavitd, les points d'infleion des

courbes dess fonctions suivantes :
flz)=e"" etg(z)=me™™ .

Exercice 5.3. :
Soit f(z) = 2 + ex® 4 bz -+ ¢ avec a,b et ¢ trois réels.

Déterminer a,b, ¢ pour que f soit convere sur {0, 400 et concave sur | — oo, 0.

Exercice 5.4. :
Soit f{z) = az? 4 bz avec a,b deus réels et a # 0.
Etudier la convezité de [ suivant les valeurs de a et b.

Exercice 6.5. :
1) Mentrer que la fonction f(z) = e® est conveze sur R.
2) En déduire que pour tout (z,3,z) € R :
Ly g e¥ et
a- E;Tg_l—é S Faeuls ?“{- —é—-
b e3HEHE < Lo 4 e¥ 4 7).

Exereice 5.6, :

) Montrer que la fonction définie par f(z) = ¢2=V5"% got conveze sur IR.
b) Seit g : R -+ IR une fonction telle que pour tout z € B g(z) > 0.
Montrer que si lo fonction h(z) = In(g) est convere olors g et conveze.
La réciprogue est-clle vraie ¢

Exercice 5.7. : J
Soient n = 2 un enfier naturel, a,,aq,- -+ ,a, des réely posififs tels que ;
o tas+ e =L

Montrer que pour tous ,, Tz, ,%xn des réels donnés on a :
1}
3
(@21 + @320+ < +@aZn)” < aq:cf -+ ag:cﬁ = a,,a:'fl_
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8) Btsienplusa; >0 etz >0 pouri=12-.- ,n alors

In{az; +aaza 4+« 4 8pBp) Z ;Ind; +agluzs +- - + an Inz.

3) Btaienplusa; >0 et >0 pouri=1,2+-+ ,n alors

1 a a
<L 48, .. 8.
1L 4 Gado + -+ Oy T Iy I3 I

Exercice 5.8. :

On pose f(x) =~Inz.

1) Montrer gue la fonction f est conveze sur Vinlervalle I' =)0, 4-00].
2) Vérifier que /Z§ < %X V(z,y) € I%.

3) Monirer que pour n 2 2 un entier naturel, a;,az,- -+ , a, des réels sirictement po-

sitifs on a :
a;+az+-r+4a,

"f'lﬂ.}ﬂq "l = =
4) Etudier le probléme d'égalité dans ceite inégalité,

Exercice 5.9. -
S;n'e‘mf n = 2 un entier naturel, a1, a3, - , 0, des vdels strictement positifs tels que
Yep=oi+azt--+a, =1

=1

1} Montrer que si k est un entier naturel alors on a :
o <ar®bark 4. agh

2) Etudier le probléme d’égalité dans cette incgalité.

Exercice 5.10. :

Soit p € IR et fy la fonction définie par f,(x) = 2® sur )0, +-00].
1) Pour quelle valeurs de p la fonction f, est convere ?

2) Pour p > 1, vérifier que f, est conveze et que l'on a

Vee([,2] (s—-1Dp+1<aP < (P ~1)(z—1)+ 1.

Exercice 5.11. :
a- Vérifier gue lu fonction f(z) = sinx est concave sur [0, §}.
b- En déduire que : *

. 2
i W T |
Ve [0, 2} ﬂ_a: <gine <=
Exercice 5.12. -

Seit f : Ry — IR, dérivable et concave telle que f(0) = 0.
Montrer que

V(e y) € (Ry)?  flz+v) < flz) + flw).
Essayer d’utiliser lo fonction g:(y) = f(z + y) — f(x) — fly) définie pour = fizé.
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5.3 Solutions détaillées des exercices

Solution 5.1. :
1} La fonction f est continue sur [0,1] et sur |1,2] puisqu’elic est polynomiale sur
chacun de ces intervalles disjoints,
Et L.i_la:]lf(n:) = Li_:?}[a: w1) = 05 f(1). Par suite f n'cst pas continue en 1.

z>1 z>1
J.[.e_s dérivées premitres et secondes de la fonction f sur chacun des intervalles dis-
goints [0, 1] et ]1,2] existent. Mais f n'est pas dérivable en 1 puisqu’elle n'est méme
pas continue en 1. : :

2) Poura €1,z =% etz =3, 0ona:
flez: + (1 ~a)za) = flag + (1 —a)3) = f(352),
‘Comme on w : : :
b [lcact #1200 =mlciPEod

ou .
t<a<l={ a=1 = ide oy
. o
I<a<l 2-2<-20<~1 =3<izlE]

On en déduit%
(2= )—1=1“2 =1_a s Bb<ca<i

f(k?—“h{lzsga _TEI : sioa=j ’
1- ()= - i 1

PIRTIEN, {—ﬁ )=« 5 #i 2{(1{1

afe)+(1-a)f(za) = of(3)+ (1 ~a)f(J)=a} +(1-0); = .

3) On en déduit que f(azs + (1~ a)wg) < af(zs) +(1 —a) f(z) sia#}

et flaxy + (1~ a)zs) > af(@:) + (1 - @) f(za) sicc = 3.

Aingi f n'est ni convexe ni concave sur I,

Solution_ 5.2. : 5
1- La fonction f(z) = e™* tftunt dérivable & U'ordre deur, on ubilise la dérivée seconde
pour éludier lu converité,

On a f!(x) & —2ze~%" ef f{z) =drle~™ — 2= =22z — )¢~ .

Le pulyndme (22% ~ 1) s’annule en x; = w—\/g et en xp = %—E, de signe positif sur

] 00, 21] U [z, +00] €t de signe négatif gur ﬁ:g..’sg].
. V2, 2
Par suite f"(z) > 0 sur |~ oo, —-2——] U {mé-,-koa[ et donc f est convere sur chacun

des intervalles | — oo, -—-?} et [%,4-00[,
Et f'(z) <0 sm"{‘vri V2 vl g

= ~—=], donc f est concave sur [~—, -
Les points d'inflerion de f sont Az, f(z1)) et B(xa, f{xa)).

1}

2 La dérivée seconde de g(z) = e~ est donnde por

¢"(z) = ({202 + 1)e~2) = (42® — bx)e™= = 2o(22? —B)e~" .
Elle s’annule auz points z; = - \&, o =0¢etzy= \/g.

g"{x) est done positive sur [*\/g, oju [V{E‘ +oo| ce qui implique que g conveze sur
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chacun des intervalies [~/ $,0] et | 3, +ocl.
Et g"(z) est négative sur | — ac-,‘\/g}u [0, \/% ce qui implique que g concave Sur

chacun des intervalles | — oo, ~‘/§j et [0, \/g]
Les points d’inflezion sont :

A—/B9(—/B), BO.00) et 5 a(/D):

Solution_ 5.3. :

La dérivée seconde de f(z) = 2% +a2® + bz +c est [z} = Bz + 2a.

Pour que f soit convexe sur [0, +oo] il nous faut f*(z) =6z + 26 2 0 ¥z > 0. Ce qui
donne a > 0 (en prenant = 0).

Pour que § soit concave sur ] — 00,0] il nous faut f”(z) = 6z + 20 < 0¥z < 0. Ce
qui donne o < 0 {en fendant x vers G},

Par suite w = 0. Ft avec 4. =0 on a bien ce qu'il fout.

Solution 5.4. :

La dérivée scconde de f(x) = az® + bz est f'(x) = Baz.

Par suite on a les cas ;

I- Sia >0 f est positive sur |0, +oo] et done f est conveze sur [0, +o0|.
! est négative sur | — 0o,0| et donc f est concave sur ] — oo, 0.

9 Sia <0 f" est négative sur [0, +oo| et donc f est concave sur [0, +-cc].
" est positive sur | — o0, 0] et donc f est convere sur | - oc,0].

Solution 5.5. :

1) La fonction f(z) = € o sur R comme dérivée seconde f(z) = e qui est positive
sur-R.

Par suite f est conveze sur IR.

2) En utilisant lo définition de lo convezité, on a pour tout (z,9,2) € R
a- En prenant o = ,%, f¥g = % et oy = %.
Onabiena; +os+ oy =1 et o, 00,03 € [0, 1]

doit fenz + o2y + aaz) < e f(z) + 2 f(y) + aaf(2)
Ce gui donne

-
b- En prenant ensuite o = %, Qi = 5 et oy = }.
On a bien oy + o9+ 0y = 1 el oy,00,03 € [0,1]
doit flon® + azy + a32) < e f(7) + e f ) +asf(2)
Ce gqui donne

e¥ti+i < %(e” +e¥ + e*)

Solution 5.8. : :

a) La fonction f(z) = €2*+4"% g une dérivée seconde donnée par

F(z) = (F(z)Y = ((2+ co8 g)edsteinT)’ o ((2 4 cos7)? — sinz) 2 HIRE,

On g —1 < cosz, qui donne 1 < (2 + cosx) el done 1 < (2 + ecosz)?. Comme
—1< —sinz et en rajoutent les membres de ces derniéres inégalités on obtient
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0 < (2+cosm)? —sina. :

Par suite {"(z) > 0 Ve &€ R et | est bien convere sur R.

b On aVz e R g(z) > 0, la fonction k(z) = In(g) est bien définie.

Si la fonction h{z) = In(g) est convere alors

Y(z,y) € R? ¥(a,b) € (0,1} tels que a+ b =1 : h{oz + by} < ahiz) + bh(y),
ce qui donne In(g(az +by)) < aln(g(z)) + bln(g(y)} (1)

Sachant que In est concave on 4 déji

aln(g(z)) + bin(g{y)) < In{ag(z) + bg(y)) (2)

En combinant (1) et (2) on oblient

In(g(az + by)) £ ln(ag(z) + by(y)).

Fn composant avee la fonction exponentielle, qui est croissante, on obtient
glaz + by) < ag(z) + bg(y) V{x,y) € B2 ¥(a,b) € [0,1)? tels que a+b=1.
La fonction g est done convexe sur IR. ’

La réciproque est fausse :

D’apres o premitre question lo fonction f est convere. Bt h(z) = In f{z) = 2z +sing
dont lo dérivée seconde R (z) = —sinw change de signe sur R. La fonction In(f{x))
n'est done pas convege.

Solution 5.7. :

Sotent n > 2 un entier natuvel, 61,83, - a6y des réels positifs tels que
atan+---+a, =1

Pour tous ©3,%0, - , By des réels donnés on a :

1) On considére la fonction f{x) = x* dont la dérivée seconde est f(z) = 2 qui est
positive sur IR. Par suite f est conveze sur R et Pon a ;

Flormr + aaZg + - 4 0a%0) S arflm) + 02 f(22) +- - + an flzn)

Lrod le résuliat

2 = i
(0121 + @z 4+ enZs)” < 212F + G922 + o ap2?

2) Bt sienplusa; >0 el 2y >0 pouri =1,2.-. n on considére la fonction

g(x) = Inz définie sur )0, 4+ocof, dont la dérivée seconde g”(z) = —Jy qui est négative

gur |0, +ool, Par suite g est concave sur J0,+oo| et ton a :
glaz + agza + - + ann) = arg{z1} + a2g{za) + - -+ angl{za)
Dot le résultat

I (ayzy 4 agzz + 0+ ap2n) 2 eyl oy +aglnzy + o taylnz,

1
§) Bt si enpluse; > 0 etx; > 0 pouri=1,2. .« ,n on considére la fonction h(z) = =

2
définie sur i0, 400, dont lo dérivée seconde h"(z) = o qui est positive sur 10, 400,
Par suite h est conveze sur |}, +ocof et l'on a :
h(aiz; + 6222 + - + an2n) € a1 h(T1) + @2h{z2) + - + ash{z,)
Dod le résuliat
1 ' a1 | ag

(o}
o e kel S
1%y +0zT2 + -+ GuTn T T1 Iz Tn

Solution_ 5.8. :
1} La dérivée seconde de lo fonction f{z) = —Inz définie sur I =0, +oo| est
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1 1 3
'lz) = = Comme f"(x) >0 Yz € I, f est strictement convexe sur I.

2) Prenonsa=fg=1% et (5,9) € I2. Onaa+f = 1. Lo converité de
13+ 49) < $F(@) + 170) ke % %
Bt done ~In(5¥) < —3 (lnz + Iny) = ~L Ingy = ~In /@y

Ce qui donne ln /7y < In(£f¥). : T

En passant par la croissance de | ‘application ezponentielle on t'nmwe A

vy = exp(ln /zy) < exp(ln(ZfY)) = 4 "

Doy le résultal “

+
Vi s S vayer

8) Pour n € N et n > 2, choisissons oy = ag = =y = —1~
n
;. 1
On o bienay+ag+ -+ ap =n x = 1 et les (o;); sont positifs,
Siar,a,- - e, sont des réels strictement positifs, on o d’aprés la convexité
de f(z) = ~Inz : ,
flerar + coaa + - + antn) € a1 f(a1) + aa flaz) + - + anf(an).
Ce gui donne

B on +- 85 1
- (Elw"_’*_ﬂ._Hm“ﬂ) £ =~ (~In(a) ~ In{ag) + -~ — In(an))

1
< == (Infay) + In{ag) + -+ In(a,))
s ~—=In(eaz -+ an)
P 3 n -
Ce qui implique que &
1 oo
In{ Y02 76,) = ~ Infas0y +-a,) < In (DT on
n

En composant avec la fonction exponentielle on obtient le vésultat
- e Gy tagteeet
Vaa e, g RTRT T 0
n

4} Lu fonction étant strictement conveze Végalité dans cette inégalité s'obtient si et
seulement les (a;); soni dpauz.

Solution 5.9. : i

%:uent n 2 2 un entier naturel, a1,a2, -+, ay, des réels strictement poditifs tels gue
Elapzai-i-ﬂ.g-f—-"‘i'ﬂnﬂlﬁ,

P=

1) Pour k un entier naturel on considére la fonction Felz) =~k i

: ; f (@) = 27% définie sur 0, +oo].
Sa dérivée seconde " () = ~k(—k~1)x=%~2 = k(k+1)2~*~2 est sirictement po&itiﬂ{e
sur |0, +col. Par suit f est strictement conveze
On a+dm,c Vinégalité

Gitastta,, 1 1 1

f(———") < Ef(“-l) + Ef(ﬂz} + ot - flay)
Sachant que a, +Jc:2 +itty, =1, on obfient 5%
e (dyh g RO g
T

n
Dot le résullat
ﬂk+1 < ﬂr*+ﬂ;k+---+a;k
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2} Puisque fi est strictement convexe on a égalité dans cette inégalite si et seulement
a1 =03= =0y ;

Solution . 5.10, :
1) La fonction f(z) = 2P étant dérivable deuz fois sur |0, +o0] et se dérivde seconde
est donnée par f)(x) = plp - lj:c’"
Puisque z €]0, +0o|, ie signe de p(p — 1) est positif si et seulernent si
p €] — o0, 0} U 1, +oo| et Ponn aurn dans e cas fi(x) > 0 et donc f, est conveze,
2) Cmmnep > 1, d'aprés ce gui précede f, est !uen conveze sur |0, -i-oe{ el done f est
conveze sur [1, 2] 10, +ocl.
Soita, € [1,2] ¢
L’éguation de la tangente au point (z,, fo(z,)) 6 la courbe de f, est donnée par
¥ = fplZo)(z — 2o) + fol2a)-
L eqtmtam da la corde reliant (1, f5(1)) = (1,1) et (2, fp(2)) = (2,27) est donnde par
y=50) _JO-F0) _,,
@ — 1 21
Ce qmdoﬂney~—(2"-—l) z—l)—s—l
D’aprés lo canvezitd, on a o langente est au dessous de la courbe et la courbe est au
dessous’ de la corde.
Ainai pour chaque T, €[1,2) etV € (1,2}, ona:
peb Nz — ) + 2h = fp{z“}(z o) + fp(ro} ShlE) <@ -1)z-1)+1

En particulier evec z, = 1, on obtient :

Vre(l,2) ple~1)+1<2” < (P~ 1)(z~-1)+1

Remargue : !

On peut utiliser d’autre valeur de x, € {1,2] pour eveir d’autre inégalité. Par ezemple
ayec Ty = g on aum

veellg  pRPie-D+EP <P < (@ —1)z-1)+1

Solutlon 5.11. :

a- La fonction f(z) = ginz a une dérivée seconde dgale & f"(x) = —sinz < 0 pour
tout = € [0, §]. On en déduit gue f est concave sur [0, 3].

b- L 'équation de la corde reliont le point (0, £(0)) = (0 0) et le point (%, f(3)) = (3.1)

est donnde par y = —%}—f—-(m 0+ F(0) = ﬂ-z = 3::

L'équation de la tangente en 2, € [0, 5] est donnée par

¥ = [(To)(x ~ 25) + F(Ta) = c08T,(x ~x,) +sinT,.

D'apres ln concavilé on seit que la corde est au dessous de la courbe de f qui est elle
méme ay dessous de Iz tangente. D'ei les inégalitéds

Pour chaque z, € [0, 5] etVz € [0,3), on e :

2
o £ 48inz < co8Lo(% =~ Tp) 4 Sin Ty,
En perticulier pour z, =0, on a

Vnce{(],g] %xgsinx‘_i:r

Remargue :
2
Pour 1, = § on avre Yz € [0, 3] %xisinzgwg{z—-})+l§-,
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2 ; 1 T V3
;zgsmxgi(m—g)-l- 5

Pourz, =5 onawnVz € [0, 3
Solution  5.12. :
La fonction f: IR, -+ IR étunt dérivable ef concave, sa dérivée est alors décroissante
sur By,
Pour z > 0 fizé on eonsidére la fonction g-(y) = flz +y) — f(zx) = fly) qui est
dérivable et g(y) = (@ + ) F'a+ y) — F(y) = o +y) = F{Y) < 0 (car §' est
déeroissante et y < z +y donne f'(z+y) < f'(4)-
Ainsi g.{y) est décroissante sur Ry et donc go(y) < g=(0) ¥y € R,
Ce qui donne flz+1y)~ flz) - f(u) < flz) - f(z) — F(0) = ~F(0).
Sechant que f(0) = O et donc ~f(0) < 0 ef que z est guelcongue dans Ry, on en
déduti que _

Viz,y) € B*)? f{o+y) £ f(2)+ F)
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5.4 Exercices supplémentaires
Exercice 5.13. :
f: I=[-,1 — R

On définit lo fonction f par { 2 siz#0
z —
1 pourz=10
1) Beudier lo continuité, la dérivabilité et lo dérivabilité seconde de f sur I.
2) Soit e €]0,1]. On pose 7, = ~% et 7 = 3.
Caleuler flox: + (1 —ajea) ef af(z) + (1 ~ @) f(za).
3) f est-elle conveve (resp. concave) sur I 7

Exercice 5.14.

On pose I = [, 3“1 et flz) =2eosz — 3z.

1) Peut-on trouver o € [0, 1] tel gue

W(,0,2) € I3 flow+ Ly+ 22) < af(a) + b () + 2£(2) 7

2} Donner 'exemple d'un intervalle J C [m, 3n] tel que

V(a,b,e,d) € J* f{0,3a+0,12b+ 1c+0,08d) > 0, 3f(a)+0, 127 (b)+3 f(c)+0,08f(d).

Exercice 5.15,

1) Montrer gue la fonction f{z) = e est convexe sur I = 1, +ocf.
2} En déduire que pour fout (z,y,2,ty € I* ;

1 % 2
o elizrivtint ) < loz" 4 LoV’ 4 Lo’ 4 Bet

b eltEre+) < o ( = 4o et +e*”).

Exercice 5.16. -

Déterminer suivent lo valewr de a € R, s intervalles de convenité et de conca-
vité, les points d'inflezion de la courbe de la fonction f(x) = 2™ sur Uiniervolle
I =0, +-o0].

Exercice 5.17. :
Soient n > 2 un entier neturel, y,Ta, -+ , 5y des réels strictement positifs et o > 1.
Montrer gue

{42+ +2,)% <% L(z? +28 + ot 73

Exercice 5.18. :

On pose f(z) = —In{inzx}.

1) Montrer que la fonction f est convere sur lintervatle I =|1, +oof.

2) Vérifier que vz Iny < In=f2 ¥(r.y) € 12, _
3) Mmm:r gue pour n > 2 un entier naturel, ay,aq, -« ,a, des réels appartenant &
I, ma:

m & In etbortoan

4) Btudier le probléme d egahte dans cette incgalité.

Exercice 5.19.

Soient n > 2 un en.tier neturel, a;,02,-+ ,a, des réels strictement posilifs.
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n
Onpose S=ay+as+ - +a,= 3 ap
p=1
1) Montrer que

n 1 /1 1 1
R ] (IR Dl O T
S_ﬂ(ﬂl+{l2+ +ﬂﬂ)
2) Etudier le probléme d’égalkiié dans cetie indgalité.
3) On pose b, = (1~ a,)8 (donc ay = 1 ~ %).

5 “ZS

Mosdrer que

puis étudier le probléme d’égalité dans estie

Exercice 5.20,

indgalité.

Sotent ni = 2 un entier naturel, ay,az,-++, a, des réels positifs lels que

G tag+ +0, =1

Montrer que pour fous T), @3, ++ , T des réels donnds on o : -
1) (3@ + 02®a + - -+ Gn@in)* S ar12d + agd + -+ auzt.
2) Et 51 éﬂpl’l}wﬂg >0 eta; >0 poms =1,2--- 0 olors

da fn
i e TR
(a1 + 8279 + - + €T w  oh x2
Exercice 5.21. : ;
Smntpthdemree!&tstsquep)letq>1et1+ = 1. "

1) Ezprimer p en fonction de q.

2} On se donne a et b deus réels strictement positifs et on pose

a= —lna etﬁ—%lnb

E':i.'pnmer a (resp.b) en fonction de « (resp.f).
) En utilisant la convezité de lo fonction = — €%, montrer que ab < a” + lb“
4) Soient 21, Z2,+« ,&m € Y1,08, 1 L Yn l2n, réels positifs.

On pose u = (imf)" etv= ()5 yf)i,
qe=l i==1

Montrer que pour chaque i :

(m:)?
ur

3=

o
uy
5) Montrer 'inégalité de Holder :

F1Y+ o Tl S (2] 4

6) Ecrire cette formule dans le casp=q = 2
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5.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solution 5.13. :
1) Vérifier qu'en dehors de O § est deux fois dérivable et que f est positive et qu'en
2 =10 elle n'est méme pas continue.

8] floz) + (1 —a)eg) = (2 2"‘) {

&) f n'est ni conveze, ni concave sur I.

ffoy=1 sia=1}
{1—_23‘3-}2 si a0, 3ulb 1]

Solution 5.14. :

1) Verifier que [ est convexe sur I en déterminant le signe de f”(z) sur I. Trouver
enamte a € [0,1] tel que

o + -|— =1.

2) De‘termmcr le signe de f"(r) dans [w,37]. Choisir ensuite J C [x, 3w sur lequel |
est goncave pour cvoir ['inégalité désirce.

Solution_5.15. : )

i) Veérifier que la dérivée seconde de f{z) = € est positive sur |1, +oa.

2) a- Vérifier que @y + 2 + s + ag = 1 pour o = %, agmi, ctgvz—:l; etaq=%,
puis utiliser Finégalité de la converité.

b- Prendre oy nug:agzcu:i.

Solution 5.18. : : .
Vérifier que f"{z) = z*2(42* — 2(2a+ 1)z? + ala — 1))e™= .
FBtuder le signe et les racines positives du polyndme P(y) =

(y ==°).

Discuter ensuite suivant que a < —§, am—4, -l<a<0,a=00<a<la=1
aua>1.

—2(2a+1}p+ale—1)

Solution 5.17.
Vérifier que f(x) == 2™ est conveze poura > 1.
Utiliser Uinégalité de la convexité avec 0 = g =

=0y = ﬁ el Ty,T2, -+ . T, des
réele slricternent positifs.

Solution_ 5.18. :
1) Calculer la dérivée seconde et vérifier qu’elle est positive sur I =|1,4oc|.
2) Utiliser I'inégalité de la converité pour a; = = et ay = ¥ ovec &y = o = é et
passer par les propriélés de le fonetion Iu.
3) Méme indication que pour (2), avec ay =0y =+ =@, = 1,

4) Remarguer gue f" est siriclement positive sur I. L égahté se produit si et seule-
ment si les (a;); sont égant,

Solution  5.19. .
1) S’assurer que la Jonction f(z) = 1 est convese sur I =|0, +oo, puis utiliser cette
propriété pour n = 2 un entfier nuama! Q1,09+ 0 des réels striciement positify e
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Remplacer la somme @) +ap + -+ 4 ay par S.

2) Remarquer que f est strictement conveze et conclure,
3) Dans Uinégalité obtenue en (1) remplacer > por - -L

Passer ensuite par la guestion (2) pour | Fg-ﬂhfe

= i = 14 g

Solution  5.20. :
1) Utiliser la fonction f(z) = z*.
9) Utiliser la fonction g{z) = Jr.

Solution 5.21. :
1) Vénfier quep = 5.
2) Vérifier quea =e"F et b= efa,

2) Utiliser Dindgalité de la converité e®1€H03%2 < 1% 4 0pe™ avee qy = - et

1
P
g = ;3“‘-'1 =plne=Ina® et z3 =glnb=1nh7.

x

4) Utiliser la question (3) avoe o = 2% et b = % powr choquei de 1 dn.
5) Faire la somme ensuite de 1 & n des inégalités ubtenues en fm'srm: sortir les

constantes ne dépendant pas de i ef sachent que uP = E af et v = }: U

6) Pour le cas p= g = 2 el n = 3 revoir Vindgalité de Schwam (pradmf, geatnire et
normne).
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Chapitre 6

Fonctions hyperboliques,
fonctions circulaires

6.1 Rappels de cours

Définitions

Défipition 6.1. La fonction cosinus hyperboligue, notée cosh (ouch ) et la fondmn
sinus hyperboligue, notée sinh (ou sh ) sont définies sur R, par :

mah:r—chz“—(é”-l—e'*) et ﬁinh:cn-sh:w%[g"—e’}
Et la fonction tangente hyperbolique, notée tanh (ou ), est déﬁmc sur IR par

sinhz €% —-e“_l-—ez” ¥ ~1.

tr&llh = = = = =m
TS ehs e lte 69“+1

Formulaires

(1) coshz +sinhz = e®
1. Pour tout s € R, { (2) coshz —sinhz =¢e™*
(3) cosh®z —sinh? @ =1
2. Pour tous z ét g réels,
(d)  coshf{z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z)sinh(y)
(5} sinh({z + y) = sink{x) cosh(y) + cosh(z)sinh(y)
(8) cosh{z ~ y) = cosh(z) cosh(y) — sinh(z) sinh(y)
(7) sinh(z —#) = sinh(z) cosh(y) — cosh{z]mnh(y}
L vVzeR
(8) cosh2r =2cosh®z —1 =14 2sinb’s (9) sinh2z = 2sinhzcoshz
4. Pour tous x et y réels,
(40) exshzsohy = bl + 1) + bl — )
(11} sinhzsinhy = £ [cosh(z +y) — cosh(z ~ y)]
(12} sinhz wahy = 3 [sinh(z + y) + sinh(z — y)]
(13) cosh’z = {mahzz +1)
(14} sinh®z = } (cush2m——1}
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3, Pour tous ¢ et y réels,

(15) coshz + coshy = 2cosh ZF¥ cosh 23¥
(16) cosha — coshy = 2sinh = sinh #5¥
(17) sinhz 4 sinhy = 2sinh ¥ cosh I3

(18) ainhm—si.n.hyzzsinhi‘glwahigf

6. Pour tous z et y réels,

tanhz —tanhy

(19) tanh(z + ) = tanh s 4 tanhy
1 — tanhx tanhy

T T tamhztamhy 0 PR -9 =

7. Pourtout = réel, en posant ¢ = tanh £

2 ’ 2t ; 1442
21} taphz = —— P oyt B
{ _) e=q1r (22) sinhz - (23) coshz = e

. 8. Pour fout z € IR,

(24) 1~ tanh®g = 12
- cosh” »
Propriétés 9.- a) Les fonctions coshw et sinhx sont définies sur IR et sont respecti-
vement paire et impaire. ’
b) coshz et sinhx sont de clagse C™ : cosh’ 2 = sinhz ef sink’ x = cosh z.
¢) cosh x, est convexe sur IR, sinh esf conveze sur [0, 4+ca] et coneave sur | — o, 0].

d) tanh z est impaire, de classe C% ef tanh'z == 1 —~ tanh® 2 = .
cosh® x

Fonctions hyperboliques réciprogues Les applications coshz, sinhz et tanhz
définissent des bijections continues et strictement croissantes de IR, dans {1, +o0f, de
IR dans IR et de R dans ] — 1, 1] respectivement.

Leu.rg réciproques sont les fonctions hyperboliques réciprogues.

I

Deéfinition 8.3.":
1) La fonction argument cosinus hyperbolique, notée argeh, { Liteo 9 R
L ~  argchz
eat définie par j
y = argehr 2 = coshy
{ z=21 b { ¥20
2) La fonction argument sinus hyperbolique, notée argsh T = B est
"1 ® +— argshx

définie par
9 = argshz T =ginby
{zEIR ﬁ{ veR

3) La fonction argument tungente hyperbolique, notée argth , { L“‘ L1 ":’ Rgt.h
argth =

est définie por
y = argth o x =tanhy
:I;'E]& 111[ yeR
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Propriétés 10. L Pourtoutz € [l,+o0], argchs =loz + Va7~ 1)
etpourz>1 argeh(s) = e,
fe L |
1
2. Pourtoutz c IR, argshr = In(z+ve? +1) et angsh'(x) = 24+ 1
3. Pourtoutz ] —1,1], Mgt]]m=%h{i+z)

et argth'(z) = ===
-z

Fonctions circulaires réciproques

Définition 6.3. La fonction sinz est continue, strictement croissonte sur [—7%, T}

etsin (-5, §]) = [-1.1).
Elle définit une hijection de [—3, Z] dans (-1, 1]. Se réciprogue est appelée la fonction
arc-ginus et notée arcsin. K 'on e V'dguivalence

3 . L]
u=arceinz et 2€[~1,1] & s =sinu ef v € [—-5,5-
Définition 6.4. La fonction cos est continue, strictement décroissante sur [0, n]

et cos ([0, a]) = [-1,1].
Elle définit une bijection de [0,n] dans [—1,1]. Sa réciproque est appelée la fonction
nre-cosinus et notée arccos. Et l'on o l'équivalence_

©=arecosr ef x € [—1,1] <= z=cosnu et 1 e [0,7]

Définition B.5. La fonction tan est continue, strictement croissante sur | — %, %{
ettan (] — %, Z[) = R.

Elle définat une bijection de | — L, 2 dans R. Sa réciproque est appelée le fonction
arc-tangenic et notée arctan. Ei lon a Néguivalence

3

u=arctanz et €] — oo, +ool<=+ z = tanu et “E]”’Erz

2

1. La fonction arc-coginus est dérivable sur | ~ 1, 1]
1

1—x2

Propriétés 11,

et arccos’ = —

1
2. La fonction are-sinus est dérivable sur] —1,1] et arcsin’z = ;
Jo : } [ VI=u?

i

1

3. La fonction arc-tengente est dérivable sur IR et arctan’z = i
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6.2 Knoncés des exercices

BExercice 6.1.
Simplifier les expressions suivantes !
1) A=arcsin(sin(4%}) 2) B = arctan(tan{~44%))

3) C = arccos(cos(3=)) 4) D = arcsin(cos(—29%))

Exercice 6.2. :

Simplifier les expressions suivantes

1. cos(Zarceosz), onx € [~1,1], 2 amms(\l __2,“_:, , 083 € [~m 7],

1
3. amcus(ﬁ—;;f}, oz € [-1,1}, 4 arcsm(Zsinzcosz), ouz € [wz,g]

Exercice 6.3. :

On considére la fonetion f(z) =sin® x — 2einz définie sur I = |0, Z).

1) Vérifier que f est une bijection de I dans Pintervalle J (4 déterminer).
4) Donmer en fonction de ¢ € J lo fonction réciproque f~'(z).

Exercice 6.4, -

On considére la fonction f(z) =sinz ~ 2cosz définde sur I = [0, Z].

1) a- Vérifier que f est strictement monotone sur I.

b Préciser f(I).

2) a- Démantrer que f est une bijection de I dans un intervalle J & préciser.
b~ Erprimer f~'(z) en fonction de z € /J.

Exercice 6.5. :
On considére la fonction numérique & variuble réelle définie par :
2T
fl=) _m‘l—{—m'*’)

1) Déterminer Dy le domaine de définition de la fonction f.
2) a- Caleuler f'(z) dans chacun des intervalles suiwants :
I =] —o0,-1], Iy =] - L,1] et I3 =]1, +ool.
b- En déduire une autre expression de f(z) pour tout = € Dy,
3) Etudier la dérivabilité de f auz points © = —1 efzg = 1.

Exercice 6.6. :
On congidére la fonction numérique d variable réelle définie par :

1422

flx) = arcsin(

)

1) Déterminer Dg le domaine de définition de lu fonction f.
2) Etudier la dérivabilité de f auz points 2, =0 et 29 = 1 et en déduire la dérivabilité
de f en x3 = ~I1.
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8) Cualculer () pour x €] — oo,0] et pour z €0, +o0l.
4) On pose z = tan £ avec —fr<i{1r
domner une erpression simple de f(z).

Exercice 6.7. : 3
On pose f(x) = arctan(sh (z)).

1) Montrer que Papplication f(x) est une bijection de R sur | — I 7
2) Vérifier yue la réciproque de f est Uapplication g(y) = argsh(tan y).
3} En posant y = f(x}, vérifier les égalités suivanies :

giny =tanhz cosy = Eh“!“

tan¥ =tanh § tan(f+ ) =¢"

Exercice 6.8, Mentrer que :

1. ¥z € [-1,1], arcsinz + arccosz = 32[,
2 ¥Yr >0, arctan +arcba.n(£} ==
3. Yz <), sretanz +a.rc1;an(%) = —-%.
Exercice 6.9. :
Montrer que :

1. ¥z € R, argalx = In(z + 2% 4 1),

£. ¥z € |1, +ocf, argchs = In(z + V2T =),

8. Wx €] -1, l[ argth z = § In(3£2).
Exercice 6.10.

Déterminer le domamz de définition, le domaine de dérivation et caiculer la dérivée
de chacune des fonctions suivantes

1
3. f(;c} == &!‘C‘i&n(m)
4, f(z) = argeh(z® + 1) 5. f(x) = arggh(——— - +1) 6. f(x) = argth (2z — 1)
Exercice 6.11. :
Soit f la fonction définie par f(z) = arcainvi-::g.
1. Déterminer le domaine de définition de f el étudier sa parité.

2. Montrer que | est continue et dérivable sur Dy et colculer sa dérivée.
3. En déduire une expression simplifide de f.

Exercice 6.12. Soit f lu foncfion définie par f(T) = arctan ;;‘:
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Btudier la continuité et la dérivabilité de f. .
8. Calculer la dérivée de f et en déduire une expression simplifiée de f(z).

Exercice 6.13. Calculer lo dérivée puis donner une expression simplifiée de chacune
des fonctions suivontes

L f(z) = aresin(a® ~ 1) 2. f(z) = arccos

1+:c

L filz) = engeh 2. fa(z) = nrgsh V,I”Tzﬁ
3. fa(z) = arctan 1;“2 . oz €0, 1],
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6.3 Solutions détaillées des exercices

Solution 6.1. ;

1) On o sin(19%) = sin(~ +51r)-_sm(1r~~ 1) =sin(%).

Et donc A = arcain(sm %}} =z

Cecicar § € [-3.5] et ln fonct:an arcsin est la réciprogue de sin sur cet intervalle.

2) On a tan(— 11*) = tan{~33% + 47 = tan(%)
D'oi B = arclan(tan(— "’)] = arctan(tan(¥ )} =%
Ceci car § €] - §,5( et arctam est la réciproque de tan sur cel infervalle,

3) On o conlHe) = coalf i) = ()
Et donc C = arceos(cos( ""}} = azum{ms( N=t.
Ceci car & € {0,7] et arceos est la néccpmque de cos sur cet intervalle.

4)Ona:

cos(—157%) = cas(~- 3 — 267) = cos(~ ) = sin(—5 + §) = sin(- ).

D'on

D = arcsin(cos(~ 1% )) = arcsin(sin{~ h=-%

Ceci.car = € [-%, 7] et la fonction arcsin est fa réciproque de sin sur cet intervalle.

Solution 6.2. :
1) Soitz € [-1,1]. On a
cos(2 arccoa ) = 2fcos({arceos £))? ~ 1 = 22% — 1.

Ceci en ulilisant lo formule trigonoméirigue ms(?a.) 2cos?a—1 et la réciprocité de
[ = arceos et g = cos sachant quez € [-1,1] =

2) Soits € [-m, 7). On e

1,/ 'qlf 1+(2m-=* =3 y/c—o?f_w—]cos-i] =cos% 2
C’sm en passant par lo formule précédente et sachant que § € -3, 5] (cos§ 2 0).
D'ow

1 +cos:r
recos(

}“a.rcoos(cm{ ))H;n.w:ce[(]'zr!
Etsi—wrﬁ::(ﬂaimﬂ{ zgﬂetdcmcl}( =8 <3
Ce qui donne

1+ cose

) - e () rmn <) = 5 e <

Arceos

Finalement

bl

siz € [0,n]

( 14 cosx
Arccos 5 -
-£ size|-w0f
Ou plus .ﬂmpicmenf,
\/ 1+eosz) |z
arccos -l
2 2
8) Pour x € [~1,1], posons z = arccosz, z € [0,7] et z = cosz. Alora
fl + 1 4
arecos( . I} = arccos( +;05?-') s % d’aprés lo question précédente.
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Yz e [-~-rr,1r]

|
1

Dot

142 1
arccos( ]——iamcos:c

4) En utilisant la formule sin(2a) = 25|.n GCosa, o G :

arcsin{2sin z cos x) = arcsin(sin(2z)).

Par suite on a les cas :

siz€[~%,%] alors 20 € [~3. 5]

et arcsin{2sin 7 cosT) = 2z ;

sir€]f, 3] alors 2z €], ] et w -2z € [0, [,

Et done arcsin(2sinx cosx) = aresin(sin(2z)) = arcsin(sin{n — 2z)) = x — 22.
Size|[-%, -3 aors 2x € [-1,—F[ el v+ 22 € [0, Z[.

Et donc arcsin(2sinzx cos ) = arcsin(gin{2z)) = arcsin(—sin(x + 2z)) = —{7 + 21),
Finalement on résume :

ww—20 siz€[-§,~%]
arcsin{2sinzceosz) = ¢ 22 °  size[-I,%]
Tr—28 siz€lL, 5]

Solition 6.3. :
1) La fonction f(x) = sin® r — 2sinw est continue ef dérivable sur I = [0, 3] comme
dtant somme et produit de fonctions continues et dérivables sur IR.

Sa dérivée f'{z) = 2cosxsing - 2eosz = 2eosc(sinz — 1) est sirictement négutive
sur |0, %[, puisquecosx > 0 et (sinx —1) < 0 Vz €]0, [

f est ainsi strictement décroissante sur I et par suite bijective de I dans f(I)

avec (1) = [f(5), (O] = [-1,0] = J.

2) Par des équivalences on a :
y=f-(a) ol =2
€[-1,00etye (0,3 z€[-1,0)etyecltF]
(1-sing)?—1==

) .
sin*y — 2siny = )
"*{ 1 eel-1,00etyc(o, 3

re[-1,0letye0,s
e[-1,0lety 0, 5] €l-1,0letyc|0,3]

siny=1=-+7+1
g -
z€[-1,0etyeD g

o S
w{(1—~smggf} =z+1 q{l-mamy?\/m
i { y = arcsin(l — /= + 1)
ze[-1,0etyef0,F]
Dot
Yz & [»"1,01 FMx) = arcsin{l — iz + 1)
Solution 6.4. : '
1) a- La fonction f(z) = sinx - 2cosx est continue et dérivable avec
f{z) = cosz + 2sinz > O pour tout & € [ = [0, L]. Par suile f est siriclement
croissante sur I,
b- Puisque f est continue ef sirictement croissanie on en déduil gue

FU = ([0, 5]) = /(0. F(EN = [-2.1).

2) a- Comume f est strictement croissante, on o I'implication suivante :

T <y flz) < fly)
¥(z,y) € I (ﬂ: #yﬁ{ ou :3*{ ou ==>ff$}$£f(1f))-
p<a fy) < fl=) 3
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La fonction f est donc injective sur I.
Bt par suite ¢’est une bijection de I dans J = f(I) = {--2,1].
b- Por des éguivalences on a :

y=f"Hz) o) fE)=2
zei~2,1etyel0F re|-2,1)etye (D, £}
« siny — 2eosy = x

el-2tetyef0, %
En remaerquant que £+ 2cosy siny > 0 eteosy >0 powr y € [0,%] on o

sing—2cosy=u <+ (r+2cosy)? =sin®y=1-cos?y
& beosty+ dweosy + (22— 1) =0

23

o 5 25
2

. du f5""$

& COBY+ T 5E

G

8

[

43 = Arccos

D’ots le résullat

Voel-21,  Fz) = acoos (M _____

Solution &.5.

1) Posons ulz) = Tﬁ, et vft) = arccost. Alors f(x) = vlu(r)). £t Uon o par équi-
valence :

T € Iy & ulz) est déﬁnie et u(z) € Dy o x € Dy etuln) € Dy

Comme Dy, =R, 1+ 5 £ 0 pouwr tout z € R, et

u(z) € D, ¢—1<—+—z,<1©u1u 2 < Opetr <1427

S0<as? 42z +1etd <z~ 2041

20 (1+sPedbz(l-2)? e R

Onendéduit que: zcDperrzeR

et done Dy =R

£2) a- Pour x € R tel que w?(z) £ 1, [ esl dérivable et l'on o
?
—1
P1a) = (o) = o)

Jl-w@ \l+a? o 12
L= (H—ﬁ)
1 -2t ~(14e?) ~2(1 — 2% 2(2 - 1)

ErD Y A TR R B POy R T
Par suite on a :

T2 siz &I =|—oc, 1
-2
Flz) = 1o sizg hh=}~11f
2 . ;
Tia mae I5 =1, +aci
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b- Sachant que la dérivée (2arctanzy =
constantes réelles oy, o et ¢3

2
T oge o en déduit qu'il existe trois

fz) =

Zarctana +¢,  siz € [y =] — o0, —1f
—2arctana +¢; siw € =] -1,1]
Qarctenz +e¢z sz € Iy =1, +oof
Comnine zﬁgmf(z) = arceos() = § = Ealw“arctanm ¢y = 2u-‘~ +c, =-w+te
on obtient ¢) = 3% .
Ell'on a f(0) = arccos 0 = § =¢5. e R BE
De méme Jim f{z) = arccosi=F = x_]_:;ﬁ_am:!a.rctapz--k ta=2% +ez = w4y
on obtient ¢y = —% : O ‘
Finalement et puisque f est continee sur IR s

2a.rctaum—|—?‘._,—' stz € Jy =] - o0, —1]

Hz)=< —Rarctana + §F sizel=[-1,]]
2arctonz - gz € Iy =1, +oof

. flz) - f(1) : . 2 .
&) Ona 21‘1*1111" L = 61;1‘1'{1* Fla)y = LI_f:‘lﬂ = =1 fen utilisont le théoréme

z 1+¢d
des acervissements finizs). i
flzy—f(1) >
D’outre part 11 L — h e
v f (C} c--;\l 142 L.

Par suite f nes: pad dérwable en 1 Et de méme elle n'est pos dérivable en —1.

Solution_ 6.6. :

1} La fenction f(x) = arcsin(%—-fz s'éerit flz) = vlu(x)) avec uls) = ﬁﬁf et
v(t} = arcsiné. g
On a u(z) est une froction rationnelle continue et définie sur D, = R,

(puisque 1 +22 £ 0 Y€ R)

Par éguivalence on a

zelieoreDyenzie D, azcRet —1< —E,-CI

Traduisons les inégalités

~1g {-ﬁstmblﬁ—l—wx <1-2?

et 1-p?<l4sfe~1<1et0< 2t

Cest towjours vrai pour fout z € IR.

Par suite { x € Dy @ x € R) et done Dy = R.

2} Par lo régle de P'Hépital on a :

" i
i {0 FO) | eresin(izEy - 2
z—+0r+ x~—{ =0t HA
L% 1 -4z 1
= lim ( ) : I O
sttt \ 1 +2? Fegoyd = |22 "1 + 22
-~
(1 +z9)

—2
a‘l—rri?‘f' “i“+ 2 = -2

i
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f(f«") J0).

:cw(] g

10-q0_,

Tz-0
Par suite, f n'est pas défiuable en 0, donc non dérivable en z, = 0.
Ensuite, en utilisant le calcul précédent, on a

Aings hm
-0t

Et de méme, hm
B

g 1~ a3 el
i J@ = FQ) _, acsin(iie) -0 e B
=1 - n—+1 -1 =11+

Dot |
POTON. 11 e 11 S
Ll =
J est donc dérivable en 5= 1.

Puisque la fonctwﬂ J est pm,m, lo dérivabilité en 22 = 1 impligue la dérivabilité en

:I':g-v-—l

3) La jonction v(t) = arcsint étent dérivable sur D, = [~1, 1] sauf en ~1 et 1. Donc

v(ufz)) est dérivable en tout x' tel que u(z) # 1.
Oru(g)={3% =1 donnel “a? =1+2” et doncz =0

et ufz) = %—;‘—_f; = ~1 donne 1 - 2* = ~1 — 22 qui n'est jamais vraie,
Por suite f est dérivable sur R~ [0} et pour tout = €] — oo, 0JUIB, +cof

Pyl (1 A “z)’ 1

1-ui(z)  \1+z* / g 2
yi- ()
Dot 2
i 81 €] — 00,
F@ = o] gy HeSmood
||(1 +4a?) T r €0+

4) En posant z = tan ¥ avec —7 <t <7 (et donc t = 2arctanzx), on obtient
.
flz) = s.rcsin(’f—;—';;) = arcsin( "2 ) = axcsin(cost).

b
Pour ~t <t <0 {x €]~ 00,0) cnst—sin(t-l— )
on a arcsin{cost) = arcsin(sin(t + §)) =t + % (ceci cor (t + 2) €] = £, ).
Et pour 0 <t < n (x €}0,+0c]) cost = sm{% —t},

on o arcsin(cos t) = arcsin(sin(§ — t)) = F — ¢ (ceci cor (§ —t) €] ~ £, 3).
Finalement et d’eprés la continuité de f on obtient

o ,
_ | §+2arctanz siz €] - 00,0
f(®) = { 3 ~2arctanz  si @ € {0, +00]

Remanrque :

On. retrouve qussi ce résultat en remarquant que f ef 2arctan ont méme dérivée sur

] — ce, 0[. Done leur différence est une constante.

Solution 6.7. :

1) L’application sh{z) est définie, continue et dérivable sur R et arctanz est aussi
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définie, continue et dérivable sur IR. Par suite f(z) = arctan(sh(z}) est définie, conti-

nue et dérivable sur IR,

!
Sa diztees £ o) = M) S e P T Al
sur R, Par suite f eat strictement croissante ef donc injective.
Adnsi f est une bijection de R dans f(]—o0, +ocf} -'] hm f{s), hm f{ =]

1 chiz) 1

2) Avec g(y) = argsh{tany), ona

flgly)) = arctan(sh(argsh(tany))) = arctan(tany) =y siy € - F
Et g( f(x)) = argsh(tan{arctan(shz)) = argsh(sh(z)) =z stz € IR.
Ce qui monire que g = f~1.

:%[

8) Pasons y = f(x) = arctan{sh(z}) pour z € R,
et donc 2 = f-l(y) = g(y) = argsh(tan y).

Ona:
pendla smgy s.iuzy
ATy = e =
cos’y 1 -sin®y
a.n“;r . _ tany

Ce qui donne sin®y = =———=— el par suife Ainy = ~———or=
1+tan®y - V1 +tan?y
{veci car siny et tany ont méme signe pour y €] — 5, 3[).

tan (arctan(sh (z))) - sh () _sh {z)
\/l + tan? (arctan(sh {z))) B Vi+sh?iz) <h (=)

On aure siny =

DNod

= thiz).

siny = thx {*)
Etlena:
cos? —m—v—gfy el done cosy = e

1 1
JL4 tan? (arctan(sh(a))) /15 (h(@)e  /eh(z)
1
cosy = Dw’-(_i

Par suite cosy =

Dot

(¥+)

Onoa:

o sin? 2cos¥sin  siny
¥ =

cosf ™ "2cos?¥  1+cosy

thx shx

I " ifcha
' chiz)

shx 2ch(£)sh(Z)  sh(Z) T
= = = th(=).

1+ chz 2ch?() eh{%) 2
D'oit

On en déduit que tan ¥ = (d'opres (*) et (*%)).

y z

tan = = fh~
2 2

tana + tanbd

Dgprés la formule tan(a + b) = o
= L

l+iem( )
1-tan(})

el puisque tan g =1, on ¢ !

tan({¥ + %) =
Sachant que
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g . Salution B6.9. :
ef—e ¥ ef-1
tan% mth—% T s =R i |,

e —1 ' 1. Considérons la fonction
1+ —
3 2e*
Oﬂaumtan{lz{+-§}=—§%m‘? f R — R
=4 — hx — 1 4+ 1). -
=5 z argshz ~ ln(z + 224+ 1) AN
A . .
Do ¢ reswllnt o U T La fonction f est dérivable sur R et 3
tan(-2~ + -;i—} =g _ ;
1 1+ ey
lution 6.8, : ‘(x) = - St = (),
Solution =) Vet 41l s+ Vi 41
1. Considévons la fonction D'ons flz) est constante sur R. Bt puisque f(0) = 0, alors f(z) =0, Vz e R,
; Dot le résultai
f o |-L1 — R
z +—+ arcsinz + arccos . } Vz € R, argshz = In(z + 2% + 1).
1 1 : . y
Lo fonction f est dérivable sur ] — 1,1{ et f'(z) = e =0 2. Considérons la fonction
Par suite [ est constante sur ]| — 1,1[. Comme f est continue sur [-1,1], elle _ g+ [+oo] — R . ;
est constante sur [~1,1]. ; z m—  argehz — (z + 22 = 1).
Onaf(z)= f0)=0+5=73, Yxel[-1,1]. D'oi le résultat L
La fonction g est dérivable sur J1,+oof.
f{:c]:;— Y € [-1,1]. Ft Uon a pour tout x > 1,
- 1 1+ 7%
S s b . . i s s et =0
2. Considérons la fonelion 7(x) = NI <
g }0,:00[ : gctan:c+ arctan(1) On en déduit que g est constante sur |1,+ool.
¥ Comme g est continue sur [1, +oof, on obtient g(z) = g(1) = argchl =0 pour
. ; tout 2 > 1.
t dérivable sur [0, 400 ef 2
La fmcf;zt .;* eat dériv 11’ J[n Dot le résuitat
Yz >, - e e D Bl
L¥s % 1+;§ ¥z, 321, argchz = In{z + /2% — 1).
Par suite g est constante sur J0, +oof. \ N .
Et puisque g(1) = § + § = §. alors g(2) = Z, ¥z > 0. Dot le résultat J. Considérons la fonction
1 b R ]=-L1[ — B
Y > 0, arctan::+a.rcnan(:t~] 2 5 = s argths - %111(-%{%}
3. Considérons la fonction La fonction h est dérivabld sur | — 1,1 et pour tout z €] - 1,1],
ho: 1~00,00 =+ R ; W) = ot Y 1 a2 Lo s
x =  arctans + arctan{y}. T2 3 % “1-2% 2{i-zpi+s

De Iz méme facon on a K'(z) = 0, Yz €] — 20,0 et h(~1) = 5. Et donc

(z) = yr < 0. Don le résuliaf Par suite h est constante sur | — 1,1{. Bt donc h{z) = R(0) = 0 pour tout
hiz)= -5, Ve < 0. Dot ulta

z€}—-1,1{ -
1 Y D’od le vésultat
Vo <0, arctan:::-}-ammn(;‘jm 5 .

-z

veel-L1,  anghz= (i Tl)
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Sclution 6.10.

1. On e f(x)

2

. Ona f(z)

= arcsinu(z) avec w(z) = 22 — 1. Par des équivalences on écrit :
gely = -15uz)<] &=-1<2?-1<1
=0<s7<2 S0 =vi<V2 .

5 =—V2I<s<V2 = ze -V V2

Par ﬁtite'.Df - [—-\/2-, v@],

Puisque arcsin n'est pas dérivable en 1 ¢t 1, la fonction arcsmu(z) est déri-
vable sur Dy It ot u(x) est dérivable et u(z) # 1 et u(x) # ~1.

La fonction u(z) = 2% -1 est dérivable sur R , donc f est dérivadle enz € Dy
tel que ufz) =2% — 1 soit différent de 1 et —1.

Or (- 1#-10£0) et (2-1#£1&z¢{-vV2 V)

Done f est dérivable sur Dy — {—+/2,0,+v2} =] — /2, 0JUJ0, v3[.

' u'(z) § 1 2 2z
i B ] =k = = 3
fe) 1 u?(z) ( VI-(zT-1F /222 -22) lzlv2—2?
Vo "
, — si 1 €] =320,
fay={ v25°®
sz €0, v
22—z
On a flz) = a.rg;ousv(::)'auec v(x) = %-—i——-z- Par des éguivalences on écrit :
€l <= v{z) est définie el -1 giv(:::}gl
)= l—-z
= ¥ -1et -liH_xgl ¢=l»:c#—-1€t(}5(1+z) <1
= zF-let(1-zP<(1+2p 4szf—let —20< 2

4=t (<2
Por suite Dy =R,
Puisque la fonction arccos n'est pes dérivable en 1 et —1, la fonction arceos v{x)
est dérivable Id otk v(z) est dérivable et u(:c) # +1.
T st dérivable sur Dy et (

[ est dérivable sur RY et

=z ey

1-
Ceomme — = #4143 3==0), on obtient ;

vie) Gl-z, 1

% 1—»-*(-)" NiT -

= arctanw{z) avec w(z) = z . Sachant que lo fonction arctan
est définie sur R, et par des équivalences on éerit ;

z € Dy += wix) est définie et w(z) € R <= x # ~1

Par suite Dy =R — {~1}.

La fonction i—-l——— eal dérivable sur Dy el arctan est dérivable sur K.

Donc f est dérivable sur Dy et

flz) = w'(z) = iR | e kS
sn)‘1-Hu='{u:)‘ 1+:c) 14 (355)?  (I+zPa?+2x+2 z+20+2
140

4 On s f(x)

. Ona flz) =

= argehg(z) avec g{x) = a? + 1. Sachant que le fonction argch est
définie sur {1,400, et par des épuivalences on écrit ;

x € Dy < glz) définiectglz) =z’ + 1214+ 2220z e R

Par sutte Dy = R.

La fonction argch est dérivable sur |1, +o00[, por conséguent f(x) = argehg(z)
est dérivable en x tel que g(z) = 22 + 1 est dérivable of ¥ +1 3 1. Ainsi f est
dérivable en tout z tel que z #.

Et dans ce cas

VRS 1 2 22
b ¢z) -1 k\/(m2+1)=—1 Vi i Vi sl

Dot
-3
"(.1:} at v‘zﬁz—i— 2

J =

st €] — oo, 0],

e 8 €], +oof.
e e S

. Les fonctions 555 ot argsh(z) sont définies ef dérivables sur R.

Done Dy =R et f{z) = argsh( %) est dérivable sur R et l'on o

1 . 1-g? z? +1
2 (22 +1)? /et 1 327 + 1

@) = ()

(22 + Wt + 322 + 1

= argth h{x) avec hix) = 2z - 1. Sachant que argth est définie sur
1= 1,1], en éerit pur des équivalences :

IED)' &= hir) définieet ~1 <hiz)<le=zelRet —1<2r—-1<1
e30<ir et 2e<2ex0ce<]l =l

Par suite Dy =]0,1].

f est dériveble en 2 si 2z — 1 €] — 1,1, donc six € Dy, Bt l'on a :

H(z) 2 1
f'{z) = = ¥z €]0, 1{.
= TR T @1~ &= Eelll
Solution_ 6.11. -
1. Par des équivalences, Yoo
geD; w~1S Ay <l &Vt e VIt2?
& || £ V1+a? o x? <1+ a2

=0<1
Puisgu’on n'e aucune condition sur £, on en déduit que Dy = R.
Pour tout x € B,

JF{—z} = aresin —-—1-\/_.:??,—_—5—:)_? - arcsin Mﬁhﬁ = — f(z}

Done f est impaire.
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2. La fonction —pfemy est continue aw‘i?. ot~y € [~] ,\!_] pour tout x € K. Et
putsque la fonction arcsinz est condinue sur [—1,1], alors f est continue sur

La fonction -zfe; est dépivable sur R et arcsinz est dérivable sur] — 1,11
D'aprés le calcul précédent, —1 < thg < 140 < 1. Ponc [ est dérivable
sur R.

Et pour tout x € IR

T . 1 1

Flz)=( 5 = - - x Vital =

I 2 : g 1 4 x2

VIt vf_(\/n’*) (I+a*)V1+z ta

3. FPuisque, Vx € R, f'{z) = arc‘ra.n'{m] alors f(r) = arctan(z) — e, 0@ ¢ est une
constante. Or f(0) = arcsin{0) = € = arctan() + ¢ = ¢,

Yoty f(z) = arctan(z), ¥z e R.

Solution 6.12. :

1. Ona f(z) = arctan .L-i_a: Puisque arcian est définie sur B, f est définie si %ﬁ
est définie ef donc si } + 3 # O '
DMD;——{xER}l—Fm#{J} B—{-1}.

2. La fonction 3% est condinue et dérivable sur R — {—1} el arctanz conbinue el
dérivable sur h Done f est continue ct dérivable sur R - [~1}.

| - |

= — arctan’ z.
]+(1_ﬁ1)2 ]+¢2 arcian &

N f’ﬁs} [y

14z

Deone

—arctanz ¢ 8 a2 €]~ o0, 1],
fz) =

—prctand + 62 six ] ~ 1, +oof,

ot £y ef ¢y somt deux constantes.

On ¢ f{0) = arctan(1} = I et ~ arctan(0) + ca = ¢z, donc oy = §

On e lim f{z) = arctan(-1) = -, et lm {—arctana 4+ ;) = . VI
az4—on ki G T it : 2 4

donc gy = --3-:5< Do
~arctanz ~ 8 siz ]~ o9, 1],
flz)
—arctanz + % stz €]~ 1,+ocof.

Solution 6.13.

1. Par égmu_walence on éorit ;
H z—t-];>1¢.~z+l>2¢->-’r 51

La faﬂctmn, fi est donc dérivable sur 11, +oof et

1 1 B, s
fi{z) = —r==x = = —argeh/(z).
ty g \flzw =1 ek R
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frmc fi() = jargeh(z) + ¢, Vz €)1, +00f, otic € R, Or fi est continue en 1,
one

0= A1) = Im fu(a) = lim (G erech(z) + ) =

Par conséquent, fi(z) = Largeh(z), ¥z € |1, oo,

; La Jonction f; est définie si ef seulement si T <22 est définie. On dost avoir

€{-1,1].
Comme V1 =12 n'est dérivable que sur ]| —1,1[, la fonetion f2 eat définie et
dérivable sur Vintervalle | — 1, 1}
Eil'on a |

4 P 22 % 1 == A l v . .
Fa(z) [m} A\Xl “P‘ff{:ﬂ'_ (1—23]\/1-m2 X Yl =T:w.’?"-

Done fy(2) = argth '(z), et par suite fo(r) = argth (z )—Il-c, ctceR,
Comme f2{0) =0 = argth (0) + ¢ = ¢, on & fulr) = argth (z), Vz €] — 1,1,

- La fonction f3 est dérivable sur |0,1] avec

e = T oSO O
3 143zt T A —
+ g R

Done f1{z) = arceos(z) + ¢, ot c € B. La fonction Js dlant continue en 1, on
en dédufl que ;

0= fo(1) = Jim fu(s) = Jim(arccos(z) + o) = &

Par suite fy(2) = arccos(z), Vz €]0,1}.
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6.4 Exercices supplémentaires

Exercice 6.14. :

Hesoudre équation : = € R, arctan(z — 1) + aretanx 4 arctan{z 4+ 1) = z. !

Exercice 6.15. :

1) Simplifiez les expressions suivantes
cos{arcsin z) et '.sin(n.rccosa:)
2) Résa;sdm d'a_m; R Uéquation suivanie
‘ i arcs{ﬁ 2z — nresin 3z = arcsinz,

Exercice 6.18. ;
Déterminer le domaine de définition et studicr la dérivabililé des fonctions suivantes

. J(#) = arccos (%) et g{z) = arctan (:: - V&Eﬁ)

Mondtrer les galités suivantes pour tout ne N* :

i
Yz € R (shz + chz)" = shnz -+ chna
2) .
] 1+thz\™ 14 thnz
oy gy AN (1—1;1:5) = 1 thnr
Exercice 6.18. : .

Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivation puis calouler la dérinde
de chacune des fonetions suivantes

r-1 ! Y ™ — Jarcsing
I) o —_— = i Gl . — .
1. f{z) = arctan PEE 2. g(z) = /arctan(l — £2), 3. h{z) oy, S i

Exerclce 6.19. :

Calculer les Hmiles suivantes

1 lim (z—In(coshz)), 2 Lm S2BE g g FEhT
T—++oo Iddo0 T Zarbodon @
Exercice 6.20, : _
On considére la fonction f(z) = sin® = — 2sinz définie sur I = [ 3x].
1) Vérifier que f est une bijection de I dans I'intervalle J (& déterminer).
2) Donner e fonction de o € J la fonction réciproque f~(z).

Exercice 6.21. :

Soit f la fonction définie par f{x) = arctan }—jr_-f«
1. Déterminer le domeine de définition de f.

2. Ftudier la continuité et lo dérivabilité de f.
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I
_fiz) = arctan 322 et g{z) = arctan e

8. Galculer ln dérivée de f et en déduire une expression. simplifide de f{x).
Exercice 6.22. -
Soit § la fonction définie par fz) = arcsin T-%:’-"

1. Déterminer le domaine de définition de [ ot étudier s parite.

2. Culeuler ln dérivée de f et en déduire une oulre ezpression de f.
Exercice 6.23. :

Celenler ln dérivée puis donner une outre expression de chacune des fonctions suf-
vanies

1~ ita i X 4
1. fi(z) = arccos T falz) = argih a3 3. f3(x) = argsh(3z + 4z°)
{1 cos(z)

4, fa(z) = arctan ot r i), 7l

1+ cos(x)’

Exercice 6.24. -

On considére les devs fonctiona sutvanies : i
o,

- arctan

définies sur IR — {0, ~1}.
1) Caleuler f'{z) et §'(z) sur IR — {0, -1}.
2} Que peut-on déduire ¥
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6.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Sohstion 6.14. :
Poser o = arctan{z ~ 1), b = arctanz et ¢ = arctan(z + 1)
et donctanae =z — 1, tanb =z et tanc=x+ 1.
Utiliser Uimplicaiion ; - 1
tana+ tanc
a+C=%*bﬂmmtﬂﬂ(ﬂ+c} ta.nn-j«--b) da!lb
En dédurre une égnaiion vérifie par z, puis résoudre celie équaiton sachant que x > 0.
(5iz <0 onauraita <0 eth<0etdonca+b= F—c <0, absurde avec c €}3F, E[).

5

Solution_ 6.15.

1) Poser y = arcsinz avec y € (—%, 7).

Bemarquer que cosy = 0 el cosy = \/1_-3—1[& u-

Déduire que cos(arcsin z) = v1 — 2.

Poser z = arceos T avee z € [0, 1),

Remarquer gue sinz 2 0 et sinz = /1 - cos? 2.

Déduire que sin{arccos z) = /1 — z2.
1<% <l

2) Comane arcsin est définie sur [—1,1), on doit avoir § —1 < 3z <1 . Et done
“1<z<l

z €[5 3l

Appliguer ensuite la fonction sin auzr deuz membres de Uéguation.

Passer par lo. formule sin(a — &) = sinacosb — sinbcos a et le résultat de (1),

Solution 6.186. : _
' . 1
Pour f(z) = arcoos (E) traduire les indgalités ~1 < (1 =2 z) <

- &
2
3 +z§ < 1 pour @ £ 1, puis en déduire ensuite Dy.

en (<

Pour la dérivabilité, déterminer x € Dy tel que iﬁ—+—- #1 et %-—tﬁ #F =1,

—u'
Caleuler ensuite f'{x) par la formule A—a
Pour g(z) = arctan (z + \/.ff:—l) remarguer que arctan est définie sur IR et df'ter-
miner Uensemble de définition de v{z) = (z ++/ 2 — )
Pour le dérivabilité remarguer que arctan est dértvable sur R, et ulz) = (m + \/ETTI)
est dérivable pour x el que 2% — 130 {d cuuse de lg racine).

Calculer ensuite g'(z) por lo formule T 1;3

Solution_ 6.17. :
1) Remarguer que (sh x + ch )" = (&%) = "%,
1+ th:c)" _(chz+shz)"

i-the/ (cha-~shz)

2) Remarquer que (

Solution 6.18,
est

1, Ln fonction f est définic et dérivable sur R—{~2}. Ja dérivée
- 3
IO = Ty
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2. La fonction g est définie sur [--1,1], dérivable sur] —1,1{. Se dérivée est

OB —
(1+ (1 = 2)?)Jarctan(t - £3)

3. La fanctwﬂ h est définie sur | — 1,1), dérivable sur]—1, 1{ et so déf"suée eat

" -2 N
k (:r] = ' L
(m+ 2amsin:'c)\/(1 —a2)(x? — 4 m:main2 z)
Solution 6.19. : " )
1. Ona
e +e~* (1 + e~2)
a—In(ch z) = :c—lu(—-;—ej = :cuxn(—l-ig-i—}) =~ In(14+€*)+In(2).

Doy ;ETM(E ~ Infch z)) =In{2).

9 m@fﬁmih .(E‘I_eq)m_] I ef _
.n:-!+l‘x= $__gw-r+0042 z = P

3. On pose y == argshz. Alors

Solution 6.20. :
1) Vérifier que [ est continue et strictement croissanie sur i‘52—"',371'] et en déduire
gu'elle est bijective de I dans f(J),

%) Par des équivalences et en utilisant z = (y — 37) € [0, §] lorsque y € 3, 3x], puis
traduire y = f~1(z).

Solution_ 6.21. :

L Remm’éﬂer que {52 et (1~ z)(1+ ) ont méme signe pour = # —1.
§ie
% € Ds & ”1“1_:: 20etl+a #0& (1-z)(142) 20 etz £ -1 & z &]—1,1).

2. La fonction

- - % est continue sur] —1,1] et arctanz est continue sur R,
doii f est contsﬂue sur]—1,1}.
et

La fonction = = % est dérivable sur ]~ 1,1] et arctanz est dérivable sur R,
d'oi f est dérivable sur ] ~1,1[.
3. Vérifier que f'(z) = W

Renmrq-uer que pour tout & €} — 1,1, fi(z) =1 B:ccos’{o:) et en déduire que
flz)=5 % arccos(z) + ¢,
Caiculer ¢ en donnant une valeur & o,
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Solution 8.22, -

L Réf'rfamder'q?w -1< &‘g <le (i-f_—i,-}z <1, puis vérifier que Dy =R.
Utdliser le foit que arcsin est impaire pour montrer que f est impaire.

2. La fonction f est dérivable en tout ¢ iel que 5 iz:z:z €] -1,1j.
Tradutre R # %1 pour montrer gue f est dérivable sur R\ {-1,1}.
Vérifier que f'(z) = (Td-:i:{rl_!?ﬂ i
e iz €]~ 1,1
Eerire que f'(z) = 1 +2£2 !

m:-a- 31 T E] O, ml[UI]., -I-OO[.

~2arctan(z) +¢3 5 T G} -~ 00,1,
Puis déduire que f(z) = { 2arctan(z) +c; s z€)-1,1],

:onY —2arcten(z) + ez si z €], +ouf,
oil ¢y, cp ef ey sont des constantes & déterminer en donnant des valewrs & .

Solution_ 8.23. 1. Utiliser ~1 —z* € 1~ 2% < 14 22 pour montrer que la

Jonction f, est continue sur R. Bt traduire %-;'-_—ﬂ # +1 pour montrer gue f est
dérivable sur IR". -

‘i‘%, si..":)-l],

i sz <O
2arctan(z) + ¢, siz >0,

Vérifier que fl(z) = —2 e =

(4= )v'z?

Déduvire que fi{z) = {
~2arctan(z) +ep siz <0,

oti ¢; et cg sont des consiantes 4 déterminer.
Déduire que f(z) = 2arctan |z], Yz € R.

L. Justifier que lo fonction fy est dérivable sur R ef vérifier que fi(a) = ‘—ﬁl—g

3 +
et en déduire que fo(x) = argsh(x) + ¢ o ¢ € R & déterminer. 3
Conelure que f(z) = argshiz), Vo € R.

8. Vérifier que la fonction fg est dérivable sur B.
Montrer que f§(x) = —=mee = (3argshiz)).
En déduire que fa(x) = Bargsh(z) + ¢, c € R & déterminer.

4. Vérifier que la fonction f4 est dérivable sur 10,7 et que Ji(=) = 4.
En déduire que fy(x) = Z +¢, c € R & déterminer.

Solution_6.24. 1) Vérifier que f/(z} = —o = ¢'(x).

2) Deéduire que f(z) = g(a) + o1 sur ] —o00,~1|, f(z) = g(z) + e sur | - 1,0f et
f{z) = g(z) +ca sur |0, +ool. Puis déterminer les constantes 1, ¢y et C3.
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Chapitre 7

Les développements limités

7.1 Rappels de cours

Les développements limités permettent de calculer des limites (de fonctions, de suites,...)
en levant les indéterminations rencontrées. Ils facilitent 'étude locale des fonctions
au voisinage d’un point donné, les caleuls approximatifs de f(z) sans passer par la
machine, 'obtention d’quations de tangentes, d'asymptotes, 'étude des branches in-
finies, ete.

Définition 7.1, Seient [ =}a,b[ un intervolle de R (avera,be R eta <0< b), f
une fonction définie de I* =|a, 0[U]0,b] dans IR et n un entier naturel,
On dit gue [ admet un développement limsté au voisinage de 0 & Pordre n g'il
eriste des constantes réelles ag, a1, - 0y, @ > 0 un réel ef e(x) une fonction ielles
que
¥z €] - o, 0[]0, af, f(z) =a, + a10 + - - + ana™ + &"e(x),
avee Jim e(x) = 0.

=0
Le polynome P(z) = o+ 615+ -+ 0,3™ s'oppelle la partie réguliére (ou principale)
du développement limité et la fonction z”¢(x) = o(a™) le ruste.
Dans la suite on feviva dl, pour abréger "développement limilé au voisinage de 0 @
ordre n”. "
On dit aussi que f admet un développement limité & droite(resp. & gouche)
ou voisinage de 0 & Uordre n si Uégalité f(z) = ao + a1z + - + ana'™ + z"e(z)
est vraie 4 droite (resp. 4 gauche) de 0.

BRemarque 7.1. Si f admet un dl, avec i > 1 alors f admet un dl,,—;.
Car i on o f(z) = @+ 012 + - - + auz™ + 2"e(2) alors
flo) =ao+oyz+-- + an_12™ + 2" Napz + ze(a))
= @+ G+ a2 e ey (),
avec lim £, {z) = 0.
=}

Remarque 7.2, :
La partie principale du dl, d'un polyndme est formée des mondmes de degrés infé-
rieurs ou égauz & n ef le resie est formé des mondmes de degrés supérieurs strictement
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an.

Proposition 7.1. 5 f est une fonction dont la dérude Fin) existe ef est continue

sur un veisinage de 0, olors f admet le dl,,

fla) = F(0) 4+ 27'0) + 5 (0 + -+ Emy FmD(0) + 5 7(0) + me(a),
d’aprés la formule de Mac-Laurin.

ProBriétés 12, Soient f et g des fonctions admetiant chacune un di,
f(@) = ao t @1z + o+ + ana™ + a"e1(3), avee lim e4(7) =0,

giz) = bo + bz + o + b2 + &ea(2), aver lx_% ea(z) = 0.
Alers on a :

— La somme !
le fonction somme [+ g admet le dl,;
(f + 9)z) = (@0 + b)) + (81 + b))z + -+« + (@n + by)2™ 4+ T3{z),
dont la partie réqulitre est la somme des parties réguliéres de f ct g
et g3(a) = &1(z} + £2(2).
— Le produit :
la fonetion produit fo odmet le dl,
(f9)(x) = (@obs) + (@oby + tado)z + +- -+ (Bobn 4 -+ + @nby)z™ + 2"ea(),
dont la partie régulitre est le polynéme produit des parties réquliéres de f el g
et en gardant uniguement les mondmes de puissences inférieures ou égales &
.
— FLe gquotient :
8i en plus b, # 0, la fonetion -g admel le dl, dont lu partie réguliere est le
quotient de lo division suivont les puissances croissantes 4 'ordre n de la partie
réguliere de f par celle de g.
— La compasition des fonctions :
3 en plus b, = 0, la fonction f o g admet le dl,
Fla(z)) =as+ ez + -+ buz™) + - Fan(biz 4 + Bz} + 2%6(z)
qui a'¢crit f(g(x)) = s + 12+ +eax™ + 2"e5(x),
en gardent uniquement les mondmes de puissances inférieures ou égales & n.
— La dérivation :
la fonction dérivée f' admet un développernent limité au votsinage de 0 ¢ 'ordre
n—1 (avec n > 1} qui est donné par
fi(z) = a; +2a02 + - +ne™ " + 2™ teg(z).
— L’intégration :
si en plus [ est continue sur un weisinage V de 0 et 0 € V, la fonction
Fz) = [F f(t)& primitive de { admet un développement limité au vaisinage
de 0 & Uordre n+ 1 donné per
Flz) = F(0) + 6.0 + $%° + 90t top2™ - 5™ eg ().

Le tableau ci-dessous donne les développerments limités -fréquemment. utilisés- calcu-
163 & 'aide de l!a formule ge Maeg-Laurin :
=1+z+—r+----+ & +z"elz),

sin{z) = -:,‘—-1—51-}— e 1)*%—%3“5{3:) (n=2k+ 1 oun=2k+2)
[.'.‘:)‘—‘1-—-§1-+_3-_r+- +(~1)* Gy + 2 elz) (n = 2k oun =2k +1).
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Poura €IR,ona:

(1+=x) —1+——.t+3£%,—11x2 +9-(57-”—"-~’-‘13_—“—11:c +e(z)
m(1+.~.-)u.-r,-m+:, et (- 1)f= 122 4 a"e(x). '
sh(z) = 1,4}-—-|,~+5]-|— +mH_—1ﬂ—|—a: s(z] (n=2k+1oun=2k+2).
ch(t)=1+% + 5+ + g+ 2"e(2) (0 = % ou n=2k-+ 1).

* Développement limité au voisinage de x, :
Pour définir le développement limité d’ardre n, d'une fonction f au voisinage
d’un z, quelconque, on pose X = & — x, et g(X) = (X +z,) = f(z).
Lorsque  est. au voisinage de z,, X est au voiginage de 0. Ainsi le déyeloppe-
ment de g & Pordre n au voisinage de () donne

9(X) =g+ 01X +--- +ap X" + X"e(X) avee lim £(X) =0,
et done f(z) = o + a1z ~ za) + - hen(e — 2o)" + (& - z,) er (), avee
hm al[ Y= hm s{:n—:ro) 0,

ainm on obtmm; le développement limité de _f au mlsmag‘e de 2, & l'ordre n.

¢ Développement limité au voisinage de +oo 3 '

Pour définir le développement limité d’ordre n, d’une fonction f au vmaznage
. de +o0, on pose X = 2 et g(X) = ,f(xJ—f(.'c

Lorsque & est au voisinage de +00, X est au voisinage de 0. Ainsi le dévelop-
pement de g & 'ordre n au voisinage de 0 donne
g X)=a,+ a1 X +- - +a X"+ X% (X) avec ;j_n:lcs; (X) =
# done fg) =aot P4+ f + Ge(a), avec lim e(z) = lim z(2) =0,
ainsi on obtient le développement limité de f aun voisinage de 400 & l'ordre n.
Remargue ;
On fait de mé&me au voisinage de —co.

¢ Développement limité généralisé an voisinags de 0 :
Pour une fonction f définie sur un voisinage de 0, étant donné p € IN* et
7 € IN, on dit que f admet un développement limité généralisé & Vordre n en

0 lorsque la fonction g(z) = #* f(x) admet un diny, en 0.
On peut: écrire dans ce cas :

2P f(2) = 0 + M + - - + aa2" P 4 o(27FP)
et donc f(z) = 35 (a0 + G1Z + 4 py 2™ P + o{@™HP) = Bg .4 S22ty
Gp + Gp1 2 + oo+ Gpgpit™.

-
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7.2 Enoncés des exercices

Exercice 7.1.

Danner le dl, dans les cas suivants en précisant la fonction e(z) & chaque fois :
1) f(z) =1~ 82% + na? — 728 avec n =5 et ensuite n = 9.

2) glz) =72 +2* — 128 aveen=0,n=1 etn=12.

Exercice 7.2.
Ecrire les dly, 'de e et ¢™%, puis retrouver le dl, de ch(z) = S et sh(z) = %
Vérifier que la somme des dly, de ch(z) et sh(z) est dgale au dl,, de ¢

Exercice 7.3, :
Donner par deur méthodes ds_ﬁémnfcs ledl, ¢ Uondre n = 5 de f(x) = sh{z)~sin(z),
(par la régle de lo somme et par la formule de Mac-Laurin).

Exercice 7.4. :
Trouver les développements limités & Uordre n = 4, au voisinage de 0, des fonctions
sutvantes -

1) f(=) = (&* — 3sin(z))(cos(z) — %),
2) g(z) = f(z) +1 — 2? cos(z),

3) h(z) = ¢*(z).

Exercice 7.5. )

Trouver les déudappementa hrmtés & Vordre n = 4, au voisinage de 0, des fonctions
suivantes :

1) f(z) = ﬂe:—:ﬁ%w
2) g(z) = e” ey
3) hiz) = 5.

Exercice 7.6. :
Posons f(x) = arcsin(x), g(z) = arecos(x) et h(x) = arctan(r). Sachant gue les
dérivées de ces fonctions sont données par ;

fl(z) = pkemy, g'(2) = ey et W(z) = ks,

déterminer les dl, de ces fonctions pour n= 5.

Exercice 7.7, :

Donner les développements limités & Uordre n = 4, au woisinage de 0, des fonctions
suivantes :

1} f(z) = +/1 +sin(z),
2) g(z) = 2,

3) h(z) = e=s,

4) k(z) = (1 +2)=.

Exercice 7.8. :
1} Reprendre les fonctions de Uexervice précédent et donner les dl, pour n = 3 de
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leurs dérivdes (en utilisant la régle de lo dérivée).
8) Calenler f'(z) el ¢'(z) et donner leurs dI,, én = 3. Comparer atec la question
précédente.

Exercice 7.9. :

Donner les dl,, ou voisinage de x, dens les cas suivants :
1) flz) =T avecwm,=1etn=23.

2) g{z) = In(sin{x)) avec z, €}0, 7] et n = 3.

Puis en déduire le dly, de g(x) & Uordre n = 3 au voisinage de xp = §.

Exercice 7.10. :
Vérifier les résultats suivanis pour f non définie en () :

1) §i f o un développement limilé au voisinage de 0 & ['erdre n = 0, alors elle est
prolongeable par continuité en 0.

2) §i o un développement Emité au voisinage de 0 & Uordre n == 1, alors elle est
prolongeable pur continuité en O el que son prolongement par continuité est une fone-
tion dérivable en 0.

Exercice 7.11. :
On pose f(z) = +/jzl, 9(z) = —v—il-:z ef h{z} = n(]x]). Vérifier si ces fonctions ad-
mettent des développernents limités au voistnage de ¢ lordren=0,n=1 oun = 2.

Exercice 7.12. ;
Vérifier si les fonclions suivantes ont des dl,, si oui & quel ordre n on peut y aller :
f(z) = |3 — 42? +sin{z)} el g(z) = |z + 2° — 2.

Exercice 7.13. :
Considérons les fonctions ayant les développernents limités suivants -

@) = g® — 6z* + o(z®) et g(z) = 22° + 322 + o(z').
Caleuler le dl, de (fg)(z) = f(z)glz) & Uordre le plus élevé possible.

Exercice 7.14., !

Donner les dl, au voisinage de +oo des fonctions suivantes .

1) f(z) = arctan (1!‘;1‘:' & Uordre n = 3,

2) g{z) ""[—t—) & Uordresn = A.

Exercice T 15. &

Calculer les développements limités générulisés au voisinage de 0 des fonctions sui-
ventes !

1) f(z) = Ef?‘ a Pordre n = 5.
2) g(z) = %’%’r{: d lordre n =2

Exercice 7.186. :
Sens utiliser lo calculotrice, donner des voleurs approzimatives des nombres sutvants :
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a= 0,08, b=(1,07) et c= 1-sin{U.05)

V255
Exercice T.17. :
Déterminer les pumes principales au voisinage de O des fonclions swwantes :
1) fiz) = \/sm —~ y/eh(x) pourz > 0.

2) g(=) = arghh(&r@ﬂh( }) ~ argshargth (x)).

Exercice 7.18, :
Calculer les Itnj:itzs suivantes :
1) hm (1+2)= —e}

8. hm (= fxg In(1+ 1)},

. arcm(Q sin(z)} ~ Z
¥ zlg}g cos(3zx) :
4) Jlim [e—(1+3)"]

1

VATRE— ML

Exercice 7.19,
Btudier les _faﬂctwﬂ.a sutvantes su 'um.sma.ge de Ty ¢
1) flz) = E2E gpec g, = 1.

2) g{z) = ta.ﬂl:x }) avee z, = I.
(ine élude bréve 1 Péguation et la position de la tangente).

Exercice 7.20.

Bhudior los branéhés infinies de lo courbe représentant la fonction f(x) = In{z?+1)—%.
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7.3 Solutions détaillées des exercices

Selutien 7.1. :

DVaprés une mmm‘que du mppe! du cours :

1) flg) = 1— 82 + 7z — T2® = (1~ 3z® + nz?) + (~7a8) = (1 ~ 822 + wzt) + %6 (z).
clest le dPtJElo'ppfmsnﬂ limité & ordre § au voisinage de 0def :

avee Py(z) = 1 — 3z* 4 mx* la partie principale et £1(z) = —72*.

El 'on peut écrire ausst

flz) =1— 3z® 4+ mzt — 728 = (1 — 3z* + mz? - T2®) + 2%z ().

c'est le développement limité & Pordre 9 au voisinage de 0 de f,

avec Py(x) =1 — 322 + ax* — 72® la pertie principale et g3(x) = 0.

2) Pourgona: W
alz) = 72? + ot - 728 = 0 +2°(72® + * — T28) = Qi (2) + 2%a(z),

c'est le développement limité 4 ordre 0 au voisinage de 0 de g, avee Qi(z) =0 la
parlic principale et £2(z) = To* + ot — T2, .
Ensuite on a

glr) = Tr? + 28 — 7eb = g(2) = 0 4 2(Tzx + 2% ~ T2") = Qa(z) + zey(2),

¢’est le développement Bmité & [ ordm 1 ou voisinage de 0 de g, avee Qg(x) =0 la
partie principale et c4lz) = Tz + 2 — Tx'.

Et de méme

9(z) = 72 + 2* = 72% = 7o + 2%(z® — 725) = Qa(a) + 27es(2),

¢est le développement limité a4 Pardre 2 au voisinage de 0 de g, avec Qa{z) = 702 la
partie principale et e5(x) = «* — 7a8. .

Attenfion :

Dans chaque cas la fonction ei(z) vérifie bien lim ei(z) = 1.,

Solution  7.2. :
En ufilisant iearfmdtat du“r‘é.swne’ du cours on o :
=ittt +m"61[m)
etdonce™ =1 —g+ >3 ’) -t i%ﬁ}i + (—z)"e1(—x)
ef=1-g+% -5!- AR {—1)“-‘;5 + T%ea(x) avee ex(x) = {Hvll"zl{wm)
Par la riégle de lo somme on obtient le dl, de chz) = i.-tf—:
chiz) =1+ & + & 4 - + ey + 2"es(2) au voisinage de 0 & Lordre n = 2k ou
n=2k+1.
Et de méme
shix) = e_’;:s,_i *
shiz) =z + % ~3- + % + -+ ?%“WTF + z%e4{x) au voisinage de 0 & Pordre n=2k+ 1
oun =2k + 2.
En foisont la somme des di, obtenus ¢t dessus on retrouve

3 4
(l+ i T e t%kﬁ"“" 53{.::)) + (a'+ + ’é. R ﬁl;%iﬁ +:|:“s4(x))

2

Sl4z4+L 4o+ B4z (x)
ce qui est norme! puisque chiz) + sh(z) = €, _
Bt avee £1(z) = e3(x) + e4(x) d’aprés lunicité du développement limite.

Solution_ 7.3.

- D’apres le tableay des dl
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sin(z) =z — 5]- + 3 + o(z®) au voisinage de 0 & l'ordre 5

et d’aprés I’ ezercice précédent

shiz)=z+ % 'ﬁT + L +0(z%) au voisinage de O ¢ Pordre 5

€t par différence en ulilisant {o régle de la somme

Jiz) = (:c + %; + ~‘5—T + o(z“)D - (z - %:- + %? + otxsj) = 2’5’? + ofz%)
INow. f(x) = % +o(x®) ou voisinage de 0 a l'ordre 5.

- Deuméme méthode :

Lo fonction f{x) = sh(z) — sinlz) est indéfintment dérivable sur R car différence

de deuz fonctions indéfiniment dérivables sur R, On lui applique la formule de Mac-
Laurin av voisinage de 0. Et l'on a

f(z) = sh(z) — sin(x) = f{0)=0 f(z) = chiz) ~cos(z) — fl(0)=0
f@(z) = sh(z} +sin(z) — fP(0) =0 O (z) = chiz) + cos(z) — fO0)=2
F¥(z) = shiz) —sin(z) — Q) =0 () = ch(z) - cos(z) — fB(0) =0
D'ow
flz) = f0)+af'(0) + ;— )(m +- 4 %;f“'){o] +o(z")
=22 +0(z°) = § + o(2?) ’

.2

Solution 7.4. :

1)} Bn utilisant le tablean des dl, avec n = 4 des fonctions usuelles on a ;

=l +H+ Y +’{r+o(r“_}

sin(z) =z — "g_.; -+ aga:“) S

cos(z) =1 -~ & + Er + o(z?)

o =14z+2° + a2 +2* + ofz?)

E‘n utilisant la régle de la xommf' on 6
35111{3:) = (l+z + ir + 2 —1- + ﬁ-ro(:c‘ji)

=1-24+5 + 8 L &40

a

-3 (z = +G(.7;"))

De méme g

con() ~ _zx(l = +ET+O{ )-2{l+:r+z?+3:3—f—x“+o(x4))
=-1-27— B _ 28 w%}+o[ 4

D'ot

J@) = (1 ~ 20+ % + 28 4+ 2 Jo(ot) (-1 ~ 25 — 882 —gg8 Sz +o(a:‘))

En utilisant la régle du produit en gardant uniguement les puissances inféricures ou
égales & quatre, on obtient finalement :

flm) =142+ 3% — L2t of2!).

2) On ucus‘.’_z = 1_-}—;+—r+o{m }

et 2® = 3% 4 o(z?) (clest un polynmuc)

Par la régle d produit on e : 3 ms{x}-":l: —%;- +olz

{on ¢ fait le produst de «* par 1— &+ ~:- et on a gardé umquemsnt les puissances in-
fenfi,ms ou égales & quatre pour cwaw ia partie principale de 2* cos(z) le reste a’derit
oz}

E[% par fa regle de la somme

g{a_:]:-:f(a:]-t-l-—m’ms(:z} (=14 2%+ 32* — Gt + o{a*)) +1- (z - _+r}(:c‘})
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1
|

an obhent ﬁnalement
glz) = 3% - at + o(z),

%

8) [Vaprés ce qui précdde g (x) = (%23 - T:'ﬁ:c‘i e o{:c"'))

Ef par la rigle du produit on obtient g°(z) = o(z*).

Ceci car dans le produit toutes les puissances sont plus grandes que cing.

Solutign_ 7.5. :
1) f est un guotient et l'on a pour le dénominateur :iEi-'EEr(l +sin{z)) =
On va utiliser la régle du gquotient.
Diaprés le tableau 2cieze; dsi umiia 3
log(l +z) = -5 + T — & +ofal),
cos(z) =1 = 'T + %5 + + ofz? ) ef sin(z) = ¢ — —“5} + o(z%).
Et par la regle de | a SUMmme on o successivement © .
cos(z) + 2log(1 + z) = (1 % 2 ‘i-‘_‘r+o(x4)) 22 ig - ’—;:-f—o(:s"))
=1 423 - g»:::2 +32% ~ 0&:“)
et U'on 6 ousst 1+sm(z}~—1+z - 22° + o(z?).
On fait la division suivant les puissances croissantes de lo partie principale du nume-
rateur par lo partie principale du dénominateur & ordre quatre.

Ce gui donne
1+21:—§$ -l-zzS 5%1,4 1+x-—-é:r.3
—l—$+g$3
142~ 253 4 Mgl 33341“
3.2, 5.8 _ 114 2 .
T — 5T +‘E —'5?.1‘}
—m—z2+€:r‘
~3a% + 328 — Lot
5.2, 5.3
LR
%x3~?:ﬁ“+
Ba? - Loty
-
2.4
e+

(Remarquer que dans cetle division on éerit seulement les puissances inférieures ou
égeles & quatre puisque les aulres puissances sont des o(z*).)
Finalernent on obiient :

a2y
f(‘.‘i’f)-l“i':l?-"-él 7

2;¢"‘ + ofz?)

2) Pour la fonction g(z) =

on o lirr‘gj(e'““ = 1) = 0. On ne veut appliguer la
-+

régle du quotient tout de suite.
Fssayons d’abord de voir le dl de {e” — 1) qui est égal @ :
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E—l=c+l?+ Lot + L'+ Joaf + - 4 Lot +o(2)
et donce* — 1=z {1+ sed gt gt et e lganmt +0($"“1))
Ainsgi pour tout z # 0 : : 2

xr

g(m)=etz_1*— (
f uf

1+ 3z + -éxz +ogad et +in1—1}!mn_l +o(:|:“"1))
B 1
(1+ §o+ g0t + ot + gt Bt +0(x“‘"1))

Maintenant on ¢ un quotient avec comme dénominateur une fonetion dont la limite en
zéro est non nulle. Pour aveir le dl du quotient d Uordre quatre il nous faut n—1 =
¢t donen = b c’est l'ordre auquel il fallait développer (e — 1).
Fuisons ensuite la division suivant les puissances croissanies de 1 par

1+ %.7: + %xz + :ﬁ-xs + -l%ﬁx“ & Uardre guatre

Bpodo? poidad o 304
Lo des_ 1a®, . A i S L
———EE'—B —ﬁzwmm

sl L2 . 1 4
1 2:J:+12.c 55T

TS, i s
‘%J,i = ‘2-4-.'[13 = ﬁﬂ”‘; +
~ ozt 4
Finalement on o :
(£) = 1= 22+ -2 — ot + ofa)
bl R 8 o R ol z
¢ 2" 12" T
z? — 457
3) Pour la fonction h(z)= ~—_~~§{—)— on @ le dl du dénominateur
sin“(z

, : 2

v(z) = sin®(x) = (z—- %T— + %s; +-‘-—|—o{a:"]) =2+ +alz?)

la plus petite puissance gui apparafl dans ce dl est k = 2. Pour brovver le dl du quotient
Mz a lordre 4 il fout développer v(z) jusqu’a Vordren =d + k=442 =6,

a 5 2 ET a =
Done v{z) = (z' et o{z.s))“ =gt~ B+ 8y o(2f).
Ce qui donne pour toui © # 0 :

T 22 — 43 z? .- 41° _ 1-4z
T osin(z) o - £ 4 2L 4 o(xf) -2 %: a(zt)’
) oz
Ceci aprés simplification par 2* ef en remarquant que ...%2,2 est un o{z*)
o(z%)
e H
lim —&o = Jim Rl ) 0
z—0 g =0 T

On fait ensuite lo dspe @ Vordre quatre de {1 ~ 4z) par (1 - ”Tz + zf—;
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1 —4dr T
P 2 _ 2t —E 4 2z
g -gg| 1okt
- ] 4 b
—45+%—%&1 l-4z+ % s+ s
4a,~—‘*§-‘+---
] 3 4
%’"%“3“ =+
. =
~4 0 +
e
4
%..g....
Do
- TS S '
¢ Ax g T
f1($)=1'—4x+?w-—-3—-+-1-5+o(3:4} b

Remarque 7.3. - : {
Pour développer une fonction de I forme dun guotient f(z) = us) |
V{0), il faut commencer par écrire les dl de u{x) = Plz) + a{x""}uI JJ
et v{z) = Q(z) + ofz™).

Posons val{P) = h et val(Q) =k (val(P) c'est la j ;
plus petite nuissance de x d I/
polynome P dont le cocfficient west pas nul). ST

o ordre n au

» Sih>k:

il faut dévelfppar les fonctions w et v a Vordre m =n+ k-
Fla) = 2AE o+ ang g™ 4 ofgn k) |

brak 4. 4 bn+k$“+k + O(I“'i“k)
On sim;nlz‘ﬁi a‘,:abmd per z* (pour x £ 0 et = € V(0}). Ce qui donne.
fla) =SR2 F 0 F Gagrr” + o(2”) oo ' s

Bk + -+ busea™ + o(z") by

Et on faif ensuite lo division suivant les puissances croissantes & Yordre n
deapzh™* 4 ... 4 Uik T® AT by + - - 4 by gz
pour avolr ut dl correct & ordre n de f :
flm) = epge 4oy e + of{z™).

* Sih<k:
[ n'oura pas de développernent limité ou voisinag
limité généralisé avec p =k — h.
Et pour avoir un développement limite généralisé & l'ordre n au voisinege de i

0, on doit développer au départ v(z) é lordre m =p+n+k
= ¢ '
e iishuy P et u(z) & lordre

¢ de ), mais un développement
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ol

ion T.8. :

1 L
e = (1~ v{z))7% est la composte de la fonction
v(z) = 22 et wz) = (1 — )%, donc :

fiz) =w(v(z))

La fonction f!(z) =

. Pour développer f & P'ordre 5 il faut développer f' d Uordre 4.
. D’abgtﬂ on a. il__x:}]u(m} = {), ee qui nous permet d'utiliser lo régle de ln

* Onag'(a)=-

e Onohbl(z) =

composée. - - -

D'aprés le tableau des dl usuels (1 — z)® pour o = ...é =

w(s) = (1 -z~
1

b Cediibe l(ed = 1) h —
=1+ 2oy 3 2 D2, 503 ;})( 172 s
2 [ UL 0, e, 1 e O *
+ 3 2 i f i 3)a:"‘+ o(z*)

4!
=1~3z+32? - So° + ot 4 of2?).
Et l'on a v{z) est un polyndme dont le di & 'ordre 4 est v(z) = x? + o(z%).
Par lo régle de lo composée on remplace le r de lg partie principale du dl de
w(x) per le pertie principale de v(z) :
on aura w(z) = 1~ §(a) + §(=?)? - &= + (=) +ofa)

* et on garde uniguement les puissances inférieures ou dgeles a quatre (toul le

reste on le met dans oz*)).
Ainsi
1
fllgy =1 307+ 2+ ofa?).
On. utilise ensuite la régle d'intégration pour éerire

= 1a, 3 & 5
jl{:z:] a4 re +eT + ofz”).

Comme @, = lim f(z) = lm arcsin(z) = 0, on a finalement :
=0 ] x—0

e ls, 3.5, .8
flx) == §F + o)
=)
i
et d’aprés ce gui précéde on o
9'(z) = -1 + §a* ~ §x* + o(zf)
en ufilisant ensuite la régle d’intdgration on obtient

. 1 2
) =h, — i, b
glz) T —T 0" + o(z®)

6

comme b, = ;i_lﬂ}g(z} =5 E—?u arccos(x) = §, on a finalement :
g(x) = =~z + éma w35 0 2%)

1
N - + wz . P
On peul faire comme avant en utilisant lo régle de la composée ou on peut dire
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que ' est le quotient de deus polynomes qui sont déjd développés.
On fait lo division suivant les puissances croissantes de 1 par 1 4z & Uordre
quotre

1l 1+a?
-1 —a?
1 —~g? -+t
L
$3+Ir‘1
zid .. l

Dion
B(z) = L=a®+ 2 + ot
et par la.régle dntdgtution h(@) = c, + T — % + % +o(z°)

Cotame o= linhh(z} R liu}]amta,n(z] =0, on o finolement :
T z-

hiz)=a — é:rs + %354- o(z")

Solution 7.7. ¢

1. D'abord 1'15:’ sin{z) =0 ¢f au V(0] & Vordre 4 on e sin(z) = = — 2 + o(z?)
3

Et U'on a pouru € V(D) a Uordre 4 e dl

VIFu=1+tu- b+ e’ — Fyut +o(ud)

On utilise la régle de la composée en remplogant v par la partie principele de
sin(z). Ot qui donne

f(z} = /T4 sinlz)

=1+ §(z~ zx?) — iz~ é:cg}z + T’g{m - J'G-u:a)3 o 1—33 x— 32°) +o(z*)

On effectue les calculs et on garde uniguement les puissances inferieures ou
dgales a 4. Tout le reste on U'éerit o(z*). On obtient finalement

1
fiz)=1+ %x - %:l;2 = :Egmg + @x‘ +o{z?)

. On fait la méme choge qu'gvent ;

d'gbord 1itrésin(:c] —0 et au V(0) & Uordre 4 on agin(sr) =2 - 1z% + o(zt)

T
Et Uon o pouru € V(0} 4 Uordre 4 le dl
e = 1 4 u+ du? + jud + Fut +o(ut)
On utilise lo régle de lo romposée en rempiagont u par le pariie principale de
gin{x), Ce qui donne
o(@) =1+ (5= a%) + §z - §2°) + o — §2°)° + gyle = §2)" 4 o)
On effectue les caleuls et on garde wniguernent les puissances inférieures ou
égales & 4. Tout le reste on U'écrit o{a*). On obtient finalement

1 4

l "
glz) =1+z+ -ixz =58 + ofz%)
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Solution T7.8. :
1) On a déit trouvé successivement :

7. On fait la méme chose gu’avant ; i

d'abord lim & =0 etau V{0) a lordre d on a i
a—0 cos(z) i

x T

cos(z)  1- ja? 4 ot +o(zt)
(ceci en fmsa.m la dspe de @ par 1 ~ 2% + La? a londre quatre).

Et U'on a pour uwe V(0) a lordre 4 le di

e* =1+u+zu’ + 1 + gt + ofut),

On utilise la régle de lo composée en remplacant v par la partie principale de
Ce gui donne

1 ;
=x+ -:1:3 + o(x") !

cos(z)’
M) =1+ (z+52*) + 3z + 133}2 §@+ 32" + Lo+ J2%)t + ofz?)
On effectue les cﬂicui.s et on garde umquemeni les puissances inférieures ou
égales & 4. Tout le reste on Uécrit o(z*). On obtient finalement

24 134 i
hiz) = 1+r+2:.e +3::: t5* + o(z*)

. On transforme k{x) pour écrire kix) = (1 +z)5 = eZHEE . oute),
C'est une compasée de fonctions.

Comme  Tim u(z) = lim los(t )

on pose d’abord v(z) = u{.;.) =1 pour avoir lm u{z) =Q.
Ainsi k(z) = €42} = g2} = ¢ x 42) quec 11_1}1"1]1.:(33] =0, ;
i B

Le dl de v(z) & lordre guatre est :
; e e Ak Lad o Las oapE

- log(1+z) PRLES L Tl LR LR N0 C )

i

= (1~ +£x ims + Lt +a[:r“)} ~1

——-:r-l— zo° — 1o + Lot + ofa?)

Et dam:

klz) =e x evi®)

=ex [l+(-}z+4z® —-1%13: %a:")-l—l %[—%m: %if*’— ot 4 Lty

+g(—gz+ g2° — 3o + 320 + (32 + 307 — Jo¥s §2*) + ()]s

On Effectue les caleuly et on gorde uniquement les puissances inférievrcs ou

égales aé 4 »

Lot

=i

v(x) =~vr+ :c 4;+ Lot + o{x*)

viz) =(-3z+4 gx ----- 1ad + l:c +ofzh))? = 1a? = ot + Hat 1 o(2?)
v¥z) =u(z) X vz }z --x -[~ 1ad 4 ofzh)

v4(z) =o"(z) x vfz) = ﬁ_ﬂ: +o[ G

Do

e L W W
k(m)—e(l 2-1:4—24::2 8"+ gresa +o(a:})

flz) =1+ ia:-— %mz

- »~’~-m3+3-‘~;m‘ + ofz?)
a 124 s
g(z) I+m+ § + o(z%)
hiz) =1+x+4 :z+ 23 + ;:c +ofz*)
k(z) =e{l—} i:r-i- ~ Za + Bt + o(zh)
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i

On utilise la régle de le dérivée en dérivani les parties principales de ces d.éuclop;;a'-
ments pour avoir les développements limités & U'ordre trois, [Moi

fliz) =3-4=- =z + olx?)
glz) =l+z—jx -l-o(JE‘a
R{z) ———l+z+23:2+—§-x +o(a:3}

K{z) =e(~;+ 3z 02"+ Bilad 4 o(z?))

2)Ona f'izg) = "M_’:——-—-——~—-CDB($)
) F{z) = (/1 +sin(z)) il
On sait que cos{z) =1 — 322 + o(a®)
et on a trowvé le di de /1 + sin(z),
ce qui donne %
¥ 1~ -z +o{¢3)
(=) = 2(1+lz~—~::3 w2 +o(z)) SR
La cnm;!rmte du dem:mmateur est bien non nulle. On feit lo dspe de (1 — 12%) par
2+z— 2% — £a® & Uordre trois. On trouve

1. 1 1
£6)= 5~ 3~ o' + g5 +ole?)
On a cnsuite
g'(z) =cosxe™® = (1—Z +o(z? ))etz= Ftola®))

={1—2 4 o)) (11—{:»“3)-{—”3 +a{:.53)
+

{le}1+x+’ +o(r‘3))*1+x«%

z%)
On voit bien qu’on trouve les mémes résultats, '

Solution 7.9. :

1) Posonsu=2—-x,=2-1 (£=1+u), lorsque x est oy voisinage de 1 alors
€5t au votsinage de (.

Etl'ona flz)=z=y1+u

u €tant au votsinage de 0, on foit le dl de /1 + u au voisinuge de 0 & l'ordre demandé
n=3.

Dlaprés les calculs precédents 1+ u =1+ u— g‘u g tr. + ofu®).

On revient ensuite & la variable x pour avoir !e nieuelappemmt limite de f au voisinage
dex, =1 a Vordre = 3

flo) =14 (e =1) = 317

; +@=1 +of(z - 1)

2) La fonction g{z) = In(sin(z)) est définie et est indéfiniment dérivable sur Uinter-

valle |0, 7[. La farmule de Mac-Laurin en z, €]0, 7r[ donne
9(2) = 9(za) + ¢ (20) (2 — 20} + L4l (2 — 20)? + L5722 — 2,3 + o (2 — 7))

Comme on o :
EOR[E o 2 gn
g{z) = E};}, g"(z) = gty et 9 (o) = T,

on gbttent le dl de g au unmmge de z, a Uordre 3 suivant :

A a =1 cos{z, |
olc) = n(sn(a )+ S22 (=20 s (= e o ()
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3) Pour «, = §, on trouve

1 Tyq T.a

g(0) = —jla- TP +o(z~ )7
Solution  7.10. :
1) 81 f & un développement limité au voisinage de 0 & Iordre n = 0 alors il existe un
voisinage V(Q) de 0, une fonction e(x) vérifiant 11_% e)=0eta, €R :

T
YeeV(0), flz)=a,+2%(z).
On gura dvidemment lyﬂj flz)=a,
T

Ainsi _f est prolongeable par continuité en 0 par lo fonction | définiz par

&) siz#0
f(m) { 24 ._.sz'lm “= )
2) 8i f a un développement limité au votsinage de 0 & Uondre n == 1 clors il eriste un
upisinage V(0) de 0, une fonction ;(z) vérifiant lim, ey(z) =0 et rLa:,,,a.l] e R? ;
Ve e V(0), fl2)=a,+ a2+ ze(x).
On ayra évidemment lim f{n) = a,

z~+0 ' -

et d'aprés la question (1), [ est prolongeable par continuité par la fonction f et Pon
aurs
flz) = F(z) = 0o+ a1z + 381 (2) = F(0) + 012 + ze4 (2) pour tout x € V(0) et z +# 0.

P phus f(:r) f(ﬂ) f{-‘l‘l)z =a; +&1(x), Yz e V(0)\ {0},

f(=) - F(0) -
z~+0 z—0 =0

Par suite f est prolongeable par continuité en 0 et son prolongement f est une Jone-
tion dérivable en 0 avee f'(0) = a;.

ce gui donne

Solution 7.11. : .
1) Sila fonetion f(z) = \/|z| @ un développement limité dans un veisinage V(0) &
Uopdre = 0, on aurgit

izl = a, + e(x), ce qui donne a, = éi_%{\'# z] —e(r)) =
On qurail forcément a, = 0 ef e(z) = ‘!I:ﬂ
t i ] i = i =
et U'on a bien %1_:35 ﬂ;f }e‘-ﬂ; el(z) ®
Ainsi f o bien un dl 4 Uordre 0 au uoisinage de 0 donné par : \/19:{ =0+e(z).

Enguite 5i f(x) = +/|z| a un développement limité dans un voisinage V{0) & Unrdre
=1, on aurqit

lz| = a, + @12 + ze1(z), ce qui donne a, = ii_xﬁ)( lz] ~ mz —x=(z)) = 0.
It nous reste /x| = a1z + ze4{zx) et done
i (a1 + & (2)) = alx)/|zl{ar +£1(2)) pour tout x # 0 au wvoisinage de 0
o :

(o alz) = o= 1(resp(-1) siz > 0resp(z < 0)))

En passent & la Bmite on trowve 1 = li_tﬁ] afz)/lzlla; + erlz)) =

ce qui est absurde!

Par suite f ne peut avoir de dl eu voisinage de 0 & Vordre n = 1 (non plus & Uondre
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n=2)
2) 5 glz) = \/}.ﬂ

gz} = w/‘]I.—!?_i = dy + e(z) av V{0) avec lim e(z) =0 .

T=+0

a un dl au V(0} d Uordre n = 0 on gurait

En passont @ lo mite on trouve
= li = lim(a, +¢ =
+oo = lim N limfa, +e(2)) = 0,
ce qui est absurde avec a, € R/
Par suite g ne peut avoir de dl ou veisinage de § é& Pordre n= 0 ni d un ordre supé-
rieur.

3) En utilisant les questions précédenies la fonction h{z) = In{jz]) n'admet pas de
dl au V(0) & lordre w = 1} car on ne peut lo prolonger per continuité en 0 puisque
ll_rﬂ}ln[[:rl) = =00.

Ainst h{z) nadmet pas de dl au V{B) powr n =0, ni pour n quelcongue,

Selution 7.12. :

1) Pour z trés petit au voisinage de 0 (par evemple It| < 35 ) on seit que 422 et
sin(w) sont trés pelit et la quantité (3 — 4z? +sin(z)) est du signe de 3, done positive.
Par sutte la fonction f(z) = |3 —~ 42% 4 sin(z)| = 3 ~ 42? + sin(z) pour tout z €
| — e, a[=V(0) (avec a > U tres petit).

Comme les fonctions sin{z) ef le polyndme 3 — 42* ont des dl & tout ordre au V(0),
) @ aussi un dl au V(0) & tout ordre n donné par :

) 1 1
flz)=8+z—42® - s;x 1—5

avec = 2k+laun— 2k + 2.

2) On a g(z) = |z +a° ~o* = |z|(]1 + 7% — 3%) et pour x trts petit au voisinage de

0, on peut écrire {1 4 2% — %) = 1 4 ¢* — * (méme ruisonnement qu’avant).

Ainsi g{z) = |r|(14-2% —2%). La fonction (1 4z 1) étant un polyndme elle admet

un dl sans probléme.

¢ étant continue elle a un dl an voisinage deQ & Pordve n = 0 avec o, = l:i% glz) = 0.

D g k)

Ensuite sig a un df & Pordren = 1 on nurmt glz) = 0+ oy +:|:£{:t:} lz|(1+x?—2?).
iz|(1 422 - .7:3}

Ce gui donnerail a; + e{x) = =

a(z)(1+z? — %) avee a(z) = 1 8i
z>0et ol =-1sz<0.

Par pussage d la limite @ 8rotte de D on obfient ay = 1 et par passage & la limite &
gauche de O on oblient a; = —~1 ce gui est absurde!

Ainsi g(x) a vn dl au voisinage de 0 & Uordre n =0 et ne peut avoir un 4l pour un
ordre n > 1.

Remarque 7.4. :

; o : s Pay=2z(1+2®~2¥) siz>0
- ? s I L)

La fonction g au voisinage de U s'derit g(a) = | Paa) = ~z(1+22~2%) siz<0

C'est done un polyndme ou voisinage de 0 & droite (resp.  gauche). Elle admet un

dl & tout ordre & droite (resp. & gouche).
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Solutien 7.13. :
Pour touf . au veisinage dell on 2 :
(fo)(z) = f(z)g(2)
= [2? — 62" + o(z?)] 121:"‘ + 3z + o(z""}]
= 2z’ — 927 — 182"° + (2% - 6zY)e(z!") + (25° + 351 )olz®) + o(z)o{z?)
= 2!l =021 - 18518 + (1 ~ 622 )ao(xM) + (24 82%)z%6(z%) + o(2¥)o(zl)
= 221 - 9gl® 4 olp1?)

Ceei cor B _ : = .
i SR §L;§~£,_)“‘- Ak B e el o
=8 R S
~ Gz oz’ ( + 357 jmolw”
= ].ml( 18i2)g U s i 1‘_‘0 ;ES
. 2e(z Yoz’ ]
+ im —res
-0 g8 x gl!
= 0
; 3
{(sochant que par définition : lim ) =0}
¢ F=0 F
Finalement . .
{fg)(r} - 2:‘:11 o gmu + 0(315}
| . ) 1
Mais & couse de lim (___f’_;;; —————— hm LY e E:z:ﬂ) ® hm [n(_:_r‘lTl R —
x—+0 x x @

qui est indéterminde, on ne peut dépasser I a'rdrz n=13

Solution T.14.

- i i z+1
1} Pour donner le dl au voisinage de 400 de la forction f(x) = arctan (\fm)

& Perdre n = 3 on foit d'abord le changement de varieble u = % (et done o = % I

1 f

+1 1

Ce gui donne f{x) = arctan (\/Ei; + 2) = arctan (\j ﬁ%) :

On fait d’abord le dspe de {1 + u) par (14 2u) & Povdre 4 pour avair

]1_{_% =1 = u 2u? - 4 4 But + o(u?).
On _éerit ensuite
14w Ry
1+ 2y
= T+ [~u+ 2u? — duS + 8uf + o(ud)]
et on pose v(u) = [—u +20® ~ 4u® 4 8ut 4 olu?)],
comme iﬂv(u) =), on utilise le 4 av vaisinage de 0 de +/T+ 7.
On obtient alors
VIFE =143~ §1?2 + &' — oot 4 ov?).
On remplece v en fonction de u et on ne garde que les puissances inférienres ou égales
G guatre
o= a 4 22 5 4ud 4 Bult 4 olult)
v? = = du® + 120t o)
v X v = —u® 4 6ut fofzt)

<
[
it

4

vt =vxe® =ut +o(ut)

10t

L+u

\;‘Hg THFo =12 Jut Ju? — By 4 8yt 4 ()
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Et on arrive a
fle) = f(;lf) arctan s

On poge w(u) = —Lu+ ful -

f e
+ i 1
..ME) = gretan (1 - —u =

S'LE

16” +?’%§“ +ofu’}. Comme hm w{w)

le di de arctan(1 + w) eu voisinage de 0.
Par ta formaule de Mac-Laurin

A{w) = arcta,nl(l +w) - h0)=Z%

R (w) B W — B0} %

A" () - A R0 =

W Tty TMO=-2

87 + 12w + 4

W) =y 0=}
—24 1 y

) - LD e

d’oi )

Aw) = § + %w —_%vﬁ + %w" + ofuw)
On mm;uluce w en fonction de u

7, 253+

363 o n
"1'-2§ + ofu ))

= {) on va faire

h{w) = -.-2(~3u+ EuP 3§u3+%%u*} ~ (—hu+ [u? = Bl +%%§u‘)2
+§ {—2u+ Tu? — -u. +%§ 4) + o(u?) .
Amw
f( )—- 2 +35~6u2 ;gua-} T4t + ofu).
C’e qui d.onne en revenant 4 I variable x le dl de F(z) a4 Pordre 4 au vommage de oo
1 o 13 T
fa) = _*EE*IB:T?" 3t és_ii? J‘“"{El?]

2) On fait de mérne pour g(z) = (

s i 1y L
Aveez=tonag(i)=(1+u)s =¢

z
) i Pordre i == 4.

in{l+u

On soit que
log(1 +u) = u — 2u? + Ju® — Lot + Lu® + o(u®) 4 Londre 5.
On o développé n i’anire cing parce qu ‘il y aura simplification et on aurg
{1 +u) _w— g’ + 30 — du + dd  o(u) 101
= Hlgikgi s

Ui esf. un développeinent .Iimiié & Vordre quatre.

Ensuite on o

g(i) = gl —~§n+§u’-~*u=+lu‘+n(ud] =fx e"il,“‘"“%“ ~Futt Tutto(u')y
On choisit de poser v = —-—-'u + lﬂ ~3u3 4 fut + o(uf)

cect car lzm % =40, pour u.t:lmer crwmie le di de: e" au V{0},
Comme e.“ ) T +3 1,34 i—r} + o(w?),
on rempiace e}, on faif les mkula en fa:ractmn a‘e zetl'ona
+ ofu*))
On. revient ﬁna{emsnt &l mnable % pour avoir le di de g(z) 4 Uordre 4 au voisinage

o) =e(l - futile? - 2

de Vinfin.

so=e(1- 12
&
Solution_7.15. :

3, 1423, 4
5U” + s7Ep Y

11/'34 21748 1423/5760
z? 3 i ’
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1) La fonction f(z) = tan(zTy et un quotient de lo forme f(z) = E{E{

avee u(z) un polynome déja développé et sa plus petite puissance est 1 {20 valuation).
Le deue!oppemmt de tan(z) commence par le mondme z et donc le dl de tan{z?)
commence par 2.

1l faut donc multiplier f(z) par 2 avec p=1 {(pour pouvair simplifier par z2) :
1

*f(z) Fola®) 1+ +o@Ty"

Ensuite ﬂﬁmt deue!apper 2flz) & I'nn:ire ke=p+4+85=1+5=6.

Ce qui signifie qu'il faut développer tan(2?} & Uordre k + 2 = 8 (8 couse du 2
simpiifi).

Et donc développer tan(z) 4 lordre 4.

D'aprés le tableay des dl usuels -

tan(y) =y + 33° + o{y*)

et par suite tan(z?) = 2% + 3% + o(z®)

- ? 1

e I 2?4 4z0 + 0"1"3} 1+ {a* + o(z%)

Por la division mawaml les puissances crawmnies & {'ordre 6 on obtient :
zf(e) = 1— 42 + o{®).
Finalement an a le développement, générulisé ou woisinage de 0 & l'ordre cing suivant ;

flg) = i - %:ca + ofz™),
2) Pour g(z) = 1;55593%“[;} ;g% B
Ona:

wz) = €* - con(z)
(1+::+ 22+ 128+ Lot 4 cto(z™)) - (1- 357 + Lat -+ ofz™))
=z 4224 +olz™)
efv(z) ==z sm[m] =g}z ged 4o tolzh)) = 21 - LaS 4. 4 o(zhHD)
On veit gue u(z) commence par = et v(z) par 23, il fout donc muitiplier glz) = ﬂyg(?:%
par z* pour pouvoir ensuite simplifier par 73,
Atinsi p= 2.
Ei on va développer v(x) @ ordre p+n+8 = 24243 = T (on ajoute trois puisqr’on
va simplifier par ©°)
et u(x) & l'ordre 7 aussi, donr u(z) & lordre 5.
v(z) =g’ ~ }a® —|——%—m +o(z")
et ulz) = o +2* + ir‘—{- J*— 5+B(x5).
Ce qui donne
Pu(z) 2 +2' + 12 + 3’ 4+ o(z)
v(z) -~ :r*”+-éﬁ-r7+ﬂz7]
1434 fe? + et +ofa?)
I :;?tt‘ +o(z4)
=1+o+ j2% + 22° + Kzt + ofaf).
Et finolement, on obtient le développernent géndratisé de g(x) au veisinage de 0 @
Uordre dewz : i A

1 1
9(z) = Bt t3ts m+ﬁa: 2+ o(z?)

zg(x) =

Solution 7.16. :
Ona
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1) o= Y098 = (1-0,02)}

On utilise le dl ou V{0) de (1 — ) avec o = %
{t+ (- )%..1—-;-&-0{7,)

avec = 0,02 gqui est une veleur au voisinage de 0, on 4 :
am1~ %(n,uz) et done a = 0,093,

2} b= In(1,07) = In{1 +0,07)
sachant que log(l+3) =z - %zz + o(2?) an V{0) ef avee & = 0,07 on n
b=0,07 = 3{0,07)¢ et done b= 0,067,

8} Posons d = 1 —sin{0,05) = 1 — 0,06 = 0,95

e 5= q/‘“'_zwo,‘_:.\/'xaw-ﬁs\/l To02
donc e 7 5(1 + 1(0,02)) = 5,05
parsuiteca-:‘—:mﬂ,la&

_Remarque T7.5. Pour avoir plus de précision il faut augmenter Uordre des dévelop-

pements limitds.

Solution 7.17.

1) On apou.r T e Vs’(i) les dl suivants ;
sinfz) = = — £z° + ofz?)

shiz) = =+ 32° + ofz®)

Pourz € V{0) et £ >> 0 on derit dclnc

En posant viz) = —fa% + a{xz} et en passant par Ie dl de /T¥ v a Pordre deus on
trouve

vsin(z) = &1 — &2* + o{z?)).

Bt de méme ,

\/a_ff(:)" = \/T+ éa::"—i— o{x3) = \f:?\‘fl + %z‘g + of=?)

En posant v(w) = t2® + o(z?) et en passant par le dl de VI 5 v @ Vordre deux on
trouve

Vah(x) = Bl + &a? + o(z?)).

D't ezpression de [ ou voisinage de 9

f(z) = jin(z) - /sh(z) = v/( ——x ?+ ofz%))

équivalente o f(z) = —}z¥ +ofz?).
La partie principale de f{z) av voisinage de 0 a droite est --%.:zi {c’est un équivalent

a f(z}).

Remargue 7.6, Hewreusement les développements limités a Uordre trois ont ¢
suffisants pour obtenir lo partie principale.

Lordre duw dl doil Efre assez grand pour faire Uaffaire. L r)'!'d?\‘_’ un ou deus pour sin(x)
ne suffisent pas.
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2} Au voisinage de 0 on a les al suivants :
1 [ 1
shiw)y ==y (S
(b)) = T =\ T3
= JI—uw +ut~uf +o(u’)
(ceci car ti3 = 1=t + 1% — £ + -+ olt¥))
= 1-1u*+ %u‘ - 2uf 4 ofu®)
cilll
(en passant par le di de V1 + s)
On utilise ensuite la rdgle d’intégration (sachont que argsh(0) =0 ) pour obtenir
iy %4 8 4

conae ot ol T B B 7
argsh(u) =1 i +4Gu Tk + ofu')

I

Et U'on o oussi

(argth (v))' :

1-12
= 14+ o?+2* +2% +0(x%)
{cecicar 2 =1+t + 8+ + oo o(tF))
On wtilise ensuite la régle d’intégration (sachant que argth {0) = 0) pour obtenir

> 1 1 1 "
argth (v] = v+ -é‘t.’ﬂ + g‘ﬂ'a + ?'UT +ofv')

Puisque lim argeh(u) = hn}} argth (v) = 0, on utilise la rigle de commposition pour
1@ Ui

e .
avoir les dl de srgth {argsh(z)) et argsh(argth (r})

argth {argsh(z)) = argth (z — §2° + 22° — 50" +ola"))

on remplace ensuite le v du dl de argth (v) par lo partie principade de argsh(z). On
effectue les calculs des puissances et on 7ie gurde gue celles infériewres ou égales & 7.

On obtient

o koyy B VB g ot
argth (argsh{z)) = m-iw.gz“ + 750" + " +ofz")
Et de la méme fagon on &
Ay 14 13 4 341 ., -
argeh(argth (z)) ==+ 5% + 150° + Foaat +o{z')
dlot 3
glz) = argth (argsh(z)) — ergsh{argth (2)) = ?O-zr" +ofa")

La partie principale de g{x} est donc —

Solution 7.18. :

1. Posons f(g;) = m e E.(ﬂ

T i
Ona liﬂf} Flz) est indétermince. On va utiliser les di pour essayer de la déter-
I~

miner.

Liordre du dl doit étre assez grand pour enlever [ ‘indétermination.
il IR

m[z):(1+z}3-T Le=g % =~¢€

d’aprés les caercices précédents on o déja vu que
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mmmn e

k(z) = % = e(1~ iz + La?) + o(z?)

et donc u(z) = k(z) — e = e(—3z + 550°) + o(@®) |

ce qui donne f(z) = e(—-% + 3z} + ofz)

aprés simplification par x (ceci pourz € V(0) etz # 0).
IFou

 (l+z)-e . 111 1
e e “iﬂe(*§+ﬂm)+ﬂ(ﬂ: £ 5%
2. Posons g(z) = = — x> In(1 + 1),
Ona Him g(z) 2st indéterminée.
T=++00
En utilisant les dl on a :
faisons EE changement de varighle & = L. Ce qui donne
gz)=L-din(l+u)=21~L(u- %‘u? +o(u?) = § +o(1)
(avec ]i_linoo(l)'—'ﬂ}. :
u

Dou
; oz Lo g gl i
L BN g = Im (G +oll) =5 © o
arctan{Zsin(z)) — % ' .

3. La limite }f% casl5) & est indéterminée.
La fonction h(z) = erctan(2sin(z)) est une composée de fonctions indéfini-
ment dérivables. On utilise lo formule de Mac-Laurin pour rcalculer son déve-
loppement limité au voisinage de §.

h(z) = arctan{2sin(z)) -+ MF)=T
2 cos(x s

R = — Frmy A
(x} 1--}-4sim i — h.(';)_ﬁ-?ﬁ
Hn) w ~18sin(x) + 8sin"(z) .

Wa) = v ismi@)y W) = -2

Dot

-:E;)!z gl_{i} +H(E) -+ (e -5+ 0{(2 - %?2) ) ’

M) =2+ Bl T) o= T offa - TP

De méme par lo formule de Mac-Lourins on obtient
cos(3z) = -3(z — §) +o((z — §)?)

Dot
g Greton@sin@) - _ o Fz-F) ~ (@ 5P +ol@ - F))
z+§ o cos(3z) 2+ § -3z~ &)+ o((z — T)?)
R E G ) Y
T—+F —3+ﬂ{(.’§- l(;_}) -3 6

o i = : LR REw, 1
4. La limite lim e~ {1+ M est indéterminée.

Posons u,, = [g._. (1+ %)n] CXEE RV

et Ug = ln{u.n). = (v?f—’*“ﬁ —vni+1)Inle- (1 + gl;)n}
Faisons le changement de variable suivanty = 1 (donen =1 ).
Lorsque n — +00 la varicble y se trouve au voisinage de 07, On écrit done

(T2 VR = ((fh+ 2= e+
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1

=L (VIF2 - VITR) = L (L + 97 + os?)) -1+ 37 +00)

= 3y + o(y).
Et l'on a aussi B
In Iﬁ_ (1+ é}n] =l e—-g"lﬂ{l+§) :hl[ﬁ__a{lnﬂ%-u)

=1In |e  el=dvtoly) =1n[’e{1~e'*='+°f9’)
‘ =ln(eft—(1- 3y +o(@)]) =In(e[3v +o(w)])
Par sEttemm_

Hm Jﬁg + 32— m In [e i e% In(1+y)]

y—=0t

= lim, (b + o) (o [3u-+ o]

= B 1 L1y =

= Jim (v)ln(e[20]) =0,

ceci car lim yinfay) =0 (§ =a >0).
y-+01

On en déduit que HT v, =0

el yue

Hm .= lim e =¢’=1
n-+4oo 4o

Solution 7.19. :
1) Pour éludier [{z) =
limités. .
fn posant u=x— 1 (et donc = = u+ 1), on derit

i) 201 +u)ln(l +u) _ 2(1+uf{u— 3u? + 1u3 + o(u?))
k)

2z In(x -
p __(1-1 au voisinage de T, =1 on utilise les développements

= 2(1+ u]{l = 3u+ 5u° + o(u?))

=24+u~ EU +o{u2)

=2+(@—-1)— 3z - ¥ +o((z — 1)%)
On @ donc les résuliots suivants :
~ F est prolongeable par continuité en z, =1 en posant f(1) = lirri fla) = 2}

&b

- son prolongement est dérivable en 1 ef f*(1) = 1 (le coefficient de (x — 1) dans e
dil),
- U'gquation de lo tangenie en L est y =2+ (z— 1) =2z + 1.
En plus, f(z) -y = —L(x — 1), qui est négatif au voisinage de T, = 1. La tangente
est donc au dessus de la courbe.

2) Pour étudier g(z) = in(tan(r)} au voisinege de § on ulilise encore les développe-
ments limités.

En posant u =« — § {et done ¢ = u+ 2, an dorit
g(z) = In(tan(z)) = In(tan(u+ 5)) = 1n(5-?9%)
1+u+ su® + o{u?)
T ;u” + o(u?)
=In(1+ 2u+ 20 + §u’ +o(v?))
= 2u + §ud + o(u:’}
=2z ’i) + 32~ 3 +ollz - 3))
On a done les résu!ﬁﬂis smumts
- g est définie et continue en T, g(5) =In(1) =0 = a‘i’f’r glz).

a T
- g est dérivable en § et ¢'(§) = 2 (le cosfficient de (z — ) dans le dl},
- Péquation de la tangente en § esty = 2(x — % ).
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En plus, g(z) -y = §(z ~ §)2, qui est négatif 4 gauche de § et positif 4 droite. La
tangente est donc au dessus de la courbe & guuche de § et au dessous & drodte.

Solution 7.20. :

f(z) =In(z? +1) -~ L Pour dtudier !es brenches infinies on a :

1) im’i [z} = —c0 et L:m i) =

Ce: qm pfrm::t de dire que Ia droite & = 0 est asymplote verticole @ C la courbe de f.
1) Au voisinage de +00 ou —00, on pose T = L. On eure donc

w41
flz) = (L) =In(- m—}—»u-rln{u +1) ~ 2Infu| -~ u.
Pour © au veisinage d,e Uinfini on a u aw voisinage de 0, on utilise les déueloppements
limités et U'on obtient : ;
flz) = 1® + o{v?) — 2In ju| — u = —u - 21n |u} + ofy) = -~ + 21n|z| + O[x)
Ce gqui montre gu'ou voiginege de +00, lo courbe C est a.sympigte par dessous 4 ('
représentant la fonction 2log |zl

Et gu’au voisinage de —o0, la courbe C est asymptote par dessus & C" représentant lo
Jonction 2log(—x).
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7.4 Des exercices supplémentaires

Exercice 7.21. :

Former le développement limitd de Flz) =1 Vi- 2 ¢ droite puis & gauche de
0 & Pordre 8.

Exercice 7.22. !

Déterminer e nombre )} pour que la fonction f(z) =
admette O pour limite lorsque x© fend vers +oc.
Donner dans ce cas un fquivalent & f au voisinage de <o,

VL8321 -Vl + e+ 1

Exercice T.23. o ‘
Caleuler le développement limité au vowinage de 0, & Uordre n indiqué, des fonctions
suivantes !
1) fi(z) = +/z(sin{z} T oh(z) — 2¢) et n=9.

(z [
2/’f2($) == COB (2V t.an(.'.!:}
9 hie)= 142y een=d

4} falz) = a.rccos(v e ) et = 5.

ctn=4.

Exercice 7.24. :

Dens chacun des ras suivants, déterminer les nombres o et b pour que le dénelop-
pement limité de la fonction donnée sott un infiniment petit d’ordre gussi élevé que
possible et en donner so j:h‘lﬂ'"fi? principale.

S e conla 2L

it bzt
. x + az®
2) glx) = sin(z) - —w-i;z*g
(la valuation de la partie principale doit &re aussi dlevée gue possible).

Exercice 7.25. : _
Trouver les reels a et b pour que la partie principele aw voisinage de O de la fonetion
o ? - ;

= — = . goit de valunlion mazimale.
@) In{l+2) e*-1
Exercice 7.28. _ .
Culeuler le développement limité au voisinage de x,, 6 U'ordre n indigué, des fonetions
suinantes :
1) fi(z) =Inlz) avecTo =2 eln =4.
2) faole) = cos(+/Z) avec @, =% et @ = 2.

3) falz) = 2* avec z,= \.r’ri etn=4d.
1 = N
4) fi(z) = exp (%) auee T = X et n= 3.

5) fol) = ohifa) ~ lnjtan(§o §)| avec mo =0 et n=

Exercice 7.27. : . o
Calculer le développement limité généralisé au voisinage de 0, 4 Uordre n indigué, des
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Jonctions suivanics :
a(sin{z) + sh (z))

1) fifa) = ool —h i) =4

2} falz) = b ;t:s{:c] # ihtzim] etn=2>5.
_ arccos(x) _

%) fslw) = argsh{zx) — arcsin(z) R

i) fule) = mﬁ%ﬁﬁ et n s,

Exercice 7.28.

On pose f{z) = |:a:|E qm( ), six#0 et f(0)=0. Btudier la continuité, la dérivabi-
lité et l'ezistence d'un d:‘vcioppcmeﬂ-t limitd de f ou voisinage de 0.

Exercice 7.29. :
('a!culer !es limites sumum‘.as
( v sing
hlrb(alll z)t - 1~z 1—sinz|
.. {1+ cos(z)) = 2tan(z) f
%) xl-l-fg‘r 2z - gin{z) — tan(x) i
8) Jlim {(ch @))™ &) — (sh () ().

sin(In(z)) ~ 1!! 5in ﬁ?ﬂ?}t
4) lim i-—n -1
Exercice 7.30.

Ftudier les bmnr:hes infinies des courbes représentont les fonctions suivantes :
}) fla)y==x ln|z+l

% o(z) = (x - 1) oo

3) hixz) =

IJ*’]
£) k(r) =Vt “ 274z <1 - (z + )V7? 1 1.

Exercice 7.31. a !
Déterminer les pm'ﬁws principales au voisinage de O des fonctions suwaﬂtcs

T =
1) f{z) = e pour x> 0.

2) g(z) = ¥z — Ytan(z) pour x > 0.

Exercice 7.32. :
Déterminer un équivalent au voisinage de 400 des fonctions ci-dessous
1) f(ﬁ):m{\/z3+v’x‘+lwzﬁj.
2 . T .2
I arctan(z) — S
2) gf ) = { } 2 3
Vi 4 1 —+/de? -1




'_‘I'éj};z) (w/m_ﬂr_-*—r)l“[c““*}"”

E__uagg 7.33.
Caleuler les hmt.tea des suites de termes pénérous suivents !
1)ty = ( (557} + sin( H))

By = (3.2% - 2.3#)”.
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7.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solution 7.21.

Pour donner le dl de f(z) = 1 - Vi-z¢ a droite puis & gouche de ( & Uordre
n =5 d suffit de prendre le dl de 1= v au V(0) & Uordre deuz et de rernplacer v
par =* (pa suffit).

Btudier ensuite le cas @ > U et le cas © < 0.

olution 7.22. : ;
Faire le changemeni de variable u = % et utiliser le dl de (1+0)" (o= % et ensuite
i
= 3 ) s

Solution 7.23. :

1} Utiliser le tableau des dl usuels pour colevler le di de (sin(z) +sh(z) ~ 2x) @ Vordre
R, on aurn done le dl de x(sin{z) + shiz) ~ 2z) & 'ordre 9.

Factoriser et pasger par le di de (1 +v)°.

2} La foriction tar:lr[“r) est un guotient dans leguel on simplifie d’chord per @ {les df

obtenus). I fout done déuvelopper tanix) & l'ordre cing.

On simplifie et on calcule le dl & Pordre quotre.

On ulilise lu rigle de la comppsée en passont par le dl de (1 +v)%.

Puisque cos(§ +u) = —sin{u) on passe per le dl de sin{n) et lo rigle de I composée.

8) On éerit gue fa{rw) = (3 + ) = e®B042) oy on utilise le di de In(1 +2) & Uordre
trois, pour avoir le developp&ment hmite de zln{l + 1) 4 Uerdre quaire.
O compose ensuite avec le dl de e¥.

4) On foit d'abord le dl de ten(z) 4 [ordre 6, puis on simpiifie pour avoir le dI de

wrne =4 @ Pordre 5.
tan(x}

On utilise le dl dew = (L+v)7 avee v=u~ 1.

Puis on utilise le df de avccos{w)  au V(1) (ou arccos(l +w')  au V(0] avec
wo=w-—1)

Sohlution_ 7.24. :

.
1) On caleuie les di de ws(z’ﬁ et lez, puis celui de f{x).

1+4bx
Ei on essaie de frouver a ef b pour que les coefficients des premiéres puissances qui
opparnissent dans le di de f(z) soient nuls.

On donne ensuite la partie principale.
2) Méme chose que précédemment.
Solution 7.25.
i « b

_ 1 o
Faire le df de o f (@) = (E T . 1) au V(0;.
Donner ensuite le di géndralise de f(2).
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Essayer de trouvcr o et b pour que ce d! soit un polynome de valuotion mazimale.

Solution 7.26. : :

1) Pour fi(z) = In(z) avec z, = 2 et n = 4 faire le chongement de variable
=24 u fue V(0)) pour avoir fi(z) = In{2) + In(2 + %} et utiliser le di de
In{l + v},

2) Poser @ = u+ m° ei fmre le dt de Vu ?T'W = ?rv T 5.

cos(w -+ f} == —cost.

8) Ecrire que £ <= ¢*'9% Fuire le changement de varioble & = u + /2. Berire que
In{u + v2) = mv2 4+ In{1 + :‘j’al Passer par le développement de 1n(1 + ). Uliliser
enguite le développernent de e*+® = g%e®.

4) Fuire le changement de varisble £ = w + T pour avoir sing = —Q—E[sm U+ COSU).
Htiliser ensuite les développements des fonctioms usuelles.

&) Remarquer qu'au voisinage de &, = § la fonction tan{%
sitive et l'on peut done trovailler sans valeur absolue.
Utiliser i formule tan(% + Z) = ilt::

Utiliser enauite les développements limités des fonciions usuelles.

+ ) est strictement po-

Solution 7.27.
1) Remarquer que Ie dl de u(z) = sm,(x) + sh {z)) commence par lo puissance I,
done w{gin(x) + shz)) commence per % et V [sm{ ) + sh{x)) commence par z (pour

z > 0). I faut done multiplier le qwtzent - par @ (p = 1) pour simplifier

ensuite par °
I faut commencer e di de v(z) a Pordrep+n+2 =7 et u(z) & l'ordre 8.

1-cos(x) gei+-.- - 2
2} Remarguer gue le rapport -————-—-é-ﬁ-l 2 Sy doit étre maultiplié par 2° (py =
b} £L
2) pour simplifier le x*.
shizg) x4

Bt le rapport

=2 doit etre multiplié par 2 pour simplifier par
z - tg(z) —%:BS-!- ) i I b D fi pa

shiz)

2% et donc multiplier ;[ —-
z

—tg(z)

par 2 (pz =1} 4 cause de la rocine.

Par suite p=p; +1n = 3.
Développer ensuite z° f2(x) & I"ondre 4 demandé {apris simplifications).

4} Faire les di de arccos(z) = § + -+ (woir tablequ ou passer par lo dérivée)
et argshiz) — arcsinfz) = (3 — ia’ 4o )=(m+ i+ )= 528 £ (voir les
solutions précédentes).

8

; o . i
Remarguer qu'il faut multiplier f3(z) = —%La"g; var 3 (p = 3) pour simplifier le
~1z
3
7.
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Fuire ensuite le dl de =3 fa(zx) & Uordre 4 aprés simplification.
cos(z 1= ja 4 -
1 onefifmy = 28173

Il +x) @ — a4
Faire ensuite le dl de xfy(z) (aprés simplification).

, done il faut multiplier f4(z) par .

Sohition 7.28. :

Vérifier gue f(z) = 0402 4 ze1(z) avec li_’,]%,ei(’”) = {} fsachent gue li_%main(%) =0)
et que l'on ne peut éerire f{z) = 040z + agz? + z2e,4(z) avec llf}; ez(x) =0 (sachant '
que 5_13}] sin(2) n'esiste pas).

Utalizer les exercices déia solutionnés pour conclure.
Solution  7.29.

Pour calculer les Etm'ates faire les dl & des ordres m_ﬁieants pour éliminer les indéter-
minalions.

1 z sin 2 —3at + ofzd)
1) lim in( 2 = lim &
L Sy [51’“1~a;) I—ﬁinm] i

. -y o sing ) v
H suffit de développer [sm(i_x) e . )
#(1 4 cos(x)) — 2tan(z)

2) Ona lim : -
z-0t 2 - sin(x) — tan{z)
Faire les dl de cos(z), tan(z) et sin{z) & Pordre trois.

3) Ecrire que ch{z)*h(®) = esh(=)inleh(z) ¢4 gh(p)ohte) = geh(z)ln(ohlz)

Poser ensuite 4 = e (v € V{+o0) doneu € V(0)) et utiliser les dl au voisinage de
0. _

Poser v =uIn(u) (v € V[O? ),

on qura _lim ((ch(z))*M=3 — (sh(z))™=)) = —c0.

4) Poser u =z — 1 et utiliser In{sin(§ z)) = In +(cos(Zu)).
sin(ln(1 + w))

Vérifier que lirn i =1
|ln(ooa(%u g
ot Lk . S
e e

=D~ U .&\/d

En déduire que =

fim sin(ln(z)) — /[ log(sin{Zx))] wopg B

-1t z-1 \f’_

ol i sin(In{z)) — /Jlog(sin{% zJj] L
P ‘T~1 21,@

Sclution 7.30. :
Pour étudier les branches infinies utiliser les dl pour avoir un équivalent simple :
1) Avecu=1 on a pour z av V(£oo)
o1 1 i
flz) =22 |22 = 2?01 + ;] puisque 14 1 20 (2 € V(0)),
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Et done f(z) =2 — § +o(1).

%) Remarquer que 2 - 3z +2= (2~ 1)(z - 2).

Etudser les limites en. ieten? p:mr determiner les asymplotes mmmm
Au V(o) pose'r'u =1 S pour avoir

9[-"?)“3*1+ +0( )-

8) Vérifier ﬁ'uez Ih 1ji = 2z + o{x) et gu'on n'a pas de branches infinies en 0.

Poser ensuite u = i- et faire les dl pour « € V{(0} pour avoir
T 1 2u? 2

hiz)= — — - —— .
(@)= —5 3 to) 5
En déduire que la courbe deﬁl est asymptote & la parabole d'éguation y = % - -é el

préciser les positions relatives.

4) Poser u = i pour evoir
Siz € V{+oa) doncu € V(0) et

k(z) = J_:Fm~[:t+l}m—~———l--2—+o(u

=g~ 1— 72':55 + 0(11'

Done la courbe de k(z) a pour asymptote nu voisingge de +oc la droite d’éguation
y=-z-—1,

puts ftudier sa position relofive.

Siz € V(~00) doncu & V{0~) et

k) =Vl -2 ftz—1—(z+1Val + 1=
=23:2+$+;+0 ‘3‘;}

Done la courbe de k(z) a pour asymptote au voisinage de —~oo la parabole d’éguation
y =20 4z,

puis étudier sa position relative.

+ 1' + 2+ o{u)

Solution T7.31. :
1) Ecrire que
1/3
1 s 1
e T2 £ . S, SR S
{sin(z) — tan®(z) sin{z) — tan®(z)
' x
1/3
i q 1
Utiliser les di pour avoir W =1+ % +olz)

et f{z) = (z €@t M0 + T o(x)) = ~z/% + o{zV/%).

2) Eerire gue pour x > ()
(@) = Y& = /i) = 241 — (e
Utiliser le di de (t”“("’})lf‘
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puis déduire que glz) = — =5 4 o("ﬁ—}’

Solution_ 7.332.

1) Eerire que f(z )- z* f1{z),

faire le changement de variable & = 1 (ug V(0)) dens fr{z) pour trouver que
h@) =3 +o(F).

Puis que fi(z) ~ 3 2

2) Sachant que (arctml( V== Ti‘-' avec u = L au voisinage de 0, déduire le
dl de {a.rctan(:t) au yoisinage de oo et donc celui de

arctan(z) = % + 5o + o ).

Eerire que 2\j:cﬁ+ —»./:Lr?nl = [[1+ (1 - AV

Utiliser les dl pour voir que g(z) ~ & — 3£,

3) Faire le changement de variable o =  (u € V(0)) et vérifier que

= (\/m‘_ %\/z‘l + 1) Infe~ {1+ 3)7] ~ —51:; In(2z).

Solution 7.33. :

Pour celeuler les limites des suites de iermes générous suivants :

1) Poser w, =nln (ms( 27 + sin( 2 H') =nln (COE-( Zr)+ smf—-—_};))
et utiliser le dl de cos[aﬂ + sin 3—}_-—) pour u € V(0)

en passant par cos( +v) et gin(E g o)

- . w3
Vérifier que n}lglm Uiy = et donc

lim w,= e"'g.
n—++o
2) Utiliser le dl de (3.2% ~ 2. 3“;% = ezp [ In (3.2 - 2.3%)],
sachant que 2% = "% ot 3" = h‘ '

i 2

: o ST 2

vérifier que n-—li_['?co Uy i € 7
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Chapitre 8

Courbes paramétrées

8.1 Rappels de cours

Dans ce chapitre I désigne up intervalle (ou réunign _d}’intervaihas) non vide de IR et
E le plan IR? muni du repére cartésien R, = (3, 1, 7 ) canonique orienté.

Définitions  Soit - f :+ ﬁm"‘* (=), 1(8) une application telle'que :z;(t}

et y(t} eont deux applications définies de I dans IR.

Définition  8.1. ¢ On appelle courbe paramétrée (ou are- pﬂmmét‘r‘é) de E ie
couple (1, F).

o Liimage I' = F(I) = {F(t) = (2(2),y(t)) / t € I} est Ie support de la. courbe’

paramétrée (I ).

o Lorsque w(t) et y(t) sont de classe C* (resp.C*), la courbe pammétree oot ile da
classe C* (resp.C™).

Remarque 8. 1 Fn pmtsqus, F est donnée dans le repére cartésien par
Ft) =0 +:c(t] i+ y(t) 3
et lorsque ' est de classe C*, F(®) () = z"‘)(t] i+y ")[t} i

Interprétation cinématiqi.ié En considérant que le paramétre ¢ désigne le temps,
F(t) est la position d'un mobile penctuel M & Pinstant ¢
le support de la cobe s’appelle 1a trajectoire et les deux premiers vectenrs dérivés

F(t) = %ﬂ Ia vitesse, F*(t) = "z~ Pasoslération.

Point simple-point multiple-Arc simple

Daéafinition 8.2, — Un point M de E pour leguel il exisie un seult € I tel que
Mz, y) = F(t) est dit un point simple.
— 5% epigte t) # t de ] tels que M = F(t;) = F(t3), M est dit un point multiple
(point double, triple, etc).
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— 5% tous les points de lo courbe T sont simples, on dit que T’ est une courbe simple.

. |
Entiers caractéristiques Soit I' = (I, F') une courbe paraméirée de classe C*
(k = 1, aussi grand que nécessaire).

Par Ia formule de Taylor-Young & 'ordre n < k, en i, € I, on écrit pour £ an '.mmnage
de i,

Ft) = Flto)+ (t—t) F'(t,) + L‘—_QL)—F (o) + -+ ﬁ:—éf)jﬂ“)(tgno((:—ta)“}

Définition 8.3.  — On considére (sl existe} le plus petit enficr p & N* tel que
F0(g) 2 (0,0) et H'on a alors
F(t) = F(to} + ~— v = Lo)? 2L F® () + ot —£,))
— On considére ensuite (s'il exisie) le plus peist entier g tel quep < q < k ef les

deuz vecteurs FIP)(t,) et FW@(1,) sont lindairement indépendants
(det{FP)(t,), F19(t,)) #0), et on aura

t=g—1

F(t) = F(t,) + ( X Al

i=p

) £0(e) + L 00,) 4 o~ 1))

- Les deux entiers p et q sont appelés les entiers caractéristiques du point
M, = F(t,) de ia courbe T,

Définition 8.4. On appelle tangente & la courbe ' au peint M, = F{to) la droite
passant par M, et dirigée par le vecteur FW(t,).
Son équation eat donnde par
©alta) @) | (o at,)) y(t) — (3 - vlte)) £) =0
y-ylts) yPE) | FRART mien BT ke Y 4
Un point M, = F(t,) de [" est dit régulier si F'(t,) # 0 {doncp=1}.
Il est dit stationnaire si F'(t,) = 0.
La courbe T' est dife régulidre si tous ses points sont régulicrs.
M, = F(t,) est dit birégulier si (F'(t,}, F"(t,)) est une famille libre (cddp =1 el
g=2)

Etude locale-Cloncavité S'ils existent p et g les entiers caractéristiques, on note
W= FON1,) et W = FQ(t,). Alors on u MM, = o7 + §%
avec o ~ ”';" Lot B~ -(fl;FK pour { au voisinage de £,. On & les cas suivants :

1. Point ordinaire (ou point de concavité) : p impair et g pair (voir figure

(a))
2. Point d’inflexion : p impair et g impair (voir figure (b))}

3. Point de rebroussement de premiére espéce : p pair et ¢ impair (voir

figure (c))

184

i
!
|

4. Point de rebroussement de deuxiéme espéce : p pair et g palr (voir
figure (d))

Fly Fleigy
T a7 M gy
Filfg,: Pty
T
un M. pitygg) e My SF)

Branches infinies

Deéfinition 8.5, :
On dit que la courbe paraméirée I' admet une branche infinie lorsgue t tend vers ¢, s

lim VED PO = Jim |OME)) = +o0

Remarque 8.2, i |‘11_2? lz(t}| = 400 ou ¢IH¥ ly(t)) = +oo alors I' admet une branche

infinie.

I’ peut avoir une branche infinie sens que les limites tiinﬂl jz(t)| et 11i19 ()} eristent.
~+o —+a

Définition 8.6.
Dans le cas 04 T @ une brtmrhp infinte, 81 en plus ils existent

= z(t 43
L= tl—-H., ﬂ-‘"“(*)‘*b”(t) E-rl., m le vecteur ? f;,f-g = 11 t -+ Lz i
est dit vecteur dz'rectetsr de (& dwertwn asymptolique de la branche infinie.
Et si en plus il existe une droite D dirigée par K et telle que la distance d(M(t), D)

tend vers O quand ¢t — t,, alors la droite D est oppelée asymplote de la courbe para-
métrée T,

s Imiervalles de définition

Dghord Dp = DD N D, (l'ensemble de définition de F(t) est intersection de
celui de (1) et celui de y(t)).
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Etudier les périodes, la parité des fonctions o(t) et (1),

En déduire les éléments de symétrie de la courbe (points ou azes de syméirie).
Rédudre Udtude de T sur A C Dp.
Branches infinies '

Etudier les limites des fonelions @(L) et g(t) quandt tend vers les bornes des
intervalles d 'éiude.

Veriations

Caleuler 2' () et y'(t), dtudier lewrs signes, puis dresser un tableay de variation
de z(t) et y(t) en placant les valeurs remarquables du paramétre § dans {'ordre
croissant.

Point stationnaire
Jix'(t,) = y(t.) = 0, faire une ctude local de z(t} et y(t) (par des développe-
ments limités oi possible).
» Trocé
Plocer les azes et choisir les wnités adaptées aux veleurs numeérigues.
Tracer les asymptotes et repéver la position de la courbe.
Le tracé se fait en allant d’un point remarguable au point suivant.
s Point double
Si le tracé indique leurs existences, calouler leurs coordonnéss en résolvont
(x(t1), y(t1)) = (z(ts), y(12)), puis les preciser sur la courbe.

Courbe paramétrée en polaires C'est un cas particulier de courbe paramétrée
par 8 € I et telle que F(8) = (2(8), ¥(€)) ot
{ s(0) = p(f)cosd

u(®) = p(B)sinb

Deéfinition B8.7. :
L’équation r = p(0) est appelée U'équation polaire de la courbe T,
Propriétés 13. :
— La fonction veciorielle définie de R dans IR® par
& — u(8) = (cos 0,510 8)

est indéfiniment dérivable ef 'on a :
w'(f) = (—sinb,cosf) et¥n € N ul™(#) = (cos(d + nT}sin(f +nE)).
- u et w (et plus générolement wl™ et w+Y ) soni orthogonauz.

~ @) =1.

—, F(8) = p(#)(cos 8,sm8) = pld)u(f)
et F'(0) = p{B)u(9) + plO) (B):

Domaine de définition, domaine d’étude
Définition 8.8. :

Le domaine de définitien D, d'une courbe poloire est U'ensemble des valeurs 8 pour -
lesquelles p(fB) existe. 3

g
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Remarque B8.4. ) §'il existe o € R, tel que pour tout 8 & D,

(4 ) e D, et p(f + a) = p(6)

ou (@+a+m) €D, et p(0+ a+ 1) = —p(B)

Alors la courbe est invariante par lo rotation de centre O et d’engle .

Par suite :

= 8% p est périodigue de période T, la courbe est invariante par la roiation de
centre O et d'angle 1. Il suffit alors d’étudier la courbe swr un intervalle I
de la forme I = {a,a+ 7.

— Sia=m la courbe est symétrigue par rapport & O.

b) 'l existe o € IR, tel que pour tout ¢ € D,

(@—0) € D, et pla—8) = p(B) (+)

oula+w—0) €D, et pla+x — 0) = —p(8) (5w

Alors la courbe est méh‘iq;ui_‘ par rapport & la droite A passant par O et telle

que la mesure de Uangle (O, A) est dgale & $ (med ).

Par suite ; -

! :
— '.(S')s @ == 0 dans (x) la fonction p est paire el I' est syméfrique par rapport a
.
e g'i a=m.dans () I' est symétrique per rapport & Oy.
St a = ~m dang (%) la fonction p est impaire ef ' est symétii
rapport ¢ Oy. T i ,P'a:r-f

';-’a(r;?\ente en un point Sachant que =

= p'(0)u(8) + p(8)u'(0) = (o'(8) cos(B) — p(0) sin(8), p'(6) sin(8Y + p(8) cos(8))"
on en déduit Péquivalence F/'(8) = 0« p'(f) = 0 et p(8) )= GE i
Donc le seul point qui peut étre stationnaire est le péle O = {0, 0).

Pa{ suite pour M, €T, ou a :

-Si M, #£Oet 8, ¢ D, tel que M, = F(0,), nlors F'(6,) # (0,0) et d’aprés I'stude

feite sur les courbes paramétrées la tangente & la courbe en M. irigée’
t
e o est dirigée’ par le

“SiM,=0:

i‘}léprémg 8.1. Soit p le plus petit entier tel que plPH83) 3 0 od F(8,) = ©,0)
ors ' BT T
t) Sihp est pair, le pole O est un gpint de rebroussement de premiére espéce.
i) Sip est impair, le pile O est un point de concauité. -
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8.2 Enoncés des exercices

Exercice 8.1. :

Tracer les points My de coordonnées F(t) des courbes paraméirées dans les cas sui-
vants ;

1) B = (%t) ovt e {-1,~%,-4,~ 01531}
2) z(t) -amtﬂty(t]"coﬁ,tmite{ﬂ ,,,,,;,“,g B 82 n}.
3‘)1—-;-5% ety“f-}lmlf-:{~—'—,-—-'f -1,0,2},

flz=5% cty—-—r ot < {~v72,0,v2 ¥4, ¥0).
5) m“E(t] ef y=t vt & [-1,00U[0, 1jU[L, 2[ (E(s) est la partie entidre de 5).

Exercice 8.2, :

Dans chaque cas mondrer que Pensembic I' des poinds M de coordonnées (z,vy) dans
un repére orthonormé et vévifiant Péguation donnde peut étre paramdtré ef donner un
exemple de paramétrage :

g~ Sﬁ =0 (eszayer de poser y = t* of choisir k & IN wmlenabie pour avoir
x- at™ gvec h € IN).

~? 4y = Bry =0 (essayer de po.sery-tar)
—zty 'gg =1 (penser @ ly relation cos®t +sin®t = 1).

Exercice 8.4,
Déterminer Pensemble de définition de chacune des courbes pavaméinées suivantes ;
.E(t) 2 Ez-':—
F(t) = (=(8), p(t)) avec . i t%
W) = trz = tlz
i) =t*— 5
G(t) = (#(t), y(t) avee { 8 e ;
o(t) = 2
H(O) = @O(0) e { 5= 2

Exercice 8.4. :

Donner dans chacun des cas suivants 'ensemble de définition des courbes paraméirdes
suivantes et préciser la périodicité, les symétries, les translations possibles et préciser
un ensemble d’étude de ces courbes :

F(t) = (z(t),¥(t)) avec { ;Ef;::g;gt;amst

Gt = (z(t), y(t)) aver { :%E}};i:i];]stt

H(t) = {a:{t),y(t)) avec { :{3 j:'gfj tﬁ

K() = (zu:),y(cn aee {‘"‘{2 1_2,

Exercice 8.5.,

Détermaner les points doubles des courbes paraméirdes suivantes :

F(t) = (@(t), u(#)) avec { i e i
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ylt) = Foad

) - % 2
H) = (2l u(t) avec { )= Byi
j y(t) = g3 T3 —f+
i ' . @(t) = cos 2t
K(1) = (2(2).y(1)) avec L. ylt) = (2 ~ x2)
Exercice 8.6. :
Fuire une étude locele des courbes pormméiress o voisinage de t, dans les cos sui-
varnks - : ;
(t] o "ﬂ[
F[i] (m( ylr’} avec { 'y{t) - llfl -1 et tg o

) ev’i+c‘=‘-1 —1
G(t) = (x(t)y(t)) avec #{t) = ~——
ylt) = 123% ety =

__ ki—mit

Exercice 8.7. :
Déterminer lo noture du point M(t,) dans les cas suwonts
— oty =t, y(t) =t* et t, =0.
- ()=t y(t) =61 $ 3P4 3 et £, = L.
- a{t) = P+ 2, y{t) = & 2t et £, = —1.
— () =12 =15, yt) =1t et t, =0
— z{t) =sin’t, y(t) = 1 —cost et t, =0,
— z(t) = (8 ~ 20+ In2)?, ylt) = * — 4% + 92 — 10¢ et = 1.

Exercice 8.8. :
Eiudier les branches infinies des courbes paramdirées sutvantes ;

—z(y =5 et y(t) = 5
— a(t) = pby et y(t) = g

(1+21)2 {142
— z(t) = ("‘C%T:}Tm et y(t) = pI i):;
In(141¢
— z(t) = In|t? ~ 2¢| et y(t) = Int J—-E{-—t-——-)

Exercice 8.9. -

Construire les courbes paramétrées suivantes :
k]

1- =0 e y=gk
i-{z=p e y=aliy
3~ z=4sin(}) et y=3sm(})

1+2t" 1+2z 2
4~ z= 2(3{—2651425 el Y= imun
§— z()=4cos2l et y(t)= 2502l — 2eint
6— z(t) =4e~t et y(t) = Lel

Exercice 8.10.
Construire Uastrotde d’équations © = cos®t et y = sin” ¢

Exercice 8.11. : . .
Construire la cycloide d’équations © = =41 et y = (1 — cost)
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Exercice 8.12.

Transformer les e,q'ua.tmns cartésiennes suivanies en coordonnées polutres ;

1. La droite d'équation 2z — 2y — V2=0.
8. La droite d'équation 3z +y~ 1=0.
3. La parubole T = 3y*.
4. L’hyperbole 2oy = = — Y.
5. La courbe z{z +y) —3y=10
Exercice B.13.

Transformer les équa{'wﬂ.s pararnétrées sulvanies en voordonmides polaires ;

j_{g;mt-{-?. yz3—2ﬁ
2 {z=3+2 y=¢’
3. {zx=1~t y=t-3

Exercice 8.14, !

Transformer les équations sutvantes en coordonnées cartésiennss !
1 1

P= sl (cos & +5inj) —sin
cosﬂ-si_x_l_q

Jeosfsing

Exercice 8.15.

p:

1

]
2

= cos ¥ (3cos§ —28ing) - i

5tand

A= cosf -+ sinfl

Construire les murbe.a d’équations ;.-oim.ms sutvanies :

1-p=18

L% .‘3!2 4+ 10
27 11

5-p=14 2cosd

T-p =3 —cosbld

0pm oS0
P ¥ cosbeos 26

2'.0- "692
.{~p=~;m38
i by gy, 7 cua0+oosgﬁ
o 2 cos f sin

T cosf +cos 26
10-p = 2cosfl + g

5
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B.3 Solutions détaillées des exercices

Solution_ 8. 1.I :

Upourf"(x}_{t%)aute{ 1,-%, -1 101134} on trouve les poi

L] 1 % L] L] tﬂ
M1(31 __1) 2(% } Ma(l f%)ﬁ 4 41213 powm
Mﬂ( '1_'};‘) 5(0 n) Mﬁ(lﬂ‘ 4)
M7(4'2) Ms(15:3)  Mo(l,1)

;ﬂ reliant ces points par une figne pointide on découvre la courbe d'une parzbole d’az
y

En fait ona:x =1 ety =1 c’est dquivalent & z =2 (voir (fig.{a)))

2) Pour z(t) = sint et y(t) =cost onnt € {0,%,%,5, 5, &

5
Zx 3z 3 q}, on trowve les

points Y
Mi(0,1) Ma(3,8)  Ms(E, )
Méi(ﬁ: %} Mﬁ(ltﬂ) Ms( g l&%

@7{%,-% Ma(},—4F)  Mo(0, -1)
En reliant ces points par une ligne pointiées on découwvre un avc de cercle,

En fait on a 2%(t)+y?(t) = 1 et done les points M; q i
; ; appartiennent au cerele de cent
O(0.0) et de rayon R=1 (uoir {fig.(b))). oo

8) Paurzzﬁ_?ﬁ-j ety=t+1oute{-3,~3¥ 1,02}

on trouve les paints
Py(8, -%) P(5,--3) Pi(2,0)
Ps(0,1) T Fs(- 1 3)

En reliant ees points, on trouve une paytie de la courbe d ’u
s ne hyperbole.
En fait : (t +2)z = =2t et donc t(z +2) = v-?.x L

Dlon lo relation t = =2 gui donne y =141 {voir
= )
Cest bien U'gguation 3- ‘une hyperbole. =+2 o { W)

Wy g s
e Ly L '_‘Na
o g X .
M 1.7 !
2 - o -”'é N
M 1 1]
;.‘ " '\‘ »'r
£] H““‘ k3 :
1 '-_._- -
(Rl Trenedieen”
(g

4) Pour ¢ = ‘33

ety =2 oute {—¥2,0,92 V4, 76),
Ql(“"lr_l) QZ(OV'%} QS(}-!O)
(2: '%) QS(SJ)
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on irguve les points {



En T‘ei{z'tmf ces points par une ligne pointiée on trouve un segment .&e droite.
Bn fait * = 9z et doncy = 223 = 221 ulost Véguation d'une droite {(voir (fig.(d))).

3 1
. H
Py
1 1
P #
i % o
I -
Y R & g
i : e e
.: """"" i) a
b el i — PR -
¥ty KON SN 5 ooy okl

Solution 8.2. :

1) Bn posant y = t* et en remplagant dans Uéquation donnée on trouve

23— 8y = 23— 8% = 0 ¢t donc £ = 812,

Et donc z = \":@tz!}‘ =%

En chuixiasgunt por ezemple k =3 (multiple de 3), on a le paramétrage suivant :
T =2
y =8 avectc

2) En remplagant y = tz dans Véguation 2% + 4 — 3zy = 0,
on trouve z° + (tz)3 — 3tz =0

et ensuite =% (x(1 + %) — 3t) = 0,

Dotz=0oux(l +3)~3t=0,

Ou encore rx=0 oy = -3

T+t "
Et finalement, on arrive au paraméirage
oo Bt
il =

o LY
y =te=gy okteR

(le cc;s g=10 (donct =10 ony= D} obtenu pour t = 0 est conteny dans re parumné.
trage).

$) L'équation 23 + yt = 1 s'6onit (x%)2 + (y%)z R 1.
Dane il eziste t € R tel que 23 = cost e yt =sint.
D'ott le paramétrage
{ T =cos’t

v =sin't olich

Solution_8.3. :
Ona:

i
_tEDz@?ﬁ——:—l—est définie 12 ~1£0
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etF--lett#l
1+12 O 2 ;

tEDy%f“fn est définie <>t — 1 = t{1 -4} £ 0

etFlett#1

Dotte Dpart# -1, t#0eit#FleateR - [-1,0,1}

Et donc

Dp =} — oo, ~1ju} ~ 1,0[U]0, 1L, +o0f

De méme :
te Dy ept? — 1 eat difinie = £ 50
teD, &t>0
Diotiie Dgwt >0
Bt done
D =0, +oal

Bt de méme : t € D, & 1= est définie <5 cost # O

SiF L bhn Yhe#

te Dy = Int est définie & & >0
DouteDyet>0et t# 5 +hn Yoek
Et done

g 3r, Ar bmw_ _Bw Tw

Fid jo B
b =10, SIS, SO S

-L}H 8 ]H--é {0* PR Mg 2. 9 [
Solution 8.4. :
1) Pour F(t) = (z(i),y(t)) avec =z{i) =sin2t +Jcost y(t) =cos2t , on a:
Di=R, Dy =R 2t donc Dp =D, N D, =1,
- ot} et y(t) sont périodiques de période 2m, un intervalle de la forme [o,a + 27] de
longueur 2n suffit pour {'élude.
- ent plus on remargue que : *
x{r — t) = s 2(% — ) + eos(w — 1) = sin(~2t) — Jeosi = —(sin 2t + 3 cost) = —z{t)
ylm ~t) = cos 2(r — £} = coa{—-2t) = cos 2t = y(t)
ﬂfr ) = (—a(t), y(1}) est le syméirique de F(t) = (o{t},y{t)} por rapport & Uaze
Oy

Par suste le courbe est syméirique par rapport & Uuge EJ‘@ Bt U'étude sur Dintervalle
[a,a+ 7} suffit & condition de choisir o € IR tel gue :
a<t<a+roatnZ(r—1) <a+ln
cidafi<atread~t<atreo—(a+m<i<-a

It nous suffit que ;o= —{u+7) el donca = 3.

On prend olors, comme ensemble d’étndr Bp = [~%, E].

Une fois lo courbe esi brogfe pour t & fp, on troce son symétrigue par rapport 4 @
pour awoir foute lo courbe de F(t).

2) Pour G(2) = {z(t),y(t)) avec z(t)=t—sint ylt)=1-cost 6 ona:
Do=M, =W etdonc D=0, 0D, =M.

-zt + 2m) = (t+ 2m) ~ sin(t + 27) = {f + 2r) ~ sint = (¢ — sint) + 27 = x(t} + 2
el y(t + 2m) == 1 —cos(t + 27) = 1 — cost = y(t).

Ce qui donme G{! + 2w) = (z{t + 2w), gt + 2m)) = (z(t) + 27, (1)) = G{) + (2n,0).
Ce qui signific que si on o le goint My, le point Mipq, est obtenu en franslaioni M,
d'une transletion de veefewr W = {2x,0}.

Par suite on prend corame ensemble d’étude un enizemnble de longueur 2.

- En plus on a
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= (~=(1), y(t)) s
ainsi G(—t) est le syméirigue de (z(t), y(t)) par rapport ¢ Oy.
Donc la courbe est symétrigue par rapport 4 Oy.
On choisit donc comme ensemble d’étude Uintervalle Eg = [0,%]. On trace la courhe
pour t € [0,%]. On rajoute le syméirigue de la partie de la courbe tracée. Puis on
translate ce qu'on a obleny & gauche et & droite pour avoir la courbe paraméirée.

2
$)Pour K(t) = (=(0).9(8) avec a(t) = Tos y(t) = Tz OO
teD,ND, & 1+8#0 e B F -1 i4 -1
Par suite Uensemble de définition de K(i) est Dy =R — {—1}.
- On remarque ensuite que F(2) = ((1),9(1)) = (2%, 25) = @), ().
Comme (u,z) est le symétrigue de (x,y) par rapport d o premiére bissectrice, on ¢n
déduit gue lo courbe est syméirique par rapport & cette droite,
On prend comme ensemble d’étude Ex =} —1,1].
Une fois qu'on o tracé la eourbe pour t €]~ 1,1}, on rajoute le symétrique par rapport
& la premiére bissectrice de cette courbe pour wvoir (o courbe pavamétrée loute entiére.
(Remarquer quet < —loul <t=-1<l<0om0<}<1)

Solution_ 8.5. - .
()= 20 —
1) Pour F) = (i) avee { 5O 0T E ono Dp ="
Cherchons s'il existe (s, t) € (IR")? tel que s # ¢ ot P(t} = F(s). Si ous, on qurait par
des équém!enaes’ 5 5 . .
25 — =2~

s—t)(2+ 8 =0 245 =0
{Es-t)(l?-&-s-fl-t} =0 ﬁ{!&—f—s—t—t =0 f(ecars#i)

@{2+5;§,- =0 @{{n)ﬂ =1

s41 = —2 g4t =2
17 cas gt = 1
s i 1 seraient racines de Uéguation X% — (s+0)X +st= X2 +2X +1= (X +1)* =0
dont les racines sont 3 =1 = —1. (Pest inacceptable, car s ¢ 1.
qQeme o5 5t o= -]

g et t seraient macines de 'éguation X2 — (54 )X s st= X* +2X - 1=0

doni les racines sont t; = —1+ V2 et ty = =1~ V2. '
Caleulons ensuite F(~14+/2) = (=5,1) qui sont les coordonnées du seul point double
M,.

| o) = iy = EoreRD
r (L) = t), y(t G e
2) Pour G(t) = (z(t), y(t)) ave { - = iEx;I{:—zj
one Dg=R~-{-1,1,2} .
Pur des équivalences, et pour 8 # t dons Dg, on éorit
S e te? = 1) =3( - 1)
G(t} = G{s) e t3—1§5+2 — 51_5’.,4_2 = tg — 31- + 2 = 52 - 3-3‘ -+ 2

ts(s —t)+(8—1)=0 ok tg = —1
(s—t}(3—5—-1) =0 t4s=3
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s et ¢t sont done les racines de Uéquation X2 —~3X —1=0: ?.:tnﬁﬁ ot k_%ﬁ_
On en déduit le point double dont les coordonmées sont données par {311y = (1, 1),

z
1743

y(t) = w37
teurs de z(t) et y(t) sont & discriminants négatifs).
Remarque trés utile :
5i M(a,b) est un point double elors il existe 5 # 1 iel que

3) Pour H(t) = (x(t),y(t)) avec on o' Dy = W (les dénomina-

22 e e
H(t) = H(s) = {a,b) et donc { i__ﬁi; Fai ;: '
pupyars. Sls p s
(2+2)~a(f+s+1) = +2)~al®+t+1}=0
(2 H2)=b(s® ~s+3)=(B+2) ~b{#* —t+3) =0
Bn posant P(X) = (X*+2) - a{(X?+ X+ )=(1-a)X* ~aX +(2—0a)
g QX)) =(X?*+2)-HX?* - X +3) = (1 —b)X? +bX + (2 - 3b),
on voit que t el & sont les dews racines communes de P(X) et G{X).
Ce qui signifie gue les coefficients de ces deuvx polyndmnes sont proportionnels -
— b/ -

= =9 -

=
b(L — a} = —a{l - b)
—a(2 - 3b) =b{2-a) i
Ce sysitme est équivaient & D'dguation 20b — a —'b = O, elle méme équinalente &
a =0 N b

b= . Yo gvs

201" . 5 ; T :
Par suite les poinls doubles ont pour coordonnées M (a, ﬁ?_i-) now s et §
ef tel qu'il eciste t € R 0 = (1) = it

Une étude plus déiaillée montre que tous les points de la courbe paramétrée sont
doubles sauf le point My{1,1).

e qui donne {

o

1

ce qud donne {

4) Pour Kty = (a(2),(£)) avec {zg{:gf”m

Par des équivalences, el pour 8 # £ dans Dy, on derit :
K(s) = K(t) & 22&23:——-&05% { c08 28 = cus at

. . sa—tﬂz(s~—t}(s+t}=(}
re=tons=—1

Par suite tous les points de la courbe atteints pour t # 0 sont doubles. s sont atteints
part et —t.

Solution_ 8.6, .
aft] = %—5—'—‘

On a Fit) = (a(t) () avee {y(t):ﬁjﬂl et t, =

Pour t au veisinage de 0 on o les développements limités ;
sint =1t — 35 + <ht® +0(t®), In(1 +¢%) = t* — $t* + ot?) et done

— % b ht® 4 o{t) 1 1
Tl 0 e L R R e 3
(t) . 1{[2 4 6+1201‘+o[t),
t° — 21* + ot 1.

y(t) = ot A 5“'3 + oft%).

On en deduit que o(t) ~ — %t et y(t) ~ ¢ et que y(t) ~ —6z(t).
Av voisinage du point F(0) = (2(0),y(0)) = (0,0) la courbe a la forme d’un morceau
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" de la droite y = —6z.

. On,a aussi comme information
F(£) = (0,0)-+ #(~3, 1) + J#%(0,0) + %e3(%, -3) + (o(t3), 0(tY))
par suite p=1, ¢ = 3 ¢t le point (0,0) est un point d’inflexion.

e\/T-e'-_:Li = |

On a G(t) = (w(t),y(t)) brec § *B) ==
I y(t) =80 et =

Pour t au voisinage de 0 on a les développements suivants

VIHE = 14388310 o(tf), eV TFF 1 = 14 1804.0(%) et tant = t+163+ 215 4o(t9)

Bt donc a(t) = 3% + o(t%) et ylt) =1+ 1e2 + 2it + o(t%),

on en déduit que F(t) = (0, 1)+4(0,0)+ -'élit {1, %}4—%9(0,0)—%%&4(0, By+{o(t), otY)

par suite p = 2, q = 4 et le point (0,0) est un point de rebroussement de deuziéme
espéce.

OnaH(t t), y(t e
L] = (& El
0 HO)=(e(0,900) wee { 0= G,
Fourt au voisinage de 7 en faisant le changement de variable n =t —m et en passant
par des développernents limités on éerit

(t) = vutw) _ wlutw) ufnl-
T plmfudw) T aine m
= e = T - 5 - dud - fHut + ofu)
=—r—(t—7) - %{f. =) = k(= 7)® - Bt - ) 4 o((E — m)?)
y(t) = 2am _ stbu ol bolut)
=1+ 1+ &l fo(u) =14 Me—m2 + Z(t—m)* + ot~ m)4).
On en déduit que F(t) peut &tre prolongé par continuiié en t = 7 par F(m) = (-m,1)
et gu’en ce point F'(n) = (—1,0) done p = 1
et que F"'(x) = (—§, §) done ¢ = 2. (ceei cor det(F'(r), F"(n)) # 0).
Ainsi (~m,1) est un point ordingire (de concavite).

Solution_ 8.7, :

1) Pour F(t) = (2(t),y{t)) ot x(t) =12, y(t) =2 et i, =0 on a :
FOX(y = (1,21), FA(t) = (0,2),

et done FI(0) = (1,0) et F2H0) = (0,2).

Comme det(F1(0), F(0)) = I ;; g | = 2, les wecteurs FXMQ) et FON0) forment
une famnille libre.

Atngi les entiers caractéristiques dety, =0 sontp=1 { ¥mpair) ef ¢ = 2 (pair).

Par suite F(0) = (0,0} est un point ordinaire (point de concavité).

2) Pour F(t) = (z(t),y(t)) ot z(f) =&, y(t) =13+ 32+ 3t el t, = -1, on g :
FU(e) = (1,36 +6t +3), PAt) = (0,66+6), FO(t) = (0,6), -

et done F(—1) = (a(+-1),p(=1)) = (~1,-1) = M,,, F(1,) = FO(-1) = (1,0),
FO(ty) = F@)(~1) = (0,0) et FOI(¢,) = F®(=1) = (0,86)
Ensuite on a :

p =1 (impair) car FU(-1) &£ (0,0),

et det(FU(=1), F®(~1}} = 0, det(FO(~1), FO(=1)) = é g ‘xﬂ #0
par suite lo famille (FV(—1), FR) (1)) est libre et g = 3 (irnpair).
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Ainsi le point F(—1) = (-1,-1) = M, est un point d'inflevion.

2) Pour F(t) = {z(t), y(t)) ow 2(t) = ¢* + 2¢, ylt) = h ~ 2t et t,==1,0na: .
FW(f) = (2t + gyu.% -9), F) = (2, £, FOl(t) = ['[l,—%}], F&) = (0‘1_‘%&},

.C:’(.Jmme FU(t,) = FOE(~1) = {0,0) et FO{t,) = F@(-1) = (2,6) # (0.0) on a
p=2 (pair).

Ensuite FO)(t,) = FO (-1} = (0,24)
’ 2 0 =
et det(FO(~1), FB)(-1)) zl ¢ ad |=459& 0.
Par suite la famille (F'2(~1), FB3)(=1)) est libre et =3 (impair). '
Adngi le point F(—1) = (—1,3} = M, est un point de rebroussement de premidre

espéce.

Pour F{t) = (2(8),9(t)} va (1) =% ~ 85, ylt) =4 ett, =0, vna:
i*)m(t) = (E!t} - 5(t‘€ itf)(, }F”f{ﬂ = (2 — 2083, 12¢7), FUONE) = (~6017, 24¢),
Flal(t) = (—120¢,24),- - .
et done F(0) = (2(0),5(0)) = (0,0) = M,,, FU(z,) = FO)(0) = (0,0),
Fla{t,)= PA0) = (2,0) # (0,0) doncp =2 (pair),

Fnsuite F3(1,) = F&(0) = (0,0), FM(1,) = FE(0) = (0, 24)
2
0

— 0
comme det(FR{0), FV(0)) = i 24 l =480

par suite o fomille {F (1), F14)(-1)) est libre et g = 4 (pair).
Ainsi le point F(() = (0,0) = M;, est un point de rehroussement de second espéce.

5) Pour F(t) = (z(t),y(t)) et z(t) = sin’¢, y(t) = 1 — cost et to = 0, on utilise
les dérivées comme avant, ou on passe par les développernents limités an voisinage de
Y, =0 .

z(t) =sin’t=14%~L +o(t")

2 4

‘yt) =1-cost=Lk — & +o(t")
On en déduit gue F'(0) = (0,0), F@(0) = (2,1),
F(0) = (0,0), FU(0) = (~8,-1), -
On a F"(0) # (0,0) donc p =2 (pair),
ensuite det( F2H0), B (0) = , ? H? 1 e B, les vecteurs F(0) et FUNQ) forment
une famille libre et donc g = 4 {pair). _ )
Awnsi les entiers caractérigiiques de t, =0 sontp =2 (puir) et q =4 (pair).
Par guite F(0) = (0,0) est un point de rebroussement de deuziéme espice.

6) Pour F(t) = (z(t), (1)) ot z(t) = {i? — 2t + Int)?, y(t) =t — 43 + 9t — 10t et

to = 1, on utilise les dérivdes comme précédemment, on on pesse par les développe-

ments [imités au voisinege de t, = 1 :

Posons s =t—~t,=t—1 fefdonct=s5+1 et sit € V(i) 4:101‘3 se V(). Dow

{ () = (? - 2+ 1nt)? = £(5+ 1?2 —2s+1)+In(s +1))

y(t) = (s+ 15* —d(s+ 1) + 9(s + 1)% ~ 10fz + 1) ) .
x(t) =128+ 388 + Hel +o(s?)=1-2(t -1} + §(t — 1)} + g(t4-— 1% +of(t —1)%)

{ Yt} = ~4+ 3%+ gt Fofs!) = 4+ 3t~ 12+ (- 1) +o((t — 1))

Sachant que
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7 b 4 ; |
Pt = (L) 4 (¢ - yF0 ) & -Qi-l)—Ff"’“’(l) % ff'ﬂ!—”pm(in EE»Z%)-—F{”(U
+(a(t»-1)“ Yoo({t = 1Y)
On en déduil que
F(1) = (1,~4), FO(1) = (-2,0), PO() = (0,8), PO(1) = (2,0),
FU(1) = (34, 24).
On a FUN1) # (0,0) done p = 1 (cmpair}.
Ensuite on o det[F““l FUEN1Y) = ~12 5£ 0, dong ¢ = 2 (pair).
Par suite F{1) = (1, —4) est un point urdmawe {ou de concawité).
Solution 8.8.
1) Pour la courbe paremdirde déﬁnie par F(t) = (o(), y(t)}
ot 2(t) = ¢ et y(t) = Liona:
D, =]0,1] u}1 oo} et Dy =] — 00, 1}l +o0] donc D = Dy 1 Dy =16, 1{U]L, +o0|.
Les Emites aux bornes .sant donmnées par ;
Quand t — 0

{ SR = M O
L =0

Par suite on n'a pas de brunche infinie, le point (0,0) est un point de convergence de
la eourbe.

Quand i — 1
~ { fim z(t) =-m
i

lim ylf) = —oo

On eat amené & chercher llm y—(—‘:' i b = lim {14 s}m b= a
11— z{t) 11— i1 1 sl &
et U'on a ensuite par dea développements limitds
; 3 . P ;
o) - el (o~ ﬁ) = o (M- iily)
= p e 1 1l B
sl—]}%}”( ¥ ﬁw’% o s 4l Ll 2N 43+0( )

=i (b +dobots) = 1

On en déduit alors yue la droite d'équation Dy @y =az+ ; =a+ ; cst une aIymp-
tote obligue & lo courbe,
lir? () =+
=
Et de méme Bogll] =boo

i1t
lnt
On est amené & chercher lim & - im (14 s ln(1 + 5) e
t—i1r {t) ¢-+1_+ - st 5%
et Uon o ensuite par des développements limités
: “ 2 ? pheg {132 .
£E+(y(t) ]y = tE? (;'LT A T’%‘“) - sing‘r g _Ijs;)

= lim (L«-ll—- —-Hw— ) 'hm 1 (53+ Qa4 1—1-— §3— gsz +o(sz))
Ed

s-+0+ 3—74‘9‘82} s—0F 2 4
= lm (3 +gs+ole)) =4

On en déduit alors que la drotte d’dguation D2 | y = oz + %
tote oblique & lo courbe.
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=i+ § eat wne asymp-

Quand t — —1

Quand t — +eo

im w(f) = km - = oo
100 () t~—t+mm A

tliﬂn gt} = tt hm

‘ : 3 wit) s T LA T L
ensuite ‘_1;"1!1@ ;ﬁ% =3 ‘Hmm =5 ind = oo,
On en déduit que la courbe a une branche parabolique dans o direction (_)-5

2) Pour la rxawbe pammetr‘ce définie par F(t) = [z(d ] 1]
oy z{t) = '(_'i)ltﬂ} et y(i} = m ?_l)_f?"i) on a:
D, = — o0 —1[u] ~ 1, 1[U]L, +oof et Dy =i — oo, LjU]1, 2[U2, 4-c0f
done Dp = D, 1 D, “"} — oo, —1j] =1 l{U}l 2))2, o0,
Les kHmites aux bomLs sont domndes par ;
Quond { — oo !
lim z() =0
t3—o0
e}im (@) =0

Denc pas de branche infinie puisque ces limites sont finies. Le point ([}, 0) e.s! un point
limile vers lequel converge la courbe,

{ ljm_z(t] =~

1
g S |
On a donc la drofte Iy @ y =

des & négatifs.
Ei de méme

k 1) =
{ D) s

I .
i y(t)

est une asympiote horizontale & lo courbe du coté

]

]
On g done ladrofte Dy : y=
des & positifs.

est une asymptote horizontele & la courbe du coté

Quond i —» 1

hm ;Et) = -0
iim y t) = 40
. llrln_ w(e) tgl‘— fle= 27’ .
3 3
: : ~E+1) 2
Par suite la drotte Iy y= —-2.r - % est uns asymplote oblique a lo courbe du cotd
des x négatifs et y positifs,

On obtient de méme que la droite Dy + 4= -2 — £ est une asymptote obligue 4 la
courbe du coté des © positifs et y négatifs pour $ - 11,

et lim (y{f) + 22(¢)} = Tim —
Lipl~ 1™
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Quand { — 2

tim #(t) =
F—p= -
li =

X

 ewiea

00

; ) o
On a done ln droite Dy : 7 = 3 et une esymplote verticale & lo courbe du coté des
Y négatifs.

Ei de méme 5
lim z(t) ==
tF2+ 3
e—lrg]"* y(t} e

, )
On a done la droite Dy : 7= 3 est une asymptote verticale & la courbe du cotd des
Y positifs.

Quand t — +0a

{ lm z(t) =0

t-f+on ,

SR Ul =0

Done pas de branche infine puisque ces limites sont finies. Le poin (0,0) st un point
limite vers lequel converge {n courbe.

3) Pour la be pa: it - . o [tap 2
) anc;mr paramétrde définie par F(t} = (2(t),y(t)) ou 2(t) = fﬁigm):ﬁ‘i et

ylt) = %Za_—-i)ﬁ ona:

_mz%uﬁmgép%+mhﬁ%ﬂumgmi+ﬂ

donc Dp = D, N D, =] - oo, %[U}%, 2U}3, +oof.

Les limites sux bornes sont données par

Quand t — —c0

{ lim «(f) =1
t—‘l:mm

Donc la droite Iy : a2 =1 est une asymptole verticale d lo courbe, du eoté des y
positifs,

Quand ¢t — 1~

Donc le drodte Dy : y = 1 est une asymplote horizontale ¢ ln courbe, du coté des z
positifs.

Quand t — §+

Jim aft) = oo

. 1 t) =
!_1}1;1+y{.). -1

Done la'dmite Dy : y =1 est une asymptote horizontaie i la courbe, du coté des
négatifs.
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Quand t — %
e z(t) =—oc
f.-i-%_
lim y(t) = 4co
=57

et lim Eﬁ_}_ = lim
=3~ () g

; (1+2t)%
] £} b 2(E)) == Hiph meei
;L”;(y( el = be onTen _
Dane la droite Dy @ y = —2 ~ 4 est une asymptofe obligue ¢ In courbe {du roté des
x négotifs et des y positifs),

Quand t — '.3,+

Iii‘;l_L .f:(t_) = 4020

(-—‘.’3 s
lim y(t) = —20
:.—.\i}"'
A t n 1=
et bm _3,.-_(_) = = -1
t+3t =(t) 143+ 2
{14287

hm (1) 4+ ol = dm = -7~ 4
o et W 70 20
Done la droite Dy y = —x — 4 esl une asympioie obligue & la courbe (du coté des

T positifa et des y_négatifs).

Quand ¢ — {00
bm z(t) =

{ t-!_ E]cvc T( J 1

) =0
Donc la droite Iy - = = 1 est une asymptote verticale & la courbe, du coté des y
négatifs.
Ainsi on a une idde sur les branches infinies de le courbe. Pour avoir les détails sur
leurs positions par rapport aur asymplotes i faui dtudier les signes de certeines dif-
Jérences (telle que z(t) — 1 pour le dernier cag).

4) Pour lo courbe puraméirée définie par F(t) = (z(t),y(2)) on

a(t) = in|t? — 2 =lu|tl 4 In|t — 2| et yit) =lot + EJ—.;—Q on
D, =] — oc, 0lU]0, 2[U)2, +odl, puisqu'on doit avoir {t2 — 24} # 0,

et I, =0, +oo puisquon doit quoirt > et t+1> 0.

D'od Dp = D, N D, =|0,2{U]2, +ocl.

Les limites auz bornes sont donndes par ;

Quand t — 0%

m 2(f) = —oc
o In(1+ 1)
s X bk
lim pt) =~co (lim il
Apv) =-oe (Im =Sl
o Inf1--4)

. ylt) ; v , 14+nt ot
¢ fim B = i b = B ST gy B2
& i z=(t) 50+ Tt 4 In [t -2 tlj’%l' InErn2 oo+ nt !
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& , . In(l+41t)
et ensuite ¢1.}>%1+{mt} —z(t)) = El_lc.g!:__{ 7 Inft—2) =1 -In2.

Par suite lo droste Dy y =13+ (1 —In2) est une asymptoie oblique & la courbe du
coté des = négatifs el y négatifa. :

Quand t — 27
lim #(t) =-—c
=2 n3
lim y(f) =2+ —
Jim y(t) n 3

nd
Done lo droite Dy @ y =24 IT est une asympiote horizontale i la courbe, du
coté des T négatifs.

Quand t — 2%

lim a{f}) =-—cc

2t

™ T
R B i

In3 .
Done lg droite Dy : y=1In2 + KN est une asymplote horizentale d la courbe, du

coté des » négelifs.

Quand t — +0

{ lim z(t) =+4oo
f.—t‘i-m
t—igTwy(t} 5o

In(1 4 1)
i ylt) 0 At - im =k .
) T e WA 2 2Tl 2
I o) = lim e+ BEED L Ly L)
et lim (y(t) —2(t)) = lim t 2 2
_ 3
= lim Iny/—5 =0

Par suite la droite d'équation y = 3% est une usymptote obligue ¢ lo courbe,

Solution 8.9. :
% xr oy
1-Etude de lo courbe F(£) = (z(),y(t)) 0&{ T 3

(a} D'abord Dy = . :

On a P(—t) = (z(~t},y(—t)} = (=2(t), ~y{f)} = ~F{t). Donc Io courbe esi symé-
trique par rapport aw centre O = (0,0).

Il suffit de 'studier sur [0, +ool.

Bn plus on remarque que F(}) =(2(3),2(3)) = (y(t), =(2)).

Ce qui signific que la courbe est symétrigue par ropport i la premiére bissectrice.

En faisant varier t €]0,1] on aure € [1, +ool.

Par suite On choisit comme ensemble d'élude Vensemble Er = [0,1].

On trace lo partie de lo courbe pour t € [0,1}. On trace ensuite le symétrique de celie
partie par rapport & la premiére bissectrice. Bt on compléte la courbe en tragant le
symétrigue de ce qu'on o obtenu par Tapport ou cenire O.

(b) (t) et y(t) sont indéfiniment dérivables sur IR, done F{¢) est de classe C*°.
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6(1 - 34
— B'(t) = [(1 + td',‘i}
B PR B
: (1+24)2
Ge qui donne (x'(t) =0 et t € [0,1] & ¢ = —%), Yt} 0 sur [0,1].
(e) D’oir le tableau de varigtion :
tia Fe 1
& + 0 -
Y + +
R L N
yio 7 s
Dol le tracé de la courbe paramétiée -

En montant de O & A (suivent la fleche) on obtient la partie de le courbe pourt € [0, 1].
On trace le symétrique de cette partie par rapport 4 lo premiére bissentrice pour avoir
le tracé pouri € {0,1] et t € [1,+oal. .

Et on termine en dragant le symétrique per mpport & O pour aveir toute la courbe
pourt € R _ » '

o
2- Etude de la courbe F(t) = (z{t), y(t)) oi: M
= poey

(a) D'abord D =] — 00, ~1[U} — 1, 1[Ul1, 2{Uj2, +oof. . .
On ne remargue ni symétrie, ni périodicité. On étudie, done, F sur D! :
(b) Les limites aus bornes et les branches infinies ont été étudiés dans les ezercices
précédents.
(c) (t) et y(t) sont des fractions raiionnelles en i, donc indéfiniment dérivables sur
Dy. Done F(t) de classe C* sur Dp.

-1+

Bt o aw'(t) = 1755 ety = ki

DV'oir Ie tableau de variation ;
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t | -0 -1 1 3 2 +00
z - i - = - i

v + + + 6 - " -

gi 0 N-oo || 4o\ - 400, + o § N 0
gyl O i H A +oo ~oa 2 ~—4 N—oo || +oa™, D

(d)} Pour tracer ln courbe, on trece d’abord les asymptotes qu'on o déjd étudides dans
les exercices sur U'étude des branches infinies (voir précédemment).
La courbe paramétrée aurn ellure suivante -

A

Lo partie de lo courbe qui commence de (0,0) et se dirige vers la gauche c’est pour
1 €] — oo, -1[.

La partie de lo courbe qui commence de (0,0) et vers le haut ¢’est porr t €]2,4-0c].
La partie de la courbe gui est eu dessus c’est pour £ €) — 1,1].

Et la partie de la courbe qui est ou dessous (en bas) ¢’est pour £ €]1,2[.

3 Btude de lo courbe F(t} = (x(t),y(t)) ou { . ;:Eﬁ

(a) D'abord x( {t} et y(t) sont définies et continues sur IR, donc D = R.
= Eh30my F o
Enplus en premmtT—Sx3x21r._ 30m, ,,,-m{ st +7T) 4sin( } =4sin{t) = z(t)

i y(t+T) “3%1:1( g )Lasan(g)*y(t)
F(t) est done, périodique de période T' = 30m.
I suffit donc d'étudier F(t) un intervalle de longuevr 30m.
Remarque (*) :
Suchant que sin(m — &) = —gin(z) et en éerivant que
z{a—t) = dsin{%t) = 45in(§ — -;-} = ~4sin(f) si ¢ est un multiple impair de 7.
De méme, pour ylt) =i % est un multiple impair de . '
Par suite ave¢ a = 157 go marche : F(157 — t) = —F(t).
11 suffit donc d’étudier F(t) sur un intervelle de longueur 15w,
Comme F(—t) = —F(t), la courbe est symétrique por rapport & 'erigine O = (0,0).
Par suite on choisit comme infervalle d'étude Ep = [0, 155}
On compléte ensuile lo courbe par symétrie par rapport & O = (0,0).
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(b} x(t) ef y(t) sont mdéﬁmmem dérivables et { ;’ t) z, gc?{f}
= cosl 3

Etlon a;aourte [0, 157 -

d(t) =0 t=F+kn(keBs=it=" t=2"out =21
Et pourt € [0, lo'rr]
Yi)=0ei=Zthn(keZ) e t=3 t=2 =10 4 =8T o} =2x

D'oi le tableau de variation suivant fait en utilisant Ia pénodmté et l'imparité. Si on
utilise la remargue (1 } on pf'ﬁnd seulement sq momé

] + + 0 - - {I + + i — —
yi + 0 - - 6 + 0 - 0+ + 0 -~
207 a /4 N B N 4 /B /S 4 N o N
yi0 2 8 N 4 N -8 B 3 NE3 A o A 3 ND

Ot o= 4sm 3n/10, 8 = dsinw/10 et v = 3sin7/6.

On trace la partie de la courbe correspondant & ce tablenu sachont gue lorsque y'(t) = 0
et '(t) # 0 on a une tangenie horizontale et gue loreque 1/ (£) £ 0 et 't} =0 on a
une langente verticale.

On trace ensutte le symélrigue par repport & O.

IVod le trocé de la courbe paramétrée donnée.

4- Etude de e courbe F(t) = (x{t), y(t]] on

&
Yy =

(a} ’abord Dy =| ~ 0o, 1[U]3, 2IN}2, +ocf.

{b) Les limites aux bornes (vbir exercices précédents) :
lim F(t) = (1, +00) donc x = L asymplote verticale.
t——oc

Iil;’l F(t) = (+e0, §) donc y = 1 asymptote horizontale.
t=d”

1'1t£1_+ F(i) = (~00, 1) done y = % asymptote horizontale.

lim F(t) = (o0, +o0), hm l’-};l =1t hm (y(t) = (~z(t)) = ~2

t—sd
donc y = ~1— 2 est une as;,mptotp aﬁhqne
lim F(t) = (~oc,+oc), lim B
t=3~ [) ( ) t«;;}*ﬁ_%

=1t lim, (4(0) ~ (~e(0) = -2
donc y = —~z ~ 2 est une asymptote obligue.
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o0} done £ = & asymplote verticale.

lim F(t) = (3,
=400
{c) 2(t) et y(2) sont des fractions rationnelles donc indéfiniment dérivables sur leurs
emmbles de définitions. Ef l'on a :
8(1 + 2t)(—6t + 5)

I ___—__-_ s T

Z'(t) = SETE(EEIE et (z'(t) =0t Loug=32) |
- _8(1+2t)(—2t+7_] N — _7 1 :
y(t) = 63 5P et (Y(H)=0&t=2Iout=-1).
D'gii le tableau de variation suwaﬂt ¥

t|—o0 —3 2 : +o0

o B R R

y - 0 + 4 A+ + 0 - ;

] £ N 0 P/ 4l A -4 N —eofve N 7N E

y 400 N 0 A 3 J & dxme S 4 N~ '

=

TuceE suvant ;

Ce qui nous donne le

5- Btude de la courbe F(t) = (2(¢), 3()) o ;‘2 ~ “21:‘;‘322:_ »int

(a) 2(t) et y(t) sont définies sur R, donc Pensemble de définition de F(f) est Dy = R,
z(t) et y(t) sont périodiques de périodes 2w, 'etude de Fit) sur Pintervalle [—m, 7] de
longueur 2% suffit.

Comme F({—t) = (z(—t}, y(-1)} = (4 cos(—2t), 2sin{~24) — Zsin(~t))

= (4 cos 2¢, Zsin 2 — 2sint) = {m(t), —y(£))

Lu courbe est syméirique par rapport & l'aze Oz.

Par suite étude de F(t) sur Uintervalle Ep = {0, 7} suffit.

(b) On a x(t) ei y(t) sont indéfiniment dérivables et Uon a sur [0,7) ¢

{t) = —8Bsin2t et (&'(}) =0 & sin2 =0t =0, t =Fout=r)

/(t) = 4cos2t—2 cont = Boost-2cost—d et (¢/(¢) = B B oy cost = 1B

-

() Dot le tableau de variation de F(t) pour t € {0,7] -
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t |0 (=3 & [s7 1
|0 — - 0 + + 0
vl2 + 0 - -4 - 0 + 8
cld N3 N -4 S m S 4
10 A m N 2 N w0

On trace la partie de Iz courbe pour t € [0, 7] en suivant les indications de ce tobleay,
en faisant des calculs approchés, sachant qu'aus points (4,0} (pourt = 0), (—4 —2)
{(pour t = % ) et (4,0) (pourt =) on o des tangentes verticales (z' =0 et yf' % 0) et
sachant qu'aux points (x1,3) et (£2,7) on a des tangentes horizontales (i = 0 et
z' £0). On trace ensuite le symétrique de cetie partie de la courbe par rapport & 5‘2’
de la boucle tracée, pour avoir enfin le tracé suivant :

Remargue :

Lorsque t déerit [0, 7] on a un seul point double c’est (4,0) = F(0) =

Lorsque t décrit [, 7] on o un point triple c'est (4,0} = F(0) = F{ﬂ] _F(-..gi-) et
un point double (~2,0) = F(§) = F(-%).

Et larsque t déerit | — oo, +o0o| tous Ie.s points de la courbe pammétree etudaé& sont
multiples (Ils sont ammts par une infinité de t).
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3 zft) = 4e~t
6- ljl'tude de la courbe F(t) = (=(t}, y(t)) ov { o) = %e%
(@) D’abord D = D, =R* ¢t donc Dp =R".
(b) Limites auz bornes :
hm' o{t) =4 el lim p(t)= hm -1: = -00,
b o tb—oo

Done la droite Dy : =4 est wae asymptote verticale (du coté y —+ 00 ).
ln{x)l () = +oo et ‘luﬂn y(t) = bm & =0.

e oo ¥
Done la droite Dy : y == 0 est une asymptote horizontale.
tlnéhz( )=0et Jim, ut) = bm £ = 400,

i
Deone la droite D3 :r 0 ssf tme asymptote verticale.

&t
JHm z{t) =4 et t_l}inmy(t] = ul-lft')lw* = = 400,

Donc la droite Dy : £ =4 est une asymptote verticale (du coté y — +00).
fe) x(t) et y(t) sont continues et indéfiniment dérivables sur R". Kt l'on a :
4 : i
(t) = et et 2'(t) A0 VE€ R,
v(t)=(3 - Pef et @) =0o1t=2).
On en déduit qu’ou point F(2)} = (-ﬁ;, e} on & une tangente horizontale (y'(2) = 0 et

#(2) # )

D’oqi le tableau de variation suiveant :
£t | —oo {1 2 +00
z' + B +
¥ + - 0 4+
z| 4 A 4oo a A :5; S 4
yl—oo A 0 f oo N e A +mo

E

B

par suite on obtient le tracd de la courbe éludide sutvant ;

¥

I
)
1
!
1
I
|
[
¥
I
i
1 i
I
|
T
1
|
!
1
I
I
1
|
1

Solution_ 8.10. : )
(o) L'ensemble de définition de astroide d’équations T = cos®t et y = sin®t est dvi-

208

demment Dp = IR.

Les fonctions x(t) et y(t) sont périodiques de période 2r. I suffit de faire I'étude sur
Vintervalle [—m, 7] .

Comme z(—t) = =z(t) et y{—1t) = —y(t) la courbe est syméirique por rapport & aze
Oz et on réduit "étude suer [0, 7).

En plus on a z{w — 1) = (cos(m — 1))% = (—coat)® = — cos®{ = —x(t)

et y(m — 1) = (sin(r ~— ))? = (sint)® = y{¢)

la eourbe est symétrigue par rapport & aze Oy et on réduil 'étude sur [0, T].
Cecicar st €[, mje= (n -1 [0,

(b) z(t) et y(t) sont indéfiniment dérivables sur (0, %] et 'on a pourt €0, 3] :

2'(t) = ~3sintcos®t et (@'(i) =0 <=t =0out=§)

y'(t) = 3costsin®t et (Yt} =0=t=00ui= I}

();n w.ra deéduit ée tableau de variction suivant !
|0 — 0
|0 + 0
z|l N O
yi0 A~ 1
On caleule ensuite :
(1) «:g@l L - Jcostsin®t g St

g0t 2(2) — u(0) =0t (L) o t—;t.lll+ —3sintcos?t 1-%‘4« cost
par suile on a wne tongente horizontale ou point (1,0).
Et l'on a

ylt) —y(0) i v ._ : 3costsin®t  —sint }
¢ ‘g T(E) —2(0)  s=5- T(E) 1§~ —Bsintcosit e-:?' cost
par suite on ¢ une tongente verficele au point (0,1).
On frace done le premier quart, on mjoute son syméirigue par rapport & Vaze des z,
son symétrique par rapport & Uaze des y et son symdtrique par rapport cu centre O,
Ce qui donne le tracé suivent !
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A partir de ce tracd on remargue gue les quatre sommnets de cette courbe sont des poinis
de rebroussement de premidre espéce.

Solution 8.11. :

Ftude de la courbe peramétrée F(t) définie par x = 5:4;-,‘-’-5 el y=1—cost .

r a} D;:' = TR.

{b} On remnarque que

y{i -+ 2r) = ylt) @ 2t + 2m) = “Hﬁ}";’"fﬁzﬂ LPZ‘H 94w o=2{f) + .

Ce qui signifie que le potnt F(t + 21} est obtenv en trenslatant le point F'(t) dune
translation de vecteur o = (w,0) {tronslation horizentale).

1 suffit done d’éludier lo ww‘be sur un intma.lie de longueur 27, par ezemnple [—7, 7],

port 4 Vaze Oy.

On choteit donc comme intervalle d'étude Er = |0, 7).

(e} «(t) et y[ ). sond continies el indéfiniment dérivables ef I'on a pour t € [0,7] -
o) = 1=t ot (5'(1) =0 cost =1 &t =0).
y'(#) »—-smt et (4(t) = l}@mnf—ﬁﬁtmﬂmt_ﬂ,

D’oﬂ fe tablenn de variotion suivant :

R

l&\
c:c:n::lc:c:

Il {8

Diaprés ce ta.b!emr. on arune tangente horizoniele ouw point (3.2) oblenu pour t = m,
ceci car y' (w) =0 et z'(w) 0. .

g Y -3 Y@y cost

t—ot 2{t) — 2{0)  t=0v 2'(E)  tmov &(E)

done on o une tangente verticale uu point (0,0) atieint pour t = (.
On trace la partie de lo courbe pour t € [0, w} suivant le tableay ci-dessus. On rajoute
le symdtrique de cetfe partie de lo cowrbe por rapport & 'uze f)tj On trace ensuite, de
part el d'autre, le translalé de ce qu'on a obienu.
D'oi Le tracd suivant :

e +oo‘_

0t %‘%2

N LA/
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Solution B.12. :
Transformation de certaines équations certésiennes en coordonndes polaires :

L. L’équation 2z ~ 2y — /2 = 0, devient
2pcosd — 2psin g — /2 = 0
Ce qui mous permet d’exprimer p en fonction de 8, Do I "équation polaire

Ve 1
2(cosf —sin§) ~ 2cos(f + %)
[

p=

2. L'équation 3z +y - 1 =0, devient
dpcast + psinf =1
Dol Véguation polaire
1 ;
3cosf -+ sind - .

3. L'dquation © =3y*, donne pcosd = 3p?sin? @
En simplifient pay p (31 vha # 0) on obtient cosd = 3psin 4,
Vot Uéquation polaire

n=

-~ cosd
3sin? @
(ie cas p = O on le retrouve pour § = § ).

4. L'dquotion 2zy = g — y devient 26° sin f cos § = p(eos § — ging).
En simplifiant par p {5i rho # 0) on obtient 2psin @ cos @ = cosf --sin 4.
D’oii Véquation polaire
r,osﬂ -~ gind

~ 2din6cosd

{ie cas p =0 an le retrouve pour § = T avee sinf = cos = 3‘?) =2
5. L'équation x{z + y) — 3y = 0 devient

peos B (peost + psind) — Jpsinf = 0

En simplifiont pur p (31 p % 0) on obtient

. 3sind _ 3tan @
cosfi{cosf +sinf)  Dsin(d + B

(le tas p =10 on le retrouve pour § = 0).

Solution 8.13. : ¥

1. Bn tlininant t dans les deuz équations w =1{-+2 et y=3- 2, on obtient
oty =T et done 2pcosf + psinf =
DVph éguotion polaire

A= 2¢080 +5mé

2. Bn éliminant ! dans les éguations =3t et y=1t% , on trouve

(-3
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On WWPIME _emnif.e pour avoir stiuB = [}2{:(.7\‘32 . . : ! il Sﬂﬂit d'dtudier p{g) sur Dp = IR+ «f de tracer la partie de la courbe nOUT nt ef
Bt aprés simplification par p #£ 0, on obtient 1

......_}
de rajouter le symétrigue de cefle partic per rappart & Oy

Oginf ¢) p(B) est continue, indéfiniment dérivable sur IR et ¢’ =
T cos?d D'oqi le tableon de wariation
' ! 6l0 +oo |
(le cas p=10 on le retrouve pour 6 =0). ' i + |
2. En éliminant t dans les équations z=1~1¢ ot y=t- % ; _E., S
1 2 — 2x Te qui donme le tracd suivant : & gouche (o purkie de lu courbe pour 8 € [0,+c0] et &
or:Boye:f=1 - eidona={l ~gl-py 1w ' droite toute lo courbe pour 8 € R ¢

Ensuite y(1 — x) = 2% ~ 2z, puis 2* b oy = 22 + 1. :
Ce qui donne p° cos® 0 + p% cos A sinf = 2pcost + psind :
2cosf + &in

. cos? f + cos fisin @’
Solution 8.14. :

Dot g =

1. L'éguation p = ! ; |

&'dorit

e B

“-—-H.,‘ / -‘._h\
cos § (cos § +sin §) —sin’ §’ ‘rl \
1 1 -
A= i _ w28 e R \
(cos? & — sin 15) +cos 3 sin § cosd + 3 sind A - :\, : v
Et donc pcos® 4 ;psind = 1. : \_4/ L- & J
D’on Udguation cartésienne gui est celle d'une droite
1 ]
" 8. L'squation p = 1 s i § '
. g % (3cos % ~2 sm%) — % - (3 0052% -~ 208 %Sin%) —% En générul, on obtient lo méme allure pour les courbes definies par p = af (ol est
donne i une constante dans IR ),
p= = 2 2) Etude de lo courbe d'éguation polaire p = %02 :
H(cos@+ 1) —sinf—F  3cosh—2enb

a) L'ensemble de définition est D, =IR.
et done 3pcosf — 2p8inf = 2.

Dieic I' : : k) On a p(—8) = plf), p(#) est paire,
et st . Donc ln courbe est symétrique par rapport & l'azc C)m
. Il suffit done d'tudier p(8) sur Dy = IRy, et de trucer la ;E?:se de ta courbe pour R
3. L'dquation p == M &’6orit et de rajouter le symétrigue de celte partie par rappori é Om
3 cos 8 sin c) p(8) est continue, indéfiniment dériveble sur R el o’ = 8
B condsin § = pisoe ) —a). ot e tableay de variation
Dot Véquation cartésienne 10 00
Sry=u-y pr’ £
; 3 S5tanfl 0 7 “oo ¥
£ R GpERba I cosld 1 emd eos Cc qui donne le tracé sugvant :

pleos @ + sinf) = poosf + psind = 5 tand
D'otr Véquation cartésienne
AR S == y—
x

Solution B.15. :

1) Btude de la courbe d'éguation polaire p = %B &

a} L'ensemble de définition est D, = IR,

b) p(~8} = E(=8) = —p(0), p(0) est impaire, done la courbe est symétrigue par rap-
port & Uaze Ow.
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3

i

&*
8) Etude de la courbe d'équation pelaire p == ——r ;

262417
o) L'ensemble de définition est I}, = IR.
b} On a p{—8) = p(B), p(8) est paire.

_—+
Donc la courbe est symétrigue par rapport & Uaze Ogz.

1l suffit done d’étudier p(6) sur Dg = Ry et de trocer lo partie de lo courbe pour R,

e
et de rajouter le symétrique de cette partie por vapport & Oz.

384
¢} p(8) est continue, indéfiniment ddrivable sur Dpg Ei o= --W,
D'od) le tableau de variation
g0 +00
[ =
p 10 N, 172

Ce qui donne le tracd suivant :

-

/]
V

i\
L

N,

{) Etude de la courbe d’éguation polgire p = sin34 :
e) L'ensemble de définition est D, = R.
b) On o p(0 + %) =sin(36 + 2'&) = gin 3§ = p(0). Lo périnde est T' =
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'

B

It suffit d’étudier p(8) sur un intervalle de longueur 3%

En plus, on & p{—8) = —p(#), p(0) est impaire. Donc lo courbe est symétrigue par
rapport a {'aze Oy.

I suffit de Iétudier sur un intervalle de longueur 5.

Et en plus p(E — 8) = sin(3(§ — 0)) = sin(x — 30) = sin 36 = p(f).

Ce qu.: signifie que lo cou;r'be est symétrigue por rapport @ la drotte A d'éguation
T

fp= 2 =—,

1l syffit daf?c de faire Vétude sur un z'nterua!!e de [wngueﬁr % et de tracer la partie de
la courbe pour Dg = [0, ] et de rajouter le syméirique de ceﬁte partie par mpporf. a
la droite A, ensuite rajouter le syméirigue de ce qu'on a obienu por rapport 4 Oy et
par rappoert a la droite A.

c) p(#) est continue, indéfiniment dérivable sur IR et ¢ = 3cos 39

Comme p'(8) = 0 sur [0, ] éguivaut 4 30 = 3 et done & 8 = §, le vecteur tangent
au point M, déterminé par 8 = % et p(%) = 1 est orthogonal av vecteur W {voir
dessin).

Comme ¢/(0) =3, p(0) =0 et & % = 0 la tangente est horizontale au point O{0,0)
(déterminé par p=0 et 6 = 0.

Doy ér: tabieau de variation '
|

3
0

__mﬂ‘nl

_l..
6/ 1]
pit donne le

g‘uh.q:

qut ne le bracé suivant :

5) Btude de la courbe d’éguation polaére p =14 2cos# :

a) L'ensemble de définition esi D, = 1R,

b) On a p{B + 27) = p(8). La période est T' = 2x.

1l suffit d’étudier p{) sur un intervalle de longueur 27,

En plus, on a p(—~8) = p(#), p(f) est puire, Donc la courbe est symétrique par rapport
i l'aze Oz.
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Tl suffit de Uétudier sur Uintervalle 0,7 de longueur m ef de tracer I partie de lg
courbe pm.-.r Dg = [0,7] et de rujouter le symétrigue de cette partie par ‘rapport & O,
¢} p(B) est continue, indéfiniment dérivable sur R et g = -—2sin@.
Comme p/'(0) = 0 sur [0, 7] équivant ¢ 8 =0ou b =, e uectem tangent au point M,
déterminé par 6 = 0 et p(0) = 3 est orthogonal au vecteur OM et le vecteur tongent
o point M, déterminé par § = r et p(0) = —1 est orthogonal au vecteur OM, fvoir
dessin),
Do le tableau de variation
70 2 by
P — - b
plad N 0 N -]
Ce qui donne le trocd suvant ;

[N

1

6) Etude de lo courbe d’équatio { e —
i) T quetion polaire p 8+u}53&

a) On saif gue
cos 36 = cos 26 cos § — sin 20sinf = (2eos® 4 — 1) cosP — cosfsin® @
et donic cos 6 + cos 38 = 2006” A.c08 8 — 2cos Fsin® @ = 2 cosB(cos? § ~ gin? )
= 2 cos § cos 20 1
F = .
‘.lr .Tmie oe) cos f cos 20
Ainsi p(8+2n) = p(B). p(0) est périodique de période 2. On réduit Pintervalle d 'étude
a un infervalle de longueur 2w

I¢
PN ) = 2cos(f + m)cos(28 + 27)  2oosfoos2h “HEk. On. redis:
done UVintervalle d’étude & un intervalle de longueur & par ezemple -5, .
En pim,_gn npf— 6‘} {8), pl#) est paire, Done la courbe est symétrigue par rapport
d l'aze O2.
Il suffit de Vébudier sur | mzmﬂa [0, 23
b) Sur lintervalle 1o, ._!], #) est définie si et seulement si cosfcos 26 # 0. Ce qui
equwautdﬂ;ég ef 4%,
L'ensemble d’étude est Dp = [0, § [U] =z

c) p(0) est continue, indéfiniment dérivable sur D et o = %‘%@Q
Comme p'(0) = 0 sur [0, 2]U}Z, Z éguivaut & 8 = 0 ou 8 = 0y (avec cosfy = ﬁ)

le vectewr tangent au ;mmt M, déterminé par 8 = 0 et p(0) = % est mﬁmgonal au
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sy
vecteur M, et le vecteur langent av point My détermind par 6 = 8y ef p(fh) = —1.8
est orthogonal au vecteur OMy (voir dessin).

D’ow le tablequ de variation ;
@ 2 & 1
p’ 0+ + O = i

3 A too ~oo S —18 %y —oo |

?e qut donne Te trace suivant qu'on g complete par symetrie ;

7) Etude de la courbe d'éguation polaire p = 3 — coe 68 ;

o} L'ensemble de définition est D, = R.

b} On a p(@ 4 —~) =4 - cos{68 + 27) = p(#). La période est T =

It suffit d’étudier p{0) sur un intervalle de longueur %, par a:emp!e =

En pius, on 6 p{--0) = p{(f), p(0) est paire. Donc la courbe est sméﬁr‘ique pat rapport
& Paze Ox et il suffit de prendre comme ensemble d'étude Dy = [0, §.

e] p(#) est continue, indéfiniment dérivable sur Dg el p' = Gsin 66,

Comme ¢/ (6) = 0 sur [0, 5] éguivard d 6 = F ou § = 0 et done le vecteur tcmgmt

ou point My déterminé pur 0 = L at p{}} = 4 est orthogonal av vectenr ()M1 ot
le vecteur tengent au point M, de’termmd por 8 = 0 of p(0} = 2 est orthogonal au

vecteur 6Mo fuoir dessin).

Dow le tablea;a de variation
" >
gl + D
2 4

Ce qui donne le tracé suivant, inserii dans un cercle de rayon 2 = 4 :
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2 cos fsin @
8} Btude de la courbe d’dqualion poluire p = :‘;% z
D’abord on sait que cosa + cosh = 2005(“—;&} cas(“—;ﬁ}. Ce gqui nous permet d'éerire
_ 2cosfsimd  cosfsinf
ZeosGeos cosPeosf ~

o) On a p{f + 27) = p(8), il suffit donc de foire Uéiude sur un intervalle de longueur
2.

Bn plus an a p(~08) = —p(8)}, p(8) est impaire. Donc la courbe est symétrigue par
rapport & Paze Oy.

I suffit de étudier sur un intervalle de longueur 7, por ezemple [0, 7l

Le dénominateur cos ?'fg cos % est nul sur cet intervalle lorsque 8 = 7 ou 8 = F.
Lintervalle d’étude sera done Dp = [0, U] §, 7.

. ; . i , . 2(1 +cos*8) .
c) p(@) est continue, indéfiniment dérivable sur Dg ot p/ = (0B cos 20)7 lowjours
posttif sur Dg.
d) D'oi le tableau de variation
6|0 x . o
£l + + + [l
|0 A +x -0 S 0 S 4o
e) Ona al'mll p(0) = +oo, donc une branche infinie.
=3 s
Comme lim %= lim tané = V3
6-«4-%' 9-—3§-_
: . sin26(sin® — /Gcosp)
Eteﬂ?-(ﬂ“ﬁz)_gh?— cos 26 + casf
{sind - V’ECOE@ V3 (cos @ +/3sind)

= 8in 2% lim e’ =
vz

X2 lim é :
- cos2f 4 cosf 2 943§~ ~2s5in20 —-sind
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‘232432 ¥
C’e_: calcul est foit en passent par le régle de I’Hopital,
Ainsi la droite Dy ; y = 3z — g est une esymplote obligue d la courbe lorsque
8= 37 (avec p— Fo0, x el y tendent tous les deur vers +00),
De méme, Dy est asympiote & la courbe lorsque § — 5* (avec p - oo, v et y
tendent tous les deus vers —oo).

; . 2cos 2 - 2cos28
Et 'on g lm p(d) = lim —i——— = 2 Soocoad.ciin B ;
dm— o ) gsx- —25in20 — 5inf  Fow- sinf(dcosf + 1) =
donc une branche infinie.
Comme 9}1::1“ i sl_‘g.-l- p(@)cosf = OOSﬂEEEL_ p(f) = —{+o0) = ~oc0,
sin 20sin 0 . sin202sin §cos §

et lim y= lim p{f)sind = lim
il el 8~ 2cos ¥ cog§ meﬂhm;r— 2cos¥em§

sin2fsing . 2c0s2sinf+JoosPsin2f 4

=3—nr“ c{)sﬁ_g drm— —g Em%’! 3
Ainsi lu droite Dy ; y = § est une asymptote horizontale & ls courbe lorsque 6 — .
ol -

Ce qui donne les deur tracés susvants, le premier pour 8 € [0, iy

¢t le deusieme c’est la courbe entiére (en ajoutant le symétrigue du premier morceaw) +

-
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Dyiyem g3

A remarguer gue : £
La branche é& droite du premier dessin correspond é la partie de la courbe quand ¢
déerit [0, %, la partie de la courbe & gauche correspond & la partie de la courbe quand
6 décrit |5, n[.
9) Ftude de la courbe d’égquetion polaire p = ...

i : 2 A= T cosfens26
a) On a p(8 + 21) = p(8), il suffit donc de forre 'étude sur un intervalle de longuenr
2m.
En plus on o p(—8) = —pl#), p(f) est impaire. Donc la courbe est symétrigue par
rappovt & {'aze Oy.
Il suffit de Uétudier sur un intervalle de longuenr 7, par exemple [0, 7.
Le dénominateur 1 + cosflcos2f est nul sur cet intervalle lorsque ¢ = 7.
L'intervalle d'étude sera done Dg = [0, .
b) p(8) est continue, inddfinirnent dérivable sur Dg
- —4cost 0+ Geos? 8 + cos@ - 1 _ Plcos#)

© (14 cosfcos20)? (1 + cosfcos 28)2°

Ot P{X) est le polyndme P(X) = —4a* +6X2+ X = 1.
Remarguons que - . = .
P(cosd) = P(1) =20, Pleos §) = P(0) = ~1 < D,
done 1 exiate 6 €]0, 5[ tel que ¢'(f,) = 0.
Pleos§) = P(0) = ~1 < 0 et Plcos 3) = P(—42) = 222 5.,
done il existe 03 €)%, 3 tel que p/{#3) = 0.
En plus on ¢ Plcosw) = P(-1)=0.
Ainsi P(X) & trois racines différentes dans | — 1, 1.
Comme P(1) =2 ef P(2) = ~39 la quatriéme rucine de P(X) appartient & ]1,2[.
c) D'ott le tableou de varistion

f 0 81 % 32 :‘TF T

Fl + 0 - - 0 +

glo0 ~ . G
d) Ona

. sin{m + h) - —sin(h)
91—132— P0) f-,nl-lfg- 1+ cos{m + h)cos(2m + 2h) ~ h=i- 1 — cos(h) cos(2h)
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—h+ o(h®) . =l4o(h)

- i = lim g = Fo0,

Aes- T— (1 - B)(1— %) 4 o(h?) ~ moo~ F +olh)
re qui signifie qu'on a une branche infinie.
Comme lim z = lim p{f)cosf = —oc (car p — -+oo et cos(x) = ~L};

% P—rm % u(h}
. s () s B ool U Ly W O

et lim y= S pif)sing = lbm %+ o(h) sin( )

-1 + o(h) . 2
= i B el st IR 3 —
nes0- SE 1 p(h) (atolh)) =3

lo droite D : y=} est une asymptole horizontale d la courbe lorsque § = 7.
Ce qui donne les dens tracés suivants, le premier pour 8 € [0, [ :

-

et le deuridme e'est lo courbe entidre (en ajoutant le symetrique du premier morceau) :

: 1
10) Eiude de la courbe d’équation polaire p = 2cosf + oy
3

1 ——
a) On a: p(B +47) = 2eos(d + 47) + ‘;‘W = 2cos{f + 4} + SnlE 727

1
=2co8f + -5 = P8y}
sin §

Ainsi T = 4w est une période de lo courbe.
En plus p(2x — ) = 2cos(2r — 0) + —p—r
b1 E b - e

1
= 2pog( =) 4 e
T e - 5)
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=2cosd +

= p{f).
sin g

2

Par suite la courbe est symétrigue par rapport & la droite gui pesse par O et qui fail

un angle Br) guee Iaze Ox. Ce gqui signifie que la courbe est symétrigue par rapport
—_—

& Uaze Oz.

Il suffit donc de prendre comme ensemble d’étude un intervalle de longuewr 2n.

Comme p n’est pas défini en 0, on choisit comme ensemble d’éiude Dg = [—=, 0{UJ0, ).

b) p est continue et indéfiniment dérivable sur Dg et

é ]
cos £ ¢ # lcosg
f) = —2sinf — L~ s —45i0 = COB 2+ =~

2(8) sin 28‘1;1?%;; sin ; 008 3 "smz T

2
P (Ssin3§+l>.

gin” & 2

Par suite p'(8) est nul lorsque 8 = w, § = —mw ou f = —§ ¢) D'oi le tablean de
varigtion suivant :
g |- —% 0 o
P10 + 0 — | ~ 0
p1=3 7 1 Simx | ¥y -

Clomme on a :

lim = lim p(f)cosd@ = lim (2mﬂ+ ﬁl—) cosfl = 00
f+0— Al 40 Sin = 3

et 1im Y= Iim p(8)sind = ].irﬂ

1
2eosh + “_"F) 9cas 5 sin 3
]
= lim (4m9cos§am +2cos ) =2

-0~
Par suite la droite d’éguation I : y = 2 est une asymptote horizontale 4 la courbe,
e} Le trece de la courde en suivani les indications du tableau est le suivant :
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8.4 Exercices supplémentaires

Exercice 8.16. :

Tracer pamt par point les courbes paramétrées dans les cas suivents :
8y ;

by F(t) =(4,8) ontel-2,2

2) mn(t) =cht et y(t) =sht ot & [-2,2].

3) g t +1ety= g7 oute[~6,-1.25[U] - 0.75,5].

r=t'—i2~5ety=1* oute|0,2.

Exercice 8.17. :

Dans chague cas monirer que Uensemble I' des points M de coordonndes (x,y) dans

un repére orthonormé et vérifiant 'équation donnée peut étre paraméiré et donner un

ezxemple de paramétrnge »

...... US..mﬁzﬂ_
— 2% =2 + 2Py +doy = 0.
_._xi__.qy% =i

Exercice 8.18. ;
Déterminer Uensemble de définition de chacune des courbes parométrées suivantes

e 4 o) =ln{¢t
F(t) = (a(2), y(1)) ave {y{t) aréint)
t) sint

o = () avee { ZOZ0E
z(t) = avgeht

H{t) = (z(t), y(t)) avee { o

Exercice 8.19, :

Donner dans chacun des cas suivants 'ensemble de définition des courbes paraméirées
suivantes et préciser lu périodicité, les syméiries, les translations possibles el préciser
un ensemble d’étude de ces courbes :

i
PO = e0.al) avee { 5= 0%

G(t) = (2(1),y(t)) avec { jgg ::iﬁt{:ost

HO) = @@.u(0) avee { 30 =2t |
w(t) = t — nB()

() = tant E{s) est la partie entiére de 9.

K(t) = (2(0) u(t) ovec {
Exercice 8.20. : v ow o i
Déterminer les points doubles des courles paramétrées suivantes : )
3t
Fit) = (2(t),5(6) avec | “0) = T
v(t) = ¥

68) = (a0 u(t) avee { a(®) = #

vt = =g
¢ z(t) = T 5,1
H(t) = (z(2),y(t)) avec o) = IE_“’T
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() = (atpute) avee { SHZ2

Exercice 8.21. -

Faire une étude locale des courbes poraméiries au veisinage de t, dans les cos sui-
vanfs ;

yit) = !f;&nii ett, =

Ft) = (m{t):lﬂ(f)) avec { z(t) = g_‘?l

Clt) = (2{t),y18) ovee | “E="F
mn=qma desi

prre

- e
H(t) = {z(t), y{t)) avec { zgg N ‘32;1%_ i 'l"

tanwf

Exercice 8.22. :

Déterminer ln nature du point M {t,) deng les ces sutvants
— ) = -2,y =t~ LG B oetiy= 1.
— z(t) =1+sint, y{t) =t - F ett,=3.
— () = G2 iy mi‘:*l- et ty = 0,
o (t) =1 — £ 43’ t, y{t] = 1—cosb— 3%+ 2% ett, = 0.

Exercice 8.23. : _
Etudier les branches infinics des courbes paramdirées suivantes -
— () —r,‘ ot edplt) = £3 — 3t
2

— z{t) s et y(t) = Frery

£ -2
_x(f)mmm Ef,]{) t-:—l—.
— () = I et yle) = £ — 62,

(t—~2)
Exercice 8.24. :
Constriire les conrbes paremétnées d’Squations suiventes -

5 e U2 L P42
TEair1 CVTEIITE
1

2 m=tant el y=_—-—
sint

2
) = {t-2)
i o USgRe

1 .
g el y{t) = sint

3
4 ze=cos?t4 lnsint ef y=sinleost
4
6. = =cosdt+4decost et g{L)xsinﬁ-t

Exercice 8.26. :
Transformer les éguations cartésiennes suivantes en roordonnées polaires :

L. L’guation % — Jpy + 3y = 0.
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2. Lo dreite d*gquation ¢ + 3y + 2 = (.

3. Léquaiion g% —~ 32 =0,

4 L'équation z* - * = 22 — 4* + 2y,
5. L'équation n(z —y) ~ P =10 .

Exorcice B.26. :
Transformer les dquations parametrées sutvanies en coordennées poloives

I, z=t+2 y=3-~1¢
8, .::--T_T’:E gt

P s i
& BSoum YRRhe
Exercice 8.27. :
Transformer {cs fguations suivanies en coordonnées cartésiennes :

i Jeosd o v @
; — e = LAl 5
P dnig ¥ 2
tan? ¢ ) cos® 6 - sin® 8
3 p= —— R
cosf — Bsinf cos? § sin“ ¢
Exergice 8.28. -
Construire les courbes d’dquniions poluires suivantey :
lp=—— -p = sin® £
7 g Jisg Z-p am".3
=2
8- p = sin 20(cos § + sin ) Jipr R S
o8 26
+/2cos § = B cos® B
1-}-«./2me32 P= a3l
p=/F+tanl B3
h= s = 2005
FORUB 7 ol
r P = S -1

225



8.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solution 8.16. :
Dans chague cas remplir le tableau suivant en caleulant (x,y) pour chague ¢ donné.
Puis positionner les paints M(z,u) dans le repére. Joindre ensuite ces points pour
avoir la courbe.

1) EE) = (%,5) outel-22.

t —2 | —YT] ¥ | -5 - V3I0l VBT B V6T
z 864405 | 365 | ~1B6: 0 | 1.56 | 365|405 64
Y -2 -356| -3 —205 =15 10| 15 ] 25 3 135
lepoint | B/ | D" [ ¢ | B A jol Al Bl cC|D

Ers| ] G| B2

2) z{t)=cht et y(t) =sht ot t £ [-2 7]

t ~2 | ~181[~-131 ] -0.88] 0 088131 [ 1811 2

x 376 | 314 | 2 | 141 |1 |14k] 2 [d414]876]

y | -362| -3 [-172] -1 |0 | 1 {172| 3 [3.62
le point| Df c B AT TH| AT B|€ D

Bz=t+1lety= 5 ottt €[-6,-1.25{] - 0.75,5]
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z | 5] 4| <8 |-3|-11-051~04] 0.5
v |12|135(1331181 2| 3 1 5
lepoint]--A | B | C | D] E| F G H
t ~075] 066]-05{0] 11 2 ] 3 141 &
T 025 | 033 | 05 (1] 21 3 4 | 5| 8
v -3 | -2 | <1 10[05]066]0.75|0.8]083
le point | T J KJILIM|N| O |P| @

fz=t! -2 -5eiy=1 vuie02.

t 0 |07 1 1.27 {141 {161 {16 §1.67{1.73[184}19]2
b —5|-825|-51—4 |-3 | -2 |~1 10 1 3 5 1T
Y 0 (049 |1 1.62 ]2 23 |256 |28 |3 34 |3714
lepoint | A | B C | D E B G T |r J K L
Solution 8.17. :
— Pour Uéguation y* — 2% = 0, poser £ =13 ¢t y =5,
— Pour 2% — 2% + 22y + 4zy = 0, poser y = tx et vérifier que & = -29—42—1
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— Pour 23 --4y; = 1, poder y =t et vérifier que = {1 + 4t§) %A
Ou éerire 2y3 = sh ¢, ce qui donne 7 = ch 1, puis y = 3uh %t

Sclution  8.18. ;

Pour F(t) = (x(t),y(t)) avec { Bl =
. yit) = a.rcsmt

Vérifier que Dp = [~1,0[.

[ a(t) = 2nt

Pour G() = (&(1),y(2)) avec 1 y(t) = H.I‘Ctﬂﬂl‘-

Veﬁ,ﬁcf que Dg = R".

Pour Hiley s : w(t) = argeht
our H#) = (=) y(8) avee { 40 = 2B
Vérifier que Dy = [1, 4o,
Solution 8.19,
= (1) = sin® 2
Paur F(t) = (2(8), y{t)) evec { yéti = cos 9t
L’ensemble de définition Dp = IR, la période de F(t) est w, y
F(—t) = (~=z(t), y(t)) done lo courbe est symétrique par rapport & O-y

F(t+ %) = —F(2) donc la courbe est symétrique par rappert au centre O,
Prendre comme ensemble d'étude Ep = o, %}

P _ ; z(t) = sint
vur G(2) = (=(t), y(t)) avec { i)t =it
L'ensemble de définition De = 1.

Gt +2n) = (a(t), y(£)) + (0, 27).

Prendre comme ensemble d'éinde Eg = {0, 2x].

Transiater ensuite cetie partie de lu courbe par des translutions de vecteurs multiples
de @ = (0, 21’}

Pour H(t) = (2(1),y(t)) avec ;((3: :.rr:zrla:tt

Lensemble de définition {‘)f = [~1,1] et H(-t) = (~x(t), y(2)), donc lo courbe est
symétrigue par repport & Oy. -
Prendre comme ensembie d'étude Eg = [0, 1].

Pour K(t) = (=(t), y(t)

ot} =t
aver { y((t}} _ tan:E(“) E(s) est lo partie entiére de s.

L'ensemble de définition D = IR — U {% +kr}.

Kit+2n) = K{t)+ (w 0) prendre commf enserble d’ébude

Ex = [-m,~Z[U] = £, 2{U|E,x] puis translater cette partic de fa courbe par des
transintions de uecteurs multiples de o = (x,0).

s_qmms.zu._. .

Pour F(t) =(z(t),y(t)) evec = %
_ y(t) = 1o
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TETMQTQUEer Jqie

() = z(s) y(t) _ yle) _
{y(r)ny(s} i N AN

Done pas de poinis doubles.

‘ £42

Pour G(t) == (2(8),1(8)) avee { - i
Ve = e
uiiliser la remargue de Uezervice (4) .

. - —g -2 ; 7
5 (a, b-r)' est un point double alors % = ::Zh%-_l = «§b3+ — et vértfier gue a = 6 et
b= =7 obtent pour £y # to les deus macines de Tt — 16¢ - 39.

: z(t) =

Pour H(t) = (z{t),y(t)) avec :

{t} '{:‘.‘1
utiliser la méme remarque de Uezercice (4)

ol

== "T“ et vérifier que g = —1 et b = ~1
obtenn pour t; 5 t les deur racines de £ +¢— 1.

5t (a,b) est un point double alors £ =

Powp K (1) = (@(0), @) avec { ;{[ﬂ T

Remarguer gue K(t | 27) = K(t) est périodique et donc tous les points sont multiples
(atieints par une infinité de t).

Si on restreint étude 4 10, 27],

pour t € [0, 7] verifier que x{1) = x(s) avec s # [ est dquivalente ¢ 5 = L+ 7 ou
s=2r—tous=m—1.

Bt dans ce cas y(t) = y(s) donnet =0 ets=mout=melts=2mout =%
5=

Les points multiples sont : (1,0) un point double et (—%,0) un point triple.

et

Solution 8.21. :
z(t) =
{) c——smt E’tf.oﬂo
Faire des déﬂeiappemeﬂts limiids pourt € V (0)
F(t) = (1, §) + (4,00 + Qrtg b —3) + (8%, o(t?))
en déduire que le pfrmt (1,1) est un point de concavité et tracer la purtie de la courbe
au voisinage de ce point.

Pour F(t) = (z(t),v{l)) wvec

sh t —sint
)= ——

yit) = A=
Faire des développemenis limiiés pmu te V(o) :
G{t) = (0,2) + £(1, 1) + §2%(0, — 18} + (o(t?), ot?))
en déduire que le point (0,2) est un point de concavité et tracer lo partie de la courbe
aw. votsinage de ce point.

Pour Gt) = (z(£),y(t)) tvec
ett, =1

2{t) =
Powr H(t) = {2(t), 4(t)) avee LN
(1) = e(0), w(t)) {_y(”:%m -

Faire des développements lmilés pouw‘ teV(l)enposantu=t-1t=u+1):
G() = (3. 7) + (¢~ D=3, 2} + 5t ~ 17 (§ =) + (o(£?), ot?))

en déduire gue le point (0,2} est un point de concavité et tracer la partie de la courbe
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au voisinage de ce point.

Solution_ 8.22. : :

—z(l) =2 =2, y{t) =4~ 4} + 612~ 4t et t, = 1.
Poseru=1t-1 et vérifier que x = ~1+ 12 = -1+ (t ~1)?
ety=-1+ul=-1+(t-1)
F'(1) = {,0), #(1) = (2,0), F""(1) = (0,0) et F&)( (1) = {0,24)
p=2etqg=4, le point F(1) = {—1, -1} est un poini de vebroussement de
deugiéme egpéce.

— x{t) = 1 -Fsint, ylt) =t - F et t, = %.
Poseru=1—% et vérifier quez = —1+u? =2~ lu¥+o(u?) ety=1u
F'(1) = (0,1) et P"(1) = (-1,0).
p=1 et q=2, le point F(1) = (=1, —1) est un point ordinaire.

~—x[t}-—~-ﬁf"—rL () = sz’e”u_ﬂ

i’

Vérifier que = = 4+t9 - t3 o{t*) et y = —4 —t2 - 3 + o[t}

F(0) = (0,0), F"(0) = (2,~2) et F(0} = (~6,-6)

p=2c¢etqg=3 le point F(G) = (4,-4) est un point de rebroussemeni de
premiére espéce.

— z(t)=1% - t+sin’¢, y(t) = 1 ~cost - L2+ 1% et t, = 0.
Vérifier que x = ~t + 2t2 4 o(t3) sty~e3 +oft)
Fi{0) = (-1,0}, F"(0) = (4,0) = —4F"{0), F"'(0) = (0,6)
p=1 et q =3, le point F(0) = {0,0) esi un point d’inflezion.

Solution 8.23.
Etude des branches infinies des courbes paramdéirées suivantes :
— z(t) = et — i el y(t) = 1% — 3t
Dr =] — 00,+e0],
Quand t - —0o

T =% 400, § ~+ =D eti—:—r—oo
j —»
branche pareholigue d’axe Oy du coté z — +oo el y — —o0.
Quand t — +oo
z -t -too, ¥ —+ +00 et 50
T

branche purabolique d’aze (ﬁ du. coté T = +oc et y — 400
t?
— z(t) = — er: y(t) = Tk
Dp —]i} 1{u]1 40|,
Q&aﬂdt =17

m~+-—oe,y—>-—w,y

51

i

ety ~x—+ %

branche infinie asymptote 4 la droite D @ y =z + % du coté & —+ —o0 et
Y =~
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Quand t = +oo

Ei de méme quand t =+ 1%, £ — +o0, y —+ +oo

branche infinie asymptote & la droite D : y = xz+ § du coté 7 - +oo et
¥ — +e0.
Quand t =+ +

T = +00, ¥ —+ +og, % —+ 400
branche parabolique d’aze 5{: du coté & —+ 400 et y — +oo.
43 2 _
t? — ot

T(L) = e pg(t) =

® = goiery VO =73

F =] = oo, —¢{U] —- 2, 1{U]1, +o0]
Quend t — —o0
T~ —oo,yﬂ+~oo,-i-—>1
ety—az -+ 10
branche infinie asymptote & lo droite D : y=1 du coté x — —co et y — —o0,
Quand £ — -2~
T~ ~00, Y —H=
branche mﬁme asymptote & la droite d'équation y = ~§ du coté z — —o0.
Quand £ — 2%
T = 400, I ~ _.g,
branche infinie asymptote ¢ la droite d’équation y = —§ du coté T — +oo.
Quand t ~y 1~
¥ - —00, Y ~ +00, g—fuﬁ ety +3x— §
branche infinie asymptote a la droite d’éguation y = — ‘1.1: +5 8 du cotéz —+ —o0
€ty =+ +oa.
Quandt —» 1%
T = 400, Y = =00, % -3 ety+3r- g
branche infinie asymptote & la droite d’dquation y = -3z + g du coté x — +o0
ety = —0o. ’
Quand t — 400
T =+ 400, Yy~ —00, Ll ety—xz—0

£
branche infinie asymptote 4 ln droite d’éuation y = = du coté £ — +oo et
Y = +00.

2

.‘L‘(t) = l]l‘(—‘tg%;‘; et y(f} = {3 — fe2.

Dp =} = 00, 0[U]0, 2U]2, +cof,
Quand t -+ —c0
T 400, = —00 etz— —00

branche parabolique d’aze Oy du coté x — +co et y — oo,
Quand t — 0%
r——oc, y—+0
la droite d’éguation i = 0 est asymptote 4 la courbe du coté x — oo,
Quand ¢ — 2% ot
T - +00, y — —16
la droite d’équation y = —16 esi asymplote & la courbe du coté £ — +o0.
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Z— 400, y —+ +o0 etH—++oo
T

. o
hranche parabolique d'aze Oy du coté x — 400 ef y — +o0.

Solution 8.24. : Pour la construction des courbes paramétrées suivre le plan d’étude

proposé dans le résumé et cssayer de faire le trac le plus correctement possible.
Cli-dessus le trocé de chague courbe :

? 42 42
1 A ey t S e
) = i rn S

~—

2) z=tent e y

it
E|~

i 952
) m:it-"'-lﬁ et yntt 2)

i+

IR —— Fy

n 4 ey ar

4) z=cos®t +lnsint el y=sinfcost

/.-y'
. _’F’___,‘,._A—*""/ 82
e ———
'W-\%-L%Lu e gA w02 0z o  oe
TG a2
~—
e
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g 1
3} = et ylt)=sint
cogt

6) z=cosdt+dcost el y(t) —sin3t

Solution 8.23, :
L. En coordanndes polaires Uéguation z% — Dug-+ 3y =0 devient
_ isind
= Toinog —cosg — 1’

2. En coordonpdes polaires Péguation z + 3y +2 = 0 devient
-2

= cosf 4+ 3mn o

3. BEn coordannées poluires Uéguation 3% — 42 = 0 devient
sin? §

P st
4. En coordonnées polaires équation 23 4 3 == o? ~ o2 4+ vy dpvient
_ ¢os® 0 —sin® 0+ cosfsin g
B cos® 6 + sin® 4
5. En coordonnges polaires Déguation z(z — y) — 31 = 0 devient

Fii
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g

_ cosf{cosd — sin f)
- 3sin® ¢

Solution 8.26.

Les dquations poraméirdes swivantes deviennent en coordonndées polaires

I, w=1t4+2 y=3-1
o
cosf +sind’

g z=5 y=t

devient p =

3
devient £y + 2} = y et ensuile g = c_o,l?é B singa
5 e= gl y= e . 1
' o I
Foeiie % zlr = tand et donc peasf = g = A8 Aitens 8
=

Solution 8.27, :

Transformation d'éguation polaire en &quation certdsienne :
Utiliser : £ =tan8, 32+ 4% = p*...
3cosf
gin f

2tanf %
T+tan®§ 1+
pusser par y = psin@ pour avoir y + (2% + 4*)(y — 2) =0,
AT -

A= s~ 5amg O
pleosd —5gin ) =3tan" 8, puis 28 — Hrly — ¢ = 0.
a3 s
§lp= oosﬂ—mlzi_f devient
cos? fsin“ #

28 = P cos® 8 — p¥sin? 8, puis 2° ~ -2t =0.

jp= 3%53 devient psind =
gin” &

2) p=tan ¥ donne sin @ =

et done y° — 3z =0.

o cos® B sin



Solution  8.28, :

Pour la construction des courbes d’équations polaires swivre le plan d'étude propose,
Ci—dasson.i.- leurs tracks ;

3- p = giu 28{cos 8 +sin )

=1

I—P e I 15
e ?+1 :
3
:
" Lt
!
i
-2 15 1 ALE
Bx
i £
3 Z5 2 i3 i T Ua [ H 13 3
24
25 sin® 6 cos @
P= 28
2.p =sin’ ¢
L -8 -3 a5 2
2 ] T 1 [ 1] P
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7~p=\/§+tan%

-
3
ﬁ
.......... 2 R | (I .
L'}
= k7 M 3 1 it :—y T i) ] ] ]
-1
2
. (I
8—,0 - Sin 5
1-2eont
-2 1§ 1%
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