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« Je n'enseigne pas, je raconte >> 

MONTAIGNE, Essais 

Ce document se propose de vous fournir l'essentiel des connaissances qui 

vous permettront de mieux cornprendre les concepts et les outils de la 

statistique. C'est un ouvrage d'initiation dont l'ohjectif principal est 

!'acquisition des techniques de base de la statistique ainsi que 

!'interpretation des resultats qui en decoulent. Pour cela, les fondements 

mathematiques des theories exposees ne soot pas developpes. 
Afin de repondre aux difficultes que rencontrent les etudiants pour 
transposer les connaissances theoriques a !'application pratique, le 

document reunit l'essentiel des connaissances avec de nombreux exemples 

d'application illustrant les parties theoriques. 

A la fin de chaque chapitre, un test d'evaluation des connaissances est 

propose. 

Certains exercices, fortement inspires des epreuves d'e~amen du BTSA, 
presentent l'essentiel des reponses mais pas une redaction complete qui 

vous sera exigee lors des epreuves d'examen. 

Les connaissances s'enchrunent dans un ordre logique. Chaque nouvelle 

notion introduite suppose que d'autres notions soot connues. 
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En commen~ant par decouvrir ces nouvelles notions, notamment a l'aide 

des exemples proposes, vous P9uvez rencontrer des difficultes dues a une 

mauvaise assimilation de notions precedentes. 

II faut done systematiquement revenir en arriere et reprendre le cours rnal 

assimile. Ces allers et retours dans votre progression sont presque 

inevitables. Ne soyez done pas decourages pour aur.ant. 

Vous verrez alors que, petit a petit, Ies nouvelles notions s'eclaircissent et 

se memorisent de rnieux en mieux. 

Prerequis indis~nsables 
a I' etude de ce livret ... 

Dans ce livret, on rappelle d'abord quelques elements de statistique 

descriptive. On traitera alors les notions de variables aleatoires, 

indispensables pour mieux assimiledes lois de probabilite, notamment la 

loi binomiale et la loi de Poisson; Compte lt;nu de !'importance de la loi 

normale dans Jes tests statistiques qui seront etudies dans Ies autres livrets, 

un chapitre lui est consacre a part. 

L'etude de ce livret suppose quelques connaissances de base concernant 

l'algebre et les probabilites dont l'essentiel est rappele en tout debut de ce 

livret. 
La reussite au premier test sur les probabilites est largement suffisante pour 

aborder ce livret sans problemes majeurs. 

2 ST A TISTfQUE; 

Comment .fraiter 
un exercice de statislique ? 

La redaction d'un exercice d'un test d'evaluation, d'un devoir ou a une 

epreuve d'examen, doit etre realisee avec le pltfs grand soin. 

• Faites d'abord une premiere lecture rapide de l'enonce de maniere a situer 

le probleme pose en relation avec votre programme. 

QueUes sont les donnees (nature de la variable, loi de probabilite, 

taille de l'echantillon, pararnetres donnes ... )? 

- Que vous demande+on ? 
- Les questions sont-elles liees ? 

- Quelle table statistique utiliser ? 

• Commencez alors par resoudre I' exercice sur du brouillon, question par 

question. 

• A l'examen, on vous jugera a la demarche adoptee pour resoudre les 
exercices mais aussi a la redaction et a Ia presentation du travail fourni, 

que beaucoup d'etudiants negligent en se contentant par exemple : 

- d' « appliquer » des fonnules sans exp~iquer les conditions d'appli-
cations, · 

- d'aboutir par le calcul a des decisions « statistiques » mais SaJIS une 

interpretation rigoureuse de leurs conclusions.· . . . 

Si vous redigez, c'est pour etre lu. Soignez VOS copies. N_'imposez 

pas a votre correcteur de vous << dechiffrer ». Il peut se lasser.,. 

Vous risquez alors de perdre des points inutilement. 

- Faites attention ap.x calculs numeriques et aux unites. Les ordres de 

grandeurs doivent etre respectes. 

- Chaque resultat final d'une question doit etre souligne proprement 

et suivi d'une petite conclusion. 
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Conseils generaux de travail 

Ce livret se presente sous forme de sequences de travail visant des objectifs 

pedagogiques formules des le depart. Les e,valuations qui vous sont 

proposees a la fin des sequences visent a verifier l'atteinte des objectifs 

vises par la sequence de travail proposee. 

Pour cela, nous vous conseillons : 

• de travailier aussi regulierement que possible ; 

• d'eloigner de votre vue tout ce qui peut vous distraire : magazines, 

joumaux., radio, tele ... 

• d'avoir toujours sous la main une calculatrice, du brouillon, un crayon de 

papier et une gomme ; 

• de verifier, chaque fois que vous avez un doute, les calculs developpes ; 

· • de traiter la totalite des exercices d'application proposes avant de passer a 
la sequence suivante ; 

· • d'etablir une fiche de synthese a la fin de chaque sequence de travail ; elle 

vous se~tres ~tile pour la seque11ce suivante ; 
• si vous avez la chance d'avoir un micro et de maitriser EXCEL, n'hesitez 

. . 
. pas a rentrer les donnees des exercices proposes et de faire executer les 

calculs et les graphiques par le logiciel ; cela vous permettra de faire des 

simulations en changeant les donnees pour« voir ce qui se passe ». 

Tous les enseignants et pedagogues connoissent tres bien la difficulte de 
red!ger un cours de statistique. Tous savent combien le traitement d'un 
probleme de statistique est fortvit, si on fait l'im~55e sur des concepts qui 
le sous-tendent. Ceux qui se refereront a ce document voudront bien 
l'utiliser ovec indulgence et nous communiquer eventuellement, leurs 
remarques et suggestions. Nous les remercions. 
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Fractions-------'-----------­
a ka 

• Pour tout k ¢ 0, on a : b = kb 

a C ac . - x- = b<l b d 
avec bet d *O 

a C ad+ be ·- +- = b d bd 
avec bet d ,t:O 

• division par un nombre : 

a -
• division par une fraction : 

b ad - be C 

d 

ldentites remarquables ________ _...;........,,_._ 
• (a+ b)2 = a2 + 2 ab + b2 

• (a - b)2 = a2 2 ab+ b2 

• a2- b2 (a+ b) (a - b) 

• (a + b)11 :::: ck a k b n-k (binome de Newton) 
n 

C~ est le nombre de combinaisons de nob jets pris k a k. 
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Puissances 
Par convention, on a : a1 =a 

• amaii= am+n 

Puissances entieres relatives 
am 

• Calcul de bm avec a :;t: 0, m E N; n E N 

Puissances rationnelles 

et 

I 
a~ll ::::­

an 

On peut ecrire, si m et n sont deux entiers arithmetiques et a 2: 0 : 

~ ::::::anlrn 

Les proprietes des puissances entieres relatives sont encore vraies. 

Racine carree d'un nombre algebrique -----­
• Proprietes valables pour des nombres positifs ou nuls 

•✓axbxc='Ja x'l;b x ✓c 

• Si a ~ 0 et b > O 

6 

Attention ! ✓ a + b t:: {a + {b 

Definition d'une integrale 
Le reel F (b) - F (a) est appele integrale def de a ab. On note: 

b 

F(b)-F(a) = J f(x)dx 
a 

Analyse combinatoire-------------

Factorielle 

Sin est un entier > 1, on appelle factorielle n eton note n ! Le produit des n 

premiers entiers naturels non nuls. 

Sin= 1, on pose: l ! = 1 ; sin= 0, on pose: O ! = 1 

Arrangements 

On appelle arrangements den objets (d'un ensemble E) pris pap (p Sn) 

tout sous-ensemble ordonne de E contenant p objets distincts. On 

demontre que leur nombre, note A:, est : 

AP - n! 
n -(n-p) ! 

AP est le nombre d'injections d'un enseffible a p elements dans un n. 

ensemble an elements. 

Permutations 

C'est un cas particulier d'arrangement ou n = p. 

A
n n ! , 

=( ,, =n. n n- Dt. 
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Combinaisons 

On appeUe ~orrib1naison den objets (d'un ensemble E) pris pap (P.s n) 

tout sous~ensemble de E contenant p objets distincts. On demontre que leur 

nombre, note C~ est : 

cP n ! 
n =p ! (n-p)! 

Probabilites 

Epreuve ( ou experience ) aleatoire 

C'est toute epreuve ou experience dont l'issue n'est pas detenninable a 

priori. 

Evenement elementaire 
C'est toute issue possible d'une epreuve. 

Univers oo ensemble fondamental 

Ensemble, note .a, associe a une epreuve aleatoire. C'est l'efisemble des 

resultats possibles d'une epreuve aleatoire. 

Evenement 

On appelle evenernent lie a une experience aleatoire d'univers n, tout fait 
dont la realisation depend exclusivernent de !'issue de cette experience. 

Lorsque les evenements sont equiprobables, la probabilite d'un evenement 

A est: 

8 

Prob(A) = nombre de cas favo~ables 
nombre de cas possibles 

STAT/ST/QUE 

Si A est l'evenement contra.ire de A: 

Prob ( A ) ::::: l Prob ( A ) 

On appelle probabilite, definie sur Q toute application Pde P(O), ensemble 

des parties den vers 9t+ verifiant : 

• Prob (ll) = 1, probabilite totale 

• An B = 0 ⇒ Prob ( A u B ) = Prob (A)+ Prob (B) 

On dit que A et B sont des evenements incompatibles. 

• An B ¢:. 0 ⇒ Prob ( A u B ) :::: Prob (A) + Prob (B) - Prob ( A n B ) 

Probabilires composees (ou conditionnelles ) 

Soit une experience aleatoire d'univers n. 

A est un evenement de probabilite non nui. 

B est un evenement quelconque. 

On appelle probabilite conditionnelle de B, sachant que A est realise, le 
nombre note Prob (B/ A) defini par : 

P b (B/A) 
_ Prob (An B ) 

ro · - Prob (A) 

~ Prob (An B) = Prob (A) x Prob (B/A) 

~ Prob (An B) = Prob (B) x Prob (AIB) 
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!Exercice 1 

On considere une population de poulets panni !Jesquels certains sont atteints 

d'un parasite. 
I 

A pres traitement d'une partie des poulets. on remarque que : . 

• sur les 70 % de poulets non traites, 25 % sont atteints du parasite, 

• sur les 30 % de poulets traites, 12,5 % sont encore atteints du p~ite. 

On preleve au hasard un poulet, on admet que tous les poulets ont la meme 
probabilite d'etre preleves. 

1. Quelle est la probabilite que ce poulet soit parasite ? 
2. Sachant que ce poulet est parasite. quelle est la probabilite qu'H soit 

traite? 

NB : les resultats numeriques seront donnes a J0-4 pres. 

IExercice 2 

Dans une certaine population, ii y a 45 % de fumeurs et 35 % de perso:mes 

atteintes de bronchite. 

Sachant que panni les fumeurs, il y a 65 % de bronchiteux, calculer la 

probabilite pour qu'une personne atteinte de bronchite soit fumeur. 

V 
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jExercice3 

Un elevage de pores est constitue de 60 % de Landrace et de ~O % de Large 
White. On a pu etablir que dans cet elevage : 
• 7 ,5 % des Landrace sont atteints d'un parasite, 
• 5 % des Large White sont atteints du meme parasite. 

On preleve au hasard un pore de I'elevage. 

1. Calculer la probabilite qu'il soit atteint du parasite. 
2. Sachant que le pore preleve est parasite, calculer la probabilite qu'il soit 
de race Large White. 

\/ 

1Exercice4 

Unecagecontient 15 souris: 
• 9 blanches dont 3 rnfiles et 6 femelles 
• 6 grises dont 4 males et 2 fernelles 
Chaque souris a la meme probabilite d'etre prelevee. 

1. Une personne retire une souris au hasard. Calculer la probabilite pour 
que; 

a. la souris soit blanche 
b. la souris soit male 

c. la souris etant blanche, celle-ci soit un male 
2. Une personne retire simultanement deux souris. Calculer la probabilite 
pourque: 

a. les deux souris soient blanches 
b. les deux souris soient de couleurs diff erentes 
c. les deux souris soieht du m@me sexe 

12 STAT/ST/QUE 

!Exercice5 

On considere une population composee de 45 % d'hommes et 55 % de 
femmes. On suppose que 4 % des hommes et 0,5 % des femmes sont 
daltoniens. On choisit au hasard une personne dans cette population. 

l. Quelle est la probabilite pour que cette personne soit daltonienne? 

2. Sachant que cette personne est dalt~nienne, quelle est la probabilite pour 
que ce soit un homme ? 

Verifiez VOS reponses a la page suivante 
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Ill Reponses au test 

• • • • • • 

jExercice 1 

1. Soient les evenement.s : 

T : le poulet est traite. 

Pa : le poulet est parasite. 
Pa= (T n Pa) u (T n Pa) les evenements entre parentheses (T n Pa) 

(T n Pa) sont incompatibles 

. d'ou P(Pa) = P;(T n Pa)+ P(T n Pa) 
P(T nPa) = P(T)x P(Pa/ T) = 0,30x0,125 0,0375 

P(T nPa) = P(T)x P(Pa/ =0,70x0,25=0,1750 
d'ou P(Pa) = 0,2125 

2. On cherche P(T /Pa)= P(T n Pa}= o,o375 = 0, 1765 
P(Pa) 0,2125 

!Ex.ercice 2 

Soient les evenements : 

F la personne est fumeur 

B la personne est bronchiteuse 
P(FnB) 

On cherche P(F / B) = ---
P(B) 

I 
V 

P(F n B)""' P(F) x P(B IF)= 0,45x 0,65 =0,2925 

d'ou P(F / B) = O, 
2925 = 0,8357 

0,35 

14 STA TISTJQUE 
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IExercice 3 

Soit les evenements : 

L : le pore est .Landrace . 

Pa : le pore est parasite. 

1. Pa=(LnPa)u(LnPa) 
(LnPa)et(LnPa) sont incompatibles d'ou 

P(Pa)= P(LnPa}+(LnPa) 
P(LnPa) = P(L)x P(Pa/ L) =0,60x0,075 =0,045 
P([ nPa) = P([)x P(Pa / L) = 0,40x0,05 = 0,02 

d'ou P(Pa) = 0,065 

- P([nPa) 0 02 
2. On cherche P(L/ Pa)= --- = ..,...2._ = 0, 3077 

P(Pa) 0,065 
1 

I ,Exercice 4 

1. 

V 

P ( • bl h ) nombre de cas favorables a 1' eve. nement a. souns est anc e = ---------------­
nombre de cas possibles 

P(Bl)= I~ 

b. P(la souris est un male)= 7/15 = P( d') 
" 

c. P( d' /Bl) 

2. 
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,!;-;;,. c2 x c0 36 
a. P (les 2 souris sont blanches) = 9 6 = - =- 0 3429 

cf5 105 ' 

• c1 xc1 54 · 
b. P (les 2 souris sont de couleurs differentes) : 9 6 = -·- = O 5143 

c:s 10s ' 

c. P (les 2 souris sont du m~me sexe) = P (2 souris sont done cf' ou ~) 

= P(2 cf' ) + P(2 ~ ) = c; ~ c~ = 21 + 28 = o, 4667 
· c,s 105 

IExercice 5 

1. Soil les evenements : 

H : la personne est un homme 

F : Ia personne est une femme 

D : la personne est daltonienne. 

D:::: (H n D) u (F n D) 
{H n D) et (F n D) sont des evenements incompatibles, d'ou 
P(D) = P(DnH) + P(DnF) 

P(H n D) = P(H) x P(D/H) = 0,45 X 0,04 = 0,018 

P(F n D) = P(F) x P(D/F) = 0,55 x 0,005 = 0,0028 

d'ou P(D) = 0,0208 

2. On cherche 

. · P(H/D) = P(H no)= 0,018 = O 86d, // 

. _ P(D) 0,0208 ' "'/ 
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SEQUENCE DETRA VAIL N°1 

· Objectifs pedagogiques 

Rappels 
de statisti9ue 

descriphve 

A la fin de cette sequence, mais etape par etape, vous devriez etre capable 

de: 

1. differencier une variable continue d'une variable discrete ; · 

2. distinguer une population d'un echantillon ; 

3. representer graphiquement des doonees relatives : 

• a une variable continue, 

• a une variable discrete, 

4. definir et de calculer une moyenne arithmetique, une variance et un ecart · 
type d'un echantillon ; 

5. calculer et d'interpreter un coefficient de variation. 

~;-­w~ 3 h 
:.,._ ........ .. 
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18 STATISTIOUE 

1 
1. Les st~tistiques et la statistique -------

Les statistiques sont des collections de nombres presentees sous fonne de 
tableaux ou de graphiques groupant ·des observations relatives a un 
phenomene considere. 

} La statistique est une methode de raisonnement pennettant d'interpreter le 

genre de donnees tres particulieres, qu'on rencontre notamrnent dans les 

sciences de la vie, dont le caractere essentiel est la variabllite. 

• La statistique descriptive est un ensemble de methodes qui permettent 
d'ordonner et de classer Jes donnees. de les require ensuite a .un nombre 

limite de parametres caracteristiques (moyenne, .variance, ecart type ... ) 
susceptible de decrire la distribution du caractere etudie dans une 
population donnee. 

• La statistique inductive est plus arnbitieuse car elle cherche Jes principes 

pennettant de de-duire des resultats obtenus sur un echantillon limite, une 
generalisation a !'ensemble de la population d'ou est extrait cet 

echantillon et qui est generalement inaccessible a l'enquete OU a la 

mesure. On est alors conduit a formuler des hypotheses dont on verifie la 
val1dite a I'aide de certaines epreuves ou tests' statistiques. 

2. Population 

L'objet de toute etude statistique est de formuler des lois valables pour un 
ensemqle d'etres ou d'elements, auquel on donne le nom de population. 
Cette derruere est l'ensemble de toutes les observations possibles 
concemant le caractere etudie. 
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Une population peut etre de natu~e tres variee: etres humains, aniinaux, 

plantes? bacteries etc .. 

II est evideroment peu commode d'etudier tout cet ensemble a cause du 
nombre tres eleve du nombre d'observations (parfois infini). 

3. Echantillon 

L'etude d'un caractere porte en general sur une partie restreinte de la 

population appelee alors echantillon dont l'effectif nest tini. Le choix de 

cet echantilloo sera fait au hasard. 

4.•variahle statistique 

Le :caractere ·sur lequel porte l'etude statistique est appelee variable 

statistique .. Cette. derniere peut etre : 
• gualitative : ~ouleur des ·yeux, reaction a un vaccin ... 

•quantitative: l'intensite du caractere peut etre alors mesuree. 

Une variable quantitative peut etre : · 

20 

- continue si l'intensite du caractere etudie peut prendre toutes les 
valeurs d'un intervalle fini ou infini ; exemple : 

longueur des tiges d'une plante, poids de nouveau­

nes ... 
- discontinue : (on dit aussi discrete) ; exemple : nombre d'etudiants 

par cla&se, nombre d'enfants par couple ... 

ST A T/8TIOUE 

5. Presentation des donnees 
et representation graphique 

A. Presentation des donnees 

♦ Cas d'un caractere quantitatif disconti11u 

Soit un echantillon de taille n, c'est-a-dire comportant n elements 
numerotes par exempte de 1 a n. 

- Si X est la variable sur lequel porte l'etude, alors X peut prendre les 
I 

valeurs: 

X l ; X2 ; ....... ; Xj ; .......... ; X11 

- L'ensemble des valeurs de X constitue une serie statistique definie par : 

• son etendue, c'est-a-dire l'ecrut qui separe la plus grande de la plus 

petite valeur ; 

• son effectif total, c'est-a- dire la somme de tous les Xi 

Si la valeur xi du caractere se repete un nombre de fois ni dans la serie 

statistique, ni est alors une repetition de la valeur x1• 

n1 est appele frequence absofue de ,q. 
On pent done ecrire : 

- Le nombre f1 = ni/ nest appele frequence relative de x1• 

Bien evidemment, la somme des frequences relatives est egale a 1 : 

:E lj = l 
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Exemple 

Xj ni fi 

caractere frequence frequence 

absolue relative 

5 4 0,0125 

IO 19 0,0594 

15 33 0,1031 

20 63 0,1969 

25 82 0,2563 

30 56 0,1750 

35 38 0,1188 

40 20 0,0625 

50 5 0,0156 

:E n == 320 1 

♦ Cas d 'un caractere quantitatif continu 

Un caractere continu a un nombre de valeurs distinctes theoriquement 
infini. En realite, et pour des raiSOfLS pratiques, nous ne pourrons discerner 

qu'un nombre fini de valeurs distinctes qui forment un ensemble discontinu 

de valeurs. 

Ainsi, on constitue des classes en divisant l'ctendue de la serie en uncertain 

nombre d'intervalles partiels, chacune des classes groupant ensemble, les 

mesures relatives a un merne intervalle; · 

Chaque classe contiendra toutes les valeurs superieures ou egales a sa 

limite inf erieure, mais strictement inferieures a sa limite superieure. 

Le centre de classe represente)a « moyenne » de la classe et l'etendue ,de la 

classe est l'ecart entre les deux limites de classe. 
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Exemp)e 

Taille des enfants d'une ecole (en cm) 

la classe [100 - 105[ du tableau ci-dessous contiendra l'ensemble des 

valeurs de x comprises entre 100 (inclus) et 105 (exclu); 

la classe suivante [105 - 110[ contiendra)'ensemble des valeurs de x 

comprises entre 105 (inclus) et 110 (exclu); 

etc. 

.•. 

Limites de la Xj Ilj fi 
Classes classe caractere frequence frequence 

(cm) centre de classe (cm) absolue relative 

1 [100-105[ 102,5 4 0,0125 

2 [105 110[ 107,5 19 0,0594 

3 [110-115[ 112,5 . 33 0,1031 

4 [115-120[ 117,5 63 0,1969 
5 [120-125( 122,5 82 0,2563 
6 [125 130[ 127,5 . 56 0,1750 

7 [130- 135[ 132,5 38 0,1188 

8 [135-140[ 137,5 20 0,0625 

9 [140-145[ 142,5 5 0,0156 
l: n=320 I 
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♦ Cas d'un caractere qualitatif 
Les resultats d'une enqu.ete relative a un caractere qualitatif, sont groupes 
en autant de categories ou classes qu'il existe de modalites pour le caractere 

etudie. 

A thaque classe est alors associe son effectif ni, ou frequence absolue et sa 
(requence relative fi = 11J / n 

Exemple 
. : Soient deux genes codominants A et a. Le croisement, Aa x Aa donnera 

theoriquement, en deuxieme generation : 
25 % du phenotype [AJ ;25 % du phenotype [a]; 50 % du phenotype [AaJ 

Sur 150 individus, on a obtenu: 

n1 fi 
" 

Phenotype ·frequence frequence 

absolue relative 

[Al '. 40 0,266 . 
[Aa) 82 0,546 

[a] 38 0,253 ;: 

150 1,000 

B.:Representalion graphique 
• Cas d'un caractere discontinu : diagramme en batons 
C'est un ensemble de segments verticaux ayant pour origine les points 
d'abscisse x1 et pour hauteur une longueur proportionnelle : 

- soit a l'effectif correspondant; 

- soit a la frequence fi corre1pondante. 
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♦ Polygone des frequences 
On obtient le polygone des frequences en joignant par des segments de 
droite les extremites des bfttons. 

♦ Diagramme cumulatif 

L'effectif cumule jusqu'a la ieme valeur Xj du caractere est la somme n1 + Dz 

+ ............... + ni des effectifs partiels obtenue pour les i premieres valeurs du 
caractere . 
La frequence relative curnulee jusqu'a la jerne valeur xi du· caractere est la 

somme f1 + f2 + ............... + fi 

Exemple 

Xj ni Effectif Frequence Frequence relative 
cumule relative cumulee 

'.· ' 

110 4 4 0,0125 0,0125 

115 19 23 0,0594 0,0719 · ... 

120 33 56 0,1031 0,1750 .· '"'· ·', 

125 63 119 0,1969 0,3719 
' 

130 82 201 0,2563 0,6281 

135 56 257 0,1750 0,8031 : 

140 38 295 0,1188 '0,9219 .· 
' 

145 20 315 0,0625 0,9844 

150 5 320 0,0156 1,0000 
Somme 320~ 1 ·~~- -

Dans le diagramme cumulaLif, les batons ont des longueurs proportion­

nelles aux effectifs curnules. 
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• Cas d'un caractere continu : histogramme 
Le diagram.me en batons est remplace par un histogramme. En effet, la 

representation precedente n'est plus possible puisque, a l'interieur d'une 

meme classe, le nombre de valeurs discernables de x est tres grand. 
'ii 

L'aire de l'histogramme est proportionnelle a l'effectif total 
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1. Mode-------------

Exemple : 2; 2, 5, 8, 9, 9, 9, 10, 12, 13 a pour mode 9 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 n'a pas de mpde 

2. Medione--------------

Exemple: 3 8 14 15 18 22 23 

mediane = 15 

3 8 14 15 18 22 

mediane = 14+15 

~ . . . 

La mediane est detenninee par le nombre d'observations"'mais' non par la 

valeur de celles-cL Ainsi, les valeurs extremes, grandes ou petites, n'affec­

tent pas la mediane. 
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3. •Moyenne arithmetique 

La\moyenne arithmetique x d'une serie de mesure xi, x2 • ... Xn d'une ~6me 
grandeur x, est definie par : 

C'est la mesure la plus familiere et la plus couramment utiliste. Elle est 
influencee par la valeur de toutes les observations. Sa valeur peut etre 
biaisee par quelques valeurs extremes. 

♦ Proprietes de la moyenne arithmetique 

La somme algebrique des ecarts a la moyenne est nulle. 

Si, 

alors, 

n 

OU I,(x1 - x) === o 
lzl 

! 
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1. Etendue ----,------------

C'est la difference entre le plus grand et le plus petit nombre d'une serie 
statistique. 

Ex.emple : l'etendue de !'ensemble des nombres : 

2 · 3 3 5 5 5 8 10 12 est 12 2:::: 10 

~ 

2. Ecart moyen---------------

L'&:art mo yen (EM) d'un ensemble de nombres x 1, x2, .... Xn est defini par : 

EM= 2]xi-xl 
n 

x etant la moyenne arithmetique. 

Exemple 

Calcul de l'EM des nombr~,; 2, 3, 6, 8, 11 
2+3+6+8+11 

Valeur moyenne : x :::: 
5 

= 6 

EM 
I 2-6 I + I 3-6 I + ......... I 11 -6 I 

5 = 2,8 

Les principales caracteristiques de l'ecart moyen sont les suivantes: 

• il accorde le meme poids a tous les ecarts ; 
• il peut etre calcule aussi bien a partir de la mediane qu'a partir de la 

moyenne; 

• c'est une mesure dont le ca1cul et !'interpretation sont simples. 
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3. Variance----------------

C'est la moyenne arithmetique des carres des ecarts par rapport a la 

moyenne d'une serie statistique. 

On la note V (x) . 

L'expression Lni(x; -x)2 s'appelle somme des cam::s des ecarts relatifs a 
l~inoyenne (SCE). L'expression de la variance s'ecrir alors : 

On montre aussi que, 

• 
SCE V(x) :::::---­
n 

V(x) = [I.~,x,' ]~ x' 

· C'est cette demiere fommle qui est souvent utilisee. Son avantage reside 

dans le fait quela moyenne x n'intervient qu'une seule fois dans le calcul 

final. 

~- . 

··••·:?;t~~·~·~:9~lie~~l#i,~i•t'· 

4. Ecart type~------------

On definit J'ecan type d(x) d'un ensemble N de nombres x 1, xz ..... Xn par: 

liqtii'~r~'t1l 
C'est done la racine cam~e de la variance. 
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Caracteristiques de l'ecart type: 

• c'est la mesure de dispersion la plus frequemment utilisee 

• la valeur de chacune des observations affecte la valeur de l'ecan type. Un 

changement de valeur d'une observation aura pour effet de changer la 

valeur de l'ecan type ; 

• sa valeur peut etre fortement influencee par quelques valeur$ extremes. A 
l'instar de la moyenne, l'ecart type tend a etre rooins representatif dans les 

distributions fortement dissymetriques ; 

• on ne peut le calculer dans des distributions a classes ouvertes qu'a l'aide 

d'inf onnations additionnelles. 

5. Coefficient de variation: CV 

C'est le rapport entre l'&:art type et la moyenne: 

ICV=';'x!OOI 
.Le CV est exprime en pourcentage (%). Il resume la dispersion des 

resultats et est utilise surtout dans les essais d'agronornie. On considere 
qu'un essai est fiable si le CVS 12 ~ 15 % 
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L'etendue, l'ecart moyen, la variance et l'ecart type sont des mesures de 

dispersion absolue. Elles s'expriment dans les memes Jmites que les 

observations originales. Ces mesures ne permettent pas de comparer,deux 

dispersions portant sur deux obs~rvations differentes par leurs unites. Le 

coefficient de variation, mesure de dispersion relative, permet une teUe 

comparaison. 

Exemple 

Distribution des tailles (cm). Distribution des ppids (kg) 
·. 

160cm 70kg Moyenne 

Ecart type 20cm 5 kg 

Coefficient (20/160) .100 = 12,5 % csno) .100 = 1,14 % 
de variation 

Dans cet J'xemple, Ia dispersion relatfve est plus grande pour la variable 
« ~ille » que pour la variable <.< poids » ; autrement dit ta'distribution des 

poids est plus homogene que la distribution des tailles. 

Exercice 
La serie 'suivante represente la croissance journaliere (en g/j) d'une serie 

d'~gneaux pendant le premier mois (GMQ 10~30 j). . 
Croissance des 110 115 120 125 130 135 140 145 150 

agneaux, x (f!!i) 

Effectif, n 4 19 33 63 82 56 38 20 5· 

I. Calculer la moyenne, la variance et l'ecart type de cette serie. 

2. Etablir l'histogramme et ie polygone de frequence de cette serie. 
3. Etablir l'histogramme des effectifs cumules croissants ainsi que le 

polygone des frequences cumulees relatives croissantes. 
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Corrige 

1. Calcul de la moyenne, la variance et l'ecart type de la serie. 

Le tableau ci-dessous resume la presentation des resultats et les el.apes du 

calcul. 

Xi ni IliXi x? nixi2 ( -·2 X; ·-X) ( -)2 ni xi -x 

110 4 440 12100 48400 406,3 1625,1 

ll5 19 2185 13225 251275 229,7 4364,S 

120 33 3960 14400 475200 103,l 3403,9 

125 63 7875 15625 984375 26,6 1675,0 

130 82 10660 16900 1385800 0,0 2,0 · 

135 56 7560 18225 1020600 23,5 1313,9 

140 38 5320 19600 744800 96,9 3682,2. 
. .. 

145 20 2900 21025 420500 220,3 .· 4406,7. 
. 

150 5 750 22500 112500 393,8 1968,9 

Somme :Eni= n = 320 41650 153600 5443450 1500,2 22442,2 

Moyenne, 130,16 g 
x }2xi 

x n 

Variance, }:;n(x -X)' [l>•'] 
V(x) 70,13 g2 

V(x) = 1 1 = , 1 -x2 

n n 

. Ecart type, 
8,31,g 

cr (x) = -{v(x) 
o(x) 
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2. Representation graphique 

90 

80 

70 

60 

50 

40 

30 

20 

IO 

82 polygone des frequences 

o ..... _...., __ ,._ _ _,., __ ,.__....., __ .,__...., __ ""'""_"" 
110 · 115 120 125 130 135 140 145 150 

3. Histogramme des eff ectifs cumdles croissants 
et polygone des frequences relatives cumulees croissantes 

Xi n1 Effectif Frequence Frequence relative 
cumule relative cumulee 

110 4 4 0,0125 0,0125 

115 19 23 0,0594 0,0719 

120 33 56 0,1031 0,1750 

X 

-
125 63 119 0,1969 0,3719 

130 82 201 0,2563 0,6281 f ; 

135 56 257 0,1750 0,8031 ' .• 

140 38 295 0,1188 0,9219 
145 20 315 0,0625 0,9844 

150 5 320 0,0156 1,0000 

Somme 320 1 
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. SEQUENCE DETRA VAIL N°2 

Variables aleatoires 
et lois de probabilites 

} Objectifs pedagogiques 

J 

1 
I 

1 

A la fin de cette sequence, mais etape par etape, vous devriez etre capable : 

1. de definir une variable alcatoire et de distinguer une variable aleatoire 

continue d'une variable aleatoire discrete ; 

2. de definir une Ioi de probabilite ; 

3. de distinguer une fonction de densite de probabilite d'une fonction de 
repartition ; 

4. d'appliquer une loi binomialc et d'en dectire Ies parametres ; 

5. d'appliquer une loi de Poisson et d'en decrire le pa.rarnetre. 

~? 

Cii 6
h :.·.······ .•. ; 
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1. Position du probleme 

Il arrive souvent que le resultat d'une epreuve puisse s'exprimer par un 

nombre. Par exemple, le numero sorti en jetant un de, le nombre de 

« piles » obtenues en jetant 10 fois une piece de monnaie, le nombre de 

coups de telephone rei;us par un etablissement en une heure ... 

Mais il peut arriver aussi que les evenements el6mentaires d'une epreuve ne 

s'expriment pas par des nombres. Conventionnellement, on etablit une 

correspondance entre ces evenements et un ensemble des nombres. Par 

exemple, l'ensemble E des evenements elementaires relatifs ~ l'epreuve 

« lancer une piece de monnaie » s'ecrit : 

E= {P, F} 
On fera correspondre alors le nombre 1 au resultat « pile » et le nomhre 0 

au resultat « face ». L'ensemb1e E peut se remplacer par le nouvel ensemble 
{ 0, I}. 

Daris ces conditions, on appellera variable aleatoire une application de 

!'ensemble des. evenements elementaires sur R (ensemble des nombres 

reels). 

Une variable aleatoire X (que l'on notera parfois v.a. X) est done un 

no1nbre associe a une experience a1eatoire ou une epreuve E et servant a 
caracteriser le resultat de oette experience. 

Cette variable peut etre : 
• discrete ou discontinue ou stochastique si elle prend des valeurs 

separees. 

Exemples : nombre d'enfants par famille ; nombre de lapereaux dans une 

portee ; nombre de lactations realisees par une vache ... 
I 
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• continue si elle peut prendre toutes les valeurs reelles de l'intervalle 
(~oo,+oo). 

Exemples : tame de glycemie; production laitiere d'une vache ; taille ou 
po ids d'un animal ... 

2~ Variable aleatoire discrete'----~----

A. Fonction de distribution 

Eiemple. 
Op lance une paire de des. On. considere la somme des points obtenus 
apres chaque jet. Cette experience peut donner lieu a 11 resultats distincts 

resumes clans le tableau ci-dessous. 

de I I 2 3 4 5 6 

de 2 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 8 

3 4 5 6 7 8 9. i 

4 5 6 7 8 9 IO 

5 6 7 8 9 IO 11 

6 7 8 9 10 11 12 -· 

On peut associer a cette experience une variable X pouvant prendre 

chacune des valeurs 

Xi== 2, 3, 4 ...... 12 

avec les probabilites correspondantes Pi= 1/36, 2/36, 3/36 ...... 1/36. 

l 

X; 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Pi l/36 2136 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36 

I: 

36/36 
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Pour obtenir 5, il faut ; 4 et 1 i 1 et 4 ; 2 et 3 ; 3 et 2 

soit 1/36 x 4 = 4/36 = 1/9 

• L'ensemble des valeurs possibles de la variable aleatoire et les 

probabilites correspondantes constituent une distribution de probabilite, 

• On dit que X est une variable aJeatoire et ]'ensemble des couples (xi, PJ 

constitue, par definition, la loi de probabilite de la variable aleatoire X. 

Cette loi peut etre representee par un diagramme en batons (ci-dessous). 

p (X) 
6/36 

-
5/36 5/36 

4/36 4/36 

3/36 3/36 

2/36 2/36 

1/36 1/36 

I I 
0 

X 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Representation graphique de la distribution de probabilitt 

On appelle done Joi de probabilite de la v .a. X, la fonction P qui, a chaque 

xi associe: 
Prqb (X =Xi)= Prob (xi) 

Si la v.a. X peut prendre n valeurs differentes Xi, on aura : 
i=n 
I Prob ( xj) = 1 
i=l 
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Lorsqu'on associe a chaque valeur de xi sa probabilite de realisation, on 

realise bien une application de X vers [0, 1}. Cette application est notee 
f(x) 

f(x) = Prob (X = x) 

x etant une valeur numerique particuliere de X. 

f(x) est la fonction de distribution. Elle est notee par un f minuscule. 

B. Fonction de repartition 

Eri cumulant 1es probabilites, on obtient une distribution de probabilites 

cumulees. La fonction associee a une telle distribution est appelee fonction 
" . ' ' ., 

de repartition. Elle est notee F(X). · 

La fonction de repartition d'une variable aleatoire. discrete X, est done la 

fonction F qui, a chaque valeur x de X, associe F(x) telle que : 

F : x --> F(x) = Prob(X ~ x) 

x etant une valeur numerique particuliere de X. 

En pratique, c'estJa probabilite pour queX prenne une valeur inferieure ou 

egale a une vaieur donnee x. 

Exemple 

Reprenons l'exemple du paragraphe 1.2. : jet de deux des dont on s'inten'sse 

a la somme des points obtenus. 

Appelons S la somme des point-; obtenus et considerons les cas suivants : 

• Si S $ 3, on perd 2 F. 

• Si 3 < S $ 6, on perd 1 F. 

• Si 6 < S $ 9, on ne gagne rien mais on ne perd rien non plus. 

• Si 9 < S $ 12, on gagne 2 F. 
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Le tableau suivant resume !'ensemble ~es resultats possibles lors du jet de 

ces deux des, c'est-a-dire les valeurs que peut prendre S. 

resultat du jet 

de 1 ➔ 1 2 3 4 5 6 

de 2 J, : 
1 2 i . 3 4 5 6 7 

2 3 [ -.4 
I 5 6 7 8 

3 4 ·s-- ') 6 7 8 9 

4 5 6 
i '-y- :s 9 10 

5 6 7 8 ½I- '--10 11 
1, 

6 7 8 9 · 10 n 12. 

Si. la variable aleatoireX represente le « gain >> (positif ou negatjf) la loi de 

probabilite de X sera alors : 

I Pro~X) I 37:6 
-1. 

12/36 

• Fonction de repartition 

Pour. x i:c ]- """ ; -2[ :::::> F (X) = 0 

Pour x E [-2 ;4( ~ F (X) = 3/36 = 1/12 

Pour x e [-1 ; 0[ ~ F (X) = 15/36 = 5/12 

Pour x E [O ; 2[ ~ F (X) = 30/36 = 5/6 

Pour x E [2 ; + oo( ==> F (X) ::: 36/36 :::: 1 

I 0 2 

15/36 6/36 

I La representation graphique.de la fonction de repartition se fait a l'aide 

d'un diagramme en escalier (cf. § Application, plus .loin). 
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C. Esperance mathematique · 

Partons de deux exemples : 

Exemple 1 

Considerons l'epreuve consistant a jeter une piece de monnaie. On aura 

. deux evenements possibles : pile ou face. Chaque evenement a une 

probabilite de 0,5 d'apparaitre. 

• Si l'evenement « pile » apparait, on gagne 10 F. 

• Si l'evene,ment « face >► apparait, on perd 20 F. 

· Evenements Face Pile 

X -20F + IOF 

Prob(X = x) 0,5 0,5 
Prob(X ~ x) 0,5 0,5 +0,5-1 

Exemple2 
Considerons l'epreuve d'unjet de de equilibre a 6 faces. 

Les evenements possibles sont { 1 ;2,3,4,5,6}. Chaque evenement a une 

probabilite de 1/6 d'apparaitre. 

• Si la face affiche un nombre premier (1, 2, 3, 5), on gagne 6 F sinon on 

perd 12 F. 

Evenements 4,6 I, 2, 3, 5 

X -12 F +6F 

Pr.ob(X = x) 2/6 4/6 

Prob(X ~ x) 2/6 1 
. 

Dans les deux (;Xemples, la variable X = « gain » ne peut prendre que deux 

valeurs possibles qui sont + 10 F ou -20 F dans l'exemple 1 et + 6 F et 

- 12 F dans l'exemple 2. Il1n'existe pas de gains possibles entre deux va­

leurs consecutives. X est bien une variable aleatoire discrete ou un alea 
discret. 
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· Definition de E(X) 
Soil X une v.a. discrete pouvant prendre les valeurs xi (i = 1, 2, 3, ...... n) 

avec les probabilites Pi • 
E(X) correspond a l'esperance mathematique et se calcule a partir de 

!'expression : 

Dans l'exemple 1, 
E (X) = 0,5 x ( + 10 )+ 0,5 x (-20) = - 5 F , 

Dans l'exemple 2, 

E (X) = 2)6 x (-12) + 4/6 x (+ 6) = 0 F 

• Dans l'exernple 1, on perd en moyenne plus qu'on ne g~gne. C'est 1~·cas 

de la quasi totalite des jeux de la Loterie Nationale. . 

• Dans l'exemple 2, il y a equilibre a long tenne entr~-les gains et les 

pertes. . 
• Si E(X) est positif, il s'agit d'un jeu utopique ; on gagne en mo~enne 

plus qu'on ne perd. 

Proprietes de E(X) 

On demontre que : 

• E(X + Y) = E(X) + E (Y) 

• E(k.X) = k E(X) et k E R 
• E(X.Y) = E(X)". E(Y) si les deux variables X et Y sont independantes, 

• E(X.Y) = E(X). E(Y) + Cov(X; Y) si les deux variables X et Y sont 

dependantes et ou : 
1 n 

Cov(X; Y) = - I, [x1 - E(x)] [Yi- E (Y)] 
n i=l 

La covariance (Cov) de deux variables aleatoires independantes est nulle. 
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• Si l'on majore ou J'on minore d'une meme valeur k les valeurs prises par 

une variable aleatoire X, son esperance mathematique est majoree ou 

minoree de la meme valeur k. 

E(X + k) = E(X) + k 

• E(X - E(X)) == 0 ; X E(X) est une variable centree. 

D. Variance 

·nefinition d~ V(X) 

Proprietes de V(X) 

• Si l'on ajoute une constante k a une variable aleatoire X, la variance est 

inchangee 

V(X + k) = V(X) 

., Si t'on multiplie par une constante k la variable aleatoire X, sa variance 

est multipliee par k2. 

V(kX) = k2 V(X) 

• On demontre que : 

V(X):::: E (X2)- [E (X)] 2 

et 
V(X) = E ([X E (X)]2] 
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• Si X et Y sont deux variables aleatoires quelconques, on a : 

V (X + Y) = V (X) + V (Y) + 2 Cov ( X ; Y) 

E. Applications 

Exemple 1. 

Exercice 

Considerons l'experience suivante : on lance deux des equilibres. A chaque 

couple de resultats, on associe le maximum X de l'une des composantes ou 

des deux composantes du couple. 

1. Quelles sont les resultats possibles d'une telle experience? 

2. Ecrire la loi de probabilite de X et la representer graphiquement. 

3. Quelle est la fonction de repartition de X ?. La representer graphique­

ment. 

Corrige 

1. Tousles resultats possibles (univers des possibles) d'une telle experience 

figurent clans le tableau ci-dessous. 

1 2 3 ! 4 
1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) 

2 (2,1) (2,3) 

3 (3,1) (3,3) 

4 (4,1) (4,3) 

5 

6 

2. En associant, a chaque resultat, le maximum X du couple obtenu , on 

-0btient les valeurs suivantes pour X : · 

X = { 1, 2, g, 4, 5, 6 } · 
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Pour chaque valeur de X, les probabilite& correspondantes sont les 
suivantes (tableau ci-dessous). .. . 
Dans cet exemple, X ne peut prendre que des valeurs isolees. OU entieres : X 
est done bien une variable aleatoire discrete. 

Prob(X) Couples correspondants 

Prob(X:::: 1) = 1/36 (1,1) 
.,; 

Prob(X = 2) = 3/36 (2, 1) ; (2,2) ; (1,2) 

Prob(X = 3) = 5/36 (3,1); (3,2); (3,3); (2,3); (l,3) 

Prob(X = 4) = 7/36 (4,1); (4,2); (4,4); (3,4); (2,4); (1;4) 

Prob(X = 5) = 9/36 (5,1); (5,2); (5,3); (5;4); (5;5); (4,5); (3,5); 
(2,5) ; (1 ;5) 

Prob(X = 6) = 11/36 ensemble grise du tableau ci-dessus : 11 valeurs 

• Ecriture de la loi de probabilite de X 

Xj 

X 1 2 3 4 5 

P(1() 1/36 3/36 5136 7/36 9/36 

• Representation graphique de la loi de probabilite de X : 
diagramme en batons. 

l p (X) 
' 11/3 16~ 

9/.3 

7/3 

5/3 

3/3 

l/3 

48 

I 
6 

6 

6 

6 

6 ' 

'0 

J 

I·. 

1 2 3 4 5 6 

6 

11/36 

X 

STAT/ST/QUE 

I 
t 
l 

:t Fonction de repartition: de X 

• F: x --> F(x) = Prob(X $ x) 

autrement dit, c'est la probabilite que X prenne une valeur inferieure ou 

egale a une valeur donnee x. 

X 

X -00 0 1 2 3 4 5 

F(X) 0 0 0 1/36 4/36 9/36 16/36 

• Representation graphique de F(X) : diagramme en escalier 

36/36 

25136 

16/36 

9/36 

4/36 

1/36 
0 

F(X) 

I 
2 3 4 

2. VARIABLES ALEA TO/RES ET LOIS D£ PROBABILITES 
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6 +oo 

25/36 36/36 

·. 

.•· 

X 
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Exemple 2 

Dans l'exemple du § Il.2, E (X) et V(X) seront determines ainsi : 

• Esperance mathematique et variance 

. 
X -2 -1 0 2 Total ( = Z) 

Prob(X) ou Pi 3/36 12/36 15/36 6/36 1 

X.Prob(X) ou ~iPi -6/36 -12/36 0 12/36 E (X) = --6/36 

X,2. Prob(X) 12/36 12/36 0 24/36 E {X2) = 48/36 

OU Xt-Pi --

. n 
* E(X) = L Pi Xj = - 6/36 = -116 

. i=l 

* V(X) = E (X2) [E (X)] 2 = 48/36 1/36 = 47/36 

3. ,Variable.aleatoire continue--------­

A. Fonction densite de probabilite : f(x) 
41> 

. -SoitX, une variable aleatoire continue c'est-awdire prenant ses valeurs dans 
R ou un intervalle de R. 
On appelle fonction de densite de probabilite de X ou densite de 

probabilite de la variable aleatoire X, la fonction f, de R dans R+ telle 

que, pour tout couple de nombres reels (a; b avec a~ b), la probabilite que 
X prenne des valeurs comprises entre a et b est : 

50 
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B. Fonction de repartition : F(xl 

C'est l'application F : R-> (O ; 1] ' tel que : 

Proprietes de f et F 

Fonction de densite : f 
, fonction de repartition : F 

• f est integrable 
• Fest derivable 

+- • F -> O, quand x-> - 00 

• f f{x)dx =1 •F -> l,quandx->+ 00 

-- • p est tou 1ours croissante 
• fest positive 

c. Esperance mathemotique 

-I-<'> 

E(X) = f x.f(x)dx 

oil f designe la densite de X. 

D. Variance 
+-

V(X) = f (x- m)2 .f(x)dx --
I 

Les proprietes de E(X) et V(X) sont les memes que dans le cas d'une 

variable aleatoire discrete (cf. ci-dessus § 1.3 et 1.4) 
I 
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1. Position du probleme -------~---

Soit une experience dont le resultat est soit la realisation d'un evenement A 
soit celle de soil contraire A, toute autre eventualite etant evidemment 

exclue. 

Associons a !'apparition de A, la probabilite p : 

Prob(A) =p 
Prob(A) + Prob(A) = 1 = p + q 

Dan5: ce cas, Prob( A) = 1 ~ p = q 

Exemple · 
Considerons un jeu consistant a jeter un de a 6 faces et soient les 

evenements suivants : 

A = apparition de la face 3 => Prob (A) = 1/6 = p 

A= apparition de« non A» c'est-a-dire (1,2,4,5,6} => 
Prol>{A} = 1.-1/6 = 5/6 
Une experience de ce type est appelee epreuve de Bernouilli. 

Considerons maintenant ur~e suite de n epreuves de Bemouilli identiques 
et independantes. A chaqµe epreuve, nous appellerons succes, la realisa­

tion de A et echec la realisation de A. 

J 
Par exemple, si on jette le de 5 fois, cela veut dire que n == 5 ' 

52 STAT/ST/DUE 

j 

i 

' ~ 
I 

' ' 

, 

I 
I 

On voudrait calculer, sur ces 5 jets, Ia probabilite que la face 3 apparaisse: 

- 1 fois sur les 5 epreuves 

- 2 fois sur les 5 epreuves 

- 3 fois sur les 5 epreuves 

, :-- 4 fois sur Jes 5 epreuves 

- 5 fois sur les 5 epreuves 

- ou alors qu'elle n'apparaisse aucune fois sur ces 5 epreuves. Ce qui est 

possible. 

Appelons alors X, le nombre de succes, c'est-a-dire le nombre de fois ou la 
face 3 est apparue lors de ces 5 jets. 

X peut etre consideree comme une variable aleatoire qui peut prendre les 

valeurs suivantes : 

{O, 1, 2, 3, 4, 5} 

Or, on sait que la probabilite associee a chaque apparition de Ia face 3 ne 

change pas : elle est toujours de 1/6. 

Mais comment calculer la probabilite pour que la fafe 3 apparaisse 
2 fois sur Ies 5 epreuves ? 
La reponse est donnee parla Joi binomiale ! 
Nous avons choisi cet exemple theorique un.iquement pour mieux situet la 
position du probleme mais on peut facilement deviner Jes situations 

concretes ou Jes problemes se posentde la meme fa;on (cf. exercices 

d'application). 

2. Definition de la loi binomiale 

Soient: 

• A : evenement aleatoire de probabilite p ; A ➔ 1 - p [evenement 

contraire] 

• n : nombre d'epreuves ou A est susceptible de se realiser 
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• X ; variable aleatoire, associee a !'apparition de A, c'est~a-dire qu'on 

· considere Ia v.a. X comme egale au nombre de fois oii l'evenement A a 

ete realise au cours des n epreuves. 

X pent prendre Jes valeurs [O, 1, 2, ... k, ... nj 

Laprobabilite que Ase produise k fois en n experiences (ou epreuves) est 

don.nee par la loi binomiale : 

Pt()ti(X = k) :::.: C~ pk qn-k [O :S k $ n] 

OU, 

· .. <:;ette loi de probabilite est appelee loi binomiale car C ! pk qn-k est le 

terme general du developpement du binomede Newton (p + q)n. 

En effet, on a: (p + q)0 = I, c: pk qn-k 
··. k=O 

Cette loi est fOmpletement definie par deux parametres qui sont n et p .. 

On la note al.9rs '13 (n1p). 

~/Proprietes de la loi binomiale ._:._ ______ _ 

La demonstration de ces proprietes est evidemment possible mais ce qu'il 

faut retenir c'est surtout leurs applications qui sont tres import.antes. 

54 Sr A TTST/QUE 

1 
t 
J 

l 
l 

'f '! 

11 existe des tables de la loi binomiale dont on extrait }imite. figure ci­

dessous: 

n k 0,1 0,2 

2 0 0,81 0,64 

l .. 0,32 

2 0,01 0,04 

3 0 0,7290 0,512 

1 0,2430 0,384 

2 0,0270 0,096. 

3 0,0010 0,008 

4 0 0,6561 0,4096 

l 0,2916 0,4096 

2 0,0486 0,1536 

3 0,0036 0,0256 

4 0,0001 0,0016 

Exemple : pour n:::: 2 et k = 1 et p = 0,1 
la table ci-dessus donne : 

p 

0,3 

9,49 

0,42 

0,09 

0,343 

0,441 

0,189 

0,027 

0,2401 

.· 0,4116 

0,2646 

0,0756 

0,0081 

Prob(X:::: 1) :::: c! pkqo-k = 0,18 (valeur grisee) 

2. VARIABLES ALEA TOIR£S ET LOIS DE PROBAB/LITES 

0,4 0,5 

0,36 0,25 

0,48 0,5 

0,16 0,25 

0,216 0,125 

0,432 0,375 

0,288 0,375 

0,064 0,125 

0)296· , 0,0625 

0,3456 0,2500 

0,3456. , 0,3750 

0,1536 0,2500 

0,0256 0,0625 
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4. Champ d 1application de la loi binomialea-..;....;._---..: 

Dans la pratique, la loi binomiale, Prob(X :::: k) = C~ pk qn-k 

est appliquee chaque fois ou : 
• un evenement A se produit au cours d'une epreuve avec la t1robabilite P et 

l'evenement contra.ire A avec la probabilite q = l - p ; 

. • l'evenement Ase repetekfois au cours den epreuves identiques (a la 
• ·· premiere) et surtout independantes : 

. epreuves identlques :J'epreuve esttoujours la meme 
- independantes : le resultatd'une epreuve ne depend pas du resultat -

. de l'epreuve precedente ou de l'epreuve suivante. 

Cette situation se presente dans les cas suivants : 

• reussir ou'non a un examen 
• obtenir la face 2 lors d'un jet de de ou non (c'est-a-dire obtenir 1, 3, 4, 5 

OU 6) 
• obtenir pile ou face lors d'un jet d'une piece de monnaie 

• une graine germe ou ne germe pas 
• un animal est malade ou sain 

Pour chacun des exemples cites, il existe toujours une: probabilite p 

associee aJ'apparition de l'evenement considere et une probabilite 

q = 1 - p, pour l'apparition de l'evenement contraire. 

II est done indispensable, lors de la resolution des exercices, de verifier que 

l'on est bien dans la situation d'emploi de la loi binomiale en determinant la 

nature des epreuves et les probabilites qui leur sont associees. 
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5.Applicationde la loi binomiale-----------

Exemple 

Exercice 

D'une grande population d'animaux de la meme race, dont 64% ne sont pas 

atteints d'une inaladie A, on tire au hasard 16 d'entre eux ( on assimile ce 
tirage a uri tirage avec remise). Soit X la variable aleatoire prenant pour 

valeur le nombre d'animaux n'ayant pas cette maladie : 

1. Quelle est la loi de X? Calculer son esperance E(X) et sa varianceV(X). 
2. a. Quelle est la probabilite d'avoirlO d'entre eux non atteints? 

b. Quelle est la probabilite d'avoir au plus 15 d'entre eux non atteints ? 

Corrige 

1. Le timge est effectue 16 fois dans des conditions identiques et indepen­

dantes, chaque tirage donne lieu a deux resultats possibles qui s'excluent 

mutuellement, (ou ils sontatteints de la maladie A OU ili he sont pasat­
teints). La variable aleatoire X est done une v;a binomiale de parameties n 

= 16 et p = 0,64 

Sa loi de probabilite est done : B(16; 0,64) 

P(X = k) = c1~(0,64)\0,36)16
-k 

O sx S 16 
E(X) = np:::: 16 x 0,64 = 10,24 

V(X) = npq = 16 X 0,64 X 0,36 = 3,6864 

2. 
a. P(X=IQ)::;;C;~(0,64)1°x(0,36)6 :::::0,2010 

b. P(au plus 15 non atteints) = 1 - P(l6 non atteitUs) 

= l-Ci~(0,64)16(0,36)° 

= 1-(0,64)16 =l-0,0008=0,9992 
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1. Definition de la loi de Poisson--------

Considerons une v.a. X suivant une loi binomiale '.B (n, p) mais ou n est 

tres grand et p voisin de 0. 

Eiemple 
Considerons la loi '.B (100, 0,02) 

Prob(X = k) = C~
00 

0,02k~0.98IOO--k [Os X s 100] 

Les probabilites correspondant aux valeurs elevees de X sont extremement 

faibles et pratiquement negligeables. Les valeurs significatives sont 

groupees autour de: 

k = np = 100 X 0,02 = 2 
On:, remarq\le que, la valeur de n etant elevee et celle de p etant faible, 
!'expression binomiale devient peu pratique. 

On.montre alors qu'une tres bonne approximation des diverses probabilites 

peut etre obtenue au moyen de la Joi de Poisson de parametre m = np = 2 

soit: 

2k 
Prob (X = k) ""' e-2 IT 

L'approximation que l'on fait correspond en fait a une propriete de la Joi 

binomiale. 

En eff et, on montre que : 

Quand n --> 00, et p --> 0 et np = m restant constant, alors : 

C~ pk qn-k --;;,, e~m i 
En pratique ceci est verifie lorsque n > 30 et p < Otl ou np < 5 ou 

npq < 10. Dans ce cas l'approximation ci-dessus est acceptable. 
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Regle genera le 
Soit X un~ variable aleatoire pouvant prendre toutes les valeurs entieres 

0,1, 2, ...... n, .. . 
On dit que X suit la loi de Poisson de parametre m (m reel strictement 

positif) si et seulement si : 

avec k = 0, 1, 2, ...... n, .. . 

et ou e est la base des logarithmes neperiens [ e =2,718 ... ]. 
Cette loi est definie par un seul parametre, m. On la note P (m). 

2. Proprietes de la loi 
de Poisson et utilisation des tables .-------

A. Quand utilise-t-on la loi de Poisson ? 

La loi de Poisson est utilisee lorsque la realisation d'un evenenient est tres 

rare sur un grand nombre d'observations. C'est le cas de nombreux p'.,t<no­

menes tels que : 

- nombre d'appels tel~honiques re~us par minute par les services de 

renseignements telephoniques ; 

- nombre de fautes d'impression par page dans un livre; 

- desintegration d' un corps radioactif ; 

- presence de globules rouges dans un champ micros~opique apres dilu-

tion; 
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- pr~sence d'une bacterie dans un champ mjcroscopique · apres dilution 

d'Qne suspension bacterienne ; 

-etQ.4 

8. Utilisation des tables 

Certhlns ouvrages de statistique donnent des tables de la Joi de Poisson. Ces 

tables correspondent soit a la fonction de distribution Prob(X = k) (table 1 
en fin de ce:chapitre), soit a la fonction de repartition Prob(X :f k) (table 2 

en fi.n de cechapitre). 
Ces tables sont donnees en fonction de l'esperance mathematique, met de 

k. 

3. Approximation d1une loi 
binomiale par une loi de Poisson -------

A. Conditions prealables 

La loi de Poisson est un cas particulier d'une loi binomiale ou n esttres 

grand (n > 50)_ et la probabilite p tres petite (p < 0,1), le produit np 

conservant une valeur finie m. · 
·Done, si X est une variable aleatoire dont la loi de probabHite est une loi 

binomiale Prob(X == k} ;;;;; G~ pk qn-k et si n augmente indefiniment de telle 

sorte que le produit np reste egal a une constante m * 0 alors, 
' . mk 

Prob(X = k) tend vers e-mIT 

Cette approximation simplifie considerablement les calculs lorsqu'elle est 

possible. 
Ellene s'applique cependantque sin> 30 (ou 50) et sip< O,l. 
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B. Exemple 

Exercice 

Une usine fabrique des articles dont 4 % presehtent des defauts. Quelle est 

la probabilite pour que dans une livraison de 75 de ces articles, il y ail 2 

articles defectueux? 

Corrige 

La probabilite elementaire pour qu'unarticlepris au hasard dans cette usine 

soit defectueux est p = 0,04. 

Autrement dit, la probabilite d'avoir 2 anicles defectueuxdans un lot ~e 75 

est donnee par la loi binomiale de parametres : 

n = et p 0,04 
done, pour x = 2, on a: 

Prob(X = 2) = C~
5 

(0,04) 2 (0,96)75-2 . 

Nous sornmes dans un cas ou la loi binomiale peut paraitre difficile a 
. . ·--

appliquer ; comme n est << grand» et m n.p < 10, on pe, • approximer 

cette loi binomiale '13 (75 ; 0,04) par une loi de Poisson, P(m) = P(n.p) = 
P(3) 

La probabilite cherchee sera done, pour m = 3 et k =2: 

32 
P(X = 2) =:: :2T e·3 = 0,224 (table 1, en fin de chapitre). 
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Ill 0,1 

k 

o. 0,9048 

1· 0,0905 

,~.- Q,0045 

3 0,0002 

4· 

5 

6 C 

7 

8 

9 
·.• 

10 

11 

12 

13 

14 -
15 .. 
16, 

17 I 

18 

19 

20 

21 

2.2 

23 

62 

Table l. Loi de Poisson. Fonction de distribution : 
mk 

Prob(X = k) = e-m . IT 

0,3 0,5 0,7 1 2 3 4 5 8 

0,7408 0,6065 0,4966 0,3679 0,1353 0,0498 0,0183 0.()067 0,0003 

0,2222 0,3033 0,3476 0.3679 0,2701 (}~ 0,0733 0,0337 0,0027 

0,0333 0,0758 0,1217 0,1839 02707 0,2240 0,1465 0,0842 0.0107 

0,0033 0,0126 0,0284 0,0613 01804 0,2240 0,1954 0,1404 0,0286 

00003 00016 0,0()5-0 0,0153 0,0902 0,1680 0,1954 0,1755 0.0573 

,;: 0,0002 0,0007 0,0031 0.0361 0,1008 0,1563 0,1755 0,0916 

0,0091 0,0005 0,0120 0,0504 0,1042 0 1462 0.1221 

0,0001 0,0034 0,0216 0,0195 j),1044 0,1396 -
0,0009 0,0081 0,0298 0,0653 0,1396 

0,0002 0,0027 0,0132 0,0363 0,1241 

0,0008 0,0053 0,0181 0,0993 ,.,. 
0.0002 0,0019 0,0082 0,0722 

0.0001 00006 0,0034 0,0481 

0,0002 0,0013 00296 

0,0001 00005 0,0169 

0,0002 0,0090 

0.0045 
.. 0,0021 ---,. 

0,0009 

0,0004 

0,0002 

0,0001 

.. ,. ,. 
' 

10 

0/lflO( 

0,000'. 

0,0023 

0.007t 

00!8( 

0,037l 

0.0631 

0,0901 · 

0.112l 

0.1251 

0,1251 

0.1137 

0,0948 

o,ow 
0.0521 

0.0347 

().021~ 

0,0128 

0,0071 

0,0037 

O,OOlS 

O,flOOC 

0,M'W ,, .,-: 

0,000~ 
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m 0,1 

k 

0 0,9048 

I 0,9953 

2 0,9998 

3 1,0000 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

12 

23 

Table 2. Loi de Poi~on. Fonction de repartition : 
k 

f mk 
Prob(X 5: k) = e-m . k ! dk 

-oo 

0,3 0,5 0,7 1 2 3 4 5 8 
,f 

0,7408 0,6065 0,4966 0,3679 0,1353 0.0498 0,0183 0,0067 0,0003 

0,9631 09098 0.8442 0,7358 0,4060 0,1991 0,0916 0,0404 0,0030 

0,9964 0,9856 0,9659 0,9197 0,6767 0,4232 0,2381 0,1247 0,0138 

0,9997 0,9982 0,9942 0,9810 0,8571 0,6472 0.4335 02650 0,0424 

1,0000 0,9998 0,9992 0.9963 0,9473 0,8153 0,6288 04405 0,0996 

1,0000 0.9999 0,9994 0,9834 0,9161 0,7851 0,6160 0.1912 

LOOOO 0,9999 09955 0,9665 0,8893 07622 0,3134 

1 0000 09989 0.9881 0,9489 0,8666 0,4530 

0,9998 0,9962 0,9786 0,9319 0,5925 

l.0000 0,9989 0,9919 0,9682 0,7166 

0,9997 0.9972 0,9863 0!8159 

0,9999 0,9991 0,9945 0,8881 

1,0000 0,9997 0,9980 0,9362 

0,9999 0,9993 0,9658 

1,0000 0,9998 09827 

0,9999 0,9918 

1.0000 0.9963 

I 0.9984 

~ 
! 

0,9993 

0,9997 

0.9999 
, 

1,0!)00 
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0,00()! 

0.000' 

0,0028 

0,0103 

0,029: 

00671 

0,1301 

0.2202 

0,3328 

0,457! 

0,583( 

0,6961 

0,79H 

0,864~ 

09165 

0,951: 

09731 

0,9857 

0,9928 

0,9965 

0998~ 

0,9993 

09997 

0.999S 
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Testez vos connaissances 

Un tissu biologique est contamine par un virus et }'observation porte sur 

10000 lots de 30 fragments. 

1. Ex primer les probabilites theoriques de trouver 20 fragments sur 30, puis 

21 fragments contamines sur 30. On appelle p la probabilite qu'un fragment 

soit contamine et q la probabilitedel'evenement contraire. 

2. On remarque que sur 30 fragments, on trouve: 

- 20 fragments contamines dans 357 lots sur 10 000 

- 21 fragments contamines dans 210 lots sur 10 000 
En deduire Jes valeurs numeriques de p et q. 

jExercice2 

Le groupe sanguin d'un individu peut etre AB, B, 0 ou A. Sur 

400 personnes, 20 possedent le groupe AB, 40 le groupe B, 160 le 

groupe O et 180 le groupe A. D'autre part, chaque individu peut avoirun 
rhesus + (85 % des personnes) ou un rhesus - (15 %). La possibilite de 

recevoir du sang eans accident depend de deux caracteres independants: le 

groupe sanguin et le facteur rhesus. En ce qui concerne le groupe sang~1in, 

on utilisera le tableau en page suivante. 
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Groupe Peut donner du sang Peut recevoir du sang 
.. 

sans accident a : sans accident de : 
r--,,-~·----

AB AB tous les groupes 

A AB et A OetA 

B AB etB OetB 

0 tous Jes groupes 0 

En ce qui conceme le facteur rhesus, on admettra qu'une personne de 

rhesus + peut recevoir sans accident du sang d'un donneur avec rhesus + ou 

- ,et qu'une personne de rhesus - ne pent recevoir sans accident du sang 

que d'un donneur avec rhesus - . 

Determiner : 

1. La probabilite Prob(B) pour qu'un individu pris au· hasard possede le 

grqupe B. 
La ~robabilite Prob(B-"-)pourqu'ilpossedele groupe Betle rhesus - . 

2. La probabilite Prob(O) 

La probabilite Prob(O+) 

3. La probabilite pour un individu B- de recevoir sans accident du sang 

d'un autre individu pris au hasard. 

Meme question pour un individu O + 

4. Qn reunit trois personnes au hasard et onpreleve sur elles du sang paur 

donner a un individu du groupe R- . 
Quelle est 1a probabilite que pour deux d'entre elles, on soit sur que 

I'operation se fasse sans accident ? 
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1Exercice3 

Dans un elevage de bovins viande, on a constate qu'en moyenne 

10 animaux sur 1000 sont malades et done non commercialisables. 
Sur un lot de 800 animaux : 

l. Calculer la probabilite d'avoir 4 animaux malades. 

2. Calculer la probabilite d'avoir moins de 3 animaux malades. 

I E'iercice 4 

Dans une certaine population de bovins lait, 6 % d'entre eux sont atteints 

d'une mammite. On preleve un echantillon de 50 individus : X designe le 

nombre d'animaux malades dans cet echantillon. •. 

1. Peut-on ·utiliser l'approximation de Poisson dans ce cas ? 

2. Dresser un tableau des valeurs que peutprendre X. 

3. Calculer la probabilite pour que 3 ani~aux au plus soient malades. 

1Exercice5 

On considere N portees de cinq · souriceaux, issues de couples heterozy..: 
gates. On rappelle que la coloration des souris peut s'expliquer par 

l'existence d'un gene de coloration susceptible de 2 etats G et b, G 

entrainant la coloration, b l'albinisme. Pour un individu, il y a done 3 

genotypes possibles : ~ 

- individu homozygote colon~ GG, 

- individu homozygote albinos bb, 

- individu heterozygote colore Gb. 
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Le croisement de deux individus heterozygotes Ob peut dormer lieu al'urte -

ou l'autre des 4 combinaisons possibles GG, Ob, bG ou bb, avec des 

probabilites respectives egales a 1/4. 
Soit X, la variable aleatoire : nombre de portees comportant au moins 

4 souriceaux gris. 

1. Quelle loi suit X? La justifier. 

2. En deduire la rnoyenne, la variance et l'ecart type de X pour n = 4 

3. Calculer les probabilites pour que X = 0, 1,2,3,4 

,Verifiez VOS reponses a la page suivante 
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• • • •....... : Reponses au test 

!Exercice 1 

1. Appliquons la loi binomiale 

Prob(20) = c;g <P) 20 (q)IO 

Prob(21) = c;~ (p) 2t (q)9 

2. Sachant que, 
357 

Prob(20) = 10 
000 

= 0,0357 

et 
210 

Prob(21) = lO OOO = 0,0210 

la valeur numerique de la probabilite elementaire est deterfu-inee a partir du 
rapport 

Prob(20) 357 C20 
(p)

20
(q)

10 

P b(21) = 210 ::: 
3
~1 21 9 - 2,1 x 9. = 2•1 l-p ro C3o(P) (q) . P P 

d'ou p = 0,55 _ et q = 0,45,. 

!Exercice 2 

1. Prob(B) = 40/400 = 0, 1 

Prob (B-) = 0,1 x 0,15 = 0,015 

2. Prob(O) = 160/400:::: 0,4 

Prob(O+) = 0,4 x 0,85 = 0,34 
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3. Un individu B- peut recevoir sans accident du sang d'un sujet 0- ou B-; 

•d'ou la probabilite cherchee : 

Prob(O-) + Prob(B-) = 0,5 x 0,15 = 0,075 

Un individu O+ peut recevoir sans accident du sang d'un sujet O quel que 

soit son rhesus ; 

d'ou la probabilite cherchee: 0,4 

4, La probabilite pour un individu B- de recevoir du sang sans accident 

est! p = 0,075 

Appliquons la loi binomiale : 

Prob(x) = c~ cp)x (q)n-.-x 

avec x = 2, n = 3, p = 0,075 et q:::: 0,925 

on a, p(2) = 0,0156 = 1,56 % 

!Exercice 3 

On peut considerer le nombre d'animaux malades comme etant une v.a. X 

qui suit une loi binomiale de parametres n = 800 et p = 0,01 (c'est-a-dire 

10/1000). 
Conune n est grand et p est petit, on peut done approximer la loi B (800, 

0,()1) par la Joi de Poisson P(m)avec m = n.p 800.0,0l = 8 

mk g4 
1. Prob(X:::: k) = e•m. k! :::: e·S • I == 0,057 (table 1) 

2. Pour avoir moins de 3 animaux m~ades, il faut avoir 0, 1 ou 2 animaux 

malades c'est-a-dire : 
go g1 g2 

Po+P1 +P2= e·8 • ! + e·8 •11 + e·8 • 2, 

= e·8 (1 + 8 + 64/2] = 0,0138 (ta'3iles 1 et 2 pages 62 et 63 pour x:::; 2) 
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1Exercice4 

1. p = 0,06 et n = 50 => n.p = 0,06 x 50 = 3 

On peut considerer X comme une variable aleatofre q~i suit une loi 

binomiale de parametres n = 50 et p = 0,06. · 

Comme pest voisin de 0 et np < 5, on peut,assimiler B(n, p) a une Joi de 

Poisson de parametre m = n.p = 3 

2. Tableau des valeurs de X : X variant de O a 50 
mk 3k 

Nous avons : Prob(X = k) = e•m . k! = e·3 • k ! 

Au lieu de calculer Ies differentes valeurs des probabilites pour k = 0, 1, 2, 

3 ... a l'aide de cette fonnu1e, il suffit de lire ces valeurs dans Ia table 1 ci­
dessus en prenant la colonne m = 3 et les lignes correspondant aux 

diff erentes valeurs de k. 
Exemple: 

Prob(k = 0) = 0,0498 

Prob(k =I)= 0,1494 

etc. 

3. Calculer la probabilite pour que 3 animaux au plus soient malades re­
vient a calculer 

Prob (XS 3) = Prob(X = 0) + Prob(X=l) + Prob(X=2) + Prob(X=3 
= 0,0498 + 0,1494 + 0,224 + 0,224 = 0,6472 

( cf. fin du present chapitre, table 1) 
Mais on peut aussi trou"ler cette valeur directement dans la table 2 (cf. fin 

du present chapitre) qui represente les valeurs cumulees. 

Prob (:-s; 3) = 0,6472 
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!Exerdce5 

1. La .coloration d'une souris s'expliguant par le croisement suivant: 

G b 

G GG Gb 

b Gb bb 

Les souriceaux de genes GG,Gb, bG sont colores, les bb sont albinos. 

D'ou la probabilite pour un souriceau d'etre colore = 3/4 (tableau) 

p=3/4 ⇒ q= 1/4 

La probabilite d'avoir au moins 4 souriceaux gris dans une portee de 5 

souriceaux est : 

d'ou:. 

Prob(4} = p = c; (3/4) 4 (1/4)1 + c~ (3/4) s (l/4)o 

Prob = 0,395 + 0,237 = 0,632 

Q = 1- P = 1-0,632 = 0,368 

La variable aleatoire X suit la loi binomiale : 

Prob{X) = ~ (0,632)X (0,368)N-X 

2. 

72 

m;:::; NP :;;;;'0,632 X 4 = 2,528 

V =NPQ = ;2,528 x 0,368 = 0,930 

s = ✓ 0,930 = 0,9645 ' 

STATISTtOUE 

3. Calculons les ptobabilites pour X = 0, I, 2, 3, 4 respectivement 

Prnb(0) = c~ (0,632)0 (0,368)4 = 0,018 

de m~me, 
Prob(l) = 0,126 
Prob(2) = 0,326 

Prob 3) = 0,369 
Prob(4) = 0,159 
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Exercices supplementaires 

I Exercice 1 . 

Le pourcentage des succes a un examen est de 40 %. Quelle est la proba­
bilite pour que, dans un groupe de 5 candidats, 

1. aucun ne soit admis 2. un et un seul soit admis 

3. 2 et seu1ement 2 soient admis 4. au moins 2 soient admis 

5. les 5 soient admis 

JExerclce 2 

Une usine fabrique des bouteilles d'huile dont 2 % sont dMectueuses. Cette 

usine livre 10 000 bouteilles a un client. 

Soit X, la variable a1eatoire « nombre de bouteilles defectueuses dans cette 

livraison >>. 

1. Quelle est la loi de probabilite de X? Quels 1sont ses parametres? 

2. Calculer la moyenne la variance et l'ecart type de X en interpretant vos 

resultats. 

!Exerclce3 

Sachant que la probabilite d'avoir un g~on est p = 0,48 ; quelle est, dans 

une famille de 5 enfants, la probabilite d'avoir 2 gar~ons ? 

2.. VARIA&E:S ALEATOIRES ET LOIS DE PROBABILITES 75 



1Exercice4 

On pose a un candidat une question en lui proposant 3 repo~1ses (doni la 
reponse correcte). Parfaitement ignorant, ce candidat donne au hasard l'une 
des 3 reponses proposees. 

1. Quelle est la probabilite pour qu'il donne la reponse correcte ? 

2. Un test d'aptitude se compose de 5 questions posees dans les conditions 
ci-dessus. 
Quelle est la probabilite pour que notre candidat donne les reponses a 
3 questions ; a 4 questions ; a 5 questions '? 

3. A vec queile probabilite notre candidat sera-twil reconnu apte, s'il faut, 

pour cela, qu'il donne les reponses correctes a 3 questions au moins ? 

4. A vec quelle probabilite notre candidat sera+il reconnu apte, s'il connait 
les reponses correctes a 2 des 5 questions? 

. Une machine a eiribouteiller peut tomber en panne. La probabilite d'une 
pantie est de, 0,01 a chaque emploi de la machine. La machine doit etre 
utilisee 100 fois. 
Le nombre de pannes obtenues est une variable aleatoire X. 

1. Enoncer sa loi de probabilite exacte et calculer les probabilites d'obtenir 
0, 1, 3 pannes ou 4 pannes et plus. 

2. Enoncer une loi approchee de la variable aleatoire X et calculer avec 
l'approx,imation des tables, Jes probabilites d'obtenir les me.mes conditions 
sur la valeur de X. 
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3. On estime le cout d'une repamtion a 500 F. La depense, exprimee en F, 
pour reparation de la machine est une variable aleatoire Y. Calculer 
l'esperance mathematique de Y et sa variance. On assimilera le cofit de 4 
pannes ou plus au coOt de 4 pannes exactement. 
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r-:t@\== l.JJ Corrig8 des exercices suppl8mentaires 

• • • • • • 

lii~ercice 1 

n=5 
p = 0,4 d'ou 1 - p :::: 0,6 
Prob (k succes) = C~ (0,4) 4 (0,6)5-k 

I. Prob(k = 0) = 7,8 % 

2. Prob(k = 1) = 25,9 % 

3: Prob(k £:' 2) = 34,6 % 

4. 2 ~ks 5 Prob= 1 - Prob(O) - Prob(l) = 66,3 % 

5. Prob (k:::: 5) = 1 % 

I 
!Exercice2 

1. 
p = 0,02, done q = l - p = 1 0,02 = 0,98 

n = IO 000 et p = 0,02 
Prob(X = k) = C~ pk qn-k 

• Calcul de la moyenne m 

m n.p = 10 000 x 0,02 == 200 bouteilles 

• Calcul de la variance V(X) 

o2 = n.p.q = 10 000 x 0,02 x 0,98 = 196 
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• Calcul de l'ecart type 

a= --.[a2 =✓ 196 = 14 bouteilles 

• Interpretation des resultats 

Si la fabrique realise, dans Jes conditions de l'enonce, des livraisons de 

10 000 bouteilles, ii y a en moyenne 200 d'entre elles qui sont defectueuses 

pour une livraison. !-

De plus les dispersions de bouteilles def ectueuses par rapport a la moyenne 

seraient de± 14, autrement dit l'ecart que subirait X serait: 

au mieux X = 200 - 14 = 186 bouteilles 

au pire X = 200 + 14 = 214 bouteilles. 

I Exercice, 3 

N::::5 
x=2 

2 . 
p = 0,48 => q = 0,52 ;;:;:> Prob(x=2) = Cs c0,48) 2 (0,52)3 

= 10.0,2304.0,1406 = 0,324 

!Exercice4 

1. Calcul de la probabilite, p, de donner la reponse correcte. On a evidem~ 

ment: p = l/3 

2. Calcul de Prob(3), Prob(4) et Proh(5). On a. d'apres la loi binomiale 

Prob(k) = C~(l/3) k(2J3)S-k 

Prob(3) = 16,5 % 

Prob(4) = 4,1 % 

Prob(5) = 0,4 % 
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3. Calcul de la probabilite P, d'etre reconnu apte. 
Prob= Prob(3) + Prob(4) + Pfob(S) soit Prob= 21 % 

4. E:tude du cas oii le candidat connait 2 questions sur 5. 

Pour etre reconnu apte, le candidat doit donner au moins une reponse 

exacte sur Jes 3 questions qu'il ne connait pas. La probabilite cherchee est 
done P' = 1 - (2/3)3 car (2/3)3 exprime la probabilite de ne donner aucune 

reponse exacte aux questions non etudiees. 
Done, Prob':::: 1 -8/27 = 19/27 = 70,4 % 

jExerciceS 

I. On peut al.or~ considerer X comme une v.a. qui suit une loi binomiale de 

parametres n = 100 (nombr~ defois oiHa machine est employee) et 

p = 0,01 (probabilite de panne) done : q = 1 - p = 0,99 
Dans ces conditions, on a : 

Prob(X = 0) = 0,3660 

Prob(X = l)= 0,3697 

Prob(X = 2) = 0,1849 

Prob(X = 3) = 0,0610 
Prob(X ~ 4) = 1 - [Prob(X=O) + Prob(X=l) + Prob(X=2) + Prob(X=3)) 

= 1 - [0,3660 + 0,3697 + 0,1849 + 0,0610) 

= 1-0,9816=0,0184 

2. p s, 0,l et n > 50. On peut done approximer la loi binomiale precedente 

par la loi de Poisson de parFetre m = np = 100 x 0,1 = 1. 

On a alors, voir table I de F(oisson 

Prob(X = 0) = 0,3679 

Prob(X = 1) = 0,3679 

Prob(X = 2) = 0,1839 

Prob(X = 3) = 0,0613 
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et d'apres la table 2, fonction de repartition de Poisson et la table 1, 

fonction de distribution de Poisson : 

Prob(X::::: 4) = [l - Prob(X::; 4)] + Prob(X= 4) = [l -0,9963] + 0,0153 = 
0,019 

3. A chaque valeur de X, on associe une valeur de Y et une probabilite : 

X 0 l 2 3 4 
y 0 500 1000 1500 2000 
p 0,3679 0,3679 0,1839 0,0613 0,019 

5 
E(Y) = L Pi· y1 

h=i 

= 0,3679 XO+ 0,3679 X 500 + 0,1839 X 1000 + 0,0613 X 1500 + 0,019 X 

2000=497,50 

V(Y) = E(Y)2- [E (Y))2 

E(Y)2 = 0,3679 x 02 + ... + 0,019 x 20002 = 489 250 
, , 

V(Y) = 489 250-497,5 2 = 241 744 
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SEQUENCE DETRA VAIL N°3 

Objectifs pedagogiques 

' , 

La loi normale 
ou loi de Gauss 

'J{(m, cr) 

A la fin de cette sequence, mais etape par etape, vous devriez etre capable : 

1. de definir et de decrire la distribution d'une loi normale ; 

2. d'utiliser les tables relatives a la Joi nonnale ; 

3. de definir l'intervalle de confiance d'une moyenne ; 

4. d'etablir la relation entre la loi binomiale et la loi nonnale ; 

5. d'utiliser la loi normale pour resoudre des problemes concrets. 

EB·.• ... .. : . .. . . ... .... ··•··· 
4h 
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84 STAT/ST/QUE 

Pour mieux comprendre cette partie du cours, commencez 

par bien lire cette page ... 

L'appreciation du squelette d'une vache normande, en vue de son 

indexatfon, s'effectue a partir de 4 postes du squelette et 3 notes de synthese 

pour les trois ensembles anatomiques suivants : squelette, musculature et 

marnelle. 

La taille, par exemple, est notee de l a 9 en fonction de la hauteur au 

sacrum (HS) et de l'age de !'animal. A chaque point supplementaire 

correspond un gain de 2 cm au niveau de la mensuration, la moyenne de la 

race representant la note intennediaire 5. 

Moyenne de la race Objectif a l'age adulte 

·--- -

a 2 ans a3 ans adulte 

138 cm 140cm 142 cm 147 ·;m 

La hauteur au sacrum est mesuree a la toise au mveau des vertebres 

caudales, derriere la croisee des hanches, l'animal se tenant de profil et bicn 

pose sur ses aplombs. Elle remplace la hauteur au garrot jugee moins 

« repetable » car plus dependante de !'attitude de !'animal. 

Petite a tres Moyenne Grande fl tres grande 

petite . 

HS :s 138 cm 139 s HS :s 143 cm HS c: 144cm 
>N"°'°''~ •••• 
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Une enquete (exemple fictif) faite en Norrnandie, a pennis d'etablir la 
courbe « en cloche » ci-dessous. 

13,6% 34,1% 34,1% 13,6% 

140,0 140,5 141,0 141,5 142,0 

Hauteur au sacrum d'un animal adulte (cm) 
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Que remarquewtwon sur la courbe? 

Cette courbe represente la relation entre les resultats obtenus aux mensura­

tions de la hauteur au sacrum (HS) et les class~~ de population qui leur sont 

associes. Ainsi, 11echantillon sur lequel a cte effectuee. · l'etude - assez 

grand pour etre considere comme une population - montre que : 

• la rnajorite de la population a une HS qui varie entre 140,5 et 141,5 cm ; 

cette majorite represente : 

34,) % (140,5 cm s HS :5 141,0 cm)+ 34,1 % (141,0 cm s HS s 141,5 cm)= 68,2 % 

• les individus dont la HS est inferieure a 139,5 cm ( les plus '' petits " ) ne 

representent plus que 0,1 % de la population ; 

• les individu.s dont la HS est superieure a 142,5 cm ( les plus "grands ") ne 

representent egalement que 0,1 % de la population. 

La grande majorite de la population se concentre done autour de la 

moyenne (HS= 141,0 cm). Plus on s'eloigne de cette moyenne et plus Jes 

individus sont rares. 

On dit que la distribution des resultats obtenus par .cette mensuration obeit 

une loi normale representee par la courbe en cloche, appelee aussi courbe 

de GAUSS ou courbe de la loi normale. 

Lorsque la valeur que prend on caractere a des causes tres nombreuses et 

independantes Jes unes des autres, les valeurs de ce caractere peuvent etre 

representees par cette codrbe. Cest le c;as de la hauteur au sacrum dQnt on 

pense qu'il y a de multiples raisons qui « expliquent » le resultat obtenu : 

facteurs genetiques, envfronnement ... 

Si vous etes interesses par le concept de la Joi normale, nous vous 
conseillons de lire l'article de la revue POUR LA SCIENCE en annexe du 
livret. 

:J: LA LOI NORMA.LE OU LOI DE GAUSS :l{{m,a) 87 



f \ 

1. Definition--------------

Soit X une variable aleatoire continue, prenant ses vateuik dans IR, de 

moyenne met d'ecart type= cr . 
. . On .dit qu~ X obeit a une loi,.nonnale OU loi de Gauss, si sa densite de 

prot,abiliteest; 

•· x ~funt 11ne valeur numerique particulie_re de X, . 
et e = 2,718 est la base des logarithmes neperiens. 

La ronctio1fde repartition de x tit :> 
-~ ~ . X . 

. F(X) = Prob(X S x) = f f(x) dx. 
' .-.oo •. 

oil,: 

La somme'd~s probabilites relatives a toutes les valeurs de x;est egale a I, 
c'est-a-dire =.~ ~ · 

. La fonction de repartition depend de deux parametres m et a. Elle est 
notee habituellement par 9{(m, CJ). 

'::. 88 >. 
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2. Loi Cenrree reduite 9'£(0, 1) --------

La fonction precedente etant peu maniable pratiquement, on peut simplifier 

son utilisation en procedant a un char1gement de variable . 
' . ' 

Pour cela, definissons une nouvelle variable u·telle que: 
x-m u=--

cr 
On definit alors une nouvelle fonctiou de dcnsite de probabilite de cette 
nouvelle variable : 

et sa fonction de repartition devient : 
u 

• <P {u) = Prob (U :5: u) = fr(u) du 
;-::_:_·_>-:-~ .·•,•-~'·· " .. ClQ 

Oil, 

Comme m = 0 et cr = 1, la variable est dite centree (c'est-a-dire de 

moyenne nulle) et reduite (c'est-a-,dire son ecan type vautl). Elle est notee 
9{(0,_1) .. 

En fait, ce changernent de variable correspond tout simplement a un 

changement _d'echelle et a une translation sur l'axe des abscisses. Orr 
obtient aiusi une densite f(u) independante de m et s ; l'interet de ce 
changement reside alors dans le fait qu'on puisse utiliser la meme table 

pour des variables aleatoires obeissant a des lois nonnales de diff6rents 
panunetres. . . 

La representation graphique de la fonction den.site de probabilite f(u), est 

une courbe en << cl(?Che de Gauss » f(u) tend rapidement vers 0 quand u 

augmente (courbe page suiv~te). • 
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On rnontre que: 
+oo f k e-l/2u2 du.= 1 

Nou~ verrons tres bientot l'irnpoitance decette.propriete. 

·:. ~-· . . 

• \!9ici quelques valeurs rernarquables de la . .courbe 
. 

u. 3 (ou +3) -2 (ou +2) -l(ou+ 1) 0 0,5 (ou-0.5) 

f(u) 0,004 0,054 0,242 0,399 0,352 .. 

II existe des tables aussi. bien pour la fonction densite de probahilite f( u) 

que pourla fonction de repartition<t>(u). 
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u 

00 

01 

0.1. 

0,3 

0.4 

0,5 

06 

0,7 

08 

09 

1,0 

1.1 

1.2 

Jd 
1,4 

Ex~t de la table de la distribution nonnale reduite : 

fonction densite de ~robabilite f (u). 

. . . .... . .· . 

Exemple: si u = 0,55:: (0,5 + 0,05) alorsf(u) = 0,3429 

0,00 0,01000 0,02 ·"· o,ol·. 0,04• .. o,os 006 0,07 0,08 0,09·.· ' . 

~; M9~2 I, ·~: 1~ ~73 03989 0,3989·· 0,3989 0;3988 0,3986 

03970 03965 0,3961. ().j956 0,3951 

0,3910 0,3902 0,3894 0.3885 0,3876. 0~86l 0,38s'l·(l3847 o::;sj(jr b:'.3825 
L .• ··. 03765 03752 

.,,·.·.,: .. :,: 
0]12s· :,.~,;'".· .. ,·: 0,36~ 0.3&14 0,3802 03790 0.3778 03739 0.3712 

03653 
·. -··· :- _ ... : ·• -"'-: .. 

0.3683 0,3668 0.3637 0.3621 0.3589 0,3572. 03555 03538 

0,'3485. 
~-:::. ··• . .. 

' 
s.<•---..,,._ 

0,3521 0.3503 · 0,3467 0,3448 410 0,3391 0,3372 0.3352 ... 

0Jis1 0,3332 0,3312 0,3292 0,3271 0,3251 0,3230 0,3209 0,3166 0,3144 
.. 

0,3123 0,3101 1 0,3079 0,3056 03034 0,3011 0,2989 02966. lo,2943 0,2920 
' 

·-·,~·,: 

0~tb85 0.2897 0.2874 02850 0,2827 0,2803 0.2780 02756 0,2732 0,2709 
--··- .. 0,2492 

.. 
0,2661 0,2637 02613 0.2589 0.2565 0,2541, 0,2516 02468 0.2444 

. . . . 

0,2420 0,2396 0,2371 02347 0,2323 0,2299· 0,2275 0;12251 0.2227 0.2203 
f ··,:,: .... 

0,2179 0.2155 0,2131 0,2107 0,2083 0,2059 0,2036 0.2012 01989 0.1~•~ .. . 

..,. 

I,. 

.• 

, . 
. . 

01942 0.1919 0.1895 0;1812 0,1849 0.l826 0.1804. 01781 0,1758 01736 .. · 
I ··---

0,1714 0.1691 O.i669 01647 01626 01604 01582 0;1561 0153~}'. 0 l518. I, ,~ .· 

0,1497 0,1476 0,1456 01435 0,1415 0,1394 0,1374 0,1354 0,1'334 0 1315 ,. 
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• La table de la ronction de repartition, donne les aires comprises sous la' 

courbe normale entre u = - 00 et toute v.aleur positive de u : c'est la table 
I, de la fonction de repartition (cf. a la fin du livret) dont.un extrait 'est 

presente ci~dessous. A partir de cette table on peut obtenir l'aire comprise 

entre 2 valeurs quelconques de u, en utilisant la symetrie de la courbe par 

rapport au= 0. 

Table b. Fonction de repartition 
.. Pour chaque valeur de u, la table donne la valeur 

de l'aire sous la courbe correspondante. 

u 0,01 . · 0,02 0,03 0,04 0,05 

0,0 0,5040. 0,5080 0,5120 0,5160 05199 

0,1 0,5398 0,5438 0,5517 0,5557 0,5596 

0,2 0,5793 0,5832 0,5910 0,5948 0,5987 

0,3 . O.t:i179 0,6217 0,6293 0,6331 · 0,6368 

0.4 0,6554 . 
. -

0,6591 0,6664 0,6700 0,6736 

Exemple 

• Pour u = 0 (0 + 0), la valeur de l'aire correspondante vaut 0,5 c'est-a-dire 
· · 50 % de la surface totale qui vaut L En pratique, cette aire represente la 

surfacetotale de -00 a 0 inclus. 
• Pour u = 0,32 (0,3 + 0,02), la valeur de l'aire correspondante vaut 0,6255 

c'est-a-dire 62,55 % de la surface totale. 

Voioi quelqu<;s v.al~urs remarquables de la courbe a retenir: 

• u = 0, <I>(u) = 0,5 
(la moitie de l'aire sous la: courbe) 

05 0,683 ! l 
• u =·I, <I>(u) = , +-2 - =0,84 3 

92 

• u = I ,96, <I>(u) = 0,975 

• u = 4,5, <I>(u) = l 
(totalite de la courbe) 

STAT/ST/QUE 
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En pratique, nous rencontrons les cas suivants : 

-~---~-

0 Ui 

Ul 0 U2 

Notez que: 
0 u u 

Prob(U $ u1) = J f(u)du + f f(u)du =0,5 + f f(u)du 
0 0 

3. lntervalle de confiance d1une moyenne ~---"--'--

L'intervalle correspondant a (m 20), (m + 2o), par exemple, est appele 

« inte.rvaUe de confiance de la moyenne » ou inlervalle de pari au 

coefficient de securite de 95,5 %. 

A cet intervalle de confiance s'attache un risque de (100 - 95,5) .,, 5 %. 
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La notion d'intervalle de confiance ainsi que sa signification concrete sera 
largement developpee clans le chapitre suivant. 

0 Les notations et symboles des tables statistiques different, selon les 
auteurs, d'un ouvrage de statistique a l'autre. 

Ainsi, 

Voiis ne devez pas pour autant_ vous perdre ! En eff et, chaque table est en 
g~heral accon1pagnee de commentaires qui ex.pliquent le contenu, 

0 Certaines tables de la fonction de repartition donnent l'aire non pas de 
a u, c'est-a-dire : 

u 

if(u) du 

mais l'aire de O au, c'est-a-dire : 
u J f(u) du 

Latable b ci-dcssus est presentee alors ainsi : 

Table b' 

u 0,00 0,01 0,02. 0,03 0,04 0,05 

, 0,0 0,000 0,0040. 0,0080 0,0120 0,0160 0,0199 

0,1 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517 0,0557 0,0596 

Compte tenu de la symetrie de la courbe, le passage de la table b' a la table 
b se fait tout simplement en ajoutant 0,5 a chaque probabilite. 

94 STATJSTTQUE 

4. A quoi sert la loi normale ?------,---­

A. O'abord a rechercher des probabilites cumulees 

11 faut systematiquement proceder au changement de variable, c'est-~-dire 
passer de x, la vmie variable, a u, variable c~ntree. reduite par la rel~tion 
u=x-m/cr. 
La table I perrnet alors de resoudre le probleme suivant : 

fi 

0 Ul 

Comment determiner la probabilite que la variable reduite u appartienne a . 
l'intervalle [-"", u1[ 7 
Cette table donne en effet la probabilit~ que u soit inferieur ou egal a une 
valeur donnee u1 > 0 (surface hachuree du graphe ci-dessus). 

et si u est ne~atif ? 

0 

Si la valeur de u est negative, on voit sur le graphe ci-dessus que, la courbe 
etant symetrique par rapport a l'axe des ordonnees, Jes 2 surfaces hachurees 
sont egales. 

Done, Prob(u :S -u 1) = Prob(u ~ u 1) 
, I 
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Or l'ensemble (u > u1) est complementaire de !'ensemble ( u ~ u1), puisque 

l'aire totale sous la courbe vaut I. 
Done, 
Prob(u > u1) = 1 - Prob (u :'5 u 1) 

autrement dit, 

Prob(u :5:-u1) = 1-Prob(u ~ u1) 

Exercice 

Quelle est.la proportion des valeurs de u : 

.1. superieures a.I,55 7 
2.inferieures en valetirabsolue a 1,75? 

3. superieures a .:1,34? 

Cortige 

1. Prob( u > + 1,55) 
= l '- Prob(u S 1,55) 
= 1-,0,9394 
=0,06 

2. Prob(I u I <+l,75) 
Prob(-1,75 < u < +1,75) 

= Prob(u s; 1,75) Prob(u $-1,75) 

::::q,95994-(1-0,95994]1 
:::0,92 

3. Prob(u > -1,34) 
= 1-- Prob (u :s;-1,34) 

= 1 [I -0,90988] 

= 1-0,09012 
=0,91 

96 

- 1,75 

- 1,34 

+1,75 
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B. lnterets de la distribution de la loi nonnale 

La loi normale est souvent appelee « loi du hasard » pour la raison 

suivante : un evenement du au hasard peut etre considere comme le resultat 
d'un grand nombre de causes, independantes entre elles, exen;ant chacune 
une petite influence, du meme ordre de grandeur. 

Soit, par exemple, X une variable aleatoire qui est egale a la somme de 

plusieurs autres : 
X Xi+ X2 + ... +Xi+ ... + Xn 

Les variables Xi soot independantes entre elles ; elles. obeissent a desJois 

de probabilites inconnues (quelconque.s) ; elles prennent cependant des 

valeurs du merne ordre de grandeur. Sin est assez grand, la variable 

aleatoire X obeit a une loi normale. 

Cet ensemble de conditions se trouve souvent realise dans les phenomef1es 
naturels comme en biologie, agronomie etc. C'est ce qui expliqlie 
I1importance du role de la Joi normale dans l'etude des distributions 
experimental es. 
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Si la probabilite p de l'evenement A est telle que p est, relativement, 
different de 0 ou 1, et le nombre d'epreuves n est assez grand (n ~ 30) de 

soite que le produit n.p.q soit > 10, la loi binomiale de parametres n et p 

peut etre approximee par une loi nonnale de parametres np et {npq . 
. Or.ipasse alors,de : 

n' Prob(x) = · . px qn-x avec m = n.p 
x ! (n-x)! 

a: Prob(x) 

Cette approximation correspond au theoreme de Moivre-Laplace. 

Sik1 et k2 sont deux entiers compris entre O et n, les intervalles ]k1 , k2[ et 

[k1 , k2J n'ont pas la meme probabilite pour la loi binomiale, alors qu'ils ant 

lam,eme probabilite dans le cas de la loi normale. Cette particularite est due 

aufait qu'on approxime - on dit aussi on approche - une loi relative a une 

variable discrete par une Ioi relative a une variable continue. 

Lacorrection consiste alors a remplacer : 

• l'intervalle ]ki, k2[ par [k1 + 0,5, k2 - 0,5] ; 

• l'j!}tervalle lk.1, k2] par [k1 - 0,5 , k2 + 0,5J. 
On appelle ce type de transformation « correction de continuite ~. 

Deux exemples d'illustrations graphiques de l'approximation d'un loi bi­

nomiale par une loi nonnale vous sont presentes dans les pages suivantes. 

,. 
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t:ne illustration graphique du concept de !'approximation VOU$ est presentec ci-dessous pour p = O,S et 
d1fferentes valeurs de n. Remar uez la parfaite similirude entre Jes deux. lois loi:squc n. .r1 = 25. 

0,)8 
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"'0,12 
"" :E O 10 

j o:os 
£ 0,06 

0,0cl 

om 
0,00 

0,14 

0,12 
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~ .g 0,06 
.I:: 

0,04 

om 
0,00 

0,08 

om 
0,06 

ij 0,05 
:= 
~ 0,04 
.0 

£ 0,03 

0,02 

0,01 

0,00 

0 

0 

0 10 20 

n=24 
p=0,5 
npq =6 

n=40 
p=0,5 

npq= 10 

n=lOO 
p=O.S 

npq = 25 

30 
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Une illustration graphique du concept de l'appmximatlon vous est pr6sen!i\e ci-des.~ou.~ cette.fois pour p · 
= 0,1. Bemarquez la similitude entre Jes deux !ois lor.gue n.p. = 9 va!eur ache de 10 • 

0,30 

0,25 

,ti 0,20 
. -::: 
i 0,15 

'€l 
.t· 0,10 

n=24 
p == O;l 

npq"'2,l6 

r-+-Loi binomiale 
l'.:::K.: Loi oonnale 

· 0,00 +-------,....----,.-llll .... -a:°'JOl,------&-ft-,l!p-, ______ _ 
,0 
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ii !W 
s 
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Exercice 

· On considere une population de bovins tres nombreuse ou chaque animal a 
une probabilite 0,~_ d'etre atteint par une mammite. On effectue 

10 000 observations et on designe par x. la variable aleatoire egale au 

nombre d'animaux malades . 

1. Quelle est la Joi de probabilite de x ? Cakuler le nombre moyen x 
d'animaux rnalades et l'ecart type cr. 

2. En deduire la probabilite d'avoir entre 1 900 et 2 040 animaux malades. 

Corrige 

1. Il s'agit d'une loi binomiale dont les parametres sont : n = 10 000 et 

p=0,2 

Done E(x) = x = n . p = 10 000 . 0,2 = 2 000 

a (x) = ✓ n. p. q I --= "4 IO 000 . 0,2 . 0,8 = 40 

2. Cette loi binomiale '13 (n, .p) peut etre approximee par une loi normale 'J{ 
(2 000, 40). 

Chercher la probabilite Prob(l 900 < x < 2 040), revfont a chercher, en 

tenant compte de la correction de continuite : 

Prob(l 900 < x < 2 040) = Prob(l 899,5 < x < 2 040,5) 

P 6p899,5-2000 2040,5 20001 
ro L <u< 

40 40 

= Prob(-2,51 < u < 1,01) = Prob(u < 1,01) [Prob(u <--2,51)] 

= 0,8438 - (l - 0,9940) = 0,8317 
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!Exercice 1 

'A ... 
; -. 

Un echantillon de 80 veaux est extrait d'une population dont la variable 

aleatoire << Poids » suit une loi norm.ale d'esperance mathematique 500 kg 

et d'ecart type 40 kg. 

1. Dans cet echantillon, combien doit-on s'attendre a trouver de veaux 

pesant: 

a. Plus de 560 kg ? 
b. Moins de 480 kg ? 
c. Entre 450 kg et 550 kg ? 

2. On selectionne, pour la reproduction, les 15% superieurs de l'echantillon. 

A partir de quel poids un animal sera+il selectionne ? 

IExercice 2 

Pour une population de candidats a la filiere de BTS.PA la distribution des 

notes dans un test est normale avec une moyenne x ::::: 32,3 et un ecart type 

0=8,5. • 

On decide que 10 % des sujets seront orientes en « Ingeniorat » parce que 

leur niveau est tres haut,et que 30 % des sujets seront orientes en BT A 

parce que leur niveau est trop bas. 
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Entre quelles limites la note d'un sujet devm•t~elle se placel' pour qu'il soil 

admis dans la fili~re de BTS.PA. 

1Exercice3 

On. considere deux portees de porcelets d'une race donnee ; la .premiere 

portee est de 7 porcelets et la deuxieme de 5. On reg~oupe tous les 
· porcelets. Tous les porcelets ont ·meme apparence efont la meme 

probabilite d"etre choisis. 

1. On preleve, l'un apres l'autre, avec remise et de fai,;:on independante, 
3 porcelets;. On appelle X la variable aleatoire prenant pour valeur le 

nombre de porcelets de la premiere portee figurant parmi · tes 3 porcelets 

tires. 
a. Quelle est la loi de probabilite de la variable aleatoire X ? • 
b. Calculer la probabilite pour qu'il y ait au moins un porcelet de la 

premiere port6e. v/ 
c. Donner l'esperance et la variance de X. 

2. On preleve si;111ultanemfillt 3 porcelets. On appelle Y la variable aleatoire 

preriant pour valeur le nombre de porcelets de la premiere portee figurant 

parmi les 3 porcelets tires. Detenniner la loi de probabilite de Y ; calculer 

son espenuice et sa variance. 

1Exerdce4 

On con;,idere une population tres nombreuse ou chaque individu est il. 

susceptible de posseder uo caractere A avec une probabilite de 0,2. 

On eff ectue i O 000 observations et on designe par X la v .a. egale au 

nombre d'individus ayant le caractere A 

104 STATlSTIQUE 

1. lndiquer la loi de probabilite de X et calculer son esperance 

mathematique E(X) ainsi que son ecart type Ox . 
2. On approche cette lol de probabilite par une loi classique. Dans ces 
conditions, calculer les probabilites des evenements suivants : 1 

1900<X<2040 ; X< 1950 ; X>2030 l/ 
Verifiez vos reponses a kl page suivante 

3. LA LOI NORMAL£ au LOI DE GAUSS ;J{{m,a) 105 



Ill Reponses au test 
.. . . . . . 

IExercice 1 

1. 
560-500 

a . . Prob(X > 560) = Prob(U > 
40 

) 

Prob(U > 1,5) = 1 <D (1,5) = I - 0,9332 = 0,0668 

soit sur 80 veaux :::::> 5 veaux 
· 480-500 

b. Prob(X < 480) = Prob(U < 40 ) = Prob(U < 0,5) = <D (-1,5) 

= 1 - 4>(0.S) = 1 -0,6915 = 0,3085 

soit sur 80 veaux ⇒ 25 veaux 
. 450 - 500 550 - 500 

c. Prob(450 < X < 550) = Prob( 40 ) < U < 40 ) = 
=Prob(-1,2.S<U < 1,25) 
= <D(l,25)-'<ll(-1,25) 2 <D(l,25)-1 = 2 x 0,8944-1 = 0,7888 

sqit sur 80 ve,aux ⇒ 63 veaux 

2. Prob(X >x0J = 0,15 ou Prob(X<xm) = 0,85 

Xm-500 
Prob(U < 

40 
) = 0,85 

cp(m ,;:oo) = 0,85 d'ou' ~ni - SOO 1 04 40 = , 

et 

Xm = 541,6 kg 

106 8Tlt_T/$TIOU; 

1Exerclce2 

X X 
u=-­

a 

1. Calcul de la limite superieure, u2 de u 
y 

/ 

~ 20% 
30% 

~ 
ul 0 

40% 

L'aire du domaine compris 
entre l'axe des abscisses et la 
courbe de Gauss doit etre 
egaJe a 0,10, pour u > u2 

u 
2 

10% 

u 

<ti(X S U2}::: 1 0,1 = 0,9 ⇒ u2 = 1,28 (voir table I) 

2. Calcul de la limite inferieure de u : u1 

<D(x ~ u1) = I -<I>(x $ u1)= 0,20 + 0,5 = 0,70 
la table I donne la valeur de-u1 = 0,52 

UJ =-0,52 

u2 = 1,28 ~ --0,52 s xi,~'
3
- :S 1,28 

x = (--0,52. 8,5) + 32,3 (limite inferieure) 
et x = (1,28. 8,5) + 32,3 (timite superieure) 

27 ,9 :S X ~ 43,2 
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1Exercice3 

1. 
a. L'experience est repetee n fois (n = 3) dans des conditions identiques et 

independantes et qui donnent lieu a deux resultats qui s'excluent mutuelle­

ment, ou le porcelet appartient a la ire portee ou il appartient a la 2e. Lav. a 

X est done une v. a binomiale de parametres : 
. 7 

n=·3, p= 12 

Sa loi de probabilite est: P(x = k) =C~(.]_/(2.)3-k 
12 12 

O~k~3 
. ' ' 5 

b. 1-P(x ,:,;0)=1-(
12

)3 0,9271 

c, E(X) = np = 1,75 

vob = npq = 0)292 

2. La .loi de probabilite de Y n'est pas connue a priori, il faut faire un ta­

bleau ou a chaque valeur Yi de Y on associe la probabilite Pyl correspon­

dante: 

Yi 0 I 2 3 

Pyi c0 xc3 
7 5 c1 xC2 

1 S C~xc; c~xc~ 
' 3 220 220 220 C12 

70 105 35 
10 =- =- =-

=- 220 220 220 
.. ' 220 .· 

YiPri 0 ]!!_ 210 105 I:YiPy; =µ=I, 75 - -
?.20 220 220 

Yi2Py; 0 70 420 315 .• 805 - - - }::::; 
220 220 220 220 

(Yt..;. µ)2 Pvi 0.1392 0.1790 0,0298 0,2486 L == 0,5966 

V(Y):~Yi2Pyi-µ2 =3,6591 (l,75)2 =0,5966 
1 

ou V(Y) = ~(Yi-µ)2Pyi = 0,5966 
1 

108 STAT/ST/QUE 

1Exerclce4 

l. X suit une loi binomiale. En effet, chaque individu est independant des 

autres pour la possession du caractere A et l'on considere deux possibilites : 

avoir ou ne pas avoir le caractere A. 

Les parametres de la loi binomiale sont : 

n = 10 000, nombre d'observations 
p = 0,2, probabilite d'avoir le caractere A ⇒ q = 1 p = 0,8 
Dans ces conditions : 

E(X) = n.p = 10 000 X 0,2 = 2 000 
cr = {n.p.q = ✓ lO 000 x 0,2 x 0,8 = 40 

2. Cette Joi binomiale peut etre approchee par une loi normale de moyenne 

2 000 et d'&:art type 40. 
X-m 

Soit : u -·~ ⇒ X = u.cr + m cr 
• 1 900 < X < 2 040 

P b( l 900 - m 2 040 m) 
= ro <U< 

(J <J 

P b(
l 900-2000 2040 2000) 

= ro 40 . < u < 40 

::::: Prob(~2,5 < u < 1) = Prob(u <J Prob(u <-2,5) 
= Prob(u < 1)- [I Prob(u < 2,5)]= 0,83134- (l -0,99379) 

=0,83513 
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•X<1950 
Prob(X < 1 950) 

,X>2 030 

110 

= Prob(rn + uu < I 950) 

P b( 1950-2000) = ro u< 40 

= Prob(u <-1,25) = I [Prob (u < 1,25)] = 1-0,89435 

= 0,105 65 

P b( 2 030 - 2 000 ) = ro u> 40 

= Prob(u > 0,75) = I - [Prob (u < 0,75)] = 1 - 0,77337 

= 0,226 63 

STAT/ST/QUE 

,l[S Exercices supplementaires 

IExerclce 1 

On a mesure le poids de 3 000 moutons et on a trouve une moyenne de 

65 kg et un ecart type de 3 kg. 

En supposant que la variable « poids » suit une distribution nonnale, 

detenniner le nombre de moutons ayant un poids compris entre 60 et 70 kg. v,· 
I E:xercice 2 

On considere un echantillon de 10 veaux soumis a l'engraissement pour 
lesquels on a etudie le gain moyen · quotidien (GMQ). On a obtenu uqe 

moyenne de 902,9 g/j et un ecart type de 30,54 g/j. 

1. Donner une estimation ponctuelle de l'ecart type du GMQ de la 

population d'ou a ete extrait cet echantillon. 

On donne l"ecart type estime de la po~ulation & = ✓ n s 
n-1 

2. Soit X la variable aleatoire egale au GMQ ; on suppose qu'eUe suit une 

loi nonnale. Calculer p(880 < X < 950). 

3. On selectionne les 2.0% superieurs de la population. A partir de quel 

GMQ un veau sera-t-il selectionne ? 
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1Exercice3 

On a constate que la repartition du taux de cholesterol pour un grand 

nombrtde personnes est la suivante: 

- Taux inferieur a 165 cg; 58 % 

- Taux compr,is entre 165 et 180 cg: 38 % 

- Taux superieur a 180 cg: 4 .% 

1.. Sachant que Ia. repartitio~ suit une loi ·. normale, · calculer la valeur · 

mofenne du tal.ix de cholesterol et l'ecart type mo yen. · 

2. On admet que les personnes dont le taux est superieur a 183 cg doivent 

subir 11n traitement. Quel est le nombre de personnes a soigner dans une 

population de 100 000 personnes? 

I Exercice Q0 4 

. D'utie grande p<Jpulatfon d'animaux de la meme race, dont 64 % ne soot pas 

atteints d'une m.aladie A, on tire au hasard 16 d'entre eux.( on assimile ce 
tirage a un tirage avec remise). Soit X la va."iable aleatoire prenant pour 

valeur •~ nombre d'animaux n'ayant pas cette maladie : 

1. Quelle est la loi de X? Calculer son esperance E(X) et sa variance V(X). 

2. 
a. Quelle est la probabilite d'avoir 10 d'entre eux non atteints ? 
b, Quelle est la probabilite d'avoir au plus 15 d'entre eux non atteints ? 

3. En utilisanL une approximation que l'on justifiera, determiner 

p(6:::; XS 11) 

112 STAT/ST/QUE 

IExercice 1 

Corrige des exercices 
supplementaires 

Soit x = variable « poids » 

m = 6.5 kg 
o = 3 kg 
La proportion de moutons ayant un poids compris entre x 1 = 60 kg et 

x2 = 70 kg est donnee par la loi normale. 

x-m 
avecu =--

0' 

xr-m 
U1 =--

0' 
= 60 -- 65 = ··l 67 

3 ' 
Xz-ill 

U2=--
0 

= 70 - 65 = + I ,67 . 

= (})( 1,67) - (})(-1,67) 

:::: 0,95254 - {I- (})(I ,67)(table I) 

= 0,95254 ·- (0,04746' = 0,905 l 

D'ou le nombre de mou.tons ayant un poids compris entre 6ffet 70 kg : 

3000 x 0,9051 = 2715 moutons 
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1Exerdce2 

1. 
x 902, 9g I j est une bonne estimation de µ moyenne (esperance) de la 

population. 

L'ecart type estime de la population fJ = fn s v-;;=_1 
d'ou a= ,JI!x30,54 ==32,192g I j 

2. 
:::: P(880-902;9 < X-902,9< 950-902,9) =0,6890 

. .. 32,192 32,192 32,192 

3. On cherchetla valeur Xm a partir de laquelle un veau peut etre 

selectionne, la reduction de cette valeur correspond au tel que (J)(u) = 0,8 
d'oii.u = 0,8416 

1Exercice3 

Xm -902,9 
u= 

32,192 
d'ou: . Xm = 929,99"" 930 g/j 

· 1. Sila repartition suit une loi normale (Table I, fonction de repartition), on 

lit u dans la table I a partir de la frequence cumulee: 

u = 0,2019 correspond a la frequence cumulee 0,58 et a 165 cg 

u = l,75 correspond a la. frequence cumulee 0,96 et a 180 cg 

On a les 2 relations : 

165-x =0,20 
(J 

d'oii: 

114 

180-x = 1,75 
(J 

165-x =:: Q,20q 
J' ,·:_;;.-,'.'.~ !}: .. ~·,~. ,::- :."; -·~ '''.; 

180-x = 1, 75a 

· Sf?, Tl§TJQ/JE , , 

c'est-a-dire, en retranchant membre a membre ces deux equations : 

1,55 O' = 15 ~ o::::: 15/1,55 =9,68 cg 

et x 165-0,20 cr = 163 cg 

2. 

A 183 cg correspond 
183 -162 • 

U= 9,68 . =2,07 

done, 98,08 % (table I) de la population a une valeur ittfeneure a 183; 

autrement dit, 1,92 % doivent subir un traitement, soit 1 920 dans une 

population de, 100 000. 

!Exercice4 

1. Le tirage est eff ectue 16 fois dans des conditions identiques et indepen­

dantes, chaque tirage donne lieu a deux resultats possibles qui s'excluent 

mutuellement, (ou Us sont atteints de la maladie A ou ils ne sont pas at­
teints). La variable aleatoire X est done une v.a binomiale de parametres n 

;; I 6 et p = 0,64 
Sa loi de probabilite est done : 

P(X = k) = C~(0,64/(0,36)16
-kJ 

o:s;k:s;J6 

E(X} = np = 16 x 0,64 = 10,24 

V(X) = npq = 16 x 0,64 0,36 = 3,6864 

2. 
a. P{X=10)=c:~(0,64)1°x(0,36)6 =0,2010 

b. P( au plus 15 non atteints) = 1 - P(J 6 non atteints) 

= 1-c!ico,64)16(0,36)0 

= 1-(0,64)16 =1-0,0008:::0,9992 
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3. On peut approximer la v "a X binomiale, a une variable normale de 
meme esperance et. de meme variance. Il faut pour cela faire la correction 

de continuite qui transfm:me la variable binomiale discontinue en une' v.a 

normale continue. 

P(6S XS 11) =P(S,5 <X < 11,5) 

P(6 S < X < 11 5) == P(6,5-10,24 < X-10,24 < 11,5 ,.1224) = O 7198 
. ' . ' ✓3,6864 ✓3,6864 {3,6864 · ' 
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Table de la distribution normale reduite 
FONCTION DE REPARTITION 

f 1 2 
<t> (u) "" --:::e -l/2 u du 

-fin 
-= 

Exemple: <1{0,52) = 0,6985; (})(-1,93) = I- (})(1,93) = 1 -0,97320 = 0,02680 
u 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 o,os 0,06 0,07 0,08 0,09 
o,o 0,5000 0,5040 0.5080 0.5120 0.5160 0,5199 0,5239 0,5219 0,5319 0,5359 
0,1 0,5398 0,5438 0,,5478 0,5517 0.5557 0,55% 0,5636 0.5675 0,5714 0,5753 
0,2 0,5793 0,51>32 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 , 0;6026 0,6064 0,6103 0,6141 
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 .·. 0,6368 o.5406 o.6443 0,6480 0,6517 
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0.6700 0,6™ 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879 

tl,5 0.6915 0,6950 0,698'5 0,70!9 0,7054 0,7038 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224 
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 · 0,7389 0,7422 . 0;7454 0,7486 0,7517 0,7549 
0,7 0.7580 0,7611 0,1642 0,7673 0.7704 0,7734 0;7764 0,7794 0,7823 0,78S2 
11,8 0,7881 0,7?10 0,7939 0,7%7 0}995 0,8023 0,8051 0,8018 0,8106 0,8133 
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,82&1 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389 

1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0.8508 tl.SS31 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621 
J,l 0,8643 0,11(165 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8&30 

1,2 0,8849 0,11869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015 
1,3 0,90320 0,90490 0,90658 0,90824 0,90988 0,91149 0,91308 0,914-06 0,91621 0,91714 
1,4 (l,91924 0,92073 0,92220 0,92364 0,92507 0,92647 · 0,92785 0,92922 0.93056 0,93189 

1,5 0,93319 0,93448 0,93574 0,93699 D,93822. 0,93943 '' 0,94062 0,94179 o,n · :95 0,94408 
1,6 0,94520 0,94(;.'0 0,94738 0,94345. 0,94950 0,95053 0,95154 0,95254 0,\15352 0,95449 
l,7 0,95543 0,95<;37 0,95728 0,9581S 0,95907 0,95994 0,96080 0,96164 0,96246 0,96327 
1,8 0,964o7 0,96485 0,96562 0,9663~. 0,96712. 0,l,lei784 0,%8'.16 0,96926 0,%99:S 0,97062 
1,9 0,97128. 0,97193 0,97257 0,97320 0,97381 0,97441 0,97500 0,97558 0,97615 0,97670 

2,0· 0,97725 o,9ms 0,97831 0,97882 0,97932 'o,97982 0,98030 0.98077 0,98124 0,98169 
2,1 0.98214 0,98257 0,983(X) 0,98341 0,98}81 0;984:l2 0,98461 0,9&500 0,98537 0,98~74 
2,2 0,98610 0,98645 0,98679 0,98713 0,98'.,145 o;987'18 0,98809 0,98840 0,98870 0,98899 
2,3 0,98928 0,98956 0,98983 0,99010 0,99036 0,99061 0,99086 0,99111 0,99134 0,99158 
:2,4 0.')')180 0,99202 0,99224 0,99245 0,99266 0,99286 0,99305 0,99324 0,99343 0,99J6l 

2,5 0,99379 0,993% 0,99413 0.99430 0;99446, fl,99461' 0,99477 0,99492 0,99506 0,99520 
2,6 0,99534 0,99547 0,99.560 0,99573 0,99585 0,99598 0,99609 0,99621 0,99632 0,9%43 
2,7 0,99653 0,99664 0,99674 0,9%83 0,9%93 0,9970:2 Q.99711 0,99720 0/19728 0,99736 
2,8 0,99744 0,99752 0,99160 0,99167 0,99774 0,'9781 0,99788 0,99795 0,99801 0,991!07 
2;J 0,99813 0,99819 0,'l,,9825 0,99831 0,99836 0,99841 0,99846 0,99851 0,99856 0,99861 

3,0 0,99865 0,99869 0,99874 0,99878 0.99882 0,99886 0,99889 0,99893 0,99896 0,999(l() 
3,1 0/19903 0,99906 0,99910 0,99913 0,99916 0,99918 0,99921 0,99924 0,99926 o,99<n9 
3,2 0,99931 0,99934 0,99936 0.99938 0,99940 0,99942 0,99944 0,99946 0,99948 0,99950 
3,3 0,99952 0,99953 0,99955 0,99957 0,99958 0,99960 0,99961 0,99962 0,99964 0,99965 
3.4 0,99966 0,99968 0,99969 0,99970 0,99971 0,99972 0,99973 0,99974 0,99975 0,99976 

3,S 0,'#)77 o;?!/978 0,99978 0,99979 0,99980 0,99981 0,99981 0,99982 (),9998:l 0,9'1983 
·3,6 0,9991!4 0.99985 0.999135 0,99986 0,99986 0,99987 0,9-)987 0,99988 0,99988 0,99989 
3,7 0,99989 1),99990 0,9999{) 0,99990 0,99991 0,99991 0,99992 0,99992 0,99992 0,99992 
3,8 0.99993 0,99993 0,99993 0,99994 0,99994 0,991194 0,99994 0,99995 0,99995 0,99995 
3,9 0,99995 0,99'J9S 0,99996 0,'19996 J).?.??96 0,99996 0,\19996 0,99996 0,99997 0,99997 
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Table de la loi normale centree, 
reduite g{(o, 1) 

OU TABLE DE l'ECART REDUIT 

La probabilite a s'obtient par addition des nombres inscrits en marge. 

Exeinple: Pours= 1,96, la probabilite est a= 0,00 + 0,05 = 0,05 

a 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 

0,00 ~ 2,577 2,327 2,171 2,054 1,960 1,881 1,812 1,751 1,696 
0,10 1,645 1,598 1,555 1,514 1,476 1,440 1,405 1,372 1,341 1,311 

0,2() 1,282 1,254 1,227 1,201 1,175 1,150 1,127 1,103 1,080 1,058 
0,30.: 1,037 1,015 0,995 0,974 0,954 0,935 0,915 0,897 0,878 0,860 
0,40 0,842 0,824 0,806 0,789 0,772 0,755 0,739 0,723 0,706 0,690 

0,50 0,675 0,659 0,643 0,628 0,613 0,598 0,583 0,568 0,553 0,539 

0,60 0,524 0,510 0,496 0,482 0,468 0,454 0,440 0,426 0,412 0,399 
0,70 0,385 0,372 0,358 0,345 0,332 0,319 0,305 0,292 0,279 0,266 

0,80 0,253 0,240 0,228 0,215 0,202 0,189 0,176 0,164 0,151 0,138 

0,90 0,126 0,113 0,100 0,088 0,075 0,063 0,050 O,Q38 0,025 0,013 

Tables pour les petites valeurs de a 

a 0,001 0,000 J 0,00001 0,000 001 0,000 000 1 0,00000001 0,000 000 001 

£ 3. 290 53 3,890 59 4,417 17 4,891 64 5,32672 5,730 73 6,109 41 
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Echantillons i 

D Objectif 
l:'.§2~0 ~ stati~tiq~e co_nsiste a _obteni~ <Jes infor!:1_1c1!j9_i:i_s,_sur des variables liees a une 
population a partir d un echantillon. En statistique descriptive un echantillon est defini 
com~e '.-1° sous-ensemble de la population, en theorie des probabilites un echantillon est 
const1tue de variables aleatoires qui suivent une meme loi. Les resultats issus de l'e· h _ 
rll t cl'· d . I . c an 
1 _on ~ermet ent m Ulre un certain nombre de caracteristiques sur la loi d'une variable 

aleatotre. 

lfl l'essentiel a savoir 

• Definition 
(.,T,1,X2,•:·<Y.;, ... ,X,,) est un n-echantillon d'une variable aleatoire X si les 
variables aleato1res X; sont independantes et suivent la meme loi que X. 
(~1, 1:2, • • •, :r;, ... , xn) est une realisation du n-echantillon de X apres n experiences 
aleatrnres. 
Une autre se1ie d'experiences donnera une autre realisation (x' 1 

' 
1 

) ,1,X2.,···~Xi,···,Xn. 

_... Remarque 

96, 

Le vocabulaire employe est souvent le meme pour designer un n-echantillon ou 
un: r~alisat!on _de ~e n-echantillon. Ces definitions permettent de formaliser la 
theone de I estimation. 

I 
EXEMPLE 

~es piec:s d:une l~brirntion_on1;une probabilite p d'etre def.ectueuses. A la ieme expe­
rience aleato1re qui cons1s~e a_prelever au hasard une piece clans la fabrication on associe 
la v~nab(: Xi ~e B;'rnoulh q~1 prend la valeur 1 si la piece n° i est defectueuse et la valeur 
0 s1 la piece n i n est pas defectueuse. Supposons que n soit egal a 20, une realisation 

Probabilites 

·a 
C 

"' ·a 
0 
u 

. .8 
•, 0 

.c:: 
P. 

~ -3 
I 

:"'§ 
6 
© 

de ce 20-echantillon pourrait etre : 
(1,o,o,o,o,0,1,0,o,o,o, 1,0,0,0,1,o,o,o.o) 

x
1 

= 1. Ce qui veut dire que la premiere piece. prelevee est defectueuse, les cinq sui­
vantes ne le sont pas : x2 = 2:3 = x,1 = x5 = x5 ""0, puis x7 = 1, etc. 
La proportion de pie.ces defedueuses clans I' echantilton est : 

_ x 1 + x2 + ... + x20 I:X; 4 
PO = X = 20 ~c 20 = 20 

0, 2 

Une realisation de l'ech,mt\llon perrnet d'estimer p par PO = 0, 2. 

IIII Complements : simulation 
d'un echantillon 

Pour de nombreuses applications prat\ques ii peut etre utile de sirnuler un echantillon 

d'une loi de probabilite connue. 

A. Simulation d'un echantillon d'une loi de Bernoulli 

Commeni;:ons par le cas le plus sirnple consistant a simuler une loi de Bernoulli de para­
metre JJ = O, l. Il est possible de sirnuler des expe.riences qui resultent de cette loi en 
mettant clans une urne une boule blanche et neuf boules noires, a chaque tirage avec 
remise d'une boule blanche est associe :r: = 1. Une autre fai;:on consiste a utiliser des 
tables de nombres au hasard. Ces tables fournissent des suites de chiffres cornpris entre 
0 et 9, chaque chiffre a une probabilite 1/10 d'appara1lre, c'est la realisation d'une loi 

discrete uniforme et les realisations sont lndependantes. 

EXE/\1PLE 
Soit l'e:<trait suiv,mt cfune table de nornbres au hasa~d: 

'.J'.:19 HJ3 487 925 745 807 636 10 

Cet ex.trait conduit a la realisation suivante d'un echantillon de Bernoulli de parametre 

pc~ 0. l : 0,U,0,l,0,0,0,0,0 ... 1,0 

Chaque fois que le chiffre l appara1t X prend la vale.ur 1.§.LX prend la vale.ur O slnon. 
En prenanl les chifft~s deux a deux consecutifs, il apparait alec1toireme.nt des nombres 
entiers entre 00 et 9ll de fa~on uniforme avec une probabilite de 1/100. 

1 l l 
Ainsi par exemple P(X = 27) =- P(2).l-'(7) = -- x - "" -' 10 10 100 
Pour simuler une loi de Bernoulli cle parametre p = 0, 24, il suffit de prendre les chi!fres 
deux par deui<, si le nombre est compris entre 00 et 23 inclus, on decide que x "·" 1 et 
si le nombre est cornpris entre 24 et 99, on decide x = Cl. 

Pour simuler une ioi Binomiale de parametre n et p, il suffit d'ajouter des suites de n 

variables de Bernoulli independantes de paramelre p. 
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B. Simulation d'une loi quelconque continue 

• Theoreme 

Soit X une variable aleatoire continue et F(x) = P(X < x) a!ors Y = F(X) est une 
variable aleatoire uniforme et continue sur l'intervalle [O, lj. 

~ Demonstration du theoreme 

5?it G la fonction de repartition de Y . 

. G(y) = P(Y < y) = P(P(X) < F(x)) = P(X < x) = F(x) = y 

Puisque G(y) = y, la distribution de Yest uniforme sur [O, lj: 
C'est la monotonie de la fonction Fqui a permis d'ecrire: 

X < x {;} F(X) < F(x) et P(X < x) = P[F(X) < F(x)j 

• Obtentlon d'une loi quelconque a partir de nombres au hasard 

Soit X une variable aleatoire et F sa fonction de repartition. 
Pour obtenir (xi, x 2, •.• , x;, ... , Xn), realisation d'un n-echantillon de X, il faut de­
terminer d'abord n nombres au hasard independants Yi, Y2, ... , Yi, ... , Yn, ces nom-

. ·. bres etant compris entre O et 1. Et puisque Fest bijective : · · · 

Yi= F(x1) ~ x1:::::: F- 1(yi) 

Y2 = F(x2) -¢,:.."c;, x2 = F- 1(y2i) 

• Obtention de nombres au hasard entre O et 1 

Les nombnzs Yl, Y2, ... , Yi, ... , Yn s'obtiennent aisement a partir d'une table de 
nornbres au hasard ou encore ils sont generes automatiquement par une calculatrlce ou 
un ord!nateur, 

Supposons que nous voulions des pombres compris entre O et 1 avec trois chilfres signi­
:ficatifs apres la virgule, ii suffit de prendre les chiffres de la table trois par trois et de divi-

; , ser par mille. 

EXEMPLE 

339 wa 487 925 745 extrait de la table conduit a Yl = 0, ~139 ; y2 = 0, 103 ; 
!/3 = 0,487; ·,. 

Si !'on souhaite quatre chiffres significati!s apres la virgule, ii suffit de prendre les chiffres 
4 par 4 et de les diviser par 10000. Ce qui donne Yl ,., 0, 3391 ; Y2 ""0, 0348 ; 
y3 0, 792,5 ; ... 

9 8 Probabilites 

§ 

M Application 

·11 5 d' 1 I. normale centree reduite. 1. Simuler un echantillon de ta1. e ~ne o . al de moyenne 17 5 et 
2. Simuler un echantillon de ta1lle 5 d une lot norm e 
d'ecart type 5. 

, 0 1) a artir d'une table de nombres au hasard, on simul: un e~han-
1. S1 L(T) N\.' : . p ·i ~ [O 1] Trois chiffres significatifs apres la vugule 
tillon de taille 5 d une 101 um orme su, ' : l r •ff 

5 
de la table sont extraits 3 par 3 

constituent une approximation suffisante, auss1 es c H re. ~ -
o 487 . y O 92fi Yn = 0, , 4v. 

Yl "'' 0, 339 ; Y2 "" 0, 103 ; Y3 = ' . ' ,1 ' . . 

Fetant la fonction de repartition de la !oi N(O, 1), 

( . F-U ) y1 = F _ti) ¢? t1 =~ \?11 

!tt 1 _lt2 l O 339 
Y1=F(tl)=P(T<t1) . 0e, ct:::::, .. 

• -ex· V 27f 

. . 1 t determine a l'aide de la table sta-p-1 n'ayant pas d'expresslon algebnque s1mpe, 1 se . 
. . d I I . N'(() 1) soit t1 = -0,415 et ainsi de suite: tist1que e a 01 . , , · . · r. 

0 O"? t 1 440 · /c = (J, 6,)7, h = -1, 267 ; t3 - , ,)- ; •4 , , ,, 

X-170 
2. L(X)=N(l70,5), T=~ 5 

L(T) c-, 1V (0, 1J 
· · x St+ 170 D'oi:t X = 5T + 170 et pour chaque expenence 

ti=-0.415 d'ou r,=5(-0,415)+170 167,92 
· . d'ou· ~ ( 1 9(i7) ..1- 170 = 163. GG etc. t2 -1, 267 :r2 ,, . - , - , , 

Table 

Nombres au hasard 

:25 .. 30. 35 · >,·40 ,.,\>/45 e·<;.; 50, · 

61033 56033 78902 47008 72488 57949 

93634 71652 02656 57532 60307 91619 48916 

62458 09703 78397 66179 46982 67619 39254 90763 74056 

65772 86506 09811 82848 92211 5117~ 33646 17545 31321 
40l15 27524 42221 88293 67592 06430 56898 8.7201 _, ··-··-~--"' 
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Estimateur et 
estimation ponctuelle 

111 Objectifs 
• L'etude de la distribution et des caracterlsti ues d'une , 1 . , . 
une population ne peut generaiement etre f~ite sur l';n~~!~;:1~urs va~ables co~cernant 
se~t la population. Par exemple, pour connaftre les inte . es lndn.,1,dus qui com?o· 
qui comporte des rnillions d'e!ecteurs i! est imp 'bl ~ttons d~d vote d une population 
elections, autrement que par un so~da e c'est~s~ir e e proce er,_ hormi~ le jour des 
aupres d'un echantillon issu de cette pop~latio~. e par le recueil des mformations 

• L' objectif de cette fiche est de presenter les pr1·nc1'pale f t· 
tt t d' • s one ions ale'at·o1·r· · me en estimer une moyenne une v ; . ·• ··; ··· ·· •·--··-·-g§ qui per-

I ............ r·····-- , aLance et une proportion et •urt t d d 
es proprietes de ces ronctions qui sonTappel~e si· . -··· ~ ' " OU e onner 

ces estimateurs qui permettent de determiner u s e imatedurs, .. Ce sont les proprietes de 
II . d t· , ne marge e erreur sous fo d'· t va es e con iance !orsqu une caracteristique d' I . rme m er-

tillon. une popu ation est estimee sur un echan-

III L'essentiel a savoir 
A. Estimateur et estimation 

Un n-echantillon d'une variable a!eatoir y -t . 
et de meme loi que X. e , e::. une suite de n variables independantes 

• Definition d'un estimateur 

Un estirnateur d'un parametre 8 dont de end la loi . . . , , 
X est une fonction d'un n-echantillon de X .(X d~probabd;te <l, une variable aleatoire 

1,,'1.2, ..• ,X,,).'.n) 

T(X1,.,Y2, ... ,)[i,··' ·~~---~·-· 

100 Probabilites 

j 
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'ol 
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§ 

l 
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"" -~ 
i 
§ 
C ., 
·a 
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:, 
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L'estimateur est une fonction de variables aleatoires X 1 , c'est aussi une variable alea-
toire, p~mcetie-raisori l'estimateur not~ aveCoeS feffres majuscules : 

811 OU 1",, OU T OU encore § 

• Choix de l'estimateur•estimation 
U existe une infinite de fai;ons de choisir un estimateur de 0. Toutefois ii est judicieux de 
choisir un estimateur qui possede de ~n~1~s_prop~i~frhi'stafl~f.Lques (volr ces proprietes au 
paragraphe suivant). Dans une premiere approche on peut retenir l'idee qi.1'apres « expe· 
riences aleatoires » il est assode a (:r:1, :r:2, .. ,, Xi,Xn) realisation d'un n'"€chantillon p.e 
X, une valeur T(:c1,x2, .. , ,x;,:rn) = 0,., Cette valeur nui:perique 0n est !'estimation 
la plus appropriee pour le para metre 0. C'est-a-dire que 0,.. est en que!que sorte la 
meilleure valeur approchee de 0, 

B. 

EXEMPLE 

_ x1 + X2 + .. ·+Xi+.·,+ Xn 
X:::;:: 

X; 
::::;; =T(;.c1,X2?·'·}'XiiXn,) 

n n · 
La moyenne de r echantillon x est un choix intuitif, pour choisir une estimation de 
m ""E(X), l'estimateur en decoule immediatement, c'est 

X"' '.I'(X1,Xz, ... ,X.;, Xn) =. 
ti . . 

Ce qui suit con!irme ce choix, en ce sens que cet estimateur'a de borines proprieies sta· 
listiques. , 
L' estimation est une realisation de la variable aleatoire T n estimateur de' 0 ; pour cette 

raison une estima!i9~st une valeur fillrl'l~Eigl;l~ ~U.111:i:1!.~1.C>~~.'!. ~l}J}}ill!JSCUle t,, OU e 

Proprietes souhaitables des estimateurs 

• Definition d'un estimateur sans biais ou sans distorsion 
Tn est un estimateur sans biais de 0 si : 

8 est la valeur exacte mais inconnue du parametre a estimer. 
Si E(Tn) 8, l'estimateur est bialse, le biais est E(T'.,,) - 0. 
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EXEMPLE 

T, - -·- L Xj 
n - X = -n- est un estimateur sans biais de m E(x'), en effel : 

E(X) ""E (LXi) = !_E(~ X·) = _1_ ~ E(X·)- nE(X) 
n n ~ ' n ~ i - ---;- ""E(X) ""m 

~ Remarque 

Si E(Tn) tend vers 0 quand n tend vers l'infini, l'estimateur Tn de a est 
asyrnptotiquement sans biais. 

• Convergence en probabilite 

Tn converge en probabilite vers 0 si : 

[P(O - c:. < T,, < 0 + c:)] -+ 0 quand n --:> oo 

A un. ~iveau ~e connai.ssances pas trop approfondies, H suffit de savoir que si les. deu:x 
conditions suivantes sont-remplies l'estimateur Tn converge en probabilite vers 0. 

.-1) E:(Tn) = 0 (ou E(T~) ___, 0) 2) V(T. ) / / " n -> 0 quand n -,. OQ 

C'est I~ theoreme de convergence en probablllte, propose dans la fiche n "17. 

EXEMPLE 

X est un estimateur convergent de m""" E(X). 

1) == E(X) = m (l'estimateur est sans bials) 

2) V(X) = v (Exi) "'_!.__ LV(X-) = nV(X) _ V(X) 
n n• ' n2 - ---;;:-

~'(X) ~ 0 quand n---, co 

Les conditions 1. et 2 du theoreme etant venfiees J'n•t· t ·x·-lite wrs , . - . ""' ima eur converge en probabi-
m E\X), ce q'=!.!~~t dire concretement que si 11 est t,. . d -- _ 

proche de E(X). - - .. ~. . •.... _ · . rt:s gran x est tres 
... --~··~·---..-- 1 

densite de l'estimateur dem 
- sin augmente V(X) diminue 

m 

1 02 Probabilites 

§ 

C. Estimateur usuel d'une proportion p 
--•-• w----~••~•--••-----

C' est la statistlque usuel!e, proportion observee clans un echantillon : 

-X; _ LXi Pn = Po , - o(i. Xi suit une Bernoulli de parametre p. 
n 

Puisque E(P.,J = JJ et V(A,) '£1:{ tend vers zero quand n tend vers l'infini, alors Pn 
n 

converge en probabilite vers p. 
Ce result11t veut dire que si !a taille de: l'echantillon est tres grande, l9_pJQP.t:>!!i_on obser-
vee est presque certainement tres proche de la valeur.~Jtacte p inconnue (voir 1'applica-
t\~-;ITcneri017).-- . - -- --- - --

D. Estimateur usuel d'une moyenne m = E(X) 

L'estimateur habituel est la siatistique X, moyenne de l'echantillon. 
(J2 

Puisque E(X) = m et V(X) --'~-, cet estimateur est sans biais et convergent. La 
n 

moyenne x observee clans un echantillon se rapproche de m. = E(X) si n est tres 

grand. 

E. Estimateur usuel de la variance cr 2 

• Si m = E{X) est connu l'estimateur habituel est: 

I. t(x.~ l~~=i~~1 n J 
• Si m = E(X) est inconnu i'estimc1teur habitue! est: 

[

-:~
1 
~ f.(X, -x7 

o" - n -1 

Apres experiences, I' estimation ponctuelle de cr2 est 

Ce n'est pas tout a fait la variance de l'echantillon car on divise par n ·- 1 au lieu de n 
Ces estimateurs ont ete choisis parce qu'ils sont sans biais ef convergents. 

Frche ?.O - Estirnateur et estimation ponctuelle 1 03 



IIII Complements 

A. Chaix de l'estimateur dont la variance est la plus faible 

Si_la taille_de l'echantillon est fixee et qu'il existe plusieurs estimateurs sans biais du para 
metre 0, ii est opportun de choisir celui_d9nt_19 _Y-9rirr1ce est la plus foible. 

~-------~- ·- - ~----~--,.,-..-~-,-~-·· 

estimateur T2 

I 
estimateur Ti 

a 0 b 

T2 au~~ varia1'.c~ plus f~i?le que T1 et la probabilite qu'un intervalle (a, b) recouvre 0 
est supeneure s1 I on cho1s1t au lieu de T1. Le critere de la plus petite variance n'est 
pas l,e ~eul critere pour choisir un estimateur, d'autres criteres existent ils ne son! pas pre­
sentes ic1. 

B. E~!imate~!.~tfl<::~.~e 
• Definition 

, Un estirnateur sans biais est efficace s'il n' est pas possible de trouver un autre estimateur 
sans biais qui a une variance plus faible. 

• Quantite d'information In(0} 

l,,(0) cc: nE[(lnf(X,0)~] 2 

l,, ( 0) est la quantite d'information apportee par un n-echantillon de la variable aleatoire 
X, J est la densite de probabilite de X. 

• Inegalite de Cramer-Rao et efficacite 

~ous ~es ~onditions tres generales la v11_~"-DS-e,d\m estimateur est toujours superieure ou 
egale a 1 / In ( 0), c' est I 'inegali!e de Cramer-Rao~-·--·------:--

Si !/ (estimateur) = 1/ In(0), l'estimateur est efflcace car ii a la plus petite variance. 

104 Probabilites 

11!1 Application 

On admet que le montant X des 5,f_?peits_de chagu_~f[i§lnt, sur un compte bancai~e, obeit 
a une loi normale de moyenne met d'ecart type u; met a sont inconnus et I on ~ro­
pose de )es estimer en tirant au has_ar~. n_~~ parmi ~es titu;~ire_s de_ compte b~ncaire. 
Soit Xi la variable aleatoire : rnontant des depots du chent n i, i variant de 1 a n. 

1. Donner les estimateurs habituels de m et CJ 2 et montrer que l'estimateur 
habituel de m est sans biais et convergent en probabilite. 
2. On a tire au hasard l O clients et obtenu les montants suivants des depots 
exprirnes en francs : 

5 700, 6 900, 13 500, 27 000, 10 000, 12 000, 14 000, 4 000, 
8 600, 9 000. 

Donner les estimati()ns de m et a associees a ces experiences. 

Z:::Xi d' , I 1. • Estimateur habituel de ,.!::1:. : --~-= 10-, ~e!es _i?.__sours : 
2 

E(X) rn done X est sans biais et puisque V(X) =~tend vers zero quand n 

tend vers !'infini alors X est convergent. 

• Eslimateur habitue! de a 2 lorsque m est inconnu, 

I:(X; - X)Z 
i=l 52 

n n-I 

2. Les estimations correspondant aux realisations Xi des variables Xi sont : 

X1 + x2 + • •, + x10 _ 5 7oo + 6 9oo + · · · + 9 0OO = 11070 francs 
X -.!/1 10 10 

3 s = JI:(x; - x)2 /9 = 6 47, 1 francs 
~ 1-" 
ii. 
3 

l 

-g 
" 8 

r/J) 
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21 Methode du maximum 
de vraisemblance 

D .Objectifs 
• Les estimations proposeE:s dans la fiche precedente reposent sur l'idee intuitive qu'un 
moment inconnu d'une variable aleatoire ou d'une population peut etre approche ou 
estime par le moment equivalent calcule: sur un echantillon. Ainsi, le moment d'ordre 1, 
c'est-a-dire l'esperarice mathematique ou la moyenne dans une population est habituel­
lement estime par la moyenne des observations issues d'un echantillon. Cette methode 
d' estimation par les moments ne convient pas dans toutes les applications pratiques et 
dans certains cas, elle ne fournit pas !es meilleures estimations. C' est pour cette raison 
que le statisticien Ron11!d Fi~Qf.£-eosa, dans les annees 1920, la methode du maxi­
mll:!_n._slJULtais§lmhlAQfe. 

• Cette methode consiste a rechercher !'estimation du pararnetre inconnu qui rend le plus 
probable ou le plus vraisemblable l'echantillon observe. Puisqu'il s'agif de trouver un 
maximum, cette methode foit appel a la notion de derivee en mathematiques, tout au 
moins pour !es cas ou la loi de probabilite est une f onction derivable. Les estimatl'!urs 
obtenus par la methode du maximum de vraisemblance ont de bonnes proprietes stafo;­
tiques. Certains estimateurs habituels obtenus par la methode des moments sont !es 
memes que ceux obtenus par la methode du maximum de vraisemblance. La connais· 
sance de cette methode n'est pas indispensable pour trailer les intervalle de confiance 
(fiches 0°22 a 24). 

III L' essentiel a savoir 

A. Les fimites de la methode des moments 

Nous al!ons illustrer par un exemple classique le fait que la methode des moments n'est 
pas toujours la plus pertinente. - -····-- ··--··-·--·-·- -·-

1 06 Probabilites 

La densite de probabi!ite f d'une variable X est f (:r) = 1 / 0 si O ~ :i: .,;; 0 et f ( x) = 0 
ailleurs. . 0 
Cette loi etudiee dans la fiche n°14 est la Joi uniforme, elle conduit a E(Xi) = 2 et 

E(X) ~-Sile parametre 0 est inconnu, son estimateur sans biais, determine par la 

methode d~s moments a partir d\m n-echantillon de X{X1, X2, ... , Xi,·.:..:., Xn), 
est egal a 2X puisque E(2X) = 0. ll est facile de montrer egalement que _2X est_un 
estimateur convergeant de e. Apres experiences, considerons la realisation su1vante d un 
echantillon de taille 10 de X : 

1,04; 0,95 ; 0,29 ; 0,12 ; 1,20 ; 1,13; 0,51 ; 0,89 ; 1,96 : 1,36 

Ces donnees numeriques conduise.nt a !'estimation de 0 suivante: 

01 = 27 = 2 ~_::; = i2-i_Q_4 + 0, ~5 r:f- ... + 1, 3~) 1, 89 
10 v 

0 est estime par 01 = 1, 89 par la rnethode des moments. 

I ___ ... 

0 l.960 X 

Toutefols, puisque les realisations de X sont comprises entre 0 et (J. H est evident que 
i:; est inferieur a I), clone {) est super\eur a !ous !es :r, et en particuher au plus grand 
des x; 

0 ::, Sup ;i;i Sup;r; 1, !:JG done t} > l, 96 
1~i(l0 

Ainsi la valeur 02 = 1, 96 est " plus vraisemblable » que 01 = 1, 89. 
La plupart des estirnateurs du maximum de vraisernblance ne sont pas aussi simples a 
determiner et ii fout utiliser des operateurs de derivation ou des methodes numeriques. 

B. Fonction de vraisemblance 

Soit Sx ]' ensemble des reahsations <l'une variable alealoire X, discrete ou continue, qui 
depend d'un parametre /J. 

• Si X est discrete, sa loi est definie par !es quantiles Po ( ;i;) = Pe( X = :i:). 
La vraisemblance de la realisation d'un n echantillon (xi, :1;2, ... , ,i;i, ... , Xn) est la 
fondion L definie ci-apres : 
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, :2:2,, .. , :c,,, P[(X1 = ;ri) () (X2 = x:.d n ... n (Xn Xn)] 

= P(X1 = x1)P(X2 · ... P(X,, 1:n) 
n 

IT P(X; = ou II Pe(X, = 
i=l 

Le produit est possible dans la mesure ou !es variables 

EXEMPLE 

Loi de Poisson : L(X) = P(>.). P(X 

• Si X est continue, sa loi est definie par sa densite 
cret, la vraisemblance L s·ecrit: 

EXEMPLE 

Loi normale L{X) = N(m,cr), f(:r,) 
et a; 

L(x1,x2,• .,xn,m,(J) II 

sont independantes. 

. Par analogie avec le cas dis-

Tl 

fe(xn) II fe(:c;) 
i=l 

/, cette loi depend de m 

C. Estimateur du maximum de vraisemblance 

L'estimation du maximum de vraisemblance est la valeur 0 qui, substituee a 0 dans la 
fonction de vrnisemblance L(x1 , x2 , .•• , Xn, 0), rend cel!e-cl maximum, c'est-a-dlre que 
la valeur observee du n-echantij!on (x1 , x2 , •.. , x11 ) est la plus probable pour 0 = 0. 
Les valeurs de x, ,Hant fixees, L ne depend plus que d'une seule variable 0, le maxi­
mum de la fonction, si elle est derivable, correspond a : 

8L(:r:1, X2, ... ,x,,,0) 
{){) 

La derivee par rapport a 0 et nulle. 

0 

La solution 0 de .;gtte equationcorrespond a un maximum si la derj!1gf.l §g_mnd~.s)u.t_ 
nu.~=~®gti_dg.sif¥ieen·1:£poirit:"pourla-pl~1part·des·101s·aassiques, !;estimation du 

--;i{aximum de vraisernbiar1ce de Tx~: X2, ... , :i::n)est la va!eur de 0 qui annule la derivee 
premiere. 

.. 
108 Probabllites 

§ 

Remarque 
• L'estimation du maximum de vraisemblance est : t T(x1, :r:2,. -. , x,.,) 

L'estimateur du maximum de vraisemblance est: 8 T(X1, X2, • • •, X,,) 

• e solution de L~ = 0 est aussi solution d~~)'o(l. . 
[; fo;ctl;n i;;d~~9~;-j~·bg-;rithme neperien. Tres souvent, on utilise les 
logarithmes car !es calculs sont plus simples. 

EXEMPLE 

Pour la Joi de Poisson de parametre JI, la vralsernblance est : 
>. 1:,r, 

. ,. ') -c-n>. __ 
Ltx1,x2,--·,·••n,,, - rr ,I 

.t:1.. 

(lnl)~ ·-n+ 0 

La solution de cette equation donne !'estimation du maximum de vraisemblance. 

~ = "" :q + :1_:2 + ... + Xn = x 
n n 

L' estimateur du maximum de vraisernblance est : 

A =X 
n 

, Cet estimateur est le m~me que celui obtenu par la rnetho~ des moments pour 
E(X), car, le moment d'ordrn 1 de l'echantillon est X 

llII Complements 

A. cas ou la foi de probabilite depend de plusieurs 
para metres 

Une condition necessaire pour qu'une fonction de plusieurs vari~bles adn_iette un extre· 
mum est que !es derivees partiellQs d'ordre 1 par rapport aux vanables so1ent nulles. 

EXEMPLE 
La loi de X est une loi normale : L(X1 
La vrnisemb!ance est : 

N(m,a) 

Les conditions 

l 
L(x,x, ... ,x,m,a) ----e 

(21r)n/2 0 n 

du I'" ordre (ln L )~n ~ o et (In L ):2 -=-- 0 conduisent a : 

;;:;_ = x; . et = I:(x; - :i:)2 
n n 
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Les estimpteurs conespondants sent : 

~ · I:: xi 
8

12 = I::<xi x)2 

M=-·--· X et . 
n n 

Ce• sont !es estimateurs du maximum de vra!semblance. Pour faire la d~monstration 
t.:ematique correctement, ii faut verifier les conditions du secon. d ordre. Ces estima· 

sont le.s memes que ceux obtenus par la methode des moments. 

R. Proprietes des estimateurs du maximum 
.de vraisembfance 
' 

Les estimateurs dµ [J1aximum de vraisemblance ont de bonnes proprietes statistiques. Soit 
T 1.'estimateur du maximum de vraisemblance d'un parametre0. 

• Propriete 1 {biais) 
Test sans biais ou asymptotiquement sans biais 
E('.l') = 0 ou E(T) -➔ 0 quand n -> oo 

densite de T estimateur de 0 

0 = E(T) 

• Propriete 2 (convergence) 

T converge en probabilite vers 0 : T-----+0 

• Propriete 3 (efficacite) 

Test sans biais 

La loi de prnbabilite de T tend vers une loi normale de moyenne 0 et de variance 
1/ In(0). 
I,. ( 0) est la quantile d'informalion. 

V(T) 1/ In(0) exprime que l'estimateur est asyrnptotiquement efficace. 

m Application 

L Donner !'estimation du maximum de vraisemhlance pour une variable de 
Bernoulli. 

11 0 Probc1bilites 

2. Dans une population tres nombreuse de possesseurs d·automobi!es. la proportion p 
de personnes qui ont !'intention de racheter une voiture neuve dans !es douze mois est 
inconnue. 
Comment prelever un echantillon de 1 000 personnes et a quelle estimation 
de p conduisent ces observations si 185 personnes ont fait part de leur inten· 
tion de racheter une voiture ? 

3. L' estimation de p obtenue reflete+elle reellement une estimation precise 
de la proportion de personnes qui vont racheter une voiture dans les douze 
mois? 

1. L(X) = B(l,p) d'of1 P(X J:) ~ px(l 

L(x1, ... , J:2, ... ,:rn,P) TI (1 ·-

lnL :r;)lnp + 

La solution du maximum de vraisemblance conduit a fi". 
1 

(111 L)~ = rI: P - (n -~ L 

Soit fi - I::X = x est I' estimation et : P = -· :. 
n n 

, :r=Ooul 

In ( l p) 

l 
=0 

1-p 

est I' estimateur. 

La proportion observee clans l'echm1tillon est !'estimation du maximum de vraisemblance 
de p. • 

2. L'echantillon doit etre prele've au hasard et_~yec remi!;;_e. Toutefois lei, c.omme la popu­
lation est tres nombreus€, le fait de faire des linages sans remise exerce peu d'influence 
sur le resultat. Des methodes comrne celle des quotas donne de bormes estimations, mais 
le calcul de rnarges d'erreur par les intervalles de conHance utilise des tirages au hasard. 
L' estimation du maximum de vraisemblance est : 

0, 185 = 18, f> % 

3. L'lncertitude due au fait que le renseignemenl est obtenu sur une partie de la popu\a· 
tion peut etre mesuree par un intervaHe de. confiance (voir fiche n°23). Par contre, un 
autre type d'incertitude s"ajoute a la prerniere, a savoir qu'il s·agit d'intentions d'achats et 
qu'U n'est pas possible de connattre sans des e.tudes comple1mmtaires comment vont se 
concretiser ces intentions d'achat clans Jes douze mois qui suivent. 
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22 lntervalles 
de confiance 
d'une moyenne 

D Objectifs 
• La valeur moye!J.lli:_rn~e variablequantitaUve est inconr!_1:;1e dans une popu!ation. 
La fac;on la plus pertinente d'approcher cette va!eur ou de. l'estimer ponctueUernent est 
de ca!culer la moyenne x sur un echantillon issu de cette population. Pour avoir une idee 
de la precision du resultat, i! faut, a partir de x, construire un intervalle qui a tlllt'.1£rte 
pn.~-~~bjlit~. d~J.~.~9-1,1_~·_1:s_tJ _q_!!~ _u!.i_!:'~e~~-11~ .. d_e .S:?~fiance . 
• Pour definir predsement cette notion, ii est necessaire de formaliser le problerne avec 
Jes outils utilises en theorie des probabilites. C'est-a-dire que X est une variable aleatoire 
pour laquelle 2]:L .... .::'c.):20~st inco~'.,;.~, la moyenne designe id en fait l' esperance mathe­
matique, un n-echantil!on aexnote X 1 , X 2 , ... , Xn conduit a definir un est1mateur 
de m. Ensuite la loi de probabilite de l' estirnateur etant connue, il est possible de deter­
miner les bornes de l'interJa!le de confiance. De nombreuses notions definies clans cette 
fiche sont valables pour un parametre 8 quelconque et non pas seulement pour 
.. 0 = m = E(X). "------------· 
",_,..,. 

Ill L'essentiel a savoir 

ll_est..raw~e qu'un n-echantillon de X est une suite de variables independantes et de 
m~me loi que X 

A. Definition d'un intervalJe de confiance 

Par definition, un inteivaUe de confiance au niveau l -c 0: pour rn est un intervalle dont 
Jes extremites sont aleatoires et qui recouvre m avec une probabilite 1 - a. Soit 
JC1-o:(m) cet intervalle: 

!!'~:(;lc-a(m) l'eCouvre m] = 1--!l 

11 2 Probabilites 

La probabilite que l'intervalle ne recouvre pas m est CL Les nombres 0: et 1 - a etant 
des probabilites sont compris entre O et L 

IC1-a(m) ~ [A, BJ 

A= A(X1 , ... ,Xn) et B B(X1, ... ,X,,) 

A et B sont !es bornes de l 'intervalle, ce sont des quantites qui dependent du n echan-
tillon X 11 X2 , . . Xn, ces quantiles sont done aleatoires. ' 
A.pres n experiences, la suite Xi, x2 , ... , Xn conduit aux bornes : A(x1, :r.z, ... , Xn) 
et B( x 1 , x 2 , •• , J;n). Ces deux valeurs numeriques donnent une realisation d'un inter· 
valle de confiance. Souvent, clans !es applications, lorsqu'il est demon..de-unJnte(Valle de 
confiance, ce sont uniquement l~~-Y.a!e_1,1rs r~rriettqµ~s qy'iUaut deterr11!r,i~r: l,q construc­
tion d'un intervalle de conffance avec des bomes aleatoires est plutot une question de 
cours. 

B. lntervalles a risques symetriques et unirateraux 
•-«""-·--· ·--··"····--" ... "···· -~--,~--, ..••• _ ,..,._,__,."~-,,. ... ':. - •• 

Soit /Ci-a:(0) un intervalle de confiance au niveau 1 a pour 0 

P(A ~ 0 ~ B) = 1 - a et P(B < A)cf_)P(B > B):,,, i:~ 

En posant o:1 + a 2 = er et P(0 <A)= a: 1 et P(0 > B) = n2, on constate qu'il 
existe, tout au moins pour une variable aleatoire estimateur de 0 continu, une infinite de 
fa.;ons de choisir a 1 et er2 , done une infinite de choix pour A et B. 

• lntervalles a risques symetriques k::' 
Le risque nest divise par deux, soit a 1 = a2 = a-/2 

(, . 
fP(A > B)' = P(B < 0) = o-./2 

L'intervalle [A, B] est un intervalle bilateral a risques symetriques. En l'absence de pre­
cisions dans une application, on determine un intervalle a risques symelriques. 

• lntervalles unilateraux 
Lorsque ( a 1 = O et a 2 = n) ou ( a:1 = a: et er2 = 0), l'intervalle est unilateral, car le 
risque est d'un seul cote de !'intervalle. 

OU 

P(0 > B) a 
P(O > B) ~ 0 

et 

et 

P(0 <A)= 0 

P(0 < A) :::::: o: 

C. lntervalle de confiance d'une moyenne m v:' 
avec ecart type u connu et pour la loi normafe 

L(X) = N(m, a), (J est connu. _ 
Pour determiner l'intervalle de confiance, on se propose d'utiliser X qui est un bon esti-
mateur de rn, en ce sens qu'il est sans biais, convergent et effic.ace. · · - · · · 

-=--·--- . X = X1 +X2 + ... LY,.,= 1:-Xi 
n n 
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est une somme de variables normales independantes, sa loi de probabilitc est done 
bien connue : : . . . 

·- ( a) X-m 
~~'7L_(J). ~N m, vii, et :; = L(T) N(O, 1) 

De .P [c1 ;,-; ~Tl!: s;; C2l =. 1 - a 
a/fo • 

En prenant des risques symetri~.i_ vient : 

a/2 p[~lfo > c2] =P[1' > et a/2 

On obtient C1 et C2 en utilisant les tables de la loi normale centree reduite. 

f(t) 

a 
l a 

-oo c, 0 C2 + cc 

Ainsi C2 =-Ci= t1-(a;2\car P{T < t1-a;2] = 1- a/2 
On note aussi souvent Oi, ,.:. -Ci ta12 = t,,.b1,, t , . 

Considerons l'evenement E defini de la far;on suivante : 

C1 = t = tt~ble 

f (t) =, 
1 

t-~·:-:: ~ m < X +t~ a - a] 
✓n /ii 

et puisque P[E] 1 a: [x -t a_, X + t_?'-] est un intervqlle de confiance a vn fa 
risques symetriques de niveau 1 n. 

ICi-a(m) +t~] I 
fo 

Si (.1:1, x2, ... , x,.) est une realisation d'un n-echantillon de X, on obtient une realisa­
tion de l'intervalle de confiance : 

[ 
a. all x - t =, x + t r:.-J vn yn 

1 14 Probabilites 

£XEMPLE 
Une variable X suit une loi r.ormale de moyenne m inconnue et d'ecart type er =c 2, 
donner la realisation d'un interw11!e de confiam:e au pour m sachant que 
20 experiences ont conduit a ; 

20 

)x; 
L....I 

iccl 

220 

ll suffit d'appliquer diredement le cours explicite ci-avant 

a 2, v,, ✓20, x 220 

20 

[x to,975 u ] 

11, lo)975 

ICo.»s(m) 2 ] 1, 9CJ 
00

... = [ll ± O, 88) 
\ ~ 

[HJ, 12; 11.88] 

I! y a 95 % de chances que la valeur exacle de m soit comprise entre 10, 12 et 11, 88. 

_.. Remarque l (\6 2 
L I d I' II . '~I • l ·1 d l' h II a ongueur · e interva e est --·- .et sl a tail e n e ec .anti on est 

multiplie par 4, la longueur de l'intervalle est.divise12 par 2, Si n devient infini, 
la longueur de !'interva!le devient nulle quel que soit le niveau de confamce 
1 - a. Ceci veut dire que ?r peut etre rendu aussi proche de m que !'on veut 
Ceci illustre la notlon de convergence en probabilite de X vers m. 

D. lntervalle de confiance d'une moyenne m 
71 avec ecart type inconnu pour la Joi normafe 

_./ ' 

L(X) = N(m, <T), m et a sont inconnues; c'est la situation que l'on rencontre le plus 
souvent clans la pratique. ------~--
L'intervaHe precedent t a x + ti] ne peut convenir dans la mesure ou !es 

bornes de i'intervalle dependent d'un parametre inconnu <T. Les statisticiens ont resolu 
ce probleme e.£15onsmlJ.~a loi de Student qui est issue de la loi normale. Cette loi uti­
lise l'ecart type es time s au !ieuclel~art type exact o-. La~tileae· Student est defi 
nie clans la fiche n"i6: ... 

J',,_l 

Apres experiences, et 

suit ur,e loi de Student a n - 1 de libertes. 

et S 2 

n 

deviennent x et s2 , 1:, __ 1 devient t 11 _ 1 
x-m 
s/fo. 
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De P(-t < < +t.) = l - on deduit de la table de Student a n - 1 degres de 
libertes la valeur de t. 

P a 

! -
~~""-'~"'-------le....-.__ =-

0 t + 00 

EXEMPL£ 

Si n 20, l o = 95 %, on lit dans la table drs Student a !'intersection de la ligne « 19 
degres de libertes » et de la colorme P a 5 % , t I.table = 2,093 (pour la Joi nor­
male on obtient t 1, 9G). 

0,05 

19 I --

• lntervalle de confiance 

Par analogie ~vec la loi normale, l'interva!Je de confiance pour m a risques symetriques 
cr/2 est : 

IC1-cx(m) = [x +t·~] 
Apres experiences, la realisation d'un intervalle est 

Pulsque P(l;,-1 < t) 1 a/2, ll est plus correct de noter tn-i(l a/2) au lieu 
de t. Cette valeur est aussi souvent notee iu;2 puisque P(T > ta;2 ) = o./2. 

IIII Complements 

A. Approximation par la Joi normale 

Les intervalles de confiance precedents utilisent la Joi de X estimateur de m. la Joi de 
est une loi normale lorsque la variable X suit une loi normale. Lorsque X suit une 

11 6 Probabifites 

· autre loi que la Joi nor male, ii .est theoriquement possible de determiner la loi de .£! 
d' obtenir un intervalle de confiance par un procede analogue a celui utilise lorsque X 
suit une loi normale. Ced peut conduire a des calculs ardus et ennuyeux. Ll encore le 
theoreme c.mtral lirnite constltue un arndllaire predeux. L'utilisation de !'approximation 
parlalornormalea pafl:irc!Etrt;;;; 3ff-conduitai'tresultat suivant : 

X 1, X 2 , ... , X.;, ... 1 Xn est un ri·echantillon de X, c'est-a-dire !es X, 
suivent la meme loi et sont independantes. 
Si n ;;i 30, suit approximativement une loi normale. D'ou la n§alisa-
tion approchee de. l'intervalle de confiance au niveau 1 ·" a: 

Avec : P(-·t < T < t) = 1- a , L(T) N(O, I) 

Les resultats sur les inteivalles de confiance obtenus avec la loi normale, restent approxi­
mativement valab!es avec d'autres lois, ceci traduit la notion de robustesse en statistique 
mathematique. 

8. Loi de Student 

N(0,l} 
Tn-1=~cc: 

I \ 

. •.Xn-1 I 

V n.::.1 

m. . 2 I:(X; - X)2 

SJ 
r,;;n car S cc; . . 

y,. · ri .. l 

n-1 

Cette transformation a pennis de faire disparattre le parametre a et de determiner une 
intervaHe de confiance pour la rnoyenne m quand !'ecart type u est inconnu. 

rn Application ,. 

On admet que le montant X des avoirs de chaque client sur un compte bancaire suit une 
loi normale de moyenne m et d' ecart type a inconnu, m et u sont inconnus. !Is sont 
estimes a partir du tirage au hasard de 10 clients ; !es resultats en francs de ces tirnges 
sont les suivants : · 

5 700, 6 900, 13 500, 27 000, 10 000, 12 000, 14 000, 4 000, 8 600, 9 000 
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1. Donner un interva11e de confiance a 95 % pour m. 
2. Donner un lntervalle de confiance a 90 % pour m. . . 
3. Si_ les esti"?ations de m et er sont inchangees mais qu'elles portent sur 
90 chents au heu de 10, comment varient les. resultats aux questions I et 2? 

1. IC0,95(m) ~ {i; ± tn-1-~ l . . . l vnJ 
Les valeurs numeriques conduisent i'! : 

. 
x ""' = 11 070 francs et . 10 (647) 2 

P(-t < T,, __ 1 < +t) = 0,95 = 1-

On lit dans la table de Student a 9 degres de libertes t9 2, 262; d'ob: 

r 647 J IC0,g5(m) l11 070 ± 2,262 · ~ = [11 070 :±: 463] 

ICo,gs(m) = [10607; ll 533j 

Le montant moyen des avoirs estime a 11 070 francs a 95 % de chances de se situer 
entre 1 fJ ,607 francs et 11 533 francs. 

2. Pour une probabilite 1 o 0,90, la valeur lue clans la table est t
9 

1 833 d' • , , OU 
l'interva!le de confiance : 

[ 647] ICo,go(m) = 1 f 070 ± 1,833 · /IO = [10 695, 11445j 

3. IC'1-n(m) = [x±t~] 
La longueur de l'interval!e est 

valle est divisee par v15 3. 

8 

Les calculs numeriques sont immedlats. 

11 8 Probabilites 

si n = 90 au lieu de 10, la longueur de l'inter-

23 lntervalles 
de confiance 
d'une proportion 

D Objectifs 
• La proportion p d'individus qui presentent tm caractere A dans une population est 
inconnue. La fa~on la plus pertinente d'approcher cette valeur ou de l'eslimer ponctuel­
lement est de calculer la proportion observee iin sur un ecbantillon issu de cette popu· 
lation. Pour avoir une idee de la precision du resultat, ii faul, a partir de Pn, construire 
un intervalle qui a une forte probabi!it8 de recouvrir p. C'est un intervalie de confiance. 
La construction d'un tel intervalle repose sur la loi de probabilite d'un estirnateur de cette 
proprn1ion. L'estimateur classiquernent utilise est la variable a!eatoire qui se deduit de la 
proportion observee Pn dans l'echantillon. Nous allons, a l\,ide des resultats deja connus, 
exp!idter la lol de probabi!ite de cet estlmateur et en deduire un interva!le de confiance, 
c'eshi-<lire un intervalle qui recouvre p avec une probabilite ( l 

III l'essentiel a savoir 

A Loi de probabilite exacte de l'estimateur P n de p 

X est une variabl,z de Bernoulli de parnmetre p, 
X; ~" l si l'in<lividu i presente le caractere. /1 avec la probatilite p. 
X; ~ 0 si l'individu i ne presente pas le r.aractere A. 
L'estimateur habituel est : 

n n 
Cet estimateur, qui peut etre obtenu par la_methode des moments ou par !e maximum 
de waisemblance, est nature! dans !a mesure ou une estimation Pn associee a cet esti-
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mateur est la proportion observee dans l'echantillon. 

X1 + ::z:2 + ... + 1;11 ••• ~ :r; 
Pn = - -

n ·n 

L' estimateur P11 de p est sans biais, convergent, efficace. 
La loi de P,, est connue, puisqu'au numerateur la quantile Z X; represente une 
somme de Bernoulli independante de parametre p, done une binorniale de parametre 
net p. 
La construction de !'intervalle de confiance a partir d\me loi binorniale serai1 bien ardue 
au niveau des calculs. La encore !'approximation par la Joi normale est d'une grande uti· 
lite pratique. 

.B. Approximation de la loi de l'estimateur Pn par la loi 
. normale 

Une sornme de variables aleatoires independantes et de meme loi peut etre approximee 
sous certaines conditions par une loi normale. 

,"x 
Ain;;i P,, = X = -0--; peut etre approximee par une loi normale de parametres 

n 

E"(P ) {iiq ( /pq) _, n = JJ et O'p,, = y-; L(Pn) est approximativement N p, \I;-
Les conditions !es moins strides pour faire cette approximation sont np et nq superieurs 
a cinq (voir fiche n°l8). 

C. lntervalle de confiance de p 

L'intervalle de confiance pour la moyenne m d'une variable aleatoire X qui suit une loi 
normale lorsque l'ecart est connu est : 

IC1,.,u(m) [x -tux_, X+t·'!Xl 
✓n fa 

ou L(T) = N(O, 1) et P(-t < T < +i) = 1- o·, t = t 1 _ 0 ; 2 

En transposant ce resultat a Pn = X il vient : 

Cet intervalle recouvre p avec la probabilite 1 - o,, toutef ois c~t intervalle est inoperant et 
ce n'est pas un intervalle de confiance ca1~les bornes dependent du parametre inconnu p. 
Dans la pratique ii existe trois fac;ons pour obtenir l'intervalle de confiance nous donnons 
ici la plus classique qui consiste a rem placer le produit pq par Pn rJn, !a ;ealisation d'un 

1 20 Probabilites 
; 

,.J;.,.' 

intervalle de confiance au niveau 1 - o: pour p est ainsi : . 

Avec P(-t < T < +t) = 1 - o: et L(T) = N(O, 1) si (1- 9') = 95 % , 
t = 1, 96 s:::: 2, nest la taille de l'echantillon et qn = 1- Pn· 

IIII Complements 
Les deux autres fa<;ons d'obtenir un intervalle de confiance pour p sont les suivantes: 

A. Remplacement du produit pq par son maximum soit { 

En remplai;ant pq par son maximum soil ~. on obtient un intervalle par exces, soit: 
4 

W.-n(P) [P• - t✓ {;;, Pn +tHn] 
B. Utilisation des abaques 

Les abaques sont des courbes qui sont fournies par !es tables statistiques usuelles. Elles 
permettent pour un niveau de confiance l -·- a de 99 %, 95 % ou 90 % et pour une 
taille n d'echantillon d'obtenir directement !es bornes de l'intervalle de confiance pour 
p. Cette methode etait tres utilisee par Jes ing~nieurs ii y a quelques dizaines d'annees 
pour les controles de fabrication en usine. A cette epoque, !es rnoyens de calcul 
modernes n' existaient pas ; ces abaques faisaient gagner un temps precieux pour les cal­
culs d'intervalles de confiance a partir du pourcentage de pieces defectueuses dans un 

. echantillon ou un lot issu de la fabrication. 

EXEMPLE 
La proportion observee Pobs = pn = 0,45 est portee en abscisse. Si la taille de l'echan­
ti\lon est n = 100, \es bornes de l'intervalle de confiance se lisent en ordonnee par !es 
intersections de la droite verticale x =: 45 % et la courbe qui correspond a n = 100. 

Donc,si n=lOD, pn=:::0,45, 1-a=95% 

!Co,45(p) = [0, 35; 0, 55] ""· (35 % ; 45 %] 
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.Intervalle de confiance a 95 % pour la proportion p de defectueux 
· (abaque) 

100 

8 
C 
~ 

t;:: 
§ 60 
t.> 
<!) 55 % 

'"O 

~ 
-a 

50 ,rr-t-;t'!-7'b~-b7t4c..--t----'f--~JL,~4-.Ll,,:':....ti~-_;JL'--!--J 
i: 
<1) 

.5 
;c.. 35% ., 
-0 
VI Jo rrif-m'71:fr-V--+-+-.+--,,.~ 
<!) 

C .... 
0 

c:Cl 20 

10 20 ]0 40 50 60 70 80 90 100 

p,,=45 %_ Proportion observee 

II'I Application 

Avant d_e lancer un nouvel article sur le marche, un industriel souhaiterait conna1tre la 
prop~rt1on p _de personnes susceptible..<; d'acheter cet article. Pour cela, ii fait realiser une 
enquete aupres de 1 000 personnes. 

L :redser comment ii faut choisir les personnes qui vont repondre a l'en-
quete. . 

2. A la filme personne enquetee est associee la variable aleatoire X, de Bernoulli de 
parametre p. 

1 2 2 Probabilites 

a) Donner l'estimateur habituel de pet montrer qu'il est sans biais et conver­
gent. 
b) Sur 1000 personnes enquetees, 77 souhaitent acheter cet artide. Donner 
restimation de p correspondante. 
3. a) Donner un intervaUe de confiance au niveau 95 % pour p. 
b) Donner la valeur de ]a taille de l'echantillon pour que la longueur de l'in­
tervalle ne depasse pas 2 %. 
4. Donner un intervalle de confiance pour p au niveau 99 %. 

1. Les in1ervalles de confiance etudies correspondent a des faages au hasard d'observa· 
tions qui sont !es realisations d'une meme variable aleatoire X. ll n'est pas toujours pos­
sible de proceder ainsi dans la pratique, notamrnent lorsque la population est tres disper­
see geograph\quement. On cherche alors a obtenir un echanti!lon representatif vis-a-vis 
des criteres susceptibles d'influer sur l'achat : !'age, la categorie sociaie, le sexe, c'est la 

methode des quotas. 

2. a) Celte question est tra\tee dans cette fiche. 
X, l avec la probabilite p s'il ya intention d'achat, et X 1 U sinon. 

·;;r 'z:X. l' t· ' b' I l j'" = -····-·---· est es 1mateur ,1a 1tue c e p. 
n 

Puisque E(Pn) = p, Pn est sans biais. 
Cette propr\ete, completee par \l(P,.) 'I:.'l qui tend vers zero qwmd n tend vers !'in-

n 
fini permet d'affirmer, d'apres un theoreme bien connu, que Pn converge en probabllite 

vers p. 

b) L'estimation de p est la proportion p,, obser,,ee d,ms l'echantiilon. 

3.a) 

X; 77 . ,,,,,, ~- c,., = ...... -:--- = 0.01 I c::s I I/{) 
n l ODO' 

l . 1Pn-<ln 7 
ICo,w,(v) = Pn ±-~lt;,,bky--;:;-j -

= [0, 0605; 0, 093S] 

l ,0.077(1 0.077)1 
U OTi ± J qlJ-·----·---'-.. - • 

' .. " 1 000 · 

La proportion exacte est lnconnue, mais elle a 95 % de chances d'etre comprise entre 

6,05 % et 9,35 %. 
La reponse a ete .presentee directement Pour un examen, ii convient de preciser com· 
ment est obtenue la valeur 1, 96 clans la table et de justifier que !es donnees numeriques 
permettent de faire !'approximation par la loi normale pour l'estirnateur, c' e.st-a-<lire qu'il 
laut verifier que np et nq sont superieurs a dnq aux bornes de l'intervalle. 
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b) Longueur de l'intervalle : l '·'"' 0, 02 

'.2 X l, 96 X \/0, 077 X 0, 92~, 
I n 0,02 

n 2 732 ( n enher) 

c) L(T) N(O, 1), P(-t T < +t) 0, gg 

d'ou 
ttablc to,995 = 2, 576 

[o, 077 ± 2, 576v[o; 077 X 0, 92XJ 
. 1000 
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24 lntervalles 
de confiance 
d'une variance 

D Objectifs 
La moyenne et la variance sont !es parametres Jes plus utilises pour caracteriser la distri· 
bution d'une variable quantitative X. Lorsque ces valeurs sont inconnues, Jes estimations 
ponctuelles fournies par un echantillon constituent des valeurs approchees de ces para­
metres. Pour mesurer la precision des estimations, on construit des intervalles de 
confiance, Le principe est toujours le meme, et a partir d'un bon estimateur de la 
variance - la loi de l'estimateur est connue, tout au moins de maniere approchee - on 
determine un intervalle qui recouvre la variance inconnue avec une probabilite 1 Cl, 

cet intervalle est un intervalle de confiance pour la variance o-2 _ 

III L'essentiel a savoir 
A. Les estimateurs classiques de la variance 

E(X) rn, V(X) = CJ2
, Xi sont des v_a. independantes de meme lei que X, les esti­

mateurs dassiques de u2 sont : 
n 

(Xi - m) 2 E (Xi - X)2 

2 2 2 2 i-1 L =En=----- OU Sn=S =-----
n n 

Le premier s'emploie lorsque m est connue, le second lorsque m est inconnue. 
Apres experiences (x1 , x2 , __ ., x,..) fournit les estimations suivantes de o-2 : 

OU 
,·~(· -)2 L, ,C; -- X 

= n n -- 1 
Les estimateurs proposes sent sans bials et convergents. 
:[

2 est efficace (variance la plus faible). S 2 est asymptotiquement effkace. 
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B. Jntervalle de confiance pour cr2 lorsque m est connue 

Nous choisissons pour X la loi normale, la loi de I' estimateur 
allons la preciser. 
L(X) · N(m, er) ainsi, 

I:;'1 en depend, nous 

: L (Xi - m) = N(O. 1) et 
' (J ' (

Xi m) 2 

er = [N(O, 1)]2 = Xi 

~(Xi-m.) 2 
. ~ a sU1t done une loi du chi-deux a n degres de libertes (x;,) 

' 
I:;(X, m)2 n L (X;, m)2 L2 (n. '\"2 ) 

2 ~ ..;__~--'- = 'n · ..-!'.!. c'est·a·dire L ~..1L = x/2 
0- O"' n a-2 a2 • n · . 

La loi de l'estimateur est done connue, el en se fixant un niveau de confiance 1 - ct de 
l'lnegalite qui suit, H est possible de deduire un intervalte de confiance de niveau 1 - a 
pour o-2

. 

P (c n I:! c ) 2 · · 1 ~-a-~ 2 = P(Ci ~ X« ~ C2 } = .l ····· a 

L'intervalle est generalement bilateral et a risques symetriques, c'est·a-dire : 

P(x';. > C2) = P{x~ < C1) 0: 
2 

C' ') ( ' ) l = x;; 0/2 

Considerons l'evenement E defini de la fai;on suivante : 
_ :[2 ::,~2 ...,2 

E; = C1,::; n-2n < C., ¢;;, n.=.!.!:.. ,< (J'2 < n Ln 
a - Cr ' "' G.i 

Nous avons ainsi obtenu un intervalle de conliance au niveau l a pour o-2 • 

[ 

'\'2 "'2 '2 
"l · 2 L..n Ln rt IC1-n(O' ) = n---- ; n-l ou [ Ln 

C2 C1 j x;Jl - o/2) 
n I:~ ] 

x?i ( cx/2) 
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Apres experiences : 

' "'Cl 
0 
§ 
Cl 
@ 

JC,\ . 0 .(rr):l 

20 I 
EXEMPLE 

L(X) = N(l2,rr), n = 20 '2:: xf = 2960, l a= 90% 

i,'"1 a 
Le niveau de confiance est 90 % , ce qui donne des risques symetriques 2 5 % . 

Les valeurs C I et C2 lues dans les tables d\me x~o sont C1 = 10, 85 et C2 = 31, 4L 
,;;:~. 2 

= b:,..:i. _m2 = ~QGO - 144 4 
20 20 

La realisation de l'interval!e de confiance est : 

JCrJ ()Qr,.,.2·1 = [l20 x_:\ 20 X ·.4'1· [2. 5.S, 7, 37] 
., ' . 31,41' 10,85 

La variance est inconnue, !'echantillon observe aboutit a une estimation ponctuelle egale 
a 4, et la valeur exacte mais inconnue a 90 % de chances de se situer entre 2, 55. et 7, 37. 

C. lntervalle de confiance pour cr2 lorsque m est inconnue 

L(X) """' N(m, a), m et .. u sont lncormues. S 2 I:(-:i~l est l'estimateur 

habituel de o 2
• 

c2 ( . v) 2 
• '/1.,) ~ ✓-'(, ,\. ? 

La 101 de: ---;,- = ) --·· = x;,-1 
a• ---: O' I 

L'intervalle de confiance se construit comrne au paragrnphe precedent en uti\isant S
2 

au l\eu de I;2 et la loi du chi-cleux a n l degres de !ibertes au lieu de !a \oi du chi·deux 

a n degres de !ibertes. 

.. 
Avec P(x'~,-i > C:.d = P(x'~ , < C\) ct/2 

Apres experiences, hi realisation de rinterva!le de confiance est : 

,, f(n.-l)s2 (n--1)s
2

'\ 
JCi -·C'< (a-) = l--C2- . ct- j 

Dans la pratlque, lorsque la variance est inconnue, la moyenne !'est aussi et l'interva!le 
de confiance qui vient d'etre construit est celui queTon rencontre le plus frequemment. 
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IIII Complements 

• Intervalle unilateral 
Les intervalles precedents de type BJ sont bilateraux et a risques symetrlques car 
P(cr2 > ""' P(rr2 < A) o:/2. (lei les intervalles ne sont pas symetriques par rap· 
port a a 2 , car la loi de probabilite ne !'est pas, contrairement a la !oi normale utilisee 
pour l'intervalle de confiance d'une rnoyenne.) 

Il est possible de determiner rm intervalle unilate.ral en posant P( a 2 < 
P(u2 > B) <x. 

= 0 et 

L'intervaHe est unilateral a gauche, bien sOr A = 0 car O et i'inte1valie devient : 

IC1- 0 (a 1
) [O, BJ 

L'intervaHe unilateral a droite devient de la forrne [A, et presente peu d'interet 

• Approximation de la loi du chi-deux par la loi normale 

=n 2n 

Si n ~ 30, x~ etant une somme de n variables independantes peut etre approxi· 
mee par une loi normale. 

L(x~) =' N(n, si n 30 

m Application 

fJ La contena!lce d'une bouteille de lait est une variable aleatoire X qui suit une \oi nor· 
male de moyenne met d'ecart type a. Les parametres rn et c; sont lntonnus. Pour 
estim,'.r m et <J, ii est preleve un echantillon de taille c.· ... --.:;:..-· Soient x 1 , x2 , ••. , 
xi, ... , X25 Jes contenances respeclives de 25 bouteilles rwo1011,Po,au hasard dans la pro­
duction. Ces preievements aboutissent a : 

25 

L Xi= 24, 75 litres et L(:r,)2 = 24 505 956 litres x litres 

1. Estlmer m et a 2 • 

2. Determiner la realisation d'un intervalle de confiance au niveau 0,95 pour m. 
3. Determiner un intervalle de confiance pour cr2 au niveau de confiance 
0,95. 
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! ,,,, 

I 

t 

I 

1. Estimation ponctuelle de m : 

iii x= 
Xi 5 1 

= 
25 

~ 0, 99 'Htre 

Estimation ponctuelle de a2 
: 

25x
2 

"" o ooo l4i· '>~(x - x)2 
,L__J 1. ==---

25 1 24 ' 

s = 0, 012 soit 1, 2 centilitres au cm. 

2. lntervalle de conflance pour la moyenne : 

JC0 ,95 (m.)=[x t;~} ;-
n = 25, n 1 = P( -t < T24 < +t) 0, 95 
T

24 
est la variable de Student a 24 degres de libertes, d'ou t 2, Ofi4. 

JC0 ,95 (m} [o,99±2,064 °~j =l0,985;0,995] 

Le volume moyen est inconnu, mais ii a 95 % de chances .d'etre comp;is entre 0,985 et 
0,995 litres. · 

3. lntervalle de confiance pour la variance : 

~ l25s2.,~5!2l 
I Co 95(a

2
) Cz Ci j 

• 
On choisit des rlsques symetriques : P(x~4 > C2) = P(x~4 < Ci) 0, 025 

P(x~
4 

< C2 ) = o, 975 d'ou = x~4 (0, 975) = :m, 37 

P(x~
4 

< C 1) 0, 025 d'ou C1 = X~4 (0, 025) = 12, 40 

D'ou: 

[
25 X 0, 000144 25 X 0, QOO 1441 44 0 0 002 932j 

IC0,95(a2)= 39,37---;-.. --12,,10,_ [0,000091' i, 

I e· bornes sont exprimees en litres par lltres. ll est plus'judicieux de !es exprimer, en cen; 
tili;res par centilitres. 11 faut pour cela multiplier !es chiffres precedents par 10

2 
x 10 

104 10000. 

JC0,95 (lF2 ) [O, 9144; 2, 90321 centilitres par centilitres. 

Soit pour 1\'icart type CJ : 

IC0,95 (a) [O, 95; 1, 70] en centilitres. 
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