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« Je n'enseigne pas, je raconte »
MONTAIGNE, Essais

Ce document se propose de vous fournir I'essentiel des connaissances qui
vous permettront de mieux comprendre les concepts et les outils de la
statistique. C'est un ouvrage d'initiation dont l'objectif principal est
1'acquisition des techniques de ‘base de la statistique ains'i_ que

l'interprétation des résultats qui en découlent. Pour cela; les fondements
mathématiques des théories exposées ne sont pas développés.

Afin de répondre aux difficultés que rencontrent les étudiants pour
transposer les connaissances théoriques 2 lapplication pratique, le
document réunit l'essentiel des connaissances avec de nombrenx cxemples
d'application illustrant les parties théoriques.

A la fin de chaque chapitre, un test d'évaluation des connaissances -est
proposé.

Certains exercices, fortement inspirés des épreuves d'examen du BTSA,
présentent l'essentiel des réponses mais pas une rédaction compléte qui
vous sera exigée lors des épreuves d'examen.

Les connaissances s’enchainent dans un ordre logique. Chaque nouvelle
notion introduite suppose que dautres notions sont connues.

AVEATISSEMENT , 1



En commengant par découvrir ces nouvelles notions, notamment & I'aide
des exemples proposés, vous pouvez rencontrer des difficultés dues a une
mauvaise assimilation de notions précédentes.

11 faut donc systématiquement revenir en arriére et reprendre le cours mal
assimilé. Ces allers et retours dans votre progression sont presque
inévitables. Ne soyez donc pas découragés pour autant,

Vous verrez alors que, petit a petit, les nouvelles notions s’ éclaircissent et
se mémorisent de mienx en mieux, '

Prérequis mdtspensabl
a I'étude de ce livret...

Dans ¢e livret, on rappelle d'abord quelques éléments de statistique:

descriptive. On traitera alors les notions de variables aléatoires,
iﬁdispensabies pour.mieux ‘assimiler les lois de probabilité, notamment la
loi binomiale et la loi de Poisson: Compte tenu de I'importance de la loi
normale dans les tests statistiques qui seront étudiés dans les autres livrets,
un chapitre lui est consacré 3 part.

L'étude de ce livret suppose quelques connaissances de base concernant
Talgebre et les probabilités dont I'essentiel est rappelé en tout début de ce
Tlivret.

La réussite au premier test sur les probabilités est largement suffisante pour
aborder ce livret sans problémes majeurs.

2 ‘ : STATISRIGUE

Comment traiter
un exercice de stafistique ?

La rédaction d’un exercice d’un test d’évaluation, d'un devoir ou & une
épreuve d'examen, doit étre réalisée avec le plus grand soin.
* Faites d”abord une premigre lecture rapide dé I’énoncé de maniere a situer
le probléme posé en relation avec votre programme.
— Quelles sont les données (nature de 1a variable, loi de probabilité,
taille de I’échantillon, parametres donnés...) ?
- Que vous demande-t-on ?
| — Les questions sont-elles liées ?
~ Quelle table statistique utiliser ?
~» Commencez alors par résoudre 1’exercice sur du brouillon, quesnon par
question,

« A Texamen, on vous jugera A la démarche adoptée pour resoudre les
exercices mais aussi a la rédaction et A Ia présentation du travail fourni,
que beaucoup d'étudiants négligent en se contentant par exemple :

~d' « appliquer » des formules sans exp;hqucr les conditions d'appli-
cations,

— d'aboutir par le calcul 4 des décisions « statistiques » mais sans une
interprétation rigoureuse de leurs conclusmns
Si vous rédigez, ¢’est pour &tre lu. Soignez vos coples N’imposez
pas & votre correcteur de vous « déchiffrer » . Il peut se lasser. ..

Vous risquez alors de perdre des points inutilement.
. ~ Faites attention aux calculs numériques et aux unités. Les ordres de
grandeurs dmvent étre respectés,
' ~ Chaque résultat final d’une question don étre souligné pmprement
; et suivi d’une petite conclusion,
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Conseils généraux de travail

Ce livret se présente sous forme de séquences de travail visant des objectifs
pédagogiques formulés dés le départ. Les évaluations qui vous sont
proposées a la fin des séquences visent a vérifier I'atteinte des objectifs
visés par la séquence de travail proposée. :

Pour cela, nous vous conseillons :

+ de travailler aussi régulidgrement que possible ;

+ d'éloigner de votre vue tout ce qui peut vous distraire : magazines,
journaiix, radio, télé...

E d’avoi‘f toujours sous la main une calculatrice, du broutillon, un crayon de
papier et une gomme ; A

“+ de vérifier, chaque fois que vous avez un doute, les calculs développés ;

"+ de traiter la totalité des exercices d'application proposés avant de passer &

" la séquence suivante ; | : ]

“» d'établir une fiche de synthése 2 la fin de chaque‘séquence‘dc travail ; elle
vous sera trés utile pour la séquerice suivante ; i

* si vous avez la chance d'avoir un micro et de maitriser EXCEL, n'hésitez

" pas 2 rentrer les données des exercices proposés et de faire exécuter les
calculs ef les graphiques par le logiciel ; cela vous permettra de faire des
simulatidns en changeant les données pour « voir ce qui s passe »,

Tous les enseignants et pédagogues connaissent trés bien la difficulté de
rédiger un cours de shatistique. Tous savent combien le traitement d'un

roblome de statistique est fortuil, si on fait I'impasse sur des concepts qui
e sous-fendent. Ceux qui se référeront & ce document voudront bien
I'vtiliser avec indulgence et nous communiquer éventuellement, leurs
remarques et suggestions. Nous les remercions. -

1
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Fractions
a ka
-Pqurtoutk;‘-‘O, ona: o =pp
a ¢ ac
‘b Xd = bd avechbetd=0
a ¢ ad+be
‘v td ="hd avecbetd=0
” a
- di igi b . l.). }im
vision par un nombre : : "k
a
« divisiou par une fraction : b 2 ad
¢ bc
d

Identités remarquables i
s(a+b)? =aZ+2ab+b?

*(a-b)? =aZ-2ab+b?

ea’-blz=(a+tb)(a-b)

B

s(a+b)i= Cl; a¥Xb ok (bindme de Newton)

C:i est le nombre de combinaisons de nobjets pris k a k.

BAPPELS FONDAMENTAUX DE MATHEMATIQUES ET DE PROBABILITES 5



Puissances

Par convention, on a : al=4a et al =1
& i gft o gD

s (abc)M = g™ x b x ™

o (am)n = gm0

ma‘“

g =

Puissances entieres relatives

°Calcu1debm" aveca#0,me N; ne N
2Ll
c_i_“ P a“ﬂml—
an aﬂ

Puissances rationnelles

On peut écrire, si m et n sont deux entiers arithmétiques eta 2 0 :

Var =qum

Les propriétés des puissances entiéres relatives sont encore vraies.

Racine carrée d’un nombre algébrique
» Propriétés valables pour des nombres positifs ou nuls

sJaxbxc=va xv¥b xvc

a_ e
«Siaz0etb>0 5 = \{*—g

- Permutations

Attention! +a+b =vVa +vb
Ya-b #Va - b

Définition d'une intégrale

Le réel F (b) - F (a) est appelé intégrale de f de a 2 b. On note :
b

F(b)~F(a) = [ f(x)dx

Analyse combinatoire

Factorielle

Sin est un entier > 1, on appelle factorielle n et-on note n ! Le produit des n
premiers entiers naturels non nuls.
Sin=1l,onpose:1ll=1;sin=0,onpose:0!=

Arrangements

* On appelle arrangements de n objets (d'un ensemble E) prispap (psn)

tout sous-ensemble ordonné de E contenant p ob_;ets distinets. On
démontre que leur nombre, noté An, est:
n!
“m-p)!
Alpl. est le nombre d'injections d'un ensemble 3 p éléments dans un

AP

ensemble A n élements.

C'est un cas particulier d'arrangement o n = p.
n n!
~ A, =-——— =n!
n "m0

RAPPELS FONDAMENTAUX DE MATHEMATIQUES ET DE PROBABILITES ‘ 7
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Combinaisons ;

On appelle éoxﬁbinajson de n objets (d'un ensemble E) prispap( p£ n)
tout sous-ensemble de E contenant p objets distincts. On démontre que leur
" nombre, noté CE est :

p__ n!
n “p!m~pp

Probabilités

Epreuve { ou expérience ) aléatoire

C'est toute épreuve ou expérience dont 1'issue n'est pas déterminable a
prioti. ‘

Evénement élémentaire

C'est toute issue possible d'une épreuve.

Univers ou ensemble fondamental

Ensemble, noté Q, associé i une épreuve aléatoire. C'est I'ensemble des
résultats possibles d'une épreuve aléatoire. g
Evénement

On appelle événement lié a une expérience aléatoire d'univers £2, tout fait
dont la réalisation dépend exclusivement de I'issue de cette expérience.

Lorsque les événements sont équiprobables, la probabilité€ d'un événement
Aest: !

nombre de cas favorables

Prob(A) = " bre de cas possibles

8 o STATISTIQUE

et e

Si Aest I'événement contraire de A :
Prob (A)=1-Prob(A)

On appelle probabilité, définie sur €2 toute application P de P (), ensemble
des parties de Q vers R+ vérifiant :

* Prob ({2) = 1, probabilité totale
*ANB=0=Prob( A UB)=Prob (A) + Prob (B}
On dit que A et B sont des événements incompatibles.

« AN B #@ = Prob (A U B ) =Prob (A) + Prob (B) — Prob (A \ B)

Probabilités composées (ou conditionnelles )

Soit une expérience aléatoire d'univers €2,
A est un événement de probabilité non nul.

B est un événement quelcongue.

On appelle probabilité conditionnelle de B, sachant que A est réalisé, Ie
nombre noté Prob (B/A) défini par :

Prob (B/A) = XW

3

=  Prob (AN B)=Prob (A)x Prob (B/A)

=  Prob{A N B)=Prob (B)x Prob (A/B)

RAPPELS FONDAMENTALUX DE MATHEMATIGQUES ET DE PROBABILITES 9
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Testez vos connaissances

Exercice 1

‘On considere une population de poulets parmi lesquels certains sont atteints
d'un parasite. l ‘
Apres traitement d'une partie des poulets, on remarque que :.

» sur les 70 % de poulets non traités, 25 % sont atteints du parasite,

- sur les 30 % de poulets traités, 12,5 % sont encore atteints du parasite,

On préleve au hasard un poulet, on admet que tous les poulets ont laméme
probabilité d'gtre prélevés,

1. Quelie est la probabilité que ce poulet soit parasité ? ,

2. Sachant que ce poulet est parasité, quelle est la probabilité qu'il soit
traité ? o

NB : les résultats numériques seront donnés 2 10~ pres.

Exercice 2

Dans une certaine population, il y a 45 % de fumeurs et 35 % de personnes
atteintes de bronchite.

Sachant que parmi les fumeurs, il y a 65 % de bronchiteux, calculer la
probabilité pour qu'une personne atteinte de bronchite soit fumeur.

V

RAPPELS FONDAMENTAUX DE MATHEMATIQUES ET DE PROBABILITES 1




Exercice 3

Un élevage de porcs est constitué de 60 % de Landrace et de,{w % de Large

White. On a pu établir que dans cet élevage :

* 7,5'% des Landrace sont atteints d'un parasite,

* 5 % des Large White sont atteints du m&me parasite.
On préleve au hasard un porc de 'élevage.

1. Calculer la probabilité qu'il soit atteint du parasite.
2. Sachant que le porc prélevé est parasité, calculer la probabilité qu'il soit
de race Large White.

I’

Exercice 4 .

Une cage contient 15 souris : ‘ J
* 9 blanches dont 3 méles et 6 femelles

* 6 grises dont 4 miles et 2 femelles

Chaque souris a la méme probabilité d'étre prélevée.

1. Une personne retire une souris au hasard. Calculer la probabilité pour
que : N
" a. la souris soit blanche

b. la souris soit méle

¢. la souris étant blanche, celle-ci soit un mile
2. Une personne retire simultanément deux souris. Calculer la probabilité
pout que : :

a. les deux souris soient blanches

b. les deux souris soient de couleurs différentes

¢. les deux souris soient du méme sexe

12 . STATISTIOUE

Ce e R e o

Exercice 5

On considere une population composée de 45 % d’hommes et 55 % de
femmes. On suppose que 4 % des hommes et 0,5 % des femmes sont
daltoniens. On choisit au hasard une personne dans cette population.

1. Quelie est la probabilité pour que cette personne soit daltonienne ?

2. Sachant que cette personne est dal&mienne, quelle est la probabilité pour
que ce soit un homme ?

Vérifiez vos réponses ¢ la page suivante

RAPPELS FONDAMENTAUX DE MATHEMATIQUES £T DE PROBABILITES 13
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Réponses au test

* &
L 3E K 2 2K N

EXC U
LR 2R BR AR BN

Exercice 1

1. Soient les événements ;
T : le poulet est traité.
Pa : le poulet est parasité.
Pa= (T Pa)w(T N Pa) les événements entre parenthéses {T nPa)
(T nPa) sont incompatibles
d'odt P(Pa)=P(T nPa)+P(T "Pa)
P(T nPa)=P(T)x P(Pa/ T)=0,30x0,125 = 0,0375
P(T nPa)=P(T)x P(Pa/ T)=0,70x0,25= 10,1750
d'ots P(Pa) = 0,2125
P(TPa) 0,0375 \/

. P(T/Pa)=
2. On cherche P(T/ Pa) P(Pa) 0,2125

=0,1765

Exercice 2

Soient les événements :
F la personne est fumeur /
B la personne est bronchitense \/
P{(FnB)
On cherche P(F/B)}= >
n cher ( } B(B)
P(FAB)=P(F)xP(B/F)=0,45%0,65=0,2925

0,2925
: F/B)=— =0,8357
d'ott P(F/B) 38

PR IV
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Exercice 3

Soit les événements :

L : le porc est Landrace,

Pa : le porc est parasité,

1. Pa=(LNPa)u(E~Pa) i

(L~ Pa)et(L nPa) sont incompatibles d'od
P(Pa)=P(L nPa)+(L ~Pa)

P(L " Pa)=P(L)xP(Pa/L)=0,60%0,075=0,045

P(L nPa)=P(L)xP(Pa/L)=0,40x 0,05 =0,02

d'ott P(Pa) = 0,065 l/

P(LnPa) 0,02

= ={)
P(Pa) 0,065 3077

|
|

2. 0n cherche P(L/ Pa)=

}yExercice 4

¥

1.

nombre de cas favorables 4 ' événement

a. P (souris est blanche) =

P(Bl):%

nombre de cas possibles

b. P(la souris est un male) = 7/15 = P( &™)

3 .
¥ —
< thBl) 35 3 1
e P(d” ;EI)”P{BD .,E..—é-mg
15

2.
RAPPELS FONDAMENTAUX DE MATHEMATIQUES ET DE PROBABILITES
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CIxC? 36

& P (les 2 souris sont blanches) = —2x =6 = 3% _ ¢ 3479
c, 105
! Ly, ot :
b. P (les 2 souris sont de couleurs différentes) : —(—Jﬂ—é-g@— = _lé% =0,5143
15

c. P (les 2 souris sont du méme sexe) = P (2 souris sont donc ¢ ou "o” )
C2+C! 21428 |
e

=P2 PZQ- =
2 c")+P2F) c. 5

=0,4667

t Exercice 5

1. Soit les événements :

H : Ja personne est un homme
F : 1a personne est une femme
D : la personne est daltonienne.

D=HND)UFEND)

{H N D) et (F N D) sont des événéments incompatibles, d'ot
P(D) = P(DNH) + P(DNF)

P(H N D) = P(H) X P(D/H) = 0,45 x 0,04 = 0,018

P(F N D) = P(F) X P(D/F) = 0,55 x 0,005 = 0,0028

d'olt P(D) = 0,0208

2. On cherche

P(HND) _ 0,018 _

: P(H(D)? p(D)  0,0208 B //
. //

e

16 . ’ : ‘. STATISTIQUE

SEQUENCE DE TRAVAIL N°1

Rappels
de statistique
descriphve

- Objectifs pédagogiques

A la fin de cette séquence, mais étape par étape, vous devriez €tre capable
de: ' —

1. différencier une variable continue d'une variable discréte ;-
2. distinguer une population d'un échantillon ;
3. représenter graphiquement des données relatives :

* 4 une variable continue,

* 4 une vagable discréte,

4, définir et de calculer une moyenne arithmétique, une variance et un écart
type d'un échantillon ;

5. calculer et d'interpréter un coefficient de variation.

L
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1. Les stafistiques et la statistique

i

- Les statistiques sont des collections de nombres présentées sous forme de

tableaux ou de graphiques groupant-des observations relatives & un

phénomene considéré.

La statistique est une méthode de raisonnement permettant d'interpréter le

genre de données trés particulidres, qu'on rencontre notamment dans 1es

sciences de la vie, dont le caractere essentiel est la variabilité.

* La statistique descriptive est un ensemble de méthodes qui permettent
d'ordonner et de classer les données, de les réduire.ensuite un nombre
limité de paramétres caractéristiques (moyenne, variance, écart type...)
susceptible de décrire la distribution du caractére étudié dans une
population donnée,

» La statistique inductive est plus ambitieuse car elle cherche les principes
permetiant de déduire des résultats obtenus sur un échantillon limité, une
généralisation 2 l'ensemble de la population d'ot est extrait cet
échantillon et qui est généralement inaccessible A l'enquéte ou 2 la
mesure. On est alors conduit 4 formuler des hypothéses dont on vérifie la
validité a I'aide de certaines épreuves ou tests statistiques. ‘

2. Population T

=

L'objet de toute étude statistique est de formuler des lois valables pour un
ensemble d'étres ou d'éléments, auquel on donne le nom de population.
Cette dernidre est I'ensemble de toutes les observations possibles
concernant le caractére étudié,

1. RAPPELS DE STATISTIQUE DESCRIPTIVE - 19




Une population peut &tre de nature trds variée : étres humains, animaux,
plantes, bactéries etc. ‘
1l est évidemment peu commode d'étudier tout cet ensemble 2 cause du
nombre trés élevé du nombre d'observations {parfois infini).

3. Echantillon

L'étude d'un caractere porte en général sur une partie restreinte de la
population appelec alors échantillon dont I'effectif n est ﬁm. Le choix de
cet echannllon sera fait au hasard.

4, Vanable stuhshque

Le caractére sur lequcl porte 1'étude statistique est appelée variable
statistique. Cette derniére peut Btre :
U quahtatwe couleur des yeux, réaction & un vaccin..
. quantntahve + Vintensité du caractere peut éitre alors mesurcc
Une variable quantitative peut étre :
-confinue : silintensité du caractere étudi€ peut prendre toutes les
valeurs d'un intervalle fini ou infini ; exemple :
longueur des tiges d'une plante, poids de nouveau-
nés...
- discontinue : (on dit aussi discréte) ; exemple : nombre d'étudiants
par claise, nombre d'enfants par couple... ‘

<
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5. Présentation des données
ef représentation graphique

A. Présentation des données

% Cas d'un caractére quantitatif discontinu

— Soit un échantilion de taille n, c'est-a-dire comportant n éléments
numérotés par exemple de | & n.

~ 8i X est la variable sur lequel porte Yétude, alors X peut prendre les
valeurs :

— L'ensemble des valeurs de X constitue une série statistique définie par ;-
* son étendue, c'est-a-dire P'écart qui sépare la plus grande de 1a plus
petite valeur ;

» son effectif total, ¢'est-4- dire la somme de tous les x;

Si la valeur x; du caractere se répéte un nombre de fois n; dans Ia série
statistique, n; est alors une repetttmn de la valeur x;.
; est appelé fréquence absolue de x;.
On peut donc écrire ;
n=% n;

— Le nombre f; = n;/ n ¢st appelé fréquence relative de x;.
Bien évidemment, la somme des fréquences relatives est égale 3 1

zf=1
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Exemple

Xi jiH] fi
caractére fréquence fréquence
absolue relative
5 4 0,0125
10 19 0,0594
15 33 0,1031
20 63 0,1969
25 82 0,2563
30 56 0,1750
35 38 0,1188
40 20 0,0625
50 5 0,0156
) 1 n=320 1

% Cas d’un caractére quantitatif continu

Un caractére continu a un pombre de valeurs distinctes théoriquement
_infini. En réalité, et pour des raisong pratiques, nous ne pourrons discerner
| qu'nn nombre fini de valeurs distinctes qui forment un ensemble discontinu
de valeurs.

Ainsi, on constitue des classes en divisant I'étendue de Ia série en un certain
nombre d'intervalles partiels, chacune des classes groupant ensemble, les
mesures relatives 2 un méme intervalle.

Chaque classe contiendra toutes les valeurs supérieures ou égales a sa
limite inférieure, mais strictement inférieures 4 sa limite supérieure.

Le centre de classe représente la « moyenne » de la classe et I'étendue de la
classe est Pécart entre les deux limites de classe.

22 STATISTIGUE
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Exemple

Taille des enfanis d'une école (en cm) .

— la classe [100 ~ 105 du tablean ci-dessous contiendra I'ensemble des
valeurs de x comprises entre 100 (inclus) et 105 (exclu) ; ,

~1la classe suivante [105 ~ 118 contiendra;'ensemble des va]eur*; de x
compnses entre 105 (inclus) et 110 (exclu) ;

etc.

Limites de la X; ) n; fi
Classes classe - caractére A fréquence | - fréquéncc
(cm) centre de classe {(cm)-| absolue /|- relative:
1 [100 — 105§ 102,5 4 0,0125
2 [105 - 110] 107.5 19 0,0594
3 [110-115( 112,5 .. 33 0,1031
4 [115 - 120( 117,5 63 0,1969
5 [120-125] 1225 82 0,2563
6 [125 - 130[ 127,5 . 56 0,1750
7 | [130-135( 1325 38 | 01188
8 {135 140 137.5 .20 0,0625
9 [140 — 145] 142,5 5 0,0156
p n=7320 1
\
|
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4 Cas d'un caractére qualitatif -

Les résultats dune ‘enquéte relative 2 un caractére quahtatif sont grOllpéS
en autant de categones ou classes qu'il existe de modahtcs pour le caractére
érudié.

A chaque classe est alors associé son effectif 1, ou frequence ahsolue et sa
fréquence relative f;=mn;/ n

Exemple
- Soient deux genes codominants A et a. Le croisement, Aa x Aa donnera
théoriquement, en deuxidme génération :
25 % du phénotype [A] ;25 % du phénotype [a] ; 50 % du phénotype [Aa]
Sur 150 individus, on a obtenu :

114 fg :

Phénotype -fréquence fréqnencej~ :

absolue relative

(Al | .- 40 0,266
[Aa] 82 0,546

[a] 38 0,253 .
150 1,000

B. Représentation graphique

. Cas d'un caractére discontinu ; diagramme en bitons

C'est un ensemble de segments verticaux ayant pour origine les points
d'abscisse x; et pour hauteur une longueur proportionnelle :

- soit & l'effectif correspondant ;

- soit & la fréquence f; correspondante.
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% Polygone des ﬁequénces

On obtient le polygone des frequences en joignant par des segments de
droite les extrémités des batons.

@ Diagramme cumulatif

L'effectif cumulé jusqu'a la i¥™ valeur x; du caractére est la somme n; + 0
F rrareeenenenen + n; des effectifs partiels obtenue pour les i premigres valeurs du
caractire. ‘ ,

La fréquence relative cumulée jusqu'a la i*me valeur x; du caractére est la
somme fy + {5+ oo e vk

Exemple
X n; Effectif Fréquence Fréquence relative
cumulé relative cumulée
110 4 4 0,0125 00125
115 19 23 0,0594 00719 .
120 33 56 0,1031 - 0,1750
125 63 119 0,1969 -0,3719
130 82 201 0,2563 0,6281
135 56 257 0,1750 0,8031
140 38 295 0,1188 70,9219
145 20 315 0,0625 10,9844
150 5 320 0,0156 11,0000
Somme | 320° 1

Dans le diagramme cumulatif, les batons ont des longueurs proportion-
nelles aux effectifs cumulés,
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» Cas d'un caractére continu : histogramme

" Le diagramme en batons est remplacé par un histogramme. En effet, la
représentation précédente n'est plus possible puisque, a l'intérieur d’une
méme classe, le nombre de valeurs discemables de x est trés grand.

L'aire de 'histogramme est proporﬁo‘fmelle a l'effectif total.
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1. Mode

Exemple: 2,2,5,8,9,9,9,10,12,13 apour mode 9
3,4,5,6,7,8,9,10 n'apas de mode

2. Médiane

Exemple: 3 8 14 15 18 22 23

médiane = 15
3 8 i4 15 18 22
L 14+15
médiane = 5 : )

La médiane est déterminée par le nombre d'observations, mais non par la
valeur de celles-ci. Ainsi, les valeurs extrémes, grandes ou petites, n'affec-
tent pas la médiane.
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3;:{Moyenne arithmétique

L:{fm()yenne arithmétique X d'une série de mesure xq, Xy, ...X, d'une méme
grandeur x, est définie par :

C'est 1a mesure la plus familizre et la plus couramment utilisée. Elle est
influencée par la valeur de toutes les observations. Sa valeur peut étre
biaisée par quelques valteurs extrémes.

O‘Propriétés de la moyenne arithmétique

b

L{—;Somme algébrique des écarts 4 la moyenne est nulle.

Xy + X, + X3 b X,

Si,: Lo X=
« n
alors, Xy + Xy + Xyt 4x, —nX =0
n
ou Z(xi ~X)=0
S i=1
;
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1. Etendue

Clest la différence entre le plus grand et le plus petit nombre d'une série
statistique. '

Exemple : I'étendue de I'ensemble des nombres :

23 3 5 5 5 8 10 12 oest 12-2=10

2. Ecart moyen

I'écart moyen (EM) d'on ensemble de nombres x1, X2, ....x, est défini par :

e 29

il
X étant 1a moyenne arithmétique.

Exemple
Calcul de 'EM des nombres 2, 3, 6, 8, 11
Valeur moyenne @ X = %ﬁ'éf_%tw =6
EM = 12~6‘ + I3-615+ ......... %11,5} g

=

Les principales caractéristiques de I'écart moyen sont les suivantes :

» il accorde le m&me poids & tous les écarts :

« il peut &tre calculé aussi bien & partir de la médiane qu'a partir de la
moyenae ;

» c'est une mesure dont le calcul et V'interprétation sont simples.
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3. Variance

C'est la moyenne arithmétique des carrés des écarts par rapport a la
moyenne d'une série statistique.
Onlanote V (%) .

L'expression Zni (x; ~X)* s'appelle somme des carrés des écarts relatifs 3

i§7}i10yenne (SCE). L'expression de la variance s'écrit alors :

*®

SCE
Vix) = o

On montre aussi que,

: E n,%;
V(x)= — X
n

‘Clest cette dernigre formule qui est souvent utilisée. Son avantage réside
dans le fait que la moyenne X n'intervient qu'une seule fois dans le calcul

4. Ecart type-—

On définit 'écart tj/pe 6(x) d'un ensemble N de nombres x 1, X3..... Xy par :

C'est donc la racine carrée de la variance.

30 : : STaTISTIOUE
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Caractéristiques de I'écart type :

* c'est la mesure de dispersion la plus fréquemment utilisée ;

* la valeur de chacune des observations affecte la valeur de I'écart type. Un
changement de valeur d'une observation aura pour effet de changer la
valeur de l'écart type ; '

« sa valeur peut &tre fortement influencée par quelques valeurs extrémes. A
l'instar de la moyenne, I'écart type tend 4 étre moins représentatif dans les
distributions fortement dissymétriques ; ‘ o

« on ne peut le calculer dans des distributions A classes ouvertes qu'a 'aide

d'informations additionnelles. ‘ i
i

5. Coefficient de variation ;: CV

C'est le rapport entre I'écart type et la moyenne :

CV == x 100/.
X

ES

Le CV est exprimé en pourccniagc (%). Il résume la disipersion des
résultats et est utilisé surtout dans les essais d'agronomie. On considére
qu'un essai est fiable sile CV<12-15 %
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L’éteudue, I'écart moyen, la variance et I'écart type sont des mesures de
dxspers;on ahsolue. Elles s'expriment dans les mémes umtés que les
observations originales. Ces mesures ne permettent pas de cornparer deux
dispersions portant sur deux observations différentes par leurs unités. Le
coefficient de variation, mesure de dispersion relative, permet une telle

comparaison.
Exemple
| | Distribution des tailles (cm) | Distribution des poids (kg)
Moyenne 160 cm 70kg
Ecart type B 20 cm 5kg
f. - ,.‘ .
Coefficient | 5060y 100=125% | (5/70).100 =7,14%
de variation

Dans cet exemple, la dispersion relatwc est plus grande pour la variable
« tanlle » que pour la variable « poids » ; autrement dit la d:smbu(mn des
pozds est plus homoggne que la distribution des tailles.

" Exercice
La série suwante représente 1a croissance journaligre (en glj) d'une série
‘d'agneaux pendant le premier mois (GMQ 10-30 j).

Croissance des 110 | 115} 120} 125|130 | 135} 140 1431 150
| agneaux, X (g/i) |
Effectif, n 4 | 1913316385638 2] 5:

1. Calculer la moyenne, la variance et |'écart type de cette série.

2. Etablir I'histogramme et fe polygone de fréquence de cette série.

3. Etablir I'histogramme des effectifs cumulés croissants ainsi que le
polygone des fréquences cumulées relatives croissantes. "
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Corrigé

1. Calcul de la moyenne, la variance et 'écart type de la série.
Le tableau ci-dessous résume la présentation des résultats et les étapes du

calcul.
Xi n; nx; | X nx | (x; =% | ny(x; -%)°
110 4 440 | 12100 | 48400 | 4063 1625,1
115 19 2185 | 13225 | 251275 2297 4364,5
120 33 1960 | 14400 | 475200 1031 | 34039
125 63 7875 | 15625 | 984375 | 266 1675,0
130 Y 10660 16900 [1385800 0.0 20
135 56 7560 | 18225 (1020600 235 | 13139
140 38 5320 | 19600 |744800| 96,9 3682,2
145 20 2000 | 21025 (4205001 2203 | 44067
150 5 750 | 22500 | 112500 3938 1968,9°

Somme | En;=mn=320{41650 | 153600 5443450, 15002 | 224422

Moyenne, | 130,16 g - }:x. |
- X = :
X N

Variance, n{x, ~% '
v( Vi = 2D En‘x‘ X
x) 70,13 g2 n ’

; Ecart type, 837¢ o (%) =VV(Xx)
1 o(x)
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- 2. Représentation graphique : 350~

90 1,00
| 82 polygone des fréquences 300 "
80 histogramme —~——-————-—-—>/ \ « 250 - 080 =
4 b E
70 g 8
6 \ g 200 i G
60 1 6 ‘ bt A2
/ g 1504 8
301 \‘ = 040 o
] 38 o - M 004 g
., 3 N g 50 - 020 &
30 4 / ) 3 . 10
- 19,/ N0 { 0 b . 00
Ve ~ N 1o 115 20 125 130 135 140 145 150
10 1 V ‘ NS g
0 . ¥ : d x
10 M5 120 . 125 130 - 135 140 145 150
J
_ 3. Histogramme des effectifs camulés croissants }
et polygone des fréquences relatives cumulées croissantes i
X; ny Effectif | Fréquence Fréquence relative ; :
cumulé relative cumuiée
110 4 4 0,0125 0,0125
115 19 23 0,0594 0,0719
120 33 56 0,1031 0,1750
125 63 119 01969 03719 | .
130 82 201 0,2563 0,6281 fl o f 7 .
135 56 257 0,1750 0,8031 . {
140 38 295 0,1188 0,9219 ‘ | o |
145 20 315 0,0625 0,9844 | . :
150 5 320 0,0156 1,0000 | '
Somme 320 1
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SEQUENCE DE TRAVAIL N2

Variables aléatoires
et lois de probabilités

Objectifs pédagogiques
A la fin de cette séquence, mais étape par étape, vous devriez tre capable :

1. de définir une variable aléatoire et de distinguer une variable aléatoire
continue d'une variable aléatoire discréte ; '

2. de définir une loi de probabilité ;

3. de distinguer une fonction de densité de probabilité d'une fonction de
répartition ; -

4. d'appliquer une loi binomiale et d'en décrire les paramétres ;

3. dappliquer une loi de Poisson et d'en décrire le paramétre.

\/::‘: Gh E
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1. Position du probiéme

1l arrive souvent que le résultat d'une épreuve puisse s'exprimer par un
nombre. Par exemple, le numéro sorti en jetant un dé, le nombre de
« piles » obtenues en jetant 10 fois une piece de monnaie, le nombre de
coups de téléphone recus par un établissement en une heure...

Mais il peut arriver aussi que les événements élémentaires d'une épreuve ne
s'expriment pas par des nombres. Conventionnellement, on établit une
correspondance entre ces événements et un ensemble des nombres. Par
exemple, l'ensemble E des événements élémentaires relatifs 3 I'épreuve
« lancer une piéce de monnaie » s’écn't : '

= {P, F}
On fera correspondre alors le nembra 1 au résultat « pile » et le nombre 0

au résultat « face », L'ensemble E peut se remplacer par le nouvel ensemble
{0, 1}.

Daris ces conditions, on appellera variable aléatoire une application de
I'ensemble des événements élémentaires sur R (ensemble des nombres
réels). ' v

Une variable aléatoire X (que l'on notera parfois v.a. X) est denc un
nombre associé 4 une expérience aléatoire ou une épreuve E et servant a

caractériser le résultat de cette expérience.

Cette variable peut étre :

* discrete ou discontinue ou stochastigue si elle prend des Valeurs
séparées.
Exemples : nombre d'enfants par famille ; nombre de laperaaux dans une

portée ; nombre de lactations réalisées par une vache...
, : ! '
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« continue si elle peut prendre toutes les valeurs réelles de l'intervalle
(- e, +00).

Exemples : taux de glycémie; production laititre d'une vache taille oy .

p01ds d'un animal. .

2. Variable aléatoire discréte
 A. Fonction de distribution

Exemple

On lance une paire de dés. On, considere la somme des points obtenus
: aprés chaque jet. Cette expérience peut donner lieu & 11 résultats distincts
resumcs dans le tableau ci-dessous.

de1| 1 2 3 4 5 6
dé 2
1% 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 - 8
3 4 5 6 7 8 9.¢ 41
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 0] 11
6 7 8 9 10 | 11| 12

On peut associer a cette expérience une variable X pouvant prendre
chacune des valeurs

avec les probabilités correspondantes p; = 1/36, 2/36, 3/36...... 1/36.

z .
12134l slel 7l 8l9olw|lujilza| x
Pi %i36 2!36 3/36 1 436 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4136 | 361 2/36 | 1361 36/36
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Pour Gﬁtcrﬁr 5,ilfaut; 4etl;let 4;2et3;3et2
soit 1/36 X4 = 4/36 = 1/9

« L'ensemble des valeurs possibles de la variable aléatoire et les
probabilités correspondantes constituent une distribution de probabilité.
* On dit que X est une variable aléatoire et I'ensembie des couples (x;, p)
constitue, par définition, la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
Cette loi peut tre représentée par un diagramme en batons (ci-dessous).

P (X)
6/36
516 3136
4/36 4/36

3/36 3/36

2/36 2/36

1/36 A 1/36

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 i

Représentation graphique de la distribu;ion de probabilité

On appelle donc loi de probabilité de la v.a. X, la fonction P qui, & chaque
X; associe :
. Prob (X = x3) = Prob (x;)

Si la v.a. X peut prendre n valeurs différentes x;, on aura :
i=n
Y Prob(x;) =1
i=1
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'} Lorsqu'on associe & chaque valeur de xi sa probabilité de réalisation, on
réalise bien une application de X vers [() 1] Cette application est notée
fix)

f(x) = Prob (X = x)
- X étant une valeur numérique particulizre de X.
f(x) est la fonction de distribution. Elle est notée par un f minuscule.

B. Fonction de réparfition

En cumulant les probabilités, on obtient une distribution de probabilités
cumulées. La foncuon associée a une telle distribution est appelec fanctlon
de repart!tmn. Elle est notée F(X).- .
- La fonction de répartition d'une variable aléatoire discréte X, est donc la
foncuon F qui, & chagne va]&ur x de X, associe F(x) telle que ©
e F: X-——>F(x)=Prob(X £x)

x etant une valeur numérique particulizre de X.

En pratique, c'estla probabilité-pour que.X prenne une valeur inférieure ou
égale 2 une valeur donnée x.

Exemple .

Reprenons l'exemple du paragraphe 1.2, : jet de deux dés dont on s mten S58
4 la somme des points obtenus..

Appelons S la somme des points obtenus et considérons les cas suivants :
*SiS<3,onperd 2F.

St 3<S8<6,onperd L F

* Si 6 <8<9, on ne gagne rien mais on ne perd rien non plus.

*S19<S <12, 0n gagne 2 F.
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Le tableau suivant résume l'ensemble des résultats possibles lors du jet de
ces deux dés, c'est-a-dire les valeurs que peut prendre S.

résuitat du jet
1| 11 213|415 s
dé2d ;

1 24131 45617
2 39415 6| 7] 8
3 4 | 5116 | 71819
4 506159819110
5 6 | 7| 8 |“9—-10 | 11
6 7181 9 |10 ii 12

Si, l1a variable aléatoire X représente le « gain» (posmf ou néganf) la‘loi de
probabilité de X sera alors : : :

X -2 -1, o 2
Prob ( X) 3/36 12/36 15136 6/36
» Fonction de répartition

Pourx g J-e; 2= F(X)=
Pourx € [-2 ;4] = F(X)=3/36 = 1/12
Pour x & [-1;0[ = F(X)=15/36=5/12
Pourxe [0;2] = F(X)=230/36=5/6
Pourxe [2;+ 0] =2 F(X)=36/36=1
La représentation graphique de la fonction de répartition se fait & 'aide
d'un diagramme en escalier (cf, § App]icatiqn, -plus loin).
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C. Espérance mathématique

Partons de deux exemples :

Exemple 1

Considérons I'épreuve consistant & jeter une pidce de monnaie. On aura

~deux événements possibles : pile ou face. Chaque événement a une

_probabilité de 0,5 d'apparaitre.
- * Si 'événement « pile » apparait, on gagne 10 F.
. » Sil'événement « face » apparait, on perd 20 F.

Evénements Face Pile
) X -20F +10F
Prob(X =x) . 0,5. 0,5 *
Prob(X <x) 0,5 - 0,5+05=1
“Exemple 2 |

~ Considérons I'épreuve d'un jet de dé é_qﬁilibré a 6 faces.

Les événements possibles sont {1,2,3,4,5,6}. Chaque événement a une
: probablhte de 1/6 d'apparaitre.

-+ 8i la face affiche un nombre premier (1, 2, 3, 5), on gagne 6 F sinon on
- perd 12 F,

Evépements 4,6 1,2,3,5

X 12F +6F.

" Prob(X = x) 2/6 4/6
Prob(X £x) 2/6 1

Dans les deux exemples, la variable X = « gain » ne peut prendre que deux
valeurs possibles qui sont'+ 10 F ou ~20 F dans 1’exempfe let+6Fet

~ 12 F dans l'exemple 2. I'n 'existe pas de gains possibles entre deux va-
leurs consécutives. X est bien une variable aléatoire discréte ou un aléa
diseret.

A4 ‘ : ' : STATISTIQUE
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:-.Def' nition deé EX)

Soit X une v.a. discréte pouvant prendre 1es valeurs x5 {i=1,2,3,......n)
avec les probabilités p; .

E(X) correspond & l'espérance mathématique et se calcule a partir de
l'expression :- g

Dans I'exemple 1,
E(X)=0,5x (+10)+0,5x (-20)=-5F
Dans I'exemple 2, | '
E(X):ZJGX(~.12)+4/6x(+6)=OF

* Dans l'exemple 1, on perd en moyenne plus qu'on ne gagne C'est le cas
de la guasi totalité des jeux de la Loterie Nationale. e
» Dans l'exemple 2, il y a équilibre & long terme entre les gains et les
pertes. "
e Si E(X) est positif, il s'agit d'un j jeu utoplque on gagne en moyenne
plus qu'on ne perd.

Propriétés de E(X)

On démontre que :

*B(X +Y)=EX)+E(Y)

+Ek.X) = kE(X) etke R

*E(X.Y)= E(X) E(Y) si les deux variables X et Y sont 1ndependdmm
« E(X.Y) =E(X) . E(Y) + Cov(X; Y) siles deux variables X et Y sont -
dépendantes et ou :

) |
Cov(Xi V)= ¢ 3 D=0l i~ B (V)
=

La covariance (Cov) de deux variables aléatoires indépendantes est nulle.
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» Si l'on majore ou I'on minore d'une méme valeur k les valeurs prises par
une variable aléatoire X, son espérance mathématique est majorée ou
minorée de la méme valeur k.

EX+k=EX)+k
* BE(X - E(X))=0 ; X~ E(X) est une variable centrée.

- D. Variance
© Définition de V(X)

: Prupriétés de V{X) -

’ + Si l'on ajoute une constante k a une variable aléatoire X, la variance est
 inchangée

‘ V(X +k) = V(X)
- = §8i l'on multiplie par une constante k la variable aléatoire X, sa variance
st multiplide par k2.
V(kX) = k2 V(X)

~» On démontre que

V(X) =E (X)) - [E(X)] 2

et
V(X)=E [[X-E P]

« 51 X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, on a :
N(X+Y)=VX) +V(Y)
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+ St X et Y sont denx variables aléatoires quelconques, ona:

V(X+Y):V(X)+V(Y)+2COV<X;Y)

E. Appliéuﬁons

Exemple 1

Exercice t

Considérons I'expérience suivante : on lance deux dés équilibrés. A chaque

couple de résultats, on associe le maximum X de l'une des composantes ou

des deux composantes du couple. . .

1. Quelles sont les résultats possibles d'une telle expérience ° ”

2. Ferire la loi de probabilité de X et la représenter graphiquement.

3. Quelle est ]a fonction de répartition de X ? La représenter graphique-
ment,

Corrigé

1. Tous les résultats possibles (univers des possibles) d'une telle expérience
figurent dans le tableau ci-dessous. ,
1

1 2 3 L4 5 6

(1,1) (1,2 (1,3) (1,49 (1,5)

ey |l eyl ey | esn|l.esn |

Gh | 62 1 33 | 64 | 65

- (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5)

G | 62 |

R AT S I

2. En associant, a chaque résuliat, le maxmmm X du couple obtenu , on
obtient les valeurs suivantes pour X :

X»~{1,2,3,4,5,6} ~




Pour chaque valeur de X, les probabilités édrres‘pondantes sont les
suivantes (tableau ci-dessous).

Dans cet exemple, X ne peut prendre que des valeurs isolées ou enuéres X
est donc bien une variable aléatoire discrte.

Prob(X) Couples correspondanis

Prob(X = D=1/36 |(,1) ’
Prob(X=2)=3/36 | (2,1);(22);(1,2)

| Prob(X=3)=536 | (3,1);(3,2);(3,3);(23):(1,3)

| Prob(X=4)=736 | (4,1);(4,2); (4,4);(3.4); 2.4 : (1;4)

-] Prob(X 2‘5) =936 | (5,1)5(5,2);(5,3); (5:4);(5:5); (4,5 : (3.9 5
(2,5): (1;5)

Prob(X = 6) = 11/36 | ensemble gnsé du tableau ci-dessus’: 11 valeurs

» Ecriture de la loi de probablhté de X

_ X -
X 1 2 3 4 5 6
N P(X) 1/36 336 | 5136 7136 936 | 11536

. Represantahon graphigue de la 101 de probabilité de X :
’dmgramme en bdtOl‘lS

11/3 ,

- 9136

7367

e

536

3/36

lfSG‘wﬁ, .
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3. Fonction de répartition de X

*F:x > F(x) = Prob(X £ x)
autrement dit, c'est la probabilité que X prenne une valeur inférieure ou
égale & une valeur donnée x.

X -oo 0} 1 2 3 4 5 6 + 2
F(X) |0 0] 0 | 1/36 | 4/36 | 9/36° | 16/36 | 25/36| 36/36

* Représentation graphique de F(X) : diagramme en escalier

36/36 FOO)

25136

9/36

4136 S

1136 e
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Exemple 2

Dans l'exemple du § 112, E (X)) et V(X) seront déterminés ainsi :
« Espérance mathématique et variance

X 2 | - 0 2 Total ( =Z)
Prob(X) ou p; 3/36 | 12/36 | 15/36| 6/36 1

X Prob(X) ou x;p; | ~6/36 | ~12/36] 0 | 1236 | E(X)=-6/36
X2, Prob(X) 12/36 | 12/36 | 0 | 24/36 | E(X?)=48/36
ou X2

* E(X) ::f.zl ?i X; = - 636 = ~1/6
1=

* V_{X) =E (X2) - [E (X)] ?=48/36 — 1/36 = 47/36

‘3. Variable aléatoire continue

A. Fonction densité de probabilité : f{x)

Smt}(, une variable aléatoire continue c'est-a-dire prenant ses valeurs dans
Rou un intervalle de R,
On appelle fonction de densité de probabilité de X ou densité de
probabilité de la variable aléatoire X, la fonction £, de R dans R* telle
que, -pour tout couple de nombres réels (a; b avec a < b), 1a probabilité que
X preane des valeurs comprises entre a et b est ;

. | . Smamsmaue

B. Fonction de répartition : Fix)

C'est 'application F : R—> [0; 1], tel que:

Propriétés defetF

* Fonction de répariition : F
« F est dérivable

Fonction de densité f

A - zorable
{ est intégrab. , ) i

oo ,
© jfede=l «F —> 1, quand x ——>+

iti ‘ jours croissante
1 » f est positive « F est toujou z

C. Espérance mathématique

EXy= | xfoodx

oii f désigne 1a densité de X.
D. Variance

M N
VX) = | (x-m)2fx)dx

variable aléatoire discréte (cf. ci-dessus § 1.3 et L4
|

‘ Les propriétés de E(X) et V(X) sont les mémes qu'e dans le ;as d'une
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1. Posiﬁon du probléme

Soit une expérience dont le résultat est soit la réalisation d'un événement A
soit celle de son contraire A, toute autre éventualité étant' gvidemment
exclue. N

Assoc10ns a l'apparition de A, la probabilité p :

Prob(A) P o
Prob(A) + Prob(A) =1=p+q
Dans ce cas, Prob( Ay=1-p= q

Exemple
. Considérons un jeu consistant a
événements suivants :
- A = apparition de la face 3 = Prob (A) =1/6=p
A= apparition de « non A » c'est-a-dire [1,2,4,5,6} =
Prob(A} 1-1/6=5/6
Une experlence de ce type est appelée épreuve de Bernoullll.

a jeter un dé a 6 faces et soient les

‘ Consxdérons maintenant une suite de n épreuves de Bemouilli identiques
et mdependantes. A chaque épreuve, nous appellerons succes, la réalisa-
tion de A et échec la réalisation de A.

3
Par exemple, si on jette le dé 5 fois, cela veut dire que n= 35"
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| On voudrait calculer, sur ces 5 jets, la probabxhté que la face 3 apparaisse :

— 1 fois sur les 5 épreuves
- 2 fois sur les 5 épreuves
-3 fois sur les 5 épreuves

. —4 fois sur les 5 épreuves

— 5 fois sur les 5 épreuves
— ou alors qu'elle n'apparaisse aucune fois sur ces 5 épreuves. Ce qui est
possible. '

Appelons alors X, le nombre de succes, c'est-a-dire le nombre de fois ol la

face 3 est apparue lors de ces 5 jets. ‘ '

X peut étre considérée comme une variable aléatoire qui peut prendre les

valeurs suivantes : ‘
{0,1,2,3,4,5}

Or, on sait que la probabilité associée a chaque apparition de la face 3 ne

change pas : elle est toujours de 1/6.

Mais comment calculer la probabilité pour que la face 3 apparaisse
2 fois sur les 5 épreuves ?

La réponse est donnée par la loi binomiale ! ;
Nous avons choisi cet exemple théorique uniguement pour mieux situer la
position du probldme mais on peut facilement deviner les situations

- concretes ol les problemes se posent.de la m&me fag;on (cf. exercices

d'application).

2. Définition de la loi binomidle

Soient :

* A : événement aléatoire de probabilité p; A — 1 — p [événement
contraire]

* n : nombre d'épreuves ol A est susceptible de se réaliser
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X : variable aléatoire, associée A I'apparition de A, c'est-2-dire qu'on ' Il existe des tables de la loi bmomxale dont un extrait lm‘nte ﬁgure ci-
considere la v.a. X comme égale au nombre de fois oft 'événement A a dessous :

é1é réalisé au cours des n épreaves.

p
X peut prendre les valeurs [0, 1,2, .. k, ...n} n k 0,2 0,3 0,4 05
2 0 064 | 049 | 036 | 025
La probabilité que A se produise k fois en n expériences (ou epreuves) est R 0.32 042 | 048 0.5
donnée par la loi binomiale : : ; - :
' 2 0,01 ,04 0,09 0,16 0,25
Prob(X =k) = Ck pk gk [0< k< n) s ;
3 0 0,7290 1 0,512 0,343 0,216 0,125
ous | 1102430 | 0384 | 0441 | 0432 | 0375
2 0,0270 | 0,09. | 0,189 | 0,28 | 0375 ;
‘ 3 0.0010 | 0,008 0,027 0,064 0,125
.Cette loi de probabilité est appelée loi binomiale car Cg pkqr¥ estle 1 4 -0 OO0, | 04096 | 0,2401 0,1296l : 0’0625 :
‘terme général du développement du bindme de Newton (p + q)* | : 0,2916 | 04096 | 04116 | 0,3436 1 0.2300
pran = $CF prgek 2 | 00486 | 0,1536 | 0,2646 | 0,3456.| 0,3750
Eneffet,ona: (p+af = 2 -Cy p* g 3| 0,036 | 0,0256 | 0,0756 | 0,1536 | 0,2500
'Ceite loi est c:ompletement deﬁme par deux parameétres qui sont n et p.. 4 0,0001 | 00016 | 0,0081 | 00256- 00625

VOn 1a note a}ors B (n,p). 1
Exemple : pourn=2 etk=1etp=0,1
Ia table ci-dessus donne :

3. Propriétés de la loi binomiale '
2. Frop e la loi binomia Prob(X=1) = CX pkqik = 0,18 (valeur grisée)

La démonstration de ces propriétés est évidemment possible mais ce qu'il
faut retenir c'est surtout leurs applications qui sont trés importantes.

Hi
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4. Champ d'opplication de la loi binomiale

Dans la pratique, la loi binomiale, Prob(X = k) = C! ptgr*
est appliquée chaque fois ol :
« un événement A se produit au cours d'une épreuve avec la probablhle pet
~ I'événement contraire A avec la probabilité g =1 -p;
_» 'événement A se répete k-fois au cours de n épreuves ldenthueS (ala
ﬂ - premidre) et surtout indépendantes :
- épreuves identiques :.'épreuve est toujours la méme
~~ indépendantes : le résultat d'une épreuve ne dépend pas du résultat
- de F'épreuve précédente ou de 'épreuve suivante,

. ,.Cette situation se présente dans les cas suivants :
» réussir ounon & un examen S

» obtenir a face 2 lors d'un jet de dé ou non (c'est-a-dire obtenir 1,3, 4,5
“oud)
« obtenir pile ou face lors d'un jet d'une pitce de monnaie

s une graine germe ou ne germe pas

« un animal est malade ou sain

Pour chacun des exemples cités, il existe toujours une probabilité p
-.associée A l'apparition de I'événement considéré et une probabilité
q =1 — p, pour 'apparition de I'événement contraire.

il est donc indispensable, lors de la résolution des exercices, de vérifier que
l'on est bien dans la situation d'emploi de la loi binomiale en déterminant la
nature des épreuves et les probabilités qui leur sont associées.
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5. Application de la loi binomiale

&

Exemple

Exercice

D'une grande population d'animaux de la méme race, dont 64% ne sont pas
atteints d'une maladie A, on tire au hasard 16 d'entre enx (on assimile ce
tirage & un tirage avec remise). Soit X la variable aléatoire prenant pour
valeur le nombre d'animaux n'ayant pas cette maladie :

1.Quelle est ia loi de X ? Calculer son espérance E(X) et sa variance V(X).

- 2. a. Quelle est la probabilité daveir 10 d'entre eux non atteints 7

b. Quelle est la probabilité d'avoir au plus 15 d'entre eux non atteints ?

Corrigé

L Le tirage est effectué 16 fois dans des conditions identiques et mdépen—

dantes, chaque tirage donne lieu a deux résultats possxb}es qui sexclubnt
mutuellement, (ou ils sont atteints de la maladie A ou ils ne sont pas at~

teints). La variable aléatoire X est donc une v.a binomiale de paramctres 1
=16et p=0,64

Sa loi de probabilité est donc : B(}é ; 0,64y

P(X =k) = CL(0,64)"(0,36)"**

0<X <16

EX)=np = 16 x 0,64 = 10,24

V(X) =npq = 16 X 0,64 x 0,36 = 3,6864

k3

2.

a. P(X =10)= Cl2(0,64)"° x (0,36)° =0,2010

b. P(au plus 15 non atteints) = 1 — P(16 non atteints)
= 1 C18(0,64)"°(0,36)"

= 1-(0,64)'° =1-0,0008 = 0,9992
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1. Définition de la loi de Poisson

Considérons une v.a. X suivant une loi binomiale B (o, p) mais oit n est

trés grand et p veisin de 0.

Fiémple
Conmderons laloi B (100 0 02y
- Prob(X =%) = 0 02K, 0 98100-k [0 X< 1007

Les probabilités correspoadar;t aux valeurs élevées de X sont extrémement
faibles et pratiquement négligeables. Les valeurs significatives sont
groupées autour de @ .

, k=np=100x0,02 =2
On remarque que, la valeur de n étant élevée et celle de p étant faible,
V'expression bmomlale devient peu pratique.
Onimoutre aqus qu'une trés bonne approximation des diverses probabilités
- peut étre obtenue au moyen de la loi de Poisson de parametre m = np =2
- S0it:

g o

Prob (X = k) = e-2 w1

L'approximation que I'on fait correspond en fait & une propriété de 'a loi
binomiale.
En effet, on montre qne': )
Quand n > eo, et p-———> () et np = m restant constant, alors :

> e~mm

k!
En pratique ceci est vérifié lorsque n > 30 et p <, ounp <5 ou
npq < 10. Dans ce cas l'approximation ci-dessus est acceptable.

k
k k
C, pa*
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Régle générale

Soit X‘umf: variable aléatoire pouvant prendre toutes les valeurs entigres
0.1,2,..... n,...

On dit que X suit 1a loi de Poisson de paramétre m (m réel strictement
positif) si et seulement si : :

aveck=0,1,2,.....0,..

et oll e est la base des logarithmes népériens [ e =2,718...1.
Cette loi est définie par un seul parametre, m, On la note P (m).

2. Propriétés de la loi
de Poisson et utilisation des tables

A. Quand ufilise-t-on la loi de Poisson ? .

La loi de Poisson est utilisée lorsque 1a réalisation d'un événement est trés

rare sur un grand nombre d'observations. C'est le cas de. nombreux pifno-

menes tels que ;

—nombre d'appels téléphoniques regus par minute par 1es services de
renseignements téléphoniques ;

~ nombre de fautes d'impression par page dans un livre ;

~ désintégration d' un corps radioactif ;

— présence de globules rouges dans un champ rmcroscoplque aprés dilu-
tion ;

)
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~ préscncc d'une bactérie dans un champ microscopique aprés dilution
d'une suspension bactérienne ;
- 8((%;

B. ljﬁlisuﬁon des tables

Certéjns ouvrages de statistique donnent des tables de la loi de Poisson. Ces
tables correspondent soit & la fonction de distribution Prob(X = k) (table }
. ~:en fin de ce'chapitre), soit & la fonction de répartition Prob(X < k) (table 2
-en fin de ce thapitre).
Ces tables sont données en fonction de I'espérance mathématique, m et de
k.

| 3. Ap roximation d'une loi
bmomlale par une loi de Poisson

A Condiﬁpns préalables

La loi de Poisson est un cas particulier d'une loi binomiale ou n est,;rés
‘grand (n > 50) et la probabilité p tres petite (p < 0,1), le. produit np
conservant une valeur finie m. '

“Done, si X est une variable aléatoire dont 1a loi de probabilité est une loi

binomiale Prob(X k) = C’k Pk qﬂ"‘ et si n augmente indéfiniment de telle
sorte que le produit np reste égal 4 une constante m # 0 alors,
: A mk
Prob(X = k) tend vers e 7
Cette approximation simplifie considérablement les calculs lorsquielle est

passible.
Elle ne s ‘applique cependant que si n > 30 (ou 50) et si p <0, 1

60 e ' ~ Sransniue

~B. Exemple

Exercice

Une usine fabrique des articles dont 4 % présentent des défauts. Quelle est
la probabilité pour que dans une livraison de 75 de ces artlcles, 11 yvat2
articles défectueux ? '

Corrigé

]

La probabilité élémentaire pour qu'un article pris au hasard dans cette usine
soit défectueux est p = 0,04. : '

- Autrement dit, la probabilité d'avoir 2 articles defecmeux dans un lot: de 75

est donnee par la loi binomiale de parametres :
n=75 et p=004

~done, pourx =2, ona:

Prob(X =2) = C S (0,04) 2 (0,96)752 -

Nous sommes dans un cas ou la loi bmomxale peut pardltre dlfﬁczle 8-
appliquer ; comme n est « grand » et m = n.p < 10, on pe* dpnroxnmer
cette loi binomiale B (75 ;0 04) par une 10; de Poisson, P(m) P{n p)
P(3) ‘

La probabilité cherchée sera donc, pourm=3etk=2

) ,
PX=2)= g, e =0,224 (table 1, en fin de chapitre). .
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Table 1, Loi de Poisson, Fonction de distribution :

Prob(X =k) = e, Em__!lf
miot|o3dlosjor| 1| 2|3 a]| s | s8] 10
K
0 .|0.904810.7408) 0,606510.4966/0.3679| 0,1353(0,049810,0183| 0.0067]0,0003| 0,0000
1- 0.090510,2222]0,3033(0,3476/0.3679| 0,2707]0,1494|0,0733| 0.0337|0,0027| 0.0005
2 10,0045[0.0333]0,075810,1217]0.1839| 0,270710,2240]0,1465| 0.0842}0,0107| 0,0023
3 |0.000210.0033) 0,012610,028410,0613] 0,1804]0,2240(0,1954] 0,1404]0.0286| 0,0076
4 0,00030,001610,005010,0153] 0,0902/0.1680[0,1954| 0,1755{0,0573| 0,0189
5 % 10,0002/0,0007/0,0031,0.0361/0,10080,1563] 0,1755(0.0916{ 0,8378
6 0,00010,0005] 0,012010,0504{0,1042| 0,14620,1221| 6,063
7 0,0001{0,0034/0,0216/0,0595] 0,1044]0,1396{ 0.0901]-
8- ’ 0,000910,008110.0298| 0,0653/0.1396] 0,1126
9" 0,0002/0,00270.0132| 0,0363/0,1241{ 0.1251
10 __ l0.0008]0,0053|0.0181/0,0993] 0.1251
1 0,0002{0,0019] 0,0082/0,0722] 0,1137
12 0,0001]0,0006] 0,0034]0,0481| 0,0948
13 0,0002| 0,0013]0,0296! 0.6729)
1l 0,0001|0,000510,0169] 0,521
15 0,000210,00901 0,0347
16. 0,00450,0217
17 | 0,0021{0,0128
18 0,0009{0,0071
19 0,0004]0,0037
2 | 0,0002/0,0019
21 0.00011 60,0009
2 00004
23 10,0002
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Table 2. Loi de Poisson. Fonction de répartition :

k
h
PobX Sk) = | e g—,—— '
m|ol]03]| 65|07 1 2 13 | al s 8|
K F
8_10,9048(0,7408] 0,6065/0,4966/0,3679] 0,1353(0,0498,0,0183 0,0067|0,0003] 0,0000
1 10,995310,9631|0,9098|0,8442|0,7358] 0,4060(0,1991{0,0916{0,0404/0,0030{ 0,0005
2_10.999810,9964)0,9856/0,965910.9197 0,6767|0,4232(0,2381/ 0,1247/0,0138/0,0028
3 {1,000010,9997| 0,998210,9942/0,98101 0,857 1{0,6472]0,4335 0,265010,0424| 0,0103
4 1,04001 0.9998]0,.9992/0,9963| 0,947310,81530,6288| 0,4405/0,0996] 0,0293
5 1,000010,9999/0,9994] 0,983410,9161{0,7851] 0.616010,1912{ 0,0671
6 1,0000/0,9999| 0,995510,96650,8893] 0.762210,3134| 0,130%
7 1,00001 0,998910,98810.9489] 0,8666|0,4530] 0,2202
8 0,999810,9962{0,9786|0,9319{0,5925| 0,3328
9 1,0000{0,99890,9919] 0.96820,7166| 0.4579
10 0,9997]0,99721 0,986310,8159{ 0,5830)
i 099991099911 0,994510,8881| 0,6968
12 1,0000[0,9997| 0,.9980/0,9362] 0,7916
13 0,9999/ 0,9993/0,9658| 0,8645
14 1,0000| 0,9998(0,9827| 0.9165
15 09999109918} 0.9513
16 1,000010,9963} 0973
17 | 10,9984} 0.9857
18 » ‘ 0,99930.9928
19 0,9997]0,9965
20 0,9999!0,9984
21 1,0000] 0,993
2 0,999
23 0,9999
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|Exercice1

Un tissu biologique est contaminé par un virus et Y'observation porte sur
10000 lots de 30 fragments.

1. Exprimer les probabilités théoriques de trouver 20 fragments sur 30; fpuiq
21 fragments contaminés sur 30. On appelle p la probabilit€ qu'un fragment :

~ soit contaminé et q la probabilité de I'événement contrmre

2. On remarque que sur 30 fragments, on trouve:
- 20 fragments contaminés dans 357 lots sur 10 000
- 21 fragments contaminés dans 210 lots sur 10 000

.En déduire les valeurs numériques de pet q.

| Exercice 2

Le groupe sanguin d'un individu- peut &tre AB, B, O ou A. Sur
400 personnes, 20 possédent le groupe AB, 40 le groupe B, 160 le
groupe O et 180 le groupe A. D'autre part, chaque individu peut avoir:un
rthésus + (85 % des personnes) ou un rhésus ~ (15 %). La possibilité: de
recevoir du sang sans accident dépend de deux caractares indépendants: le
groupe sanguin et le facteur rhésus. En ce qui concerne le groupe sanguin,
on utilisera le tableau en page suivante.
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: Groupe Peut donner du sang Peut recevoir du sang
sans accident 2 ; sans accident de :
AB AB tous les groupes
A ABetA OetA
B ABetB OetB
-0 tous les groupes 0

En ce qui concerne le facteur rhésus, on admettra qu'une personne de
rhésus + peut recevoir sans accident du sang d'un donneur avee rhésus + ou
- ,‘;c‘ty qu'une personne de rhésus — ne peut recevoir sans accident du sang
que d'un donneur avec rhésus .

Déterminer ;

1. Ld probabili%é Prob(B) pour qu'un individu pris au-hasard posséde le-

groupe B.
Lak‘probabilité Prob(B-) pour-qu'ik possede le groupe B et le thésus - .

2. La probabilité Prob(O)
La probabilité Prob(O+)

3. La probabilité pour un individu B de recevoir sans accident du sang
d'un-autre individu pris au hasard.
Méme question pour un individu O +

*
4. On réunit trois personnes au hasard et on préleve sur elles du sang pour
donper & un individu du groupe B—.
Quelle est la probabilité que pour deux d'entre elles, on soit sir que
I'opération se fasse sans accident ?
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Exercice 3

Dans un élevage de bovins viande, on a constaté qu'en moyenne
10 animaux sur 1000 sont malades ct donc non commercialisables.

Sur un lot de 800 animaux :

1. Calculer la probabilité d'avoir 4 animaux malades. -

2. Calculer la probabilité d'avoir moins de 3 animaux malades.

Exercice 4

Dans une certaine population de bovins lait, 6 % d'entre eux sont atteints’

d'une mammite. On préléve un échantillon de 50 individus : X désxgne le
nombre d'animaux malades dans cet échantillon. -

1. Peut-on utiliser I'approximation de Poisson dans ce cas ?

2. Dresser un tableau des valeurs que peut prendre X.

3. Calculer la probabilité pour que 3 animaux au plus soient malades.

t Exercice §

On considére N portées de cing souriceaux, issues de couples hétérozy-
gotes, On rappelle que la coloration des souris peut s'expliquer par
I'existence d'un géne de coloration susceptible de 2 états G et b, G
entrainant la coloration, b l'albinisme. Pour un individu, il y a donc 3
génotypes possibles :

- — individu homozygote coloré GG,

—individu homozygote albinos bb,
- individu hétérozygote coloré Gb,
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Le croisement de deux individus hétérozygotes Gb peut donnier lieu 2 T'ane -
ou I'sutre des 4 combinaisons possibles GG, Gb, bG ou bb avec des
probabilités respectwes égales & 1/4, ‘
Soit X, la variable aléatoire : nombre de portées comportant au moins
4 souriceaux gris.

1. Quelle loi suit X ? La justifier.

2. En déduire la moyenne, la variance et I'écart type de X pour n = 4
3. Calculer les probabilités pour que X =0,1,2,34

Vérifiez vos réponses d la page suivante
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Réponses au test
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IExercice 1

1. Appliquons 1a loi binomiale
Prob(20) = C o () X ()P

Prob(21) = C§é ® 2 (9°

2. Sachant que,
357
1 Prob(20) = m = 0,0357
ot Prob(21) = 1310%0 =0,0210

la valeur numérique de la probabilité élémentaire est détemlmee a pamr du
rapport

CEO 20,410 v
Prob(20) 357 _ Cy(m™(Q) ! =21 __.IZ

 Prob(2) "210 M T
d'od =055 o =045

lExercice 2

1.  Prob(B) =40/400=0,1 : o
Prob (B~} =0,1 X0,15=0,015

2. Prob(O) = 160/400 = 0,4
Prob(O+) =04 x 0,85 = 0,34
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3. Un individu B~ pent recevoir sans accident du sang d'un sujet O‘ ou B—-;
~d'oll 1a probabilité cherchée : ‘

Prob(O-) + Prob(B-) =0,5 x 0,15 = 0,075

Un individu O+ peut recevoir sans accident du sang d'un sujet O quel que

soit son rhésus ;

d'oll la probabilité cherchée : 0.4

4, La probabilité pour un individu B— de recevoir du sang sans accident
est: p=0,075
Appllquons la loi binomiale :
' Prob(x) = C} (p)* (@)
avec x=2, n=3, p=0,075 et q=0925
ona, p(2) =0,0156 = 1,56 %

Exercice 3

On peut considérer le nombre d'animaux malades comme étant une v.a. X
qui- suit une Joi binomiale de paramétres n = 800 et p = 0,01 (c'est-a-dire
10/1000).

Comme n est grand et p est petit, on peut donc approximer la loi B (800,

0,01) par la loi de Poisson P (m) avec m = n.p = 800.0,01 = 8

k 4
LProb(X =k)=em. o = e . 48,

e =(,057 (table 1)

2. Pour avoir moins de 3 animaux malades, il faut aveir 0, 1 ou 2 animaux
malades c'est-a-dire : '
80 g 8 3 82
Po+ P+ Py=eB o1 e 7T T e
=g 8 [1+ 8+ 64/2] = 0,0138 (tables 1 et 2 pages 62 et 63 pour x < 2)
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{Exercice 4

1.p=006etn=50 = np=0,06x50=3

On peut considérer X comme une variable aléatmrc qui smt une loi
binomiale de paramétres n = 50 et p = 0,06. .

Comme p est voisin de 0 et np < 5, on peut ; a.ssmnler B(n, p) ii une ot de
Poisson de paramétre m = np=3

2. Tableau des valeurs de X : X variant de 0 2 50
3k

mk
Nous avons : Prob(X =k) = e™m ”IET = e3 —

Au lieu de calculer les différentes valeurs des probabilités pourk =0, 1, 2,
3... 4 l'aide de cette formule, il suffit de lire ces valeurs dans 1a table 1 ci-

dessus en prenant la colonne m = 3 et les lignes correspondant aux

différentes valeurs de k.
Exemple :

Prob(k = 0) = 0,0498
Problk = 1) =(,1494
etc. ‘

3. Caleuler la probabilité pour que 3 animaux au plus soient malades re-
vient 2 calculer

Prob (X < 3) = Prob(X = 0) + Prob(X=1) + Prob(X=2) + Prob(X=3
=0,0498 + 0,1494 + 0,224 + 0,224 = 0,6472 '
(cf. fin du présent chapitre, table 1) '
Mais on p&ut aussi trouver cette valeur directement dans 1a table 2 (cf fin
du présent chap;tre) qui représente les valeurs cumulées.
: Prob (£ 3) = 0,6472
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Exercice 5

1. La coloration d'une souris s'expliquant par le croisement suivant :

G b
G GG Gb
b Gb bb

Les souriceaux de génes GG,Gb, bG sont colorés, les bb sont albinos.
“ D'ot la probabilité pour un souriceau d'étre coloré = 3/4 (tableau)
p=23/4 = q=1/4

- La probabilité d'avoir an moins 4 souriceaux gris dans une portée de 5
souriceaux est :

| Prob(4) = P = Cg (3/4) 4 (1/4)' + C3 (3/4) 5 (1/4)0
d'oli o Prob = 0,395 + 0,237 = 0,632

Q=1-P=1-0,632=0368
La variable aléatoire X suit la loi binomiale :
Prob(X) = Cx (0,632)% (0,368)N-X

2. m=NP=0,632x4=2528
V = NPQ = 2,528 x 0,368 = 0,930
s=v 0,930 =0,9645 "
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3. Calculons les ptobébilités pour X =0, 1, 2,3, 4 respectivement

Prob(0) = Cjy (0,632)° (0,368) = 0,018

de méme,

Prob(1) = 0,126
Prob(2) = 0,326
Prob 3) = 0,369

- Prob(4) = 0,159
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Exercices supplémentaires

kExercice 1

Le pourcentage des succés 2 un examen est de 40 %. Quelle est 1a proba-
bilité pour que, dans un groupe de 5 candidats,

1. aucun ne soit admis 2.un et un seul soit admis
3. 2 et sculement 2 soient admis 4, an moins 2 soient admis
5. les 5 soient admis

Exercice 2

* Une usine fabrique des bouteilles d'huile dont 2 % sont défectueuses. Cette

usine livre 10 000 bouteilles a un client.

Soit X, la variable aléatoire « nombre de bouteilles défectueuses dans cette
livraison ». o .

1. Quelle est la loi de probabilité de X ? Quels sont ses paraméires ?

2. Calculer la moyenne la variance et I'écart type de X en interprétant vos
résultats, ‘

Sachant que Ia probabilité d'avoir un gargon est p = 0,48 ; quelle est, dans
une famille de 5 enfants, la probabilité d'avoir 2 gargons ?
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LExercice 4

On pose a un candidat une question en lui proposant 3 répofxses (dont la
réponse correcte). Parfaitement ignorant, ce candidat donne au hasard ['une
des 3 réponses proposées.

1. Quelle est la probabilité pour qu'il donne la réponse correcte ?

2. Un test d'aptitude se compose de 5 questions posées dans les conditions
ci-dessus.

Quelle est la probabilité pour que notre candidat donne lés réponses i
3 questions ; & 4 questions ; & 5 questions ?

3. Avec quelle probabilité notre candidat sera-t-il reconnu apte, 'il faut,
pour cela, qu'il donne les réponses correctes & 3 questions au moins ?

4, Avec quelle probabilité notre candidat sera-t-il reconnu apte, s'1] connait
les réponses correctes 2 2 des 5 questions ?

Exercice 5

_Une machine & embouteiller peut tomber en panne. La probabilité d'une
panne est de 0,01 a chaquegmplbi de 1a machine. L.a machine doit &tre
utilisée 100 fois,

Le nombre de pannes obtenues est une variable aléatoire X.

1. Enoncer sa loi de probabilité exacte et calculer les probabilités d'obtenir
0, 1, 3 pannes ou 4 pannes et plus.

2. Enoncer une loi approchée de la variable aléatoire X et calculer avec

I'approximation des tables, les probabilités d'obtenir les mémes condmons‘

sur 14 valeur de X

A
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3. On estime le coiit d'une réparation 2 500 F. La dépense, exprimée en F,
pour réparation de la machine est une variable aléatoire Y. Calculer

I'espérance mathématique de Y et sa variance. On assimilera le colt de 4

pannes ou plus au colit de 4 pannes exactement.
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- "E Corrigé des exercices supplémentaires

L3N 2R 2%

2 % &3 80

lExercice 1

n= S :

p=04 d’ouq 1-p=06

Prob (k snecgs) = Ck (0,4) 4 (0,6)k
1. Probk=0)=78%

2. . Prob(k = 1) =259 %

3" Probk=2)=34,6%

4. 2<k<5 Prob=1-Prob(0) - Prob(l) = 66,3 %
5. Probk=5)=1%

k[E;:zerci(:e 2

L ’

p=002,doncg=1-p=1-0,02=0098

n=10000etp=0,02
: Prob(X =k) = CX pkqok

W

* Calcul de Ia moyenne m V
m = n.p = 10 000 x 0,02 = 200 bouteilles

= Calcul de la variance V(X)

62 = n.p.q=10000x 0,02 0,98 = 196

78 . Sramsmiue

* Calcul de 'écart type

o=V02 =V196 = 14 bouteilles

» Interprétation des résultats

Si la fabrique réalise, dans les conditions de 1'énoncé, des livraisons de
10 000 bouteilles, il y a en moyenne 200 d'entre elles qui sont défectueuses
pour une livraison, ‘ 4

De plus les dispersions de bouteilles défectueuses par rapport 4 la moyenne
seraient de + 14, autrement dit I'écart que subirait X serait :

au mieux X = 200 — 14 = 186 bouteilles

au pire X =200 + 14 = 214 bouteilles.

Exercice 3

5

2 v

0,48 = q = 0,52 = Prob(x= 2) C5 0,48)2 (0 52)
'=10.0,2304.0,1406 = 0,324

N=
X =
p

H

Exercice 4

L. Calcul de la probabilité, p, de donner la réponse correcte. On a évidem-
ment ; p = 1/3

2, Calcul de Prob(3), Prob(4) et Prob(5). On a, d'aprés la loi bmomlale
Prob(k) = c“ (1/3) & (2/3)5%
Prob(3) = 16,5 %

Prob(4) =4,1 %

Prob(5) =04 % i
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3 Calcul de la probabilité P, d'dtre reconnu apte.
Prob = Prob(3) + Prob(4) + Prob(S) soit Prob=21 %

4. Firude du cas oi Ie candidat connait 2 questions sur 5.

Pour &tre reconnu apte, le candidat doit donner au moins une réponse
exacte sur les 3 questions qu'il ne connait pas. La probabilité cherchée est
donc P' = 1 — (2/3)3 car (2/3) exprime la probabilité de ne donner aucune
réponse exacte aux questions non étudiées.

Donc, Prob' =1 —8/27 = 19/27 = 70,4 %

Exercice 5

1.0n peui é’ilpré’considérer X comme une v.a. qui suit une loi binomiale de

paramétr‘és n = 100 (mjmbrg de fois oirla machine est employée) et

p = 0,01 (probabilité de panne) donc: q=1-p = 0,99

Dans ces conditions,ona:

Prob(X = 0) = 0,3660

Prob(X = 1) = 0,3697

Prob{X =2) = 0,1849

Prob(X = 3) = 0,0610

: Prob(X 2 4) = | - [Prob(X=0) + Prob(X=1) + Prob(X=2) + Pxob(X~3)}
=1-10,3660 + 0,3697 + 0,1849 + 0,0610]}
”j" 10,9816 =0,0184

2. p£0,1 et n > 50. On peut donc approximer la loi binomiale précédente
| par la loi de Poisson de parz{unétre m=np=100x0,1= L
On aalors, voir table 1 de Poisson
Prob(X = 0) = 0,3679
Prob(X = 1) = 0,3679 - .
Prob(X = 2) =(,1839
Prob(X = 3) = 0,0613

80 STATISTIQUE

et d'aprés la table 2, fonction de répartition de Poisson et la table 1,

fonction de distribution de Poisson :

Prob(X z 4) = [1 — Prob(X < 4)] + Prob(X=4) = [1 —0,9963] + 0,0153 =

0,019

3. A chaque valeur de X, on associe une valeur de Y et une probabilité :

X 0 1 2 3 4
Y 0 500 1000 1500 2000
p 03679 | 0,3679 0,1839 | 0,0613 0,019
E(Y)= 2 P yi

—03679X0+()3679x500+0 1839 x 1000 + 0,0613 x. 1500+OOI9><
2000 = 497,50 '

V(Y) = E(Y)*~ [E (V)]

E(Y)2=0,3679 x 02 + ... + 0,019 x 20002 = 489 250
V(Y) =489 250 -497,52 = 241744

2. VARIABLES ALEATOIRES ET LOIS DE PROBABILITES 81




82

STATISTIQUE

SEQUENCE DE TRAVAILL N°3
La loi normale ‘ o~
ou loi de Gauss

. Alm, o) |

Objectifs pédagogiques

Alafin de céttc séquence, mais étape par étape, vous devriez étre capable :
1. de définir et de décrire la distribution d'une loi normale ;

2. d'utiliser les tables relatives a la loi normale |

3. de définir l'intervalle de confiance d'une moyenne ;

4. d'établir la relation entre la loi binomiale et 1a loi normale ;

5. d'utiliser la loi normale pour résoudre des problemes concrets.

:._‘M,‘_.,-s : M_&r‘z&wfﬁ -3 '
Vo e v et
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De quoi s'agit-il ?

Pour miewx comprendre cette partie du cours, commencez
par bien lire cette page...

L'appréciation du squelette d’'une vache normande, en vue de son
indexation, s'effectue 2 partir de 4 postes du squelette et 3 notes de synthése
pour les trois ensembles anatomiques suivants : squelette, musculature et
mamelle,

La taille, par exemple, est notée de 1 4 9 en fonction de la hauteur au
sacrum (HS) et de I'dge de l'animal. A chague peint supplémentaire
correspond un gain de 2 cm au niveau de la mensuration, la moyenne de la
race représentant la note intermédiaire 5.

Moyenne de la race Objectif 4 I'Age adulte
a2 ans a3 ans adulte
138 cm 140 cm 142 cm 147 »m

La hauteur au sacrum est mesurée a la toise au niveau des vertébres
caudales, derriere la croisée des hanches, I'animal se tenant dé profil et bien
posé sur ses aplombs. Elle remplace la hauteur au garrot jugée moins
« répétable » car plus dépendante de 'attitude de 'animal.

Petite & trés Moyenne Grande 4 trés grande
petite .
HS <138cm 139 < HS £ 143 cm HSzi44em
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Une enquéte (exemple fictif) faite en Normandie, a permis d'établir la
courbe « en cloche » ci-dessous,

2,2% | 13,6% 34,1%| 34,1% | 13.6%

1395 1400 1405 1410 1415 1420 1425
) Hauteur au sacrum d'un animal adulte {(cm)
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Que remargque-t-on sur la courbe ?

Cette courbe représente la relation entre les résultats obtenus aux mensura-
tions de la hauteur au sacrum (HS) et les classes de popu]aimn qui leur sont
associés. Ainsi, 1'échantillon sur lequel a été effectuée 1'é tude - assez
grand pour etre considéré comme une population - montre que :

. ia majorité de la population a une HS qui varie entre 140,5 et 141,5cm ;
cette majorité représente :
M3 % (140‘50m <HS = 141,0cm) + 34,1 % (141,0cm < HS £ 141,5cm) = 68,2 %

» les individus dont la HS est inféricure 2 139,5 cm ( les p]us " petits " ) ne
représentent plus que 0,1 % de la population ; "

* les individus dont la HS est supérieure a 142,5 cm ( les plug * »grands "y ne
représentent également que 0,1 % de la population.

L.a grande majmité de la population se concentre donc autour de la
meyenne (HS = 141,0 cm). Plus on s'éloigne de cette moyenne et plus les
individus sont rares.

On dit que la,;‘dlsmbution des résultats obtenus par cette mensuration obéit
une loi normale représentée par la courbe en cloche, appelée aussi courbe
de GAUSS ou courbe de la loi normale.

Lorsque Ia valeur que prend un caractére a des causes trés nombreuses et
indépendantes les unes des autres, les valeurs de ce caractére peuvent étre
représentées par cette codrbe. C'est le cas de la hauteur au sacrum dont on
pense qu'il y a de multiples raisons qui « expliquent » le résultat Obmnu
facteurs génétiques, environnement. ,

Si vous étes intéressés par le concept de la loi normale, nous vous

conseillons de lire l'article de la revue POUR LA SCIENCE en annexe du
livret.
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2. Loi Centrée réduite ({0, 1)

R

. G son utilisation en procédant & un changement de variable.
1. Deﬁmhon ' { Pour cela, définissons une nouvelle variable u telle que :
- ‘ ol
- ‘Soit X une variable aléatoire continue, . prenant scs valeurs dans R, de ' l =75 A
f On définit alors une nouvelle fonction de densité de probabilité de cette

__moyenne m et d'écart type = 0.
~On dit que X obéit 2 une im.normale ou loi de Gauss, si sa dens:te de . nouvelle variable :

probabﬂ:te est !

et sa fonction de répzrtition devient :

e % B (P@=PobUsy = ff(u)du

-

X étant une valeur numénque pamcuhérc de X S A . o
et e 2,718 est la base des logamhmcs nepencns. V :

i

:;La fonctl" de répartltlon de X

F {X) P rﬂb(XSx) . I f(x) dx ' - Comme m = 0 et ¢ = 1, la variable est dite centrée (c'est-a-dire de
¢ . moyenne nulle} et réduite (c'est-d-dire son écart type vaut 1). Elle est notée:

A0, 1).

En fait, ce schangem‘ent de. variable correspond tout simplement 3 un

La somme dcs probabxhtés relatives & toutes les valeurs de x est épale d 1,

cest~é~dtre D ‘ : . obtient ainsi une densité f(u) indépendante de m et s ; l'intérét de cé

T ‘ v changement réside alors dans le fait qu'on puisse utiliser Ja méme table:
mf dx = B pour des variables aléatoires obéissant & dcs lois normales de différents
o , parametres.
. La fonction de répartition dépend de deux parametres m et o. Elle est i
notée habltue}lement par N(m, o). : ; La représentation graphique de la fonction densité de probabilité f(u), est

f une courbe en « cloche de Gauss » f(u) tend rapidement vers 0 quand u
‘ augmente (courbe page suivante).
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La fonction précédente £tant peu maniable pratiquement, on peut simplifier -

changement d'échelle et & une translation sur l'axe des abscisses. On -

{
H
4




f*’on montre qua~ La table de la fon ctmn densnté de probabilité, dont un extrait est
e —1’2‘02, duz.' 1 . V;
s
- { fuy=—= e-12¢?
Nous Verrons trés biemﬁt I'importance de cette propriété. - 1 \P2 '
: f&( u) o B Extrait de la table de la distribution normale réduite: =~ . .. -

fonction densité de probabilité £ (u).

Exemple : si u=0,55 = (0,5 + 0,05) alors flu) = 0,3429

“|u 000 |001000/002 0,03 0,04 " J005 |0.06 |007 [008  lo09 |

0,0 10,398910.3989 10,3989 |¢ 03988' 0;398'5 03984 10,3982 \0‘."3980 03977 l03973
0.110,2070/0,3965 -|0,3961'|0,3956 93951 03945 1},3939‘ 0,393 0,3925-|0:3918 |
022 10,3910/0.3902 636944 0,3885 |0 ; a334? 03836 [03825 |
0,3 10,3814/0,3802 93?907 o378 o | 03725 03712 Jo, 7]
0.4 |0.3683/0.3668 |0.3653 |0,3637 |0.36 losssoloas7a [oasss joasas|
0.5 10352110,3503 | 05485 [0.3467 |0.3448 [ -03410 023301 |o3372 03352 |
06]03332(0.3312 10,3292 l0.3271 |0,3251 103230 {0,3200 | 03187 |0.3166 [0.3144 |
0,7/03123/0.3101 40,3079 10,3056 |0.3034 |0.3011 |0.2989 |0,2966 [0,2043 [0,2020 | .
0.8 |0.2897102874 10,2850 |0,2827 102803 02780 | 02756 0,2752 02709 02885 |
0,9 10,2661{0,2637" | 0,2613 10,2589 |0 ,2565 0254’&‘<.9,2f5iéf,,"' 492 02468 {02444 |
1,0102420|02396 102371 102347 102323 10,2209 102275 | 0.2251 02227 02203 |
1,1 [02179}02155 |0.2131 Jo.2107 |02083 |02059 | 02036 |0.2012 0,989 0,125 | -
1,2 10,194200.1919 |0.1895 |0,1872 {01849 101826 |0,1804 |0,1- 1781 01758 [0,4736 | ¢
1310.171410,1691 |0,1669 10,1647 |0,1626 |0.1604 |0.1582 |0:1561 |0,1535'|0,1518 ) - -
1,410,1497]0.1476 |0,1456 |0.1435 |0,1415 |0:1394 [ 01374 |0,1354 [0.1334 o315 | -

i kg“ﬁ{gic‘:i' quelques valeurs remarquables de la.courbe

-

u : -3(0u+~3) -2(0u,+2)"' ~Fou+D |0 - 05(0u—0 4_*
f(u) 0,004 . loos4 - |0242 0,399 0,352 .

Il existe des tables aussi bien. pour-la fonction® dcnsxte de probablhté f(u)
que pour la fonction de répartition d(u).

s
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* La table de la fonction de répartition, donne les aires comprises sous 13’
courbe normale entre u = - = et toute valeur positive de u : c'est la table
1, de la fonction de répartition (cf.  la fin du livret) dont un extrait est
présenté ci-dessous. A partir de cette table on peut obtenir Yaire comprise
entre 2 valeurs quelconques de u, en utilisant la symétrie de la courbe par
rapport au = 0.

Table b. Fonction de r‘épartizion
_'Pour chaque valeur de u, la table donne la valeur
de l'aire sous 1a courbe correspondante,

u | 0,00 001 |-002 | 003 | 004 | 005

000.| 05040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,5160 | 05199
1 01 | 05398 | 05438 | 0,5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,5596
02105793 | 05832 | 05871 | 0,5910 | 0,5948 | 0,5987

1,03 [ 06179 | 06217 0,6293 | 0,6331 | 0,6368
04 | 06554 | 06591 | 06628 0,6664 | 06700 | 0,6736

‘Exemple :

*Pouru=0(0+0), la valeur de l'aire correspondante vaut O 5 ¢'est-a-dire

50 % de la surface totale qui vaut 1. En pratique, cette aire rcpresente la

. "surface totale de -e 3  inclas.

.« Pour u = 0,32 (0,3 + 0,02}, Ia valeur de T'aire correspondante vaut 0,6255
c'est-3-dire 62,55 % de la surface totale.”

Voici quelques valeurs remarquables de la courbe 2 retenir :
ru=0,O)=05 - - u = 1,96, O(u) = 0975

(la- moitié de I'aire sous la courbe)

0, 683

cu=1,0W) =05 +75 =0.8413 cu=450W=1

(totalité de la courbe)
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Jp—s

S U PR b, .

En pratique, nous rencontrons les cas suivants |

ui 0 u2

Notez que :

0 u o ]
Prob(U<u )= Jfu)du+ [f(u)du=0,5+ | f(w)du
o 0 ‘ 0

3. Intervalle de confiance d'une moyenne

£

L'intervalle correspondant & (m — 206), (m + 20), par exemple, est appelé
« intervalle de confiance de la moyenne » ou intervalle de pari au
coefficient de sécurité de 95,5 %.

A cet intervalle de confiance sattache un risque de (1()0 95,5) =
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La notion d'intervalle de confiance ainsi que sa signification concréte sera
largement développée dans le chapitre suivant.

0} Les notations et symboles des tables statistiques different, selon les
auteurs, d'un ouvrage de statxanue a I autre
Ainsi, ‘

Vuus ne devcz pas paur autam vous perdrc ! En effet, chaquc table est en
‘general dccompagnee de ccmmentaxres qul expliquent le contenu..

(A Certaines tables de la foncuon de repamtmn donnent l'aire non pas de
L= o0} u, C'est--dire :

.['f(u) du
: mals Tairede 0 auy, c'est-é~diré :

i i
J f(u) du

- Lactable b ci-dessus est présentée alors ainsi :

Table b’
¥ 0,00 0,01 0,02, 0,03 0,04 0,05

0,0 0,006 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160 | 0,0199 .
0,11 0,0398 | 00438 | 0,0478 | 0,0517 | 0,0557 | 0,059

-

Compte tenu de la symétrie de la courbe, le passage de la table b’ 4 1a table
b se fait tout simplement en ajoutant 0,5 a chaque probabilité.
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4. A quoi sert la loi normale ?

A. D'abord & rechercher des probabilités cumulées

H faut systématiqu ement procéder au changement de variable, cest-a-dire
passer de x, la vmie variable, & u, variable ccmréc réduite par la rclatlon
U= X - o,

La table | permet alors de résoudre le probléme suivant :

Comment determmer la probab;hte que la variable réduite u appamenne a
Vintervalle [~ oo, us[ ?

Cette table donne en effet Ja probabilité que u soit inférieur on egal a une
valeur donncc uq > 0 (surface hachurée du graphe ci-dessus).

el sinest négauf ?

“uy 0 uy

Si la valeur de u est négative, on voit sur le graphe ci-dessus que, la courbe
étant symétrique par rapport  'axe des ordonnées, les 2 surfaces hachurées
sont £gales.

Dong, Prob(u € —uy) = Pml?(u 2uy)
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V ‘Or l'ensemble (u > u;) est complémentmre de l'ensemble (u € u;) pmsqne
I'aire totale sous la courbe vaut 1. :

Done,
Prob{u>uj)=1-Prob usuy)
autrement dit, :
Prob{u £ ~uy) =1-Prob(u <u,y)
Exe?cice

“Quelle estla pmpomon des valeurs de u :
1 supéneures al3s?
2. inférieures en valeur absolue & 1,75 7
3. supérieures 4 -1,34 7 k

Corrigé

e

1. Prob(u> +1,55)
=1~ Prob(u £ 1,55)
| =1-.09394

= 0,06

+1,55

2. Prob(lut<+1,75)
Prob(-1,75 < u < +1,75)

= Prob(u $ 1,75) ~ Prob(u s -1,75)
=10,95994 - [1 - 0,95994],

=092

3. Problu>~1,34)
= 1~ Prob (u £-1,34)

=1—[1-0,90988 ]
=1-0,09012 ,.‘

= 0,91 v : -1.34
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B. Intéréts de la distibution de la loi nérmale

La loi normale est souvent appelée «loi du hasard » pour la raison
suivante : un événement di au hasard peut étre considéré comme le résulﬁat
d'un grand nombre de causes, indépendantes entre elles, exergant chacune
une petite influence, du méme ordre de grandeur,

Soit, par exemple, X une variable aléatoire qui est €gale a la somme de
plusieurs autres :

X = X1+X2;- +X+ o+ Xa
Les variables X; sont indépendantes entre elle% elles. obéissent a des. 1013
de probabilités inconnues {(quelconques) ; elles prennent cependant des
valeurs du méme ordre de grandeur. Si.n est assez grand, la vanable
aléatoire X obéit & une loi normale.

Cet ensemble de conditions se trouve souvent réalisé dans les phénoméﬁes
naturels comme en biologie, agronomie etc. C'est ce qui explique
l'importance du réle de la loi normale dans 1'étude des distributions
expérimentales. g -
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Si la probabilité p de I'événement A est telle que p est, relativement,
différent de 0 ou 1, et le nombre d'épreuves n est assez grand (n 2 30) de
softe que le produit n.p.g soit > 10, la loi binomiale de parametres n et p
peut étre approximée par une loi normale de parametres np et xﬁf)a .

.On passe alors.de :

n:
Prob(x) = m prgt*

avec m = n.p

# S e e
ﬁ Prob(x) 38‘7—'2*}*3 o 1 2| Jnpyg

Cette approximation correspond au théoreme de Moivre-Laplace.

Si'k; et ky sonit deux entiers compris entre O et n, les intervalles Ik, , ko[ et
[k; . ko] n'ont pas la méme probabilité pour la loi binomiale, alors qu'ils ont
la méme probabilité dans le cas de la loi normale. Cette particularité est due
au‘;fait qu'on approxime ~ on dit aussi on approche — une loi relative 2 une
variable discréte par une loi relative 3 une variable continue. '
La correction consiste alors 2 remplacer :

» l'intervalle 1k, kof par [k; + 0,5, kp ~ 0,51 ;

« l'intervalle [kq, ko] par [k;-0,5,k2+0,5].

On appelle ce type de transformation « correction de continuité ».

Deux exemples d'illustrations graphiques de 'approximation d'un loi bi-
nomiale par une loi normale vous sont présentés dans les pages suivantes.

®
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différentes valenrs dc n. Remarquez la parfaite similitude entre les deux lois lotsque n.pag = 25,

014 -
0,16
014
012
0,10
0,08
0,06 J
0,04
04,02 4
000

Probabilités

n=24
p=05
npg =6

e oul L?n binomiale
g LOS niormale

{ ! Une illustration graphique du concept de l'approximation vous est présentée ci-dessous pour p = 6,5 et
H
i

0,14 4
0,12 4
h 0,10 4
0,08 4

0,06 4

Probabilités

1 0.04 4

10 15 20 25

~~g=Lni binomiale
~ge~1 ol nommale

1 008 ;
0,07 4
0,06
0,05 A
0.4 4
0.03 4

Probabilités

0,02 4
0.0t 4

0,00

n= 100
p=0S5
npq=25

~gLoi binownialet : .
Lo normale | °

'
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Une illustration graphique du concept de Papproximation vous est présentée ci- dmﬁom cetfe: fms pou: P

=01, charguez iz similiude entre les deux lols lorsque mp.g =9 (valeur pa'mhc dc 10,

{L}G T
n=24 f:...,_"“m bibomiale
grrdol pormale

1. B . p=0;1
:0'25 SN npq::ﬁ,lﬁ

0,20 4

015 4

Probabilités

e
ot
o
x

3

©
3

.y

. 8
(=
[
L=
L

12 15 18 21 24

025
¢ ) ) . n=40
A p=0,1

020 4 " npg = 3,60

=~ 0} binomiale
i -2 Loi normale

0,15 4

Probabiliids

010

os 4 f

10,14 -
0,12 4

5,10 4

~—4—Loi binomiale

0,08 - ~~f~Loi normale

006 4

Probabilités

0,04 4
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Exercice

" On considere une population de bovins trés nombreuse ol chaque animal a

une probabilité 0,2 d'étre atteint par une mammite. On effectue
10 600 obsarvatxons et on désigne par x la variable aléatoire égale au
nombre d'animaux malades.

1. Quelle est la loi de probabilité de x ? Calculer le nombre moyen X
d'animaux malades et 1'écart type ©..

2. En déduire la probabilité d'avoir entre 1 900 et 2 040 animaux malades.
Corrigé
1. 11 s'agit d'une loi binomiale dont les paramétres sont : n = 10 000 et

p=0,2
Donc E(x)= X =n.p=10000.0,2=2 000

o®=va.p.q =vV10000.0,2.08 =40

2. Cette loi binomiale B (n, p).peut &tre approximée par une loi normaie;ﬂ\[
(2 000, 40).

Chercher la probabilité Prob(1 900 < x « 2 040), xeweni a chmcher, en
tenant compte de la correction de continuité :
Prob(1 900 < x < 2 040) = Prob(1'899,5 < x <2 040,5)
- b[ 1899,5-2000 _ 2040,5—2000]‘” '
40 40
=Prob(-2,5 <u< 1,0 = Proh(u < 1,01) — [Prob(u < -2 S50
=0,8438 - (1 - 0,9940) = 0,8377
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Testez vos connaissances

Exercice 1

Un échantillon de 80 veaux est extrait d'une population dont la variable
aléatoire « Poids » suit une loi normale d'espérance mathématique 500 kg
et d'écart type 40 kg. ‘ '

1. Dans cet échantillon, combien doit-on s'attendre a trouver de veaux
pesant :

a. Plus de 560 kg ?

b. Moins de 480 kg ?

c. Entre 450 kg et 550 kg ?

2. On sélectionne, pour la reproduction, les 15% supérieurs de 1'échantillon.
A partir de quel poids un animal sera-t-il sélectionné ?

Exercice 2

Pour une populaﬁon de candidats & la filiere de BTS.PA la distribution des
notes dans un test est normale avec une moyenne X = 32,3 et un écart type
o =38,5. " o

On décide que 10 % des sujets seront orientés en « Ingéniorat » parce que

. leur nivean est trés haut,et que 30 % des sujets seront orientés en BTA .

parce que leur niveau est trop bas.

3. LA LOI NORMALE OU LOI DE GAUSS N{m, o) 103




Bntrc quelles limites 1a note d'un sujet devra-t-elle se placer pour qu :I S0it
'ad[ms dans la filidre de BTS.PA. :

Exercice 3

On considére deux portées de porcelets d'une race donnée ; la premigre
portée est de 7. porcelets et la deuxiéme de 5. On regrhupe tous les
,~porcclcts Tous les porcelets ont méme apparence et ‘ont la méme
. probabilité d'étre choisis.

1, On préleve, 'un aprés l'autre, avec remise et de fagon indépendante,
3 porcelets. On appelle X la variable aléatoire prenant pour valeur le
nombre de porcelets de la premitre portée figurant parmi les 3 porcelets
tirés. |

a. Quelle est 1a loi de probabilité de la variable aléatoire X 7.

b. Calculer la probabilité pour qu'il y ait au moins un porcelet de la
premlere portée. g

c Donner lespérance et la variance de X. \/

2. On préléve simultanémem 3 porcelets, On appelle Y la variable aléatoire
prefﬁmt pour valeur le nombre de porcelets de la premiere portée figurant
,,parrm les 3 porcelets tirés. Déterminer la loi de probablhté de Y ; calculer

son esperance ¢t sa variance.

Exercice 4

On congidére une population trés nombreuse ob chaque individu est

susceptible de posséder un caractdre A avec une probabilité de 0,2.

On effectue 10 000 observations et on désigne par X la v.a. égale au
~nombre d'individus ayant le caractdre A, ‘

i

104 ‘ S STATISTIQUE

s

. 1. Indiguer la loi de probabilité de X et calculer son espérance

mathématique E(X) ainsi que son écart type Ox .
2. On approche cette loi de probabilité par une loi clasmque Dans ces

conditions, calculer les probabilit€s des événements suivants :
1900 <X <2040 ; X<1950 ; X>2030 k/

Vérifiez vos répanses a la page suivante
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. Réponses au test
IEx&rcice 1
1.
‘ 560 — 500

a. Prob(X > 560) = Prob(U > 30 )

Prob(U»>1,5)=1-D(1,5)=1-0,9332 = 0,0668
smt sur 80 veaux =% 5 veaux

b. Prob(X< 480) Prob(U M

Y =Prob(U <-0,5) = €I> (-1,5)
= 1-®0,5)=1-0,6915=0 3{}85

son sur 80 veaux => 25 veaux

¢. Prob(450 < X <550) = Pron 2000y 390500

=Prob(-1,25< U < 1,25)
= P(1,25) ~ @(—1 25) =2®(1,25)—1=2x0,8944 ~1 = 0,7888

soitsur 80 v eaux = 63 veaux

2. Prob(X >X,) = 0,15 ou Prob(X<xy) = 0,85

Prob(U <X ) 0,85
500 S Xp=500
et
x[n = 5‘41,6 kg
106 .

IExercice 2

X=X
o

u=

1. Calcul de la limite supériecure, ua de v

AY
/

g L'aire du domaine compris
20 %

entee I'axe des abscisses ¢t la
courbe de Gaupss doit &tre
égale 4 0,10, pouru>u2 -

10 %

A

Z
u
2

DxSu)=1-0,1=09 =5  uy=1,28 (voirtablel)

2. Calcul de la limite inférieure deu 1 u,

D(x 2 u) =1 -B(x < uy) = 0,20 +0,5.=0,70
la table I donne la valeur de —u; = 0,52

Uy #= - 0,52

=128 = -052-<"‘83;2 923 <18

x = (-0,52. 8,5) + 32,3 (limite inférieure)
etx = (1,28 . 8,5) + 32,3 (himite supérieure)

279 < x £ 43,2
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[Exercice 3

. ,

a. L'expérience est répétée n fois (n = 3) dans des conditions identiques et
indépendantes et qui donnent lieu & deux résultats qui s'excluent mutuelie-
ment, ou le porcelet appartient & la 17 portée ou il appartient 2 la 2. 1av.a
X est donc une v. a binomiale de paramétres :

n=3, p = %
Sa loi dﬁ probabilité est : P(x =k) = C§(%)k (-1%)3“k
. 0<£ks3
b, 1~ P(X 0) I (-~) -0 9271
c E(X) =pp = 1 ?5
V(X) = npq = 0,7292 .‘

2. la 10: de_probabilité de Y n'est pas connue a priori, il faut faire un ta-
~ bleau ou a. chaque valeur Yi de Y on associe la probabilité PY& correspon-
dante ;

_Yi | o 1 2 3
Py, COxC? |ChxC? [ CGxCh 1 CyxCy
3 220 | 220 220
" Cﬁ) 70 | 105 |35
; =230 22{} 220 22{)
YiPy o | 0 | a0 105 Evie, =p=1s
220 | 220 220 |
Yﬁ"’n 0 J0. 1 a0 ) 315 5 805
« 20 | 220 220 _220
i WPPy 10,1392 10,1790 | 0,0298 | 0,2486 % =0,5966

v(Y)= 2 Yi%Py; - u? =3,6591~(1,75)% = 0,5966
a0

ou V(Y) =E(Yi~p)*Py; =0,5966
. i
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Exercice 4

1. X suit une loi binomiale. En effet, chaque individu est indépendant des
autres pour la possession du caractére A et 'on considére deux possibilités :
avoir ou ne pas avoir le caractére A.

Les paramétres de la loi binomiale sont :

n = 10 000, nombre d'observations

p = 0,2, probabilité d'avoir le caractétre A= q=1-p= 0,8

Dans ces conditions : ‘
E(X)=np=10000x0,2=2000

o =vnp.gq =V¥10000x0,2x0,8 =40

2, Cette loi binomiale peut &tre apprmhe@ par une loi normale de moyenne’
2 000 et d'écart type 40. -

Soit: y=—— = X=uC+m

*]1 900 <X <2040

= Prob(
_ Pmb(l 900 2000 _ <'2 (}40«-«20{)0

40 40
= Prob(-2,5 < u < 1) = Prob(u <1) = Prob(u < -2,5)
= Prob(u < 1) - [1 - Prob(u < 2,5)]= 0,83134 - (i ~0 99379)
=0,83513

1900 - 2 040 ~m
<u<——0"w-—)
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* X <1950
“Prob(X < 1 950)
= Prob(m + uo < 1 950)

< Proby < 12502000,
= Prob(u < —1,25) = 1 - [Prob (u < 1,25)] = 1 ~ 0,89435
= 0,105 65

2 X>2030

= Prob(u > 2030--2 4{)2%000 )
= Prob{u > 0,75) = 1 ~ [Prob (u <0,75)] = 1 - 0,77337
=,226 63
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Exercices supplémentaires

tExe'rcice 1

On a mesuré le poids de 3 000 moutons et on a trouvé une moyenne de
65 kg et un £cart type de 3 kg.

En supposant que la variable « poids » suit une distribution normale,
déterminer le nombre de moutons ayant un poids compris entre 60 et 70 \kg.

Exercice 2

On considére un échantillon de 10 veaux soumis & I'engraissement pour
lesquels on a étudié le gain moyen quotidien (GMQ). On:a obtenu une
moyenne de 902,9 g/j et un écart type de 30,54 g/j.

1. Donner une estimation ponctuelle de 1'écart type du GMQ de la
population d'oll a ét€ extrait cet échantillon. : ’

On donne 1"écart type estimé de la population 6 = -£-1~ s
n —

2. Soit X la variable aléatoire égale zu GMQ ; on suppose qu'elle suit une
101 normale. Calculer p(880 < X < 950).

3. On sélectionne les 20% supérieurs de la population. A partir de quel
GMQ un veau sera-t-il sélectionné ?
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Exercice 3

On a constaté que la répartition du taux de cholestérol pour un grand
nombréfde personnes est la suivante : :

- Taux inférieur 2 165 cg : 58 %

- Taux éomptis‘entré 165¢et 180cg: 38 %

- Tanx Supéﬁeug a180cg:4 %

1. -Sachant que la réjjartitioﬁ suit une loi-normale, calculer la valeur ~

moyexme du taux de cholestérol et I'écart type moyen.

2. On admet que les personnes dont le taux est supérieur 2 183 cg doivent
subir un traitement. Quel est le nombre de personnes a smgner dans une
population de 100 000 personnes ?

Exercice n°4

2

Diutie grande pc:puiatlon d'animaux de la méme race, dont 64% ne sont pas
atteints d'une maladie A, on tire au hasard 16 d’entre eux. (on assimile ce
tirage & un tirage avec remise). Soit X la variable aléatoire prenant pour
valeur Ie nombre d'animaux n'ayant pas cette maladie : '

1. QuelIe est 1a loi de X 7 Calculer son espérance E(X) et sa variimce V(X).

2. :
a. Quelle est la probabilité d'avoir 10 d'entre eux non atteints ?
b, Quelle est la probabilité d'avoir au plus 15 d'entre eux non atteints ?

3. En utilisant une approximation que L'on justifiera, déterminer - '
p(6s X< 11)

12 ; .  STATISTIQUE

#.
" . )
()5 Corrigé des exercices
E supplémentaires

LR IR O ]

s saneen

lExercice 1

Soit x = variable « poids »

m = 65 kg

o=3kg .

La proportion de moutons ayant un poids compris entre x; = 60 kg et
X2 = 70 kg est donnée par la 1ol normale,

X—in

avec u ==—=
ulgx;;m - 60;65 167
uy =L = 70565 = +1,67
ug
Prob(x; £x<xy) = . eu¥/2 dy

«Jzn

= (1,67}~ D(-1,67)
= 0,95254 ~ {1- ©(1,67) (table I)
= (,95254 - (0,04746) = 0,9051

D'ou le nombre de moutons ayant un poids compris entre 607et 70 kg :
3000 x 0,9051 = 2715 moutons
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Exercice 2

1.
X =902,9g/ j est une bonne estimation de | moyenne (espérance) de la
population.

L'écart type estimé de la population 6 = 1{—~£—}- 8
n o

dod - fo:;() 54=32,192g/ j

_p (880~902;9 X=9029 950-902,9. (oo
om0 o, 192 3219

selectlonne la redumon de cette valeur com:spond 4 u tel que Plu) =0,8
d'og. u=08416
”‘ X, —902,9 .

229029 . X =929.99 ~ 930 gi
R T o Xm &

Exercice3d =

- 1. Si la répartition suit une loi normale (Table I, fonction de répartition), on
lit u dans la table I & partir de la fréquence cumulée :
u=0,2019 correspond ala frequcnce cumulée 0,58 et 4 165 cg
u=175 correspond 2 la fréquence cumulée 0,96 et 3 180 cg
On a les 2 relations :

165-X 020 ; M0-%X_455
O . O
d'od :

e L sTATsTIUE -

c'est-a-dire, en retranchant membre 3 membre ces deux équations @
[550=15 = 0=15/1,55=9,68 cg

et : X =165-0200 =163 cg

2. N
183 162 . .

A 183 cg correspond W=TTER =2 07

donc, 98,08 % (table I) de Ia population a une valeur niférleure a 183
autrement dit, 1,92 % doivent subir un traitement, soit 1 920 dans une
population de 100 000. ‘

Exercice 4

1. Le tirage est effectué 16 fois dans des conditions identiques et indépen-
dantes, chaque tirage donne lieun a deux résultats possibles qui s’excluent
mutuellement, (ou ils sont atteints de 1a maladie A ou ils ne sont pas at-
teints). La variable aléatoire X est donc une v.a binomiale de paramétres n
=16 et p= 0,64

Sa loi de probabilité est donc :

P(X =k) = C§(0,64)*(0,36)'"

0<k<16

EX)=np=16x0,64 = 10,24

V(X) =npg = 16 X 0,64 0,36 = 3,6864

B

20
a. P(X =10) = C1%(0,64)"° x (0,36)° =0,2010

b. P(au plus 15 non atteints) = 1 —~ P(16 non atteints)
= 1-C}(0,64)'%(0,36)°

= 1-(0,64)"° =1-0,0008 = 0,9992
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3. On f‘peui'ap’proximf:r la v.a X binomiale, 2 une variable normale de
méme espérance et.de méme variance. 11 faut pour cela faire la correction
de continuité qui transforme 1a variable binomiale discontinue en une v.a
normale continue.

P(6<X<11)=P(55<X<1L5)

6,5~10,24 X-10,24 11,5-10,24
< =0,7198
V3,6864  4/3,6864  +[3,6864 )

P(6,5<X <11,5) = P(

&
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Table de la distribution normale réduite
FONCTION DE REPARTITION

Exemple : 9(0,52) = 0,6985 ; ©(«1,93) = 1 &(1,93) = 1 ~ 0,97320 = 0,02680

n

8,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

8,06

8,07

0,08

08

Y
0,1
62
0,3
04

6,5
0.6
07
08
09
1,0
11
12
13
14
15
16
17

18

22
23
24

2,5
2,6
2,7
23
28
ag
31
32
33
34
3.8
3,6
37
35
33

15

2,{} .
2,1

90,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554

46915
0,257
0,7580
0,7881
08153
0,8413
0,8643
0,8849
4.90320
091924
0.93319
0,94520
095543
0,96407

097138 .

097725

0.98314 -
098610 -
10,98956 .

0,98928

099180

099379
0,99534
0,99653
099744
0,99813

0.99865

,99503

099931
0,99952
0.99966
099977
0,09984
0.99989
0.99993
0,99995

01,5040
0,543%
6,5832
60,6217
0,6591

0,6950
0,7281
07611
09,7910
08186

0,8438

08665

98869

0,90490
092073
093448
0,94630
095637
0,96485
8.97193

097778
0,98257
0,98645
0,99202
0,59396
099547
0,99664
0,99752
0,99819
0,99863
0,99906
4,399%4
0,99953
0,99968
0,99978
9,99985
6,9999
0,99993
0,99995

03,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628

0,6985
0,7324
0,7642
0,71939
08212

08461
08686
0.8888
090638
G,92220
093574
0,94738
0,95728

096562 .

097257

097831
09,98300
098679
0,98983
099224

098413
099560
0.99674
0.99760
099825

099874
099210
0,99936
099953
099969

1059978

0.99985
Q.99990
059993
0,99994

05120
0,5517
0,5910
0,6293
0.6664

0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238

08485
0.8708
0,8907
050824
092364

0,93699

094845

095818

096638 .

497320
0,97882

098341
098713

0,99010
0,99%245

099430
099573
0,99683
0,99767
0,99831

0,99878
0,99913
0.99938
0,99957
0,99970

0,99979
0,99986
80,9959
099994
0,99996

05160
0,5557
0,548
0,6331
06700

0,7054

07389

07704

07995~

08264

08508
04729
08925
0,20988

G92507 -
0,93822°

0.94850

095907
096742 .
097381

057932

096382
0,98745 -
0.99036 -

099266

099446

099585
099693
099774
059836

099882
099916
0,99940
099958
09997

099980
0,99986
0,99991
095994
0.59596

0,5199

,5596 .
105987 ..

0,6368

06736

06,7088

07422 -

0,773

0,823

08289
08531
0,8749
0,8943
0,91149
092647

4,95053
0,95994

8,96784 -

9,97441

'0,97982
098422

098778
}0,99086

0,99061
0,99286

10.99461°

0,99598
099702
9,99781
0,99841
0,99886
0,99918
0,99942
0,99960
099972
9,99981
9,999%7
0,999 1
0,99994
0,99996

0,5239
0,5636
0.6026
40,6406
06772

0,7523
0,7454
90,7764
0,8051
08315

0.8554
08710
0,8962
091308

1092785
053943 -

0,84062
095154
0,96080

056856 .

0,97500
6,98030
0,98461
0,95809

0,99305

0,99477
0.99609
099711
0,99788
0,99846

0,9988%
099921
0,96944
0,99961
0.99973

0,99981
0,99987
0,99992
0,99994
0,99996

09,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808

0,7157

0,7486 .

0,7794
0.8078
0.8340

08577
0.8790
0,8980
091466
092922
084179
095254
096164

0,96926.

097558

028077
0,98500
0,98840
099111
0,99324

0,99492
0,99621
099720
099793
0,99851

0,9989
099924
099946
0,99962
099974

0,99982
0,99988
3,99992
G,99993
0,99596

0,5319
0.5714
0,6103
0.6480
0,6844
0,7190
0,7517
0,7823
04,8106
0,8365

0,8599
0,8810

0,8997

0,91621
0.9305¢6
0.0°29%
095352
096246

0,26993

0,97615

0,98124
098537
0,98870

0,99834
099343

0.99506
0,99632
997128
0,99801
0,99836

0.99996
059926
0,99948
0,99964
0,99975

0,99983
059988
099992
0,99993
0,95997

04,5359
0,573}
0.6141
0,6517
0,6879
0,7224
04,7549
0,7452
08133
(8389

60,8621
08830
0,9015
091774
0,9318¢%

{1,94408
0,835449
$4,56327
097062
097670

098169
0.98374
0,988%9
0,99158
0,99361

099520
0,99643
0.99736
099807
0,99861

0,99900
0,99929
099950
099965
099976

099983
0,99989
0,99992
099995
0,99997
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Table de la loi normale centrée,
réduite A/ (0,1)

OU TABLE DE L'ECART REDUIT
' N(U,l}

- e - 0 +e +eo

La probabilité o s'obtient par addition des nombres inscrits en marge.

" Exemple : Pour € = 1,96, la probabilité est a = 0,00 +0,05=0,05

a 4]0 001 [D02 |0,63 0,64 0,05 [0,06 |007 |0,08 [0,09
0,00 |= 2577 {2,327 |2,171 |2,054 (1960 |1,881 |1,812 | 1751 |1,696
0,10 11,645 11,598 1,555 |1,514 [1476 [1.440 |1405 11372 |1341 [1.311
lozofi2s2 |1,258 (1227 12010 [1,075 ({1,150 |1,127 {1,103 |1,080 [1,058
0,30 11,037 {1015 0995 0974 |0954 10935 (0915 [0897 |0,378 10,860
0,400,842 |0824 [0806 [0,789 [0,772 [0,755 {0,739 {023 |0,706 0,690
0,50 0,675 [0,659 |0643 0628 |0613 {0,598 0,583 ]0,568 |0,553 10,539
0,60 {0,524 |0510 (0495 |0482 [0468 |0,454 [0440 (0426 |0412 {0,399
0,70 10,385 0372 0358 0345 (0332 (0319 10305 10202 {0279 10,266
080 (0253 |0240 [0228 {0215 [0202 0389 (0176 |0164 0151 0138
0,90 0,126 {0,113 [0300 |o0088 log7s 0063 [0,050 (0038 |0025 |0013

Tables pour les petites valeurs de o

@ | 0001 100001 | 000001 | 0000001 | 00000001 | 0,0000000L | 0000000001

E 3,290531 389059 | 441717 | 4,891 64 532672 573073 6,109 41
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9 "EC_hantillons{_,

EE Objectif

Eggtim@tion statistique consiste & obtenir des informations sur des variables liées & une
population & partir d’'un échantillon. En statistique descriptive un échantilion est défini
cornme un sous-ensemble de la population, en théorie des probabilités un échantillon est
constitué de variables aléatoirés qui suivent une méme loi. Les résultats issus de I'échan-

ti}{ortm permettent d'induire un'certain nombre de caractéristiques surla loi d'une variable
alaatoire. :

HE Lessentiel a savoir

« Définition

(/¥1,/Y2,.;.,Xi,...,x7l) est un n-échantifon d'une variable aléatoire X si les
variables aléatoires X; sont indépendantes et suivent la méme lot que X.

(3( y Lyt Tjyaeny Ty ) eSt une reahsahon du L ~e h ,}( pre Xperences
2] 3 3 2 7 C Emilnon de apres 1 e
afeatO]les.
U“ U S ledex erie on T ] ‘-
nces d nera
e auire erl p Uﬂeau{erealsatlon (JI],.’CZ}.‘..II,...,.Z‘])

g Remarque

Le vocabulaire employé est souvent le méme pour désigner un 7-échantillon ou

une réalisation de ce m-échantilion. Ces définitions permettent de formaliser la
théorie de I'estimation.

EXEMPLE

L.es pléC?S d_une fabrication ont une probabifité p d'étre défectueuses. A la i¥me oxpé-

i’aencg aléatoire qui consiste a prélever au hasard une piece dans la fabrication on associe

g\/fi;'lab!f X; :ie B?rnoulh qui prend la valeur 1 sila pigce n°i est défectueuse et 1a valeur
sila pizce n° ¢ n'est pas défectueuse. Supposons que n soit égal & 20, une réalisation

96  Probabilités
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de ce 20-6chantifion pourrait étre «
(1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,6,0,0,1,0,0,0.0)
3y = 1. Ce qui veut dire que la premiere piéce prélevée est dafectueuse, les cing sui-
vantes ne le sont pas : xg = o3 = 24 = o5 = Tg = 0, puis Ty = 1, etc.
La proportion de piéces défectueuses dans Véchantillon est :

xy o+ 0 fo 92 4 \
pQ:E:TlF 2t 4220 ::Z it g0
20 20 20

Une réalisation de Féchantillon permet d'estimer p par py = 0.2.

NRIRCTTERREY

[ Compléments : simulation

d'un echantillon

Pour de nombreuses applications pratigues il peut étre utile de simuler un échantillon
d'une loi de probabilité connue.

A. Simulation d’'un échantillon d’'une loi de Bernoulli

Commencons par le cas le plus simple consistant a simuler une loi de Bernoulli de para-
matre p= 0,1. Il est possible de simuler des expériences qui résultent de cette loi en
mettant dans une urne une boule blanche et neuf boules noires, & chaque firage avec
remise d'une boule blanche est associé T == 1. Une autre facon consiste & utiliser des
tables de nombres au hasard, Ces tables fournissent des suites de chiffres compris entre
0 et 9, chaque chiffre a une probabilité 1/10 d'apparaitre, c'est la réalisation d'une loi
discréte uniforme et les réalisations sont indépendantes.

EXEMPLE .
Soit Pextrait suivant d'une table de nombres au hasard :
330 103 487 925 745 807 636 10

Cot extrait conduit a la réalisation suivante d'un schaniillon de Bernoulli de paramatre

=0,1: ' ) : .

0,0,0,1,0,0,0,0,0...1,0
Chaque fois que le chiffre 1 apparait X prerd la valeur 1 et X prend la valeur 0 sinon.
En prenant les chiffres deux & deux consécutifs, it apparait aléatoirement des nombres
entiers entre 00 et 99 de fagon uniforme avec une probabilité de 1/100.
) 1 1 11

inst exernple PIX =27) = P(2).P(7) = = % - = =
Ainsi, par exemnple P{ ) (2).P(7} o X T T
Pour simuler une loi de Bernoulli de paraméatre p = 0, 24, il suffit de prendre les chiffres
deux par deux, st le nombre est compris entre 00 et 23 inclus, on décide que x == 1 et
si e nombre est compris entre 24 el 99, on decide = = 0.

FRRARAISE

Pour simuler une loi Binomiale de paramétre 7 et p, i1 suffit d'ajouter des suites de 1
variables de Bernoulli indépendantes de parametre p.
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» terminer d’abord » nombres au hasard indé
- bres étant compris entre O et 1. Ft puisque

- Les nombres g, 1y,

Supposons que nous voulions des nombres comypnis entre 0 et 1 avec trois chi

-ficatils apres la virgule, i suffit de prendre les chiffres de la tab}
. ser par mille.

B.  Simulation d'une loi quelconque continue
* Théoréme

Soit X une variable aléatoire continue et Flz) = P(X < z)alors ¥ = F(X) est une
varfable aléatoire uniforme et continue sur Vintervalle {0,1]

+ Démonstration du théoréme

Soit (7 fa fonction de répartition de ¥,

CGy) = PY <y)=P(F(X) < F(z)) = P(X < z) = Flz) =y

Puisque G(y_) = y, la distribution de Y est uniforme sur

[0,1].
Clest la monotonie de la fonction # qui a permis d'écrire

X <z 6 F(X) < F(s) et P(X <) = PIF(X) < F(x)]

¢ Obtention d’une loi quelconque a partir de nombres au hasard

© Soit X une variable aléatoire et F sa fonction de répartition.

Pour obtenir (zy,z9,...,2;, .. -1 @n), réalisation d’un n-échantilion de X, il faut dé-

pendants 1,4, ..., 4, .-, Yn, ces nom-
F est bijective :

D= F@) <= 7 = F(y)
Vr = F(x2) = xg = FY(y2,)
Yn == F(xn) T Ty o= F—‘l{yn)J

*» Obtention de nombres au hasard entre 0 et 1

2 ¥iy- oo ¥n Sobtiennent aisément 3 partir d'une table de
nombres au hasard ou encore ils sont générés automatiquement par une calaudatrice ou

-un ordinateur,

ffres signi-
@ trois par trofs et de divi-

EXEMPLE

330 103 487 925 745 extrait de la table conduit 3 y1 = 0,339 5 ys = 0,103 ;
ya = 0,487 ; ... '

Si l'on souhaite quatre chiffres significatifs aprés la virgule, il suffit de prendre les chiffres
4 par 4 et de les diviser par 10000. Ce qui donne ¥y o=

0,3391 ; wp = 0,0348 ;
yg = 0,7925 ; ... :
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I Application

i ¢ i i ’ loi normale centrée réduite.
1. Simuler un échantillon de taille 5 d une loi 1 | )
9. Simuler un échantillon de taille 5 d'une loi normale de mioyenne 175 e
d’écart type 5.

1.5 ‘L(T) = N(0, 1), & partir d'une table de nombres au ha.sar‘dj on simul?htjin éfjh.?;!(;
til'lon de taille 5 d’u;ﬂe loi uniforme sur-[0, 1), Trois chiffres significatifs apx;e:._ta ’yargr c
constituent une approximation suffisante, aussi les chiffres de la table sont extraits 3 pa

g1 0,339 ; = 0,108 5 ys = 0,487 5 yu = 0925

 étant la fonction de répartition de la loi N{0,1),

ys = 0,745,

Y1 = 1{?{(1‘1} <3 f1 == le{yl}

ty 1 gwéte dt = 0,339
S e \,ﬁ?‘f

= Fh) = PT <t) =

F~! nayant pas d’expression algébrique simple, 11 8¢ détfzrmine 3 Vaide de la table sta-
tistique de la loi N (0,1}, soit t; = —0,415 et ainsi de suite :

b= —1,267 ; ty = —0,032 ; tg = 1,440 ; 15 = 0,657,
2 Ly = N

5 .
Dot X = 5T + 170 et pour chaque expérience z = 5t + 170
ty == —0.415 d'oli ;= b{—0, 415} + 170 = 167,02
b= —1.967 doit @y = 5(—1,267) + 170 = 163.66 etc.

2. L{X)= N(170,5), T =

Table
» Nombres au hasard

TE T io . A8 20 .25 80 35 % a5

B 5%
33910 24879 25745 80763 61033 56033 78902 4700? 724?8 i’;‘;ﬁz
50230 63237 94083 93634 71652 02656 57532 603[37 zégé‘i s
84080 62458 09703 78397 66179 46982 67619 39254 3

20116 33646 17545 31321 65772 86506 09811 82843 92%11 2;{1};@
68645 15068 56898 87201 40115 27524 4222"% 88293 67592 )
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O Estimateur et
estimation ponctuelle

HH Objectifs

¢ L'étude de fa distribution et des caractéristiques d'une ou
une population ne peut généralement éire fafte sur | 3
Serji la population, Par exemple, pour connatre |
qui comporte des millions d'électeurs, il est

élections, autrement que par u ’
lorss, n sondage c'est-a-dire par | i i i
auprés d’un échaniilion issu de cette population. per e recuell des informations

* Lobjectif de cette fiche est de pre
] e e presenter les principales foncti Gafol
mettent d’octi ¢ Jenctions aléatoires qui per-
v :ﬁf(r)xt ﬁﬁfs;gp(}?{yg}?gggggl‘ne, une variance et une proportion, e{'"s"&?{saf'ﬁeq;éﬁ
ks ;32 sﬁ!:;a ; €s de ces lanctions qui sont appelées estimateurs. Ce sont les propriétés d ;
eurs qui permettent de déterminer une marge de l'erreur sous forme d’intee
3'.,

valles de confiance lgrsqu’ : Srist :
' OrsquunNe caractéristioue d° ' . .
tillon. que d'une population est estimée sur un gchan.

} plusieurs variables concernant
'ensemble des individus qui COmpo-
ire Jes intentions de vote d'une population
impossible de procéder, hormis e jour des

il Lessentiel a savoir

A.  Estimateur et estimation

Un n-échantillon d'une variable aléatoire X

et de méme loi que X. estune suite de 1 variables indépendantes

* Définition d’un estimateur

Un estimateyur d'un 7 ;
parametre § dont dépend fa loj abilite d’ :
X est une fanction d'un r-échaniilion 32 X (X?j d;a(f mbdbige (i’une variable aléatoire
32y ey iy
(60 TCnm . %]
TR T ) |

T
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Destimateur est une fonction de variables aléatoires X, c’est aussi une variable aléa-
toire, pour cetie raison PestinfEtélr est noté aved des lefires majuscules

6, ou T, ou Touencore &

~ |

« Choix de 'estimateur-estimation
i existe une infinité de fagons de choisir un estimateur de §. Toutefois il est judicieux de
choisir un estimateur qui posséde de bonnes propriétés stafistiques-{voit ces propriétés au
paragraphe suivant]. Dans une premigre approche on peut retenir I'idée qu'aprés « expé-
riences aléatoires » il est associé & (7,2, -. ., %4, Tn ) réalisation d'un n-échantilion de
X, une valeur T(x1,@0,...,2¢,2,) = 0. Cette valeur numérique &, est Pestimation
la plus appropriée pow le parametre§. Clest-a-dive que @, est en quelque sorte la
meilleure valeur approchée de 8. :

EXEMPLE
S SO 2 SR S P PR o S - 1 ‘
T = : " = T(zi, 22, .., Ti, Ta)

La moyenne de Péchantilon # est un choix intuitdf, pour choisir une estimation de’
m = E(X), lestimateur en découle immédiaterertt, ¢’est

- . X;
X ow= T(Xy, Xy, oo, Xg Xn) = ~Z 3
oL
Ce qui suit confirme ce choix, en ce sens que cet estimateur a de bonnes propriétéds sta:
tistiques. Lo . ‘
L'estimation est une réalisation de la variable aléatoire T estimateur de’ 9 ; pour cette

raison une estimation est une valeur numérique souvent notée en minuscule tn ou .

B. Propriétés souhaitabies des estimateurs

= Définition d’'un estimateur sans biais ou sans distorsion
T est un estimateur sans biais de 8 s -

E(T,) = 6

8 est la valeur exacte mais inconnue du paramétre 4 estimer.
St E(T,) # 8, Vestimateur est biaisé, le biais est E(T,) — 9.

sans biais

f = E(T,) 8  E(T,)
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P EXEMPLE

- X .
i Tho= X = L X est un estimateur sans biais de m = B(X), en effet
g T

poRP] DULATIE P o S ()
E{Y) ”E<T m;;b{z)ii)“;;ZE(XQW—._T:W=E(X)::T”

Hevesarmpondizn. Remarque

Si E(T,) lend vers @ quand n tend vers Pinfini, lestimateur 70, de § est
asymptotiquement sans biais.

* Convergence en probabilite

175, converge en probabilits vers § s :

[P(0~e<T,<8+e)] -0 quand 7= o0

A un nfwgéu de connaissances pas trop approfondies, il suffit dé savoir que si les deux
conditions suivantes sont-remplies I'estimateur 7, converge en probabilité vers 4.
' _1 E(T) =6 (ou B(T,) - 0) 2) V(T,) — 0 quand n — 0
i ‘

Clest le théoréme de convergence en probabilité, proposé dans Ia fiche n 17,

EXEMPLE
X est un estimateur convergent de m = F(X].
1) BXY=E(X)=m {I'estimateur est sans biais)

2 V() =v (&f};) - Ly v - TYE0 V0
1

T

n2 n

V(Y) — § quand 7 — oo

Les conditions 1 et 2 du théoréme stant vérifiées, Iestimateur X converge en probabi-
lité vers m = F{X), ce <l veut dire concrélement que si » est trés grand ¥ est frés
proche de B(X). Y ‘ ‘ T

S o

f
{

densité de Pestimateur de-m
—~— 31 # augmente V(X) diminue

{ \
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C. Estimateur usuel d'une proportion p

N i Ie 3 - . n :
Cest la statistique usuelle, proportion observée dans un Schantillo

= Py= X = === 2 on X suit une Bernoulh de paramétre p.
no= = -

n
; =8 ers zéro quand n tend vers Vinfini, alors Py,
Puisque B{Fp) = p et V(P) = ~ tend vers zéro quand n 3
e en probabilité vers p. ‘ ) . ”
gnrglgltat vfut dire que si la taille de Uschantillon est trés grande, la _pmgggg_rgg;r}\gb;?f
vée est presque certainement trés proche de la valeur exacte p inconnue {voir applica
tion fiche 717). T

D. Estimateur usuel dune moyenne m = E{X]

L estimateur habituel est la slatistique X, moyenne de Péchantillon.

- (X)) = - A i ‘ iai i1 nvergent. La
(i (X)) e est sans biais et co Q
I ﬁisque j:;()&\; =771, et If {K} ] , cet estimateur \%

3 WY«
moyenne F observée dans un échantillon se rapproche de m = FE(X) si n est tres
gran id. '

E. Estimateur usuel de 1a variance ¢2

e Si yn = E{X) est connu l'estimateur habituel est :

S (X - m)J%
:«'\. 2 fal !
n = WWEMWWAJ

o Si m = E{X} est inconnu I'estimateur habitue! est :

e e 2 _
Aprés expériences, |'eslimation ponctuelle de o est

T

w2
E (93@ - T}
dx=l

Ce n'est pas tout a fait la variance de U'échantillon car on divise par 1 - 1 au lieu de 1.
Ces estimateurs ont 68 choisis parce qu'ils sonl sans biais et convergents.

«
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I Compléments

A.  Choix de l'estimateur dont la variance est 1a plus faible
St la taille de Péchantillon est fixée et

i qu'il existe pl
métre #, il est o ! o

usieurs estimateurs sans biais d
ée ‘ als du para-
pportun de chaisir celui dont | P

a variance est la plus faible.

\/} - estimateur T,
: N\ \(_\w estimateur 7

a%b b

V(Ty) < V(T,)

T

j;? c:une variax}ﬁ]e plus fa‘iﬁale/que 1} et la probabilité qu'un intervalle {a, &) recouvre @
supérieure si Fon choisit T} au lieu de 13, Le critere de la plus petite variance n'est

& L t& p(}Uf flh()tﬁi aestiy € i € SONn p 5D
. 3 A 3 d S
AS }e 5 l cvitere T un @g ﬂafeg T Alitres e ‘tgfgs EX'Stht IIS T} i ot 1o~

B.  Estimateur efficace
.« Définttion

_Un estimateur sans biais est efficace s'il

n'est pas possible de trouver un au St
T em .. . . H '
sans bials qui a une vanance plus faible. N

* Quantité d'information I w(6)

1.(0) = nE[(in X, 0)5)°

1,(8) est la quantits d'information apportée parun n-échantifion de |

X, FestIn densits de orobabilis de a variable alsatoire

* Inégalité de Cramer-Rao et efficacitsé

Y] ~ * = A
Sous des conditions tres générales la variance d'un estims

égale & 1/7,,(0), c'est 'inégalité de Cramer-Rao.
Si Vfestimateur) — 1 /1,

eur est toujours supérieure ou

' b &
(8}, lestimateur est efficace car il a I plus petite variance.
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i@ Application

On admet que le montant X des dépots de chaque client, sur un compte bancaire, cbéit
3 une loi normale de moyenne m et d'écart type o ; m et @ sont inconnus et 'on pro-
pose de les estimer en tirant au hasard n clients parmi les titulaires de compte bancaire.
Soit X; la variable aléatoire : montant des dépdts du client n®4, i variantde 12 n.

1. Donner les estimateurs habituels de m et ¢? et montrer que I'estimateur
habituel de m est sans biais et convergent en probabilité.

2. On a tiré au hasard 10 clients et obtenu les montants suivants des dépdts
exprimés en francs

5 700, 6 900, 13 500, 27 000, 10 000, 12 000, 14 000, 4 000,
8 600, 9 000.

Donner les estimations de m et o associées & ces expériences.

—
X.
2:%«1, d’aprés le cours :

et 1 O N

1. » Estimateur habituelde m : X

‘ - 2
Y — - O
E(X) =1 donc X est sans blais et puisque V(X)) = . tend vers zéro quand n
tend vers Vinfini alors X est convergent. ‘

+ Estimateur habituel de o2 Jorsque m est inconny,

2. Les estimations correspondant aux réalisations «; des variables X; sont :

5700 46900 4 .. . + 9000

:fx$‘+$9“{""'+$1(}: T — = 11070 francs

10
= /S (z; — 7)2/0 = 6 47,1 francs

N

EY
!

SN
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Méthode du maximum
de vraisemblance

ER Objectifs

*» Les estimations proposées dans la fiche précédente reposent sur Vidée intuitive qu'un
moment inconnu d'une variable aléatoire ou d'une population peut 8tre approché ou
estimé pér le moment équivalent calculé sur un échantilion. Ainsi, le moment d'ordre 1,
¢'est-a-dire I'espérarice mathématique ou Ja moyenne dans une population est habituel-
lement estimé par la moyenne des observations issues d'un échantillon. Cette méthode
d’estimation par les moments ne convient pas dans toutes les applications pratiques et
. dans certains cas, elle ne fournit pas les meilleures estimations. Cest pour cette raison

muin de vraisemblance.

* Cette méthode consiste 3 rechercher Pestimalion du paramétre inconnu qui rend le plus
probable ou le plus vraisemblable I'échantillon observé. Puisqu'il s'agif de trouver un
maximum, cette méthode fait appel a la notion de dérivée en mathématigques, tout au
moins pour les cas ol fa loi de probabilité est une fonction dérivable. Les estimateurs
obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance ont de bonnes propriétés statis-
tiques. Certains estimateurs habituels obtenus par la méthede des moments sont les
mémes gque ceux obienus par la méthode du maximum de vraisemnblance. La connais-

sance de cette méthode n'est pas indispensable pour traiter les intervalle de conflance
{fiches n°22 & 24).

BB Lessentiel a savoir

A. . Les limites de la méthode des moments

Nous allons illustrer par un exemple classique le fait qu

¢ la méthode des moments n'est
pas toujours la plus pertinente. T ~ T
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La densité de probabilits f d'une variable X est f{x) = 1/8si 0<w < & et flx) =10
aifleurs. ' o p
Cette loi étudide dans la fiche n°14 est la lot uniforme, elle conduit a E(X:) = 3 et

E(X) = g Si le paramgtre £ est inconny, son estimateur sans bials, déterming par la
) 2

méthode des moments & partir d'un n-échantilion de X{ ,Xth,.‘.,Xi,‘.;,Xn),
est 6qal 3 2X puisque F(2X) = 0. 1 est facile de montrer également que .ZX estun
estimateur convergeant de . Aprés expériences, considérons la réalisation suivante d'un

. échantillon de taille 10 de X :

1,04:0,95;0,29,;0,12;1,20;1,13;0.51;0.89; 1,96 1,30

Ces donndes numériques conduisent a I'estimation de 6 suivante :

o 9 (1,0440,05 ...+ 1,36)
91i21“ﬁ = = =

10 5

# est estimé par g L = 1,89 par la méthode des moments.

1,89

fix}
i

i
8

! I
O X i .9{) @ R

Toutefois, puisque les réalisations de X sont comprises entre O et 4, it est évident que
z; est inférieur & 0, donc 8 est supérieur a tous les 2, et en particulier au plus grand
des i - . ]

§ 3 Sup x: Supax; = 1,906 donc # > 1,96

15i<10

La plupart des estimateurs du maximum de vraisemblance ne sont pas aussi simples a
déterminer et il faut utiliser des opérateurs de dérivation ou des méthodes numériques.

=

B.  Fonction de vraisemblance

Soit 5y I'ensemble des réalisations 'une variable aldatoire X, discréte ou continue, qui
dépend d'un paramétre §.

« Si X est discrote, sa loi est définie par les quantités Py(x) = Fa(X = x).

La vraisemblance de la réalisation d'un 7 ét;han’fiﬂon (By, T2, .. Tis-o oy Tn) €St Ia
fonction L définie ci-apres :
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= C

L(ZE})SEQ,, . ,;lfm’g} = P[(Xyl = :.','1} 0 (Xz = 17)2) ..M (}(n = 'Ln}}
=PX =2 P(Xy = 10) .. P(X, = x,)
=5 H FP{X; =2y} ou H Fol Xy = uy)

iwm 1 T

Le produit est possible dans la mesure ot les variables X sont indépendantes,

§ EXEMPLE N
| Loi de Poisson s L{X) = P{A), PIX = g} = e~

» 5§ X est continue, sa |

2, s2 loi est définte par sa densité f(x). Par analogie avec le cas dis-

cret, la vraiserblance I, s'écrit -

Lz a0, 0) = folz) - folia) .. folwn) = 1 fste)
=1

EEXEMPLE

& . E 1 PRk <11
¥ Lof normale : L{X) = N(m, o), fla;) = _é:fk<?'“§ (*’%‘“"
ot o ' Vi

) . 1 21 .r.,-«wrz) n L . Pl
L{me,zg,,.’,mn,m,g}:n — ’E{ F = ww._l.,“ﬁe oy X{wi—m)
Vv 2ner e T/ 2gn

g
\

Estimateur du maximum de vraisemblance

L est%mation dl‘l maximum de vraisemblance est la valeur ) qui, substituée & ¢ dans la
fonction de vraisernblance L{zy,zp,. .., 2y, 8], rend celle-ci maximum, ¢’est-a-dire que
la valeur observée dy n-échantiffon (xy, 29,...,2,) est la plus probable pour @ = 8.
Les valeurs de xz; étant fixées, I, ne dépend pl

‘ ‘ us que d'ure seule variable #, le maxi-
mum de la fonction, si elle est dériveble, comrespond &

Lz, T, v, By )
Lf N , H 3 sy V) —
i o6 0

La dérivée par rapport a 8 et nulle.

2 2OUUOR U _de celte equation correspond & un maximum si la dérivée seconde s'an-
V_\Ei,l@.,,?t.Change,gigs_ggn S Y N

mesimum de vraisemblance
premigre.

ce point. Pour fa plipart des lois classiques, Vestimation dq
de (zy.10,...,2,)est la valeur de 6 qui annule la dérivée

®
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ez Remargue

* L'estimation du maximum de vraisemblance est : § = T2y, za, ..., %n)
Lestimateur du maximum de vraisemblance est : @ = T(X, X9, ..., X5)

¢ § solution de L}y =0 est avssi solution de {In L)), = 0.

La fonction In désigne le logarithme néperien. Trés souvent, on utilise les
logarithmes car jes caleuls sont plus simples.

EXEMPLE 1
Pour la loi de Poisson de paramétre A, la vraisernblance est
X A5y

L{zy,@o,... Tn, A) = e o

[ =
L= —nX+ (Zmi} nd—1n H(xii)
2%

{!n [,:}’:\ ey _..;‘.m v 9

La solution de cefte équation donne I'estimation du maximum de vraisemblance.
,}?: Z.’L’i - sy tag k.o TR
L k23

L'estimateur du maximum de vraisemblance est -

S O -
A= St = X
n
Cet estimateur est le méme que celul obtenu par la méthode des moments pour
A= E(X), car, le moment d'ordre 1 de Péchantiflon est X,

RO AITRE

I Compléments

A. Cas ot la loi de probabilité dépend de plusieurs
paramétres

Une condition nécessaire pour qu'une fonction de plusieurs variables admette un extre-
mum est que les dérivées partiellas d’ordre 1 par rapport aux variables soient nulles.

EXEMPLE

Laloide X estune lof normale : L{X) = N(m, o)
La vraisernblance est :
1 —*:,:2; B(z;-m)?
Liz,z,...,6,m,0) = e i
(2ryn/Ign

Les conditions du 1% ordre (In LY, =0 et {n L)L2 = (¢ conduisent & -

T T
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Les estimpteurs correspondants sont :

YK e X; - X¥
M=% o 2. _Z_SML_‘:"L
k23 k£
Ce-sont les estimateurs du maexitum de vralsemblance, Powr faire la démonsiration
mathématique correctement, il faut vérifier les conditions du second ordre. Ces estima-
teurs sont les m@mes que ceux obtenus par la méthode des moments.

IS

B. Propriétés des estimateurs du maximum
.de vraisemblance

Les: esttmateurs di maximum de vraisemnblance ont de bonnes propriéiés statistiques. Soit
T Pestimateur du maximuri de vraisemblance d'un parameétre 8.

* Propriété 1 {biais)

T est sans biais ou asymplotiquerent sans bials

E(M=f oo E(T) 0 guand n - x

densité de T estimateur de 0

T est sans biais

g=FED t

* Propriété 2 (convergence)
T converge en probabilité vers 8 : T8
proba

» Propriété 3 {efficaciié)

La loi de probabilité de T tend vers une loi normale de moyenne § et de variance
1/1.(8).
I,.(0) est la quantité d'information.

V{T) — 1/1,(6) exprime que ['estimateur est asymptotiquement efficace.

E'A Application

1. Donner Pestimation du maximum de vraisemblance pour une variable de
Bernoulli,

110 Probabilités
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2. Dans une population trés nombreuse de possesseurs dautomobiles, la proportion p
de personnes qui ont lintention de racheter une volture neuve dans les douze mois est
inconnue.

Comment prélever un échantillon de 1 000 personnes et a quelle estimation

de p conduisent ces observations si 185 personnes ont fait part de leur inten-
tion de racheter une voiture ?

3. L’estimation de p obtenue refléte-t-elle réellement une estimation précise

de la proportion de personnes qui vont racheter une voiture dans les douze
mois ?

L LX) =8B(1p) doit P{X =ux)=p*{l - p)lf"“; T=0oul
Ty p) = Hrﬁf“(l - p)l T =

Inl = (Z ;zr;-}lnin + (n — Z ;) {1 — p)
La solution du maximurn de vraisemblance conduit & 5.

111 [ L }-- — n — Y&:” .1“:% = ()
5wy

Soit p= &= = T est lestimation et : P = =% =X est I'estimateur.
‘ n n

(1 - p}nw Yl

La proportion cbservée dans ['echantillon est 'estimation du maximum de vraisemblance
de p.

2. L’échantillon doit étre préleve au hasard et aveg remise. Toutelois ici, comme la popu-
lation est trés nombreuse, le fait de faire des tirages sans remise exerce peu d'influence
sur le résultat. Des méthodes comime celle des quotas donne de bonnes estimations, mais
le calcul de marges d'errenr par les intervalles de confiance utilise des tirages au hasard.
Lestimation du maximum de vraisemblance est -

= Ny 185

f; =S T e
P=Po= " 100

654
i

= 0,185 = 18,5

3. L'incertitude due au fait que le renseignement est obtenu sur une partie de la popula-
tion peut &tre mesurée par un infervalle de confiance {voir fiche n°23). Par contre, un
autre type d'incertitude s'ajoute a fa premiére, & savoir qu'il s'agit d'intentions d'achats et
qu'll west pas possible de connaltre sans des éiudes complémentaires comrment vont se
concrétiser ces intentions d’achat dans les douze mois qui suivent.
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Intervalles
de confiance
d'une moyenne

EHE Objectifs

* La valeur moyenne m d’une variable quantitative est inconnue dans une population,
La facon la plus pertinente d approcher cette valeur ou de Pestimer ponctuellement est
de caleuler la moyenne T sur un échantilion issu de cette population. Pour avoir une idée
de la précision du résultat, il faut, & partir de %, construire un intervalle qui a une fo forte
probablhtg_ﬂdg,“x,euouvnr m, C e3t~a dire un mterval le de. conhance

« Pour définir précisément cette notion, il est nécessaire de formaliser le probleme avec
les outils utilisés en théorie des probabilités. Cest-a-dire que X est une variable aléatoire
pour laquelle m = 1= E(X) est inconny, la moyenne désigne ici en fait ['espérance mathé-
matique, un n~echant1 lion d“‘“‘{"nole X1, Xo, ..., X, conduit & définir un estimateur
de m. Ensuite Ia loi de probabilité de U'estimateur étant connue, il est possible de déter-
rainer les bornes de I'intervalle de confiance. De nombreuses notions définies dans cette

fiche sont valables pour un paramatre § quel conque et non pas seulement pour
b =m=E(X). -

amcaree

HEE Lessentiel a savoir

Il_est rappelé qu'un n-échantilion de X est une suite de variables indépendantes et de
méme loi que X
A.  Définition d'un intervalle de confiance

Par définition, un intervalle de confiance auniveau 1 — o pour m est un intervalle dont

les extrémités sont a§eaton'es ¢t qui recouvre 1 avec une probabilité 1 — . Soit
T (m) cet intervatie

(P;ﬁ IC) wa(m) recouvre m] = 1 — aJ
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|
I

L.a probabilité que Vintervalle ne recouvre pas m est . Les nombres o et 1—a étant
des probabilités sont compris entre 0 et 1.

ICi_alm) = |4, B]
A= A(Xy, .., X,) et B= B(Xy,...,Xn)

A et B sont les bornes de 'intervalle, ce sont des quantités qui dépendent du n echan
tillon Xy, X3, .. X,, ces quantités sont done aléatoires.

Aprés 1 expériences, la suile 3,29, ..., 2, conduit aux bornes : Az, xg,...,2y)
et Blxy,xe,...,20). Ces deux valeurs numériques donnent une réalisation d’un inter-
valle de confiance. Souvent, dans les applications, lorsqu’il est demandé un.intervalle de
conf&mce ce sont uniquernent | les valeurs numériques quit faut déterminer: La constric-

tion d'un intervalle de confiance avec des bornes aldatoires est piutot une question de
COurs.

B. lnterva!les a risques symetnques et umfateraux

Soit ICh-4(0) un intervalle de confiance au niveau 1 —« pour 8
PlA<8<B)=1-a e xA)g/P(9>B~Z(:\'_

En posant oy + ag = a et P(O < A) =0y et P(8 > B) = s, on constate qu'il
existe, tout au moins pour une variable aléatoire estimateur de # continy, une infinité de
facons de choisir @i et @, done une infinité de choix pour A et B.

« Intervalles a risques symétriques &
Le risque «x est divisé par deux, solt a; = oy = o/2
[P(A>0)= P(B < ) = af2

Lintervalle [A, B] est un intervalle bilatéral & risques symétriques. En I'absence de pré-
cisions dans une application, on détermine un intervalle & risques symétriques.

» Intervalles unilatéraux

Lorsque {0y = 0 et ag = a)ou{ay = a et ag = (), lintervalle est unilatéral, car le
risque est d'un seul ¢dté de Uintervalie.

P{l>By=a e
ou P@B>B)=0 e

PO < A) =0
P(0 < A)=a

C. Intervalle de confiance d'une moyenne m ;,./
avec écart type o -connu et pour la loi normale

L{X) = N(m,o), ¢ est connu.
Pour déterminer l'intervalle de confiance, on se propose d'utiliser X _qui est un bon est1~
mateur de m, en ce sens qu "} est sans blalb, convergent “et efficace.”

ES

Y - Xy X+ .. LX
n . n
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est une somme de variables n@rmales indépendantes, sa loi de probabxlate est donc

bien connue :

0o )

@yd
Cf/ f
En prenant des risques symétriques m& vient :
X o
/ \/"

On obtient 5 et Cg en utilisant les tables de |

: "X —-m
et si T =

e g

DQ P [Cl

@ f2 == P{

f

w00

a/vn'

> Cz] =PI > Cy] et /2= {""/f

& loi normale centrée réduite.

Ainsi Oy = —() = by fasocar PIT <ty _ppa] = 1~ a2

On note aussi souwent Cy = —C) = €40 = tiable = 1
3% Considérons I'événement B défini de la fagon suivante :

Xom <t}<¢ {”‘( -
e \/m

Ew=|-tg2 1
<
et puisque PlE]=1-q: {)( v fror

n VT
risques symétriques de niveau 1 — a.

Ema X +tos

L(T) = N{0,1)

<C;} {T < Cr';}

Ci=~Cy =t =t,pe

1 “.%
f(ﬁ)%‘“ﬁe

)

\/_, X+ t*/;‘w“:} est un intervalle de confiance A

N

IC _o{m) = [X e Kt L

T

|

Si{xy,29,.. ., %) est une réalisation d'un n-échantillon de X, on obtient une réalisa-

tion de lintervalle de confiance :

IC1_a(m) = [:f—t«-—,.am
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EXEMPLE
Une varlable X suit une loi normale de moyenne_m inconnue et d'écart type o = 2,

donner la réalisation d'un intervalle de conflance au niveau 0,95 pour m sachant que

20 expériences ont condult & 20

S—\azz =220
z—l

it suffit d’appliquer divecternent le cours explicité ci-avant -
- . . o
1{_;0395{171) = [1' o to}g?f}'? ]
N£D

220
T oo ez 11,
0

o2, = /20,

10,975 = trable = £ = 1, 96

. ) L2 Lo oo o .
ICy gs{m) = {11 * l,gﬁﬁaj = {11 0,88) = [10, 12,11, 58]

lya 95% de chances que la valeur exacte de m soit comprise entre 10,12 et 11,8%.
itRnat

e Remarque
La longueur de {intervalle est

\/.w et st la taifle # de I'échantilon est
multiplié par 4, a longuewr de intervaile est divisée par 2. S5i n devient infini,
la longueur de {intervaile devient nulle quel gue soit le niveau de conliance
1 — . Ceci veut dire que T peut &fre rendu aussi proche de m que 'on veut:
Ceci flustre la notion de convergence en probabilité de X vers m.” :

D. Intervalle de confiance d'une moyenne m
~7] avec écart type inconnu pour la loi normale

LX) = N(m,o), met o sont | inconnues ; ¢'est la situation que Fon 1encontre le plus
souvent dans la pr attque

st
et

\ a o
L'intervatle précédent |7 t;—;, T A b
n

Jn
bornes de {'intervalle dépendent d'un paramétre inconnu . Les statisticiens ont résolu
ce probigme en construisang la lof de Student qui est issue de la loi normale. Cette loi uti-

fise I'¢cart type estimé s au lieu de Técart type exact ¢. La variable de Student est défi-
nie dans la fiche n°16.

ne peut convenir dans la mesure ou les

i/_X: R 22
Tt = ~—— suit une loi de Student & n — 1 degrés de bertés.
h Sl T s
——
5 L X (X, — X
X = Q_Jm; ot 5% .Z( ks ml_ {{’/
i) n-—~1
. . v R - 9 . I—1m
Aprés expériences, X et S* deviennent ¥ et 8%, T, devient #,_ ;= -
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De P{~t < Ty < +1) = 1 — @, on déduit de la table de Student & 7 — 1 degrés de
libertés la valeur de 1.

f)
\\
. X,
P _a ey P
2 2 - FyEy
7W/42 § e
- -1 ] t oo

EXEMPLE

Sin=20, 1—o=95%, on lit dans I table de Student & Pintersection dela |
degrés de libertés » et de la colonne P = o = 5%
male on obtient ¢ = 1, 96).

igne « 19
o E e = 3,003 {pour fa foi nor

NP 0,05
[N !
|
. t

19 e (2,093

s Intervalle {le confiance

" Par analogie avec

s la loi normale, I'intervalle de confiance pour m 3 risques syrnéfriguies
/2 est .

[Cy_a(m) = [T t-2 X Hﬁm}
] vn NG

Apijés expériences, la réalisation d’un intervalle est -

IC_o(m) = |7t fwi}‘*"

V' WVn

Puisque P(T 1 < t) =1 — «/2, il est plus correct de noter tn-1{1 — a/2) au Heu
de t. Cette valeur est aussi sowvent notée t, 2 puisque P{T > t,,9) = af2,

il Compléments

A.  Approximation par la loi normale

1;55 intervalles de confiance précédents utilisent la loi de X estimateur de m. la loi de
A" est une loi normale lorsque la variable X suit unie loi normale. Lorsque X suit une
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“autte loi que la loi normale, il est théoriquement possible de déterminer {a foi de X et

d’obtenir un intervalle de confiance par un procédé analogue a celui utilisé lorsque X
suit une loi normale. Ceci peut conduire & des caleuls ardus et ennuyeux. L encore le
théoréme central limite constitue un auxiliaire précieux. L'utilisation de Uapproximation

par |2 161 normale 3 partit de 7 = 307¢onduit au résultat suivant :

X1. X5, .., X, X, est un n-échantillon de X, Cest-a-dire les X
suivent la méme loi et sont indépendantes. ! ;

Sin» 30, X suil approximativement une loi normale. Dol la réalisa-
tion approchée de Fintervalle de conflance au niveau 1 —

¥ B O & F ol .;f.“
‘fCl*a(m}w[:r:j:t\jﬁ} ou [.‘Liz‘\/ﬁ}

Avec : P(~t<T <t)=1—=a , L(T)= N(0,1)

Les vésultats sur les intervalles de confiance obtenus avec la loi normale, restent approxi-
mativernent valables avec dautres lois, cect traduit la notion de robustesse en statistique
mathématique,

B. Loide S‘tudent

X —m ]
T - N(0,1) ) cré/\/ﬁ o X ~m. car 6% mﬁz
’ X1} X.-X\? Svn T -1
-1 Z (“‘“;“"‘)
——

Cette transformation a permis de faire disparaitre le paramétre ¢ et de déterminer une
intervalle de confiance pour la movenne s quand Pécart type o est inconnu,

'R Application

On admet que le montant X des avoirs de chaque client sur un compte bancalire suit une
loi normale de movenne m et d’écart type ¢ inconnu, m et o sont inconnus. lls sont
estimés & partir du tirage au hasard de 10 clients ; les résultats en francs de ces tirages
sont les suivants :- ’

5700, 6900, 13500, 27 000, 10 000, 12000, 14000, 4 000, 8 600, 9000
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1. Donner un intervalle de confiance a 95 % pour m.
2. Donner un intervalle de confiance 3 90 % pour n.

3. Si' les estin‘xations de m et ¢ sont inchangées mais qu'elles portent syr
90 clients au lieu de 10, comment varient les résultats aux questions 1 et 2 ?

1. 10 95(m) = ‘[»E b i A -?::-]
. i . VT
Les valeurs numériques conduisent 4 -

_ AR ' F
T e _Zﬁi = 11070 francs et 8% = }Z;(»E?mwx) (647)2

| ‘ -1
Pt < Ty < +8) = 0,05 =1 — o
On lit dans 14 table de Student 2 9 degrés de libertés £, = 2, 262, d’c}h :

647
ICo.05(m) [13 070 + 2, 252.,.,___;} 1070 4 46
’ 202 g | = om0k a0
1Cy95(m) = [10607; 11533]

Le montant moyen des avoirs estimé a 11 070 francs a 95 %
entre 10 607 Irancs et 11 533 francs.

2. Pour une probabilité 1 -
Vintervalle de confiance :

de chances de se sityer

o= 0,90, ja valeur lue dans la table est tg = 1,833, d'on

. 647 ‘
IC op(m) = [118?0:&1,833«“: = {10695, 11445}
J i (10695, 11445]

i
i

3 IC _o(m) = |74t
165 o (7m) {a j:tﬁ}
La longueur de l'intervalle est Qt—f—

T st n= 90 au lieu de 10, la longueur de linter-

valle est divisée par V0 = 3.
Les calculs numériques sont immédiats.

S5

~

i

118 probabitites

© Duned ~ La photocopie non autorisée est un délit,

intervalles
de confiance
d’'une proportion

HlE Objectifs

* L.a proportion p d'individus qui présentent un caractere A dans une population est
inconnue. La fagon la plis pertinente d'approcher cette valeur ou de estimer ponciuel-
fement est de calculer la proportion abservée py, sur un échantilion issu de cette popu-
fation. Pour avoir une idée de la précision du résultat, it faut, & partir de py, construire
un intervalle qui a une forte probabilite de recouwrir p. Clest un intervalle de confiance.
La construction d'un tel intervalle repose sur fa loi de probabilite d'un estimateur de cette
proportion. L'estimateur classiguement utilisé est fa variable aléaloire qui se déduit de la
proportion observée p,, dans I'échantilion. Nous allons, & V'aide des résultats déja connus,
expliciter la lol de probabilité de cet estimateur et en déduire un infervalle de confiance,
¢'est-a-dire un intervalle qui recouvre p avec une probabilité (1 —a).

B Lessentiel a savoir

A. Loi de probabilité exacte de l'estimateur P, de p

B

A est une variable de Bernoulli de paramétre p,
X; = 1 st lindividu i présente le caractere A avec la probabilite p.
X; = 0 si lindividu 4 ne présente pas le caractére A,
L'estimateur habituel est :

[N ST\ C R R PP

; n i

Cet estimateur, qui peut 2ire obtenu par la méthode des moments ou par fe masimum
de vraisemblance, est naturel dans la mesure oit une estimation p,, associée a cet esti-
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mateur est la proportion observée dans I'échantillon.

T R N D B
n n

Pn =

L'estimateur P, de p est sans biais, convergent, efficace.

La loi de P, est connue, puisquau numérateur la quantité > X; représente une
somme de Bernoulli indépendante de paramétre p, donc une binomiale de paramétre
1 et p.

La construction de I'intervalle de confiance & partir d'une loi binomiale serait bien ardue

-au niveau des calculs. 1.3 encore approximation par la loi normale est d'une grande uti
lité pratique.

.B.  Approximation de la loi de l'estimateur P, par la loi
. normale

Une somme de variables aléatoires indépendantes et de méme loi peut &tre approximée
sous certaines conditions par une loi normale. ’
S A Evs }: X . .. : R
Ainsi P, = X = =~— peut éire approximée par une loi normale de paramétres
: 0
- [pq
E(F,)=petop, = /= —
n n
Les conditions les mains strictes pour faire cette approximation sont np et ng supérieurs
a cing (voir fiche n°18).

L{P,) est approximativement N (p,\ pq)

C. Intervalle de confiance de p

L'intervalle de confiance pour la moyenne rn d’une variable aléatoire X qui suit une loi
normale lorsque 1'écart est connu est :

Jo— TX = ax
]CJMQ(m) LY tﬁ’ X+ tﬁ}
ot L(T)=N(0,1) et P(~t<T<+i)=1—a, t=t.q/
En transposant ce résultat & P, = X il vient :

n i)

Cet intervalle recouvre p avec la probabilité 1 — e, toutefois cet intervalle est inopérant et
ce n'est pas un intervalle de confiance car,les bornes dépendent du parameétre inconnu p.
Dans la pratique il existe trois fagons pour obtenir 'intervalle de confiance, ncus donnons
ici la plus classique qui consiste & remplacer le produit pg par p,, gy, la réalisation d'un
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intervalle de confiance au niveau 1 — ¢ pour p est ainsi:

. Pnlln [Patn
I(/l—a(p) — [pn -1 "’“n”"—z Pn + tv‘ 7"} .-
Avec P(~t<T<+t)=1-a e L{T)=N(01) s (1—a)=95%,
t==1,96 & 2, n estla taille de Péchantillon et gn = 1—pn

Il Compléments
Les deux autres fagons d’obtenir un intervalle de confiance pour p sont les suivantes :

_ _ o
A. Remplacement du produit pg par son maximum soit 4

1 . . .
En remplagant pg par son maximum soit 7on obtient un intervalle par excas, soit :

1 [1
IC]»a(p) [pn - t\/za: Pn tTt “AE}

B. Utilisation des abaques

Les abaques sont des courbes qui sont fournies par les tables statistiques usuelles. Elles
permettent pour un niveau de confiance 1 -« de 99 %, 95 % ou 90 % e? pour une
taille n d'échantillon d’obtenir directement les bornes de Pintervafle de confiance pour
p. Cette méthode était trés utilisée par les ingénieurs il y a quelques dizaines d’années
pour les contréles de fabrication en usine. A cette époque, les moyens de calcul
modernes n’existaient pas ; ces abaques faisaient gagner un temps précieux pour les cal-
culs d'intervalles de confiance 2 partir du pourcentage de pigces défectueuses dans un
.achantillon ou un lot issu de la fabrication.

®

EXEMPLE ‘ ‘ "
La proportion observée pypg = pn = 0,45 est portée en abscisse. Sila taille de I'échan-
tillon est n = 100, les bornes de intervalle de confiance se lisent en ordonnée par les
intersections de la droite verticale z = 45% et la cowrbe qui correspond & n = 100.

Donc, si n=100, pn=0,45, 1 —a=95%

100 45(p) = [0,35;0,55} = (35 % ; 45 %)}
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Intervalle de confiance & 95 % pour la proportion p de défectueux

: {abaque)
108~
90 V;,. ///// %
- : g
" dNy- AN L
.' / (\4'\’&/ AL //r
. " A ]
:S: /V«fi 3 § ! / )/
5 0 » \/;';f z /
5 5% / Vs ATV
h s A % 7
= 74 CXAN 1
& B
g w1/ 74 ' /
= 35% | Z 744
3 w L YA i
g IRV, v
s ViV ZaR
/ )
0 ;/%/ 4
/ Ve /;
[¢] 10 20 0 40 50 &0 T 8¢ 80 108

Pa=45%

Proportion observée

i'® Application

Avant de lancer un nouvet article sur le marché, un industriel souhaiterait connaitre la

propc:rtion p de personnes susceptibles d’acheter cet article. Pour cela, il fait réaliser une
enquéte auprés de 1 000 personnes.

1. Frectser comment il faut choisir les personnes qui vont répondre a l'en-
quete,

2. A Efx i#™ personne erquétée est associse la variable aléatoire X de Bernoull de
paramétre p. i
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a) Donner Vestimateur habituel de p et montrer qu'il est sans biais et conver-
gent,

b) Sur 1000 personnes enquétées, 77 souhaitent acheter cet article. Donner
Uestimation de p correspondante.

3. a) Donner un intervalle de confiance au niveau 95 % pour p.
b) Donner la valeur de la taille de ’échantillon pour que la longueur de I'in-
tervalle ne dépasse pas 2 %. ‘

4. Donner un intervalle de confiance pour p au niveau 99 %.

1. Les intervalles de confiance étudiés correspondent a des tirages au hasard d'observa-
tions qui sont les réalisations d'une mame variable aléatoire X. Il n'est pas toujours pos-
sible de procéder ainst dans la pratique, notamment forsque la population est trés disper-
sée géographiquement. On cherche alors & obtenir un schantilion représentatif vis-3-vis
des critores susceptibles d'influer sur I'achat : 'age, la catégorie sociale, le sexe, clest o
méthode des quotas.

2. a) Celte question est fraitée dans cette fiche.
X; =1 avec la probabilité p sl y a intention d'achat, et X; = () sinon.

P,=X = 2“';;{1 est I'estimateur habituel de p.
Puisque E(FP,) = p, Py est sans biais. )
Cetie propriété, complétée par V{F,) = pe qui tend vers zéro quand 7 tend vers lin-
fini permet d'affirmer, d'aprés un théoréme?t)ien connu, que F, converge en probabilité
vers p.
b) L'estimation de p est la proportion p,, observée dans P'échantillon.

- T 77 .
S DL B A

3.a) e’

ICh05(p) = {p,z + 'émm\, - Jl = {0,(}77 £ 1, 96 et 1

= [0, 0605 ; 0,0935]

La proportion exacte est inconnue, mais elle a 95 % de chances d'stre comprise entre
6,05 % et 9,35 %.

La réponse a été.présentée directement. Pour un examen, il convient de préciser conr
ment est obtenue la valeur 1,96 dans la table et de justifier que les dopnées numériques
permettent de faire I'approximation par la loi normale pour ["estirnateur, ¢ est-a-dire qu'il
faut vérifier que np et nq sont supérieurs & cing aux bornes de lintervalle.
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b) Longueur de l'intervalle ; { = 0,02

g/’} 077 % 0,523

i N

é:?xl,%x\
7L

= (”“’6“55“) x 0,077 x 0,923 == 2732 (n entier)

¢) L{T) = N{0,1), P(~t < T < +t) = 0,99

d'ou £ = teante = by gos == 2,576

ICpgalp) = {(},07?&25’7@\//0 077 x 0,923

i 0"66““~ = 10,0553, 0, 0987]
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Intervalles
de confiance
d’'une variance

E@ Objectifs

La moyenne et la variance sont les paramétres les plus utilisés pour caractérizer la distyi-
bution d’une variable quantitative X Lorsque ces valeurs sont inconnues, les estimations
ponctuelles fournies par un échantillon constituent des valeurs approchées de ces para-
matres. Pour mesurer la précision des estimations, on construit des intervalles de
confiance. Le principe est foujours le méme, et & partir d'un bon estimateur de la
variance — la loi de I'estimateur est connue, tout au moins de maniére approchée — on
datermine un intervalle qui recouvre la variance inconnue avec une probabilité 1 — e,
cet intervalle est un intervalle de confiance powr la variance o?.

il Lessentiel a savoir
A. Les estimateurs classiques de la variance

E(X}=m, V(X) = 0% X; sontdesva. indépendantes de méme loi que X, les esti-
mateurs classiques de ¢? sont ;

n n
= — *d
S (X —m)? Xy
2 2 izl ~2 2 i-1 -
= == o 9L = 5 = e
Z Zﬁ 1 n n
{.e premier s'emploie lorsque m est connue, le second lorsque m est inconnue.
Aprés expériences (1,2, ...,T,) fournit les estimations suivantes de o?
- my? D z)?

n h -1
Les estimateurs proposés sont sans biais et corwerqents
E est efficace [variance la plus faible). 57 est asymptotiquement efficace.
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B. Intervalle de confiance pour o2 lorsque m est connue

Nous choisissons pour X la loi normale, la loi de Pestimateur 37 en dépend, nous
allons la préciser.

L(X) = N{m,o) ainsi,

. B 2
L (530 m) =N{0,1) et (%ﬁ> =[N, D =x3

2.

n, + 2“ .
Xi—m\~
Z ( * o ) suit donc une loi du chi-deux 2 n degrés de libertés. (x2)
i=1 |
— m 2
3

i
-

- ! 2
2 on X; e m)? s ny 5
— = E Kemm)” n- Z,)” Cestadire L | —53 | = X7
o I [ o :

La loi de V'estimateur est don¢ connue, el en se fixant un niveau de confiance 1 - o de

l’inéga%itge qui suit, il est possible de déduire un intervalle de confiance de niveau 1 — o
pour o*. ,

5 :
n
P (Cl < %& < C;;) =PCh<x: <) =1 -
L'intervalle est généralement bilaléral et & risques symétriques, ¢'est-a-dire :

P(x2>C)) =P <)) = %

F®
gﬁ\
2N

f—~a
0 ¢ .

Considérons 'événement £ défini de fa fagon suivante :

1 = xi(a/2)

Co = xa(1 ~a/2)

z? v ZQ s
x 5 b 2
E=0<sn=F <G an=t«o gﬁfa-’i
; o Gy u

Nous avons ainsi obtenu un intervalle de confiance au niveau 1 — ¢ pour .

2 2 2 2
ICy et = [ngﬂ- ; n;ﬂ} ou [ n2 O }

XA (1= a/2) " Xi(a/2)
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Apres expériences

g [n&z n?
I e

LC‘"Z ’ h
=, 2L E
ENEMF 20
LU= N(1%,0), n=20. ) of=2060, 1=o=00%
el

&
H & v 5 &ty = 5 9.
Le niveau de confiance est 90%, ce qui donne des risques symetriques — = Y%

Lesvaleurs € et Cg lues dans les tables d'une X3y sont: €y = 10,85 et Cro == 31,41,

o~

9
o

g

oD ST g2 N

Swem? 2w e 2980,y
20 28 20

La réalisstion de Vintervalle de confiance est :

- ¥y ” 203 3 -
ICDYE}D(J'Z} [ 20pga 20 = 4‘1 = {2,535, 7,37}

Ia variance est inconnue, échaniillon observé aboutit & une estimation panciueﬁe czgaée
& 4, et la valeur exacte mais Inconnue a 90 % de chences de se situer entre 2,55 et 7,37,

C. Intervalie de confiance pour g2 lorsque m est inconnue

g - 2N

S
2 est Vestimateur

L(X) = N{m,c), m et .c sont nconnues.

) n—1
habituel de % ]

ni% Yo N y
Laloi de: —5 = > (_,_,a,,_w. = Xho1

e - o

P s (53
Llintervalle de confiance se construit comme au paragraphe prgcedeﬂt en'utzhsar'n 5
aulieu de 7 et la loi du chi-deux & 1~ 1 degrés de libertés au lieu de la ot du chi-deux

a n degreés de libertés.

1y () = {M . Q&::.E‘l?fl
e L

o G
Avec PO, > Ca) = Py < C1) = /2

Aprés expériences, la réalisation de Uintervalle de confiance est:

Dans la pratique, lorsque la variance est inconnue, la moyenne Vest aussi ?t hntervai‘le
de confiance qui vient d'étre construit est celui que on rencontre le plus fréquemment.
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il# Compléments

¢ Intervalle unilatéral
Les mmrvaiﬁes précédents de type [A, B} sont bilatéraux et & risques sumétriques car

Pl > By = Plo? < A) = /2. {]Q ies intervalles ne sont pas symétriques par rap-
port & o?

, car la loi de probabilité ne I'est pas, contrairement 2 la loi normale utilisée
pour V'intervalle de confiance d'une moyenne )

I est possible de déterminer un intervalle unilatéral en posant P{o® < A) =0 et
P{o? > B) = a.

L'intervalle est unilatéral & gauche, bien siir A = 0 car ¢?
IC o (¢%) = [0, B)

L'intervalle unilatéral & droite devient de la forme [A4, 400 ot présente peu d'intérét.

2 0 et lintervalie devient -

« Approximation de la loi du chi-deux par la loi normale
E{(x3) =n V{x%) =2n

Sinz30, x2 étant une somme de n variables \§ indépendantes peut étre approxi-
mée par une loi normale.

L(\( )= Nin, v’r;fm} sz 30

i'd Application

¢ La contenance d'une bouteille de lait est une variable aléatoire X qui suit une lot nor-
male de moyenne m et d'écart type . Les paramétres m et o sont inconnus. Pour
estimer m et o, il est prélevé un échantillon de taille m = 25. Solent 2y,25,....

Ty, ..., &5 les contenances respectives de 25 bouteilles prelwees au hasard dans la pro-
duction. Ces prelevemems aboutissent & :

25

Zzz = 24, 75 litres et L( @) = 24 505 956 litres ¢ litres
i i=1

1. Estimer m et o°.

2. Déterminer la réalisation d'un intervalle de conﬁance au niveau (1,95 pour m.

3. Déterminer un mterval]e de confiance pour g2 au niveau de confiance
0,95.
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1. Estimation ponciuelle de m : |

L !
o 2T ;;“g% = 0,99 litre

Estimation ponctuelie de a? .
DY R DI C 257"
ST 251 TR

5= 0,012 soit 1,2 centilitres ou cm.

0 000144

2. Intervalle de confiance pour la moyenne :

ICh a5{m) = {'z, + t»—ﬁ—l
=925 n—1=24, Pt < Ty < +1E)y = 0,95
Ty est la variable de Student & 24 degrés de libertés, don t=2,0064
0,012 .
IG{) gﬁ(nl) e {0 99 4 l 064 - ﬁ"*] {0 485 0 995]

Le volume movyen est inconnu, mais il a 95 % de chances d’gtre compns entre 0 985 et
0,995 litres. ‘ o

3. Intervalle de confiance pour la variance :

ICqps(a?) = {

&

255° 25321 ‘
Gy " G

2 N

On cholsit des risques symétriques : P(x¢, > Col =

P(x3, < Cy) = 0,975 dob Gy =

Plx2, < C) = 0,026 dou (i

P(x3, < Cy) = 0,025
= x3,(0,975) = 39,37
— x2,(0,025) = 12,40
Dol
25 0,000144 25 0,000144

] 144 25x0,000144 0009 144; 0,0002932
160,95(02} = [ 39, 2937 . ; 12,40 l 0,0 }

Les bornes sont é‘xpﬂmees en litres par litres. I est plus ;udxmeux de les expnmer en cen«
tilitres par centilitres. Il faut pour cela multiplier les chiffres précédents par 102 % 10%
= 10% = 10000,

ICq95(6™) =
Soit pour V'écart type o :

ICs95(0)

[0,0144; 2,9032] centilitres par centilitres.

= [0,95; 1,70] en centilitres.
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