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- A. Expériences Fondamentales

1. Rayonnement du corps noir & découverte des guanta
+ L’lustoire des quanta commence avec Max Planck [1900]
en étudiant le probléme du rayonnement du corps noir.
Pour assurer des conditions d’équilibre
thermodynamique, il faut considérer un systéme
parfaitement isolé, comme par exemple un four
parfaitement clos et thermigquement isolé : ¢’est le corps
noir.
- Observations expérimentales :
: = Lalongueur d’onde de la lumiére €mise varie avec sa
température.
+ Basses (empéeratures : lumiére rouge,
»  Accroissement de la température: orange, puis au jaune, au
blanc
+  Hautes températures : bleu.
» Le rayonnement du corps noir balaye la totalité du spectre
de fréquences de la lumiére visible.

1.a. Présentation classique de la densité d’énergie dans la
cavité
Modéle de Rayleigh et Jeans

« Ftude dans le cadre de la physique classique pour décrire la
loi du rayonnement du corps noir a partir de la théorie de
I’électromagnétisme de Maxwell.

« Hypothese de base : les échanges d'énergie entre les parois
du corps noir s’gffectuent de maniére continue, ¢’est-a-dire
par quantités et sur des durées aussi petites que possible sans
éire nulles.
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Tige linéaire de coté a
Onde se propageant suivant x O x

E(x,t) = Ep sin (2nx/2) sin( 2avt)

Le rayonnement en équilibre établit un systéme d’ondes
stationnaires
Le champ électrique E, doit s*annuler sur les parois (x = 0

etx=a)
niAi2=a
v=en/la

n entier naturel

Densité de fréquence a une dimension = N(v) dv.
Le pas de fréquence = c/2a,

»  Donc dans un intervalle de largeur d v on aura
N(v)dv = 2a/c dv fréquences!
Résultats de Rayleigh-Jeans
*  Boite métallique

© o Pour une cavité assimilée a une boite de volume V = a’ :

o NV dv=8rale’)vidw.

*  D’apres la Statistique de Boltzmann :
a chaque onde ou « oscillateur » est associée une énergie
égale a kgT,

D’ol la densité d’énergie dans la boite (énergie par
unité de volume, ¢’ad en divisant par a’)

.
p(v, T) dv=8rn /¢’ v kgT dv oun
p(v. T = D(n)<E> \

Formule de Rayleigh ~ Jeans

D(v) =81 v2/c® et <E>=kgT

«  Les résultats de Rayleigh et Jeans sont contradictoires avec

les observations expérimentales :

* A basse fréquence 'accord avec la théorie est

* A haute fréquence, le désaccord est lotal :
c'est « la catastrophe de 'ultra-violet » !!



+  Nouvelle hypothése de Planck : les échanges d'énergie, au
liew d'étre continus, se font par quantités finies.
i « Pourune fréquence donuée v : g, = hv

p 3 s h: constante de Planck ~ action ML*T™!
2 | Theoria dlassiqus h = 6,6262 10-34 Joule.seconde
L » "og éa fini 'A oie oo - v
E Plus chaud k Ces quantités }‘mles_ d'énergie s ‘dl’)pellen‘t des quania
| (quantum au singulier = quantité en latin!!).

La quantité d’énergie échangée est donc un multiple entier
du quantum &, = hv = ho:c’ad E,. = nhv(n€N)
1.c Modé¢lisation du rayonnement du corps noir a ’aide de
I"hypothése de Planck : Naissance de la théorie des quanta
« [l suffit de calculer énergie moyenne <Ii>.
»  En thermodynamique, lorsqu’un systéme en contact avec un
thermostat (grand réservoir thermique a la température T)
- est susceptible d’avoir une énergie variable: . g
» la probabilité de le trouver avec une énergic E donnée est

Pn = Cexp(-Pn &}
qui correspond & distribution de Boltzmann, avec :
Zpn=letp=t/kyl
Longueur d'onde + Dans I’hypothése de Planck, les seules valeurs possibles pour
I’énergie d’un oscillateur sont I, = n ¢, ¢t I'énergie moyenne
<kE> d’un oscillateur est donnée par

F:GﬁClllSiOH ; 1.-{3 theorie de }'cli::ctromagnel'isme de Maxwell est <E>=Zne Py =Zne exp(-pne,) / T exp(-pn e.)
incapable de résoudre le probléme du rayonnement du corps st

W% <E> = hv/[exp(p hv) -1]

*  Densité d’énergie

1.b Modifications proposées par Planck o, T) = D(n)<E> = byl /e [exp(B hv) "]J



dont "allure est bien conforme avec les résultats
expérimentaux : Loi de Planck

1. d Conséquences
» Loi de Wien (Prix Nobel 1911) : Existence a chaque
température d’un maximum pour le pouvoir émissif a une
longueur d’onde donnée
An1 = 2897 pmeétre. Kelvin
Cette loi permet une bonne estimation de la température des
astres ou objets :
Etoile polaire A= 3500 A, T =8300K
Etoile type O : Ly= 60nm , T = 50 000 K (ultraviolet)
Soleil An=5100 A, T = 5700 K (visible)
Terre Ly= 11mm, T = 255 K (Infra-rouge thermique)
Lampe a filament de Tungsténe Ay = 966 nm,
T=3000K

»  Loi de Stéfan (1835- 1893) : Elle exprime ’énergie totale
rayonnée par une surface unité portée a une température T :
Wr=0oT': o=56710"W. K*/m’
- Soleil : Wy~ G000 W/em?
+  Etoile polaire : W~ 27000 W/cm’

Exemples d'applications
" a. Détermination de 1'albédo terrestre

- L'albédo est la proportion d'énergie lumineuse solaire qui n'est pas
* absorbée par la Terre, elle est réfléchie par I'atmospheére.

Données et mesures possibles depuis la Terre :

Ry :rayon de la Terre

Rg: rayon du Soleil

d : distance Terre-Soleil

0 : diamétre apparent du Soleil = 2Rg/d = 32" = 9,308 % 107 1d

Ty : Température moyenne de 'atmosphcre terrestre = -18 “°C = 255
K ( Vive l'effet de serre !1!)

Ts : Température de surface du Soleil

Imax du Soleil = 0,5014 pm .

Ts= 2,898 X 10 kmae=5780K ( Application de la loi de Wien )
Puissance €émisc par le soleil Py = 4nR¢%o Ts' ( Application de la
loi de Stefan )

Puissance regue par la Terre Pg= Py R dnd® = P, Ry’ /4d” =
4nRs%e TR Y/4d? = 70’0 T5*'R%/4

Puissance émise par la Terre Py = 4aRt%c T1* ( Application de la loj
de Stefan )

P/Ps= 4aR+’c T1' / (0% Ts'RH4) = 16/07 ( T/ T5 ) = 0,689
Albédo a= 1- Pp/Ps = 0,311  ( Environ 30 % de l'énergie recue
est réfléchie par I'atmosphére )

b. Détermination de la perte de masse du Soleil

Données :

Rs: ravon du Soleil =696265 kim

Ts : Température de surface du Soleil = 5780K )
Puissance émise par le soleil Pg= daRs%s Ts' =3,85 x 102w
Masse perdue par seconde ( relation dFinstein) = Py/c” =

4,291 x 10° ke/s ( plus de 4 millions de tonnes par seconde !!)



- [D'autre part, le Soleil perd aussi environ 1 million de tonnes de
- mati¢re par seconde par P'intermédiaire du vent solaire.

* Masse perdue par le Soleil depuis su formation (4,6 107 années ) :
M =53 %10 4,6 x 10” x 365,25 x 24 x 3600 = 7,7 x 10* kg (
environ 128 masses terrestres, ce qui est trés peu { 0,038% ) par
rappoit & la masse du Soleil égale a 333432 masses terrestres.

" Rayonnement infrarouge du corps humain

Autre application 4 la température terrestre ambiante
rayonnement thermique infrarouge.

Notre corps,sa 37°C = 310K, émet, comme un corps noir, un
rayonnement de longueur d’onde environ 10 pm (infrarouge
moyen).

Ce rayonnement n’est pas mesurable le jour car notre corps et

les objets environnants regoivent la lumicre solaire :

Mais, pendant la nuit, cé rayonnement est mesurable et est a la

base des caméras infrarouge de vision nocturne, (armee,
police, reportages,..)
De maniére générale, 1'ensemble des objets vivants ou non

rayonnent comme un corps noir ; ¢’est parce que notre corps,

a 37°C, est en général plus chaud que les objets ou végétaux
environnants (& température ambiante) qu’un contraste
s’établit, permettant de voir une personne la nuit.

2. L’effet photoélectrique
»  Découvert par hasard par Heinrich Her(z et étudié
systématiquement par Lenard.

»  Une plaque de métal éclairée par un faiscean lumineux de

fréquence n émet dans certaines conditions des électrons :

2. a, Caractéristiques observées

» 1) Au-dessous d'upe certaine fréquence seuil n() du
rayonnement, aucun électron n’est ¢mis,

« i) Siv2vg, ’émission est quasi instantanée, méme a faible
intensité lumineuse.

+ i) Siv2vg, la variation d’intensité lumineuse n’introduit
pas de variation de la vitesse des électrons émis
(photoélectrons), mais leur nombre.

e 1v) S1 vy, la vitesse maximale des photoglectrons
; p

augmente quand la fréquence lumineuse augmente : vy~ v
2. b. Exemple de montage permettant d’observer ’effet
photoélectrique



Réf, ; http://www.walter-fendt.de/phldf/photoeffect_[htm

2. c. Kchec de la théorie électromagnétique
La validité de la théorie classique d’une structure continue de
la lumiére est mise en doute,  Elle stipule que :

1. Lénergie transportée par I’onde étant praportionnelle a
son intensité, I'émission d’¢électrons devrait étre-observée

pour toute gamme de {réquences pourvu que Iintensité soit
suffisante :

contradiction avec I’observation de existence d’un seuil
photoélectrique.

2. Si Pintensité du rayon lumineux est faible, il suffirait
d’attendre le temps nécessaire pour que ce peu d’énergie
transmise & un ¢lectron s’accumule, et atteigne une valeur
suffisante pour qu’il soit extrait du métal :

contradiction avec I'observation d’un effet quasi
instantané.

3. L énergie absorbée étant croissante, les électrons recevant
une plus grande quantité d'énergie devraient étre émis avec
une vitesse ¢galement croissante :

contradiction avec I’invariance de la vitesse
maximum par rapport a I'intensité.

4. L'énergie de I'onde lumineuse ne dépend pas de sa
fréquence d’onde :

contradiction avec la variation de la vitesse maximum
avec .

Cette théorie classique devrait done étre corrigee !

2. d. Théorie corpuscuiaire de la lumiére d’Einstein
Hypothese d'Einstein (1905) : la lumiére n’est pas une onde
électromagnétique continue, mais un phénomene
corpusculaire.
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Effet Compton : c’est 'augmentation de la longueur d'onde du
photon par la diffusion.

Phénomene observé la premiere fois par Compton en 1923.
L'expérience de Compton montre que la lumiére peut se comporter
comme un faisceau de particules dont 'énergie est proportionnelle a
la fréquence (ou inversement a la longueur d'onde).

Importance de cet effet ; [a lumiére ne peut pas e purement
décrite comime seulement une onde, mais aussi comme une particule
Interprétation :

Considérons un photon venant de la gauche et se dirigeant vers la

droite avec une impulsion Plet une énergie IZ = pyc. Le photon est
diffusé par un électron au repos d'énergie initiale m,c”. Le photon est
diffusé dans une direction faisant un angle 0 par rapport a tla
direction d'erigine. IL'électron prenant une direction 0, I'impulsion

du photon apreés dlffqun sera P2 et celle de I'électron Pe

Pour connaitre la variation de longueur d'onde du photon di 4 la
collision, on utilise Ia conservation de la quantité de mouvement et
la conservation de I'énergie. La premiére s'éerit, selon les directions

«x» el «y»n, respectivement le long de Ia trajectoire incidente du

'% L’effet Compton
- Diffusion Compton : ¢’est la diffusion d'un photon sur une particule

- de matiere,

comme un électron.

%;1étatr (s én .Fe N photon, et sa perpendiculaire (voir la figure):
Eqevy p1. P2 pa  ps P3[4 B8 po pr = pycosltp, cosd
- ) = pesinf —p.sine

En isolant le terme contenaut p. dans les deux équations, en

élevant ensuite au carré, puis en additionnant les deux



équations, et finalement en utilisant
Videntité trigonométrique: cos’p +sin’g = 1, on obtient:
3 2 2 § e
Pe =1+ pe” — 2pg pe cosd

D'un autre coté. la conservation de I'énergie s'éerit:

v e-m, & =pec+ x'/ Pt <+ m 2t
\.___‘(./ ‘-._._(_.-/ ‘_\‘,_/ i ,

@

e i
o

‘ol m, et ¢ sont respectivement la masse de 1'électron et la vitesse de
la lumicre. Le signe yest utilisé ici comme habitucllement pour

‘désigner le photon-lui-méme. De nouveau en isolant le terme en
]

- Pe | on obtient:

! % i
P = {p1 = pa)” -+ 2mee(ps — pa)
Tt - 2
‘En soustrayant les deux expressions obtenues pour Pe | on peut

cateuler I'expression :
- 2m, e(p1 ~ pa).-

' On introduit alors {'hypothése quantique selon laquetle I'impulsion

2pps (1 = casl)) =

‘dun photon est reliée & salongueur d'ondeAcomme:p=~h/
-k ol A est Ja constante de Planck. Ainsi, I'équation précédente donne

: directement la variation de longueur d'ende du photon:

h _
AN =) =\ = _wi(_ 1 — cos®)

ut

De la méme maniére, en utilisant l'identité trigonométrique

L f B
1 - cosf = 28in”* -2-

on peut écrire:

drh . 8
Al = sin? -
M 2

Cetle expression est identique a celle qui s'obtient par un calcut

utilisant la mécanique quantique et les diagrammes de Feynman. ¢

h‘ L

Le facteur : 72T porte le nom de "longueur d'onde de Compton” de
I'électron. On le note ke, il vaut 0,024 A.

Variation de I'énergie du photon diffusé
l.a variation de longueur d'onde va de paire avec une variation

d'énergie : AE donnée par le Postulat de Planck-Einstein :

1 1 AA

AE = hAv = he( ~RE T FAA),

"A 4 AA )\}

. »
Ainsi, si un photon incident posséde une énergie : £y, alors I'énergie
de ce photon aprés diffusion sur un électron de la matiére aura

I'énergie :



, By
BE=— "
14 a1 ~ cosf)
Ou

O = s

et M &0 = 0.511MeV

L'énergie perdue par le photon cst entierement distribuée a "¢lectron
sur lequel la diffusion s'est faite, I'électron acquiert ainsi I'énergie
cinétique:

'_I‘;ZE{}-'-E:.&!)“ ]_TIU

1+ afl -~ cosd)

‘Nous obtenons ainsi la relation suivante:

af{l —cos8)
T = i . 2
\ ED'l + a(1 — cos )

4. Dualité onde-particule

- En 1905, Albert Einstein réconcilia Ja théorie de Huygens avec
rcelle de Newton : il expliqua l'effet photoclectrique, un effet dans

- fequel la lumiére n'agit pas en tant qu'onde, en postulant l'existence

des photons, quanta d'énergie lumineuse avec des qualités de
particules. Einstein postula que la fréquence v de cette lumiére, est
lice a Yénergie £ des photons :

E=hv
out 4 est la constante de Planck (6,626x107'] s).

En 1924, Louis de Broglie affirma que toute mati¢re (ct pas
seulement la lumicre) a une nature ondulatoire. Il associa la quantité

de mouvement p d'une particule 4 une longueur d'onde A, appelée
h

.a\\ Sl

« longueur d'onde de de Broglie » : ¥

C'est une généralisation de la relation de Planck-Einstein

indiquée ci-dessus, car la quantité de mouvement (ou

l'impulsion) d'un photon est donnée par i
e
ou ¢ est la vitesse de la lumiére dans le vide, et V (si on

remplace p et v dans 'équation de de Broglie, on retrouve
Péquation d'Einstein).
Le postulat de de Broglie a des implications importantes, a la fois
conceptuelles et pratigues. L'électron ayant un aspect ondulatoire, il
est nécessairement delocalisé sur une région de l'espace ; ainsi, i/
Jaut abandonner [a notion de position exacfe ou de trajectoire



déerite par un électron. En oulre, pour pouvoir caleuler des

interférences enlre électrons, il faudra introduire une fonction d'onde
Ap(T,1) pour d'éerire 'électron. ' '
' Cette fonction d'onde contient toutes les informations sur le
systeme. La probabilité de présence du systéme T a l'instant t est
dP(F,0) =|p(F.0| d*F  avec J dP =
et (T, t)est solution de I'équation de Schrédinger
5.1. Expériences mettant en évidence la nature ondulatoire

des particules

Diffruction des rayons X. Théorie de Bragg

Lorsqu'un faisceau de rayons X monochromatiques paralléles
‘est  envoyeé sur un cristal, supposé monoatomiguc et de maille
élémentaire cubique : chaque atome du cristal diffuse la humiére
incidente dans toutes les directions. Comme dans le cas d'un réseau
‘optique, les ondes diffusées par chaque atome vont interférer les
nes avec les autres avec des phases dépendant de leur position. 1l
existe des directions privilégiées sur lesquelles ces vndes interférent
;de maniére constructive, et done pour lesquelles I'intensité difiractée
est importante. Le caleul de ces directions consiste en I'évaluation
.des différences de chemin optique entre les ondes diffusées par deux
‘atomes voisins, appartenant tout d'abord a4 un méme plan cristallin,
‘puis a deux plans voisins.

- Cas d' un plan réticulaire :

La différence de marche est: A'B - AB'. Les interférences
sont constructives si cette différence vaut un nombre entier de fois lIa
longueur d'onde, soit ;

A'B-AB| = ABoos0 - cos0| = n ‘
Le maximum d'intensité principal (99 % de la lumigre en pratique)
correspond a n = 0 soit :

=0 .

- Cas de deux plans voisins, séparés de d :



-~
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 La différence de marche est HA'+ A'K = n X, d'ou la condition :

[ 2dsin@=nhi

: Pour obtenir un signal important, il faudra done placer
I'"échantillon suivant un angle 8, donné pour le premier ordre de
~ diffraction par :

sin 0 = A/2d

_ Ceci n'est possible que si A < 2d, ce qui confirme la nécessité

d'utiliser des rayons X. A L {ixé. la mesure de cet angle 0 donne
Cimmédiatement la distance entre les plans du réseau. Cette
- expérience peut étre recommencée en tournant I'échantillon, par
“exemple de 90°, afin de déterminer la distance enire les plans qui
- apparaissent verticaux sur la figure précédente. Ainsi, il est possible
- de déterminer toute la structure du cristal.

| (Condition de Bragg).

Expérience de Davisson et Germer: Diffraction d'élecirons

L'expérience de Davisson et Germer (1927) est
essentiellement la méme que celle de Bragg et von Laue qui vient
d'ére décrite, a une différence (de taille !) prés : le faisceau de
rayons X incidents est remplacé par un faiscean d'électrons
monocinétiques. Les résultats expérimentaux montrent que les
électrons sont diffusés dans certaines conditions correspondant & des
angles Oy, tels que :

2dsin B =n A,
conune dans le cas de la diffraction d'un faisceau de ravons X, en
associant aux électrons une longueur d'onde A . Ces expériences de

diffraction par un cristal montrent que les électrons (corpuscules) se
comportent donc exactement comme des ondes, dont la longueur

d'onde est de 'ordre de 'dngstrom.

5.2 Modéle de Bohr

Le modéle de Bohr est une théorie physique, basée sur le modéle
planétaire de Rutherford, cherchant & comprendre la constitution
d'un atome, et plus particuliérement, celui de 'hydrogéne et des ions
hydrogénoides (ion:s,nc possédant qu'un seul électron sur la couche

périphérigue).



: Ce modele est un complément du modéle planétaire d'Ernest
Rutherford qui décrit I'atome dhydrogéne comme un noyau massif
- et chargé positivement, autour duguel se déplace un électron chargé

négativement.

[Le probiéme posé par ce modele est que {'€lectron, charge électrique

accéléree, devrait selon la physique classique, rayonner de 1'énergie -

et donc {inir par s'écraser sur le noyau.

- Niels Bohr propose d'ajouter deux contraintes :

1. L'electron ne rayonne aucune énergie lorsqu'il se trouve sur
une orbite stable (ou orbite stationnaire). Ces orbites stables
sont différencices, quantifiées, Ce sont les seules orbites sur
lesquelles I'électron peut tourner.

2. L'électron ne rayonne ou n'absorbe de l'énergie que lors d'un

changement d'orbite.

* Pour cormnodité de lecture, les orbites possibles de I'électron sont
représentées dans la littérature comme des cercles de

 diamétres guiamiifiés. Dans le modéle quantique, il n'existe en fait

- pas de position ni de vitesse précise d'un électron, et il ne peut donc
* parcourir un « cercle » ; son orbitale peut en revanche étre parfois

~ sphérique.

thearte

L'atome d'hydrogéne est modélisé par un électron de

masse m tournant autour du proton.

L'¢énergie mécanique

L'interaction entre ces deux particules est électrostatique: la force

intervenant est la force de Coulomb, Ceci nous perrnet donc d'écrire

I'énergie potentiellfz de I'¢lectron & une distance » du noyau :

& 2
& L _dold L%
¥ dmweg 1 T
. g est la permittivité du vide
" q. est la charge de |'¢lectron
2
A e qb
. 43’760: par souci de simplification d’écriture. D'autre

part, comme 1 est question d'un mouvement a force centrale,
= 2 gt

I'accélération de cet lectron vaut @ = ~U° /T8 iy y est la

vitesse de I'électron, et e est le vecteur unitaire centrifuge.

Le principe londamental de la dynamicque implique alors :

" M _ ‘
gl el e e

T r
On peut alors calculer ['énergie cinétique :



2 :
E 1 5 € . Les deux équations précédentes:
2

= —ny° = —
- ) I)_, 3 3
2 2i me? g
Finalement, on obtient 'énergie mécanique : - S ;
e 7  etmer = nli
. , 1¢e? : ” hg
B=F, + E,p = = permettent de calculer la distance entre le novau et 1'électron, r (ainsi
21 5 que la vitesse v )
"Quantification N 2
- . ‘ _ o e = e = WU, = 6 = ()t = etmr, = {?Im = £
Ici intervient alors la quantification du moment cinétique L : selon B r‘% X '
Thypothése de Bohr :
"L = nfi ot n est un entier positif non nul, et /4 est la constante de P == g 717
- Planck "réduite” ( d'un facteur 2 7). - _ ol
3 . } 500w . . i GO e A ‘ )
- :seules les orbites ayant ce moment cinétique ne rayonnent pas : les ol me? est le rayon de Bohr, soit environ ag = 0,529

| arbites sont done "quantifiées" par le nombre entier n positif. Cette
: q P 3 A =529 pm.

‘relation s'écrit :

= L'énergie totale de I'électron est aussi quantifiée :
mrv = nh -

: 1e?  met E;
" Cette quantification a été confirmée par l'expérience de Franck et Ey = _&Q;; - EE}EE - ,_;5
. Hertz. L'intérét de cette expérience est de montrer que la

- quantification n'est pas seulement due a la quantitication de la 5 E, = _E;_ i
~ lumidre, mais bien & la quantification de 'orbite des électrons -

- présents dans l'atome.
; avec
- Reésultats



By = s

£y est une unité d'énergie, appelée énergie de Rydberg

(cf constante de Rydberg), et vaut environ -13.6 V.
Néanmuoins cette théorie, méme modifiée

par Sommerfeld pour tenir compte des orbites elliptiques, ne
survivra pas a la révolution de la mécanique quantique en
1926,



Equation de Schrodinger

1. Introduction

Une avancée essentielle en physique quantique a é1¢ faite lorsque avec
Schredinger 1{1] ecrivit en 1926 I'équation d’onde qui porte son nom. Elle
n'a pas été écrite dans un trait d'intuition géndal, mais au lerme d'une
réflexion, qui cherchait & inclure les idées nouvelles qui s'étaient
réceimunent dégagées en physique, en particulier la quantification de
certaines grandeurs et la dualité Undc—mr_puscule, mise en avant par de
Broglie. Cette équation joue un roe aussi essentiel  que I'équation
fondamentale de la dynamiqgue. L'équation de Newton permet de prédire
ou d’'expliquer le mouvement macroscopigue d'une particule, si I'on
connait les forces auxquelles elle est soumise et les conditions initiales ;
I'équation de Schrédinger permet d’analyser au niveau quantique le
comportement d'une particule placée dans un potentiel donné.

On pe va pas faire ici une démonstration de l'établissement de I'équation
de Schrodinger. On se contentera de justifier cette équation dans le cas
d’un probleme a une dimension x. L'équation différentielle régissant la
fonction d’onde Vi(x, t) associée a la particule fait intervenir des dérivées
partielles de w, Dy /dt, dy/dx, dy/dx2, /L, ..., sans que V'on sache 2
priori lesquelles.

1[1] Schradinger, physicien allemand, 1858 - 1947.

La situation se complique davantage vu que la longueur d’onde associée &
l'onde A& = h/p ne demeure pas constante si le potentiel vavie.

2. Arguments conduisant a I'l"équation
de Schrodinger

Omn va utiliser un certain nombre de relations et de conditions qui doivent
etre satisfaites, pour trouver une équation différentielle qui vérifie ces
conditions. Il ne s"agit pas d'une démonstration. On procéde simplement
par des conditions nécessaires.

On prend donc un probléme a une dimension x, d'une particule de masse
m, non relativiste, placée dans un potentiel V(x, t). La longueur d’onde de
de Broglie de la particule est notée A, I'énergie de la particule E, la |
fréquence v de l'onde associée a cette particule, telles que A =h/p, E = hv
que I'on peut écrire également

E=p¥/2m+V (1)

La forme de I'équation différentielle est supposée lineéaire, si y, et v, sont
solutions, o,y + o W, est aussi solution

L'equation différentielle sera de puissance 1 par rapport 4 la fonction y et
ses dérivées partielles.

Onintroduit le vecteur d’onde k de module 2rt/2 et = 2 v. La relation
{1) s"écrit :

hk/2m+ V=hw (1)



Une fonction trigonométrique s"écrit sin ( kx - of) , cos (kx - wt). La
relation (1') incile a examiner une équation différentielle contenant
&’y /3 qui fait apparaitre k2, dy/dt qui fait apparaitre o et y qui
mtervient en multiplicateur de V.

On choisit une fonction cos (kx - wf) + v sin (kx - @t) que I'on va obliger a
satisfaire & I'équation :

cd’y/ dx? + Vy = Bay/ ot et a I'équation (1°)

Vi = Veos { kx - at) +vV sin (kx - oof)

Py /ot = -ofd sin ( kx - wt) + yoPf cas (kx - wf)

oy / Ix2 = k2 ocos ( ke - o) - yk2 osin (kx - of)

On identific en cos{ kx ~ of) et en sin (kx - mt)
Ko -yePprVe=
Koy +af+yV =0

Ce qui donne y=% i et 'on prend conventionnellement y = -i.

En rapprochant les deux équations suivantes

-h2k¥*/2m +V =w@h

R+ W= oflly

il vient oo=-h? /2m;B=ih

1ron la forme d’une équation différentielle qui satisfait aux conditions que
'on a précisces initialement

- h2/2m g o + V= i h dy/dt
Equation de Schradinger
-h2/2m Pyix, 1)/ Ix2+ Vix, wyix, t) = ih dyix, 1) /ot

que [‘on peut généraliser & trois dimenstons

£ g% tB‘(tB‘ ,‘t
SELL (2500, 20 A

+

L'équation différentielle considérée ne s’applique évidemment pas aux
particules refativistes. Il faudrait dans ce cas, remplacer E = p?/2m + V par
E=(p2+ mpc)l/2+ V

Un développement fort ingénieux de la mécanique guantique reintmﬁrf a éte
fait par Dirac2|2].

3. Equation de Schridinger indépendante du

temps

1'un des problémes fréquents & résoudre en mécanique est la recherche
des ¢tats dans lesquels un systéme a une énergie bien déterminée. Pour
des raisons de r~-1mpi|nca.tmm on va considérer une masse m se déplacant
dans un espace 4 une seule dimension, x.

2[2] Paul Dirac, physicien britannigue, 1902 - 1984.



Ec+Ep=E
soit en terme d'opérateurs

B2 20 Fylx 1) fox+ Vix, ) wix, B = ik dy(x, t) /ot

Dans Iz cas o 'énergie potentielle ne dépend pas explicifement du temps,
on cherche une solution de la forme

wix th = @ix) x(t)

~h2/2m dlo/de? () + V) x(t) = ih ¢ (x)dy(t)/dt
~h2/2m (1 @)dig/dx? + V) = ih (V) dy(t)/dt

Les deux membres de cette équation, qui dépendent I'un de la variable x,
I'autre de la variable t, ne peuvent étre égaux que §'ils sont égaux a une
constante K.

L'intégration de I'équation dépendant du temips s'écrit :

Y ()/x=K/ih =K/ ooy (8) =Aexp(-iKt/ h )

1 s'agit d'une solution oscillante de pulsaion w =K/ h, donc de
fréquence de 1'onde associée a la particule et son énergie la relation E = by,
d’on Yidentification de la constante K a l'énergie E de la particule:

% (t) =Aexp(-iEl/ h) = Aexp(-iot/ h )

L' équation en variable x s"écrit ;
~h2/2m dlg/dxE +V(x) p=Eg
Ol encore

d’¢/dx2 + 2m/ W [E- V(x)] =0

Ce qui représente I'éguation de Schrddinger indépendante dn temps, pour
une particule de masse m dans un probleme a une dimension de potentiel
V(x).

Cette équation pouvait s’obtenir en considérant les opérateurs associés a
I'énergie potentielie F% /2M , et I'énergie potentielle V(x) et en écrivant

~que E était une valeur propre de la somme de ces deux opérateurs ;

On peut aisément généraliser en considérant une particule dans un espace
4 2 ou 3 dimensions.

Dans R3, Energie potentielle V (r)

Equation de Schriidinger indépendant du temps.

Ag+2m/ h?[E- V(D)) @ =0
y{r, ) = @fr) exp(-iEt/ h)

Mans le cas ou I'on a plusieurs particules, on a une équation analogue, La
fonction d'espace sera du type ¢(r1, 12, 73 ..., tn ), et{'onaura a
considérer le Laplacien par rapport a chacune des coordonnées, &, Az, ...,
An. Le potentiel est une fonction des coordonnées de chacune des
particules. Dot I'écriture :

Lidig + 2my/ B2 [E- V(1)] =0

Conclusions L
- Pour un systéme placé dans un potentiel indépendant du temps
on sait done écrire 'équation Tct Ep = E |, ef en associant aux
variables dynamiques les opérateurs correspondants.
- La résolution de I'équation de Schydinger amene, en général, a
trouver un ensemble de valeurs discretes de I'énergie I, L,

- Toute V'information sur le sysieme est contenue dans la
connaissance de la fonction ¢(r) .



- La fonction  dépendante du temps s'écrit yir, t) = (1) exp(-iEt/ hy,
¢e qui ne fait qu'ajouter un facteur de phase.

Lorsque V'on considere 'équation dépendante du temps
~hP/2m Ay + Vo= 1h dwir, t} /ot

il apparait que toute combinaison linéaire de fonction solution est aussi
solution :
~h2/2m Ayt V= ih dy(n t) /et x o
-h/2m Ays+Vun = ih dynln ) /ot x o
~h/2m Ays+ Vs = 1h dyyir, 1) /ot xcs

B/ 2m Ay Voyn = ih dyylr, B /ot xen

Zi- f 2/21’11 Ci .ﬁ.l[fi + vV Zj Gy = ih Ei i F)q.'. (I', t} /3?

Mais on remarquera que si 1'on consideére 1'éguation qui donne la solution
des états stationnaires, c'est-a-dire les solutions qui correspondent a un

état de l'énergie, leurs combinaisons linéaires ne serait solution que si elles
correspondent & une méme valeur de I'énergie.

Applications aux potentiels a
une dimensi(m

De nombreux problemes de physique peuvent étre modélisés par la
recherche des états Hées d'une particule de masse m, placés dans une
énergie potentielte V(x). Tels sont par exemple : L'étunde des niveaux
d’'énergie d'une molécule diatomique, dont nombre de résultats peuvent
&tre obtenus par I'etude d’'un potentiel harmonique, V{(x) =1/2 kx2, qui
fera I'objet d'un chapitre particulier.

- le comportement des dopants dans les semi-conducteurs,

- le probléme trés schématisé d'une désintégration atomique, ot Fon peut
considérer une particule qui doit franchir une barriere de sortie du noyau,

- des renseignements peuvent étre obtenus sur Ja conduction des métaux,
en considérant les ¢lectrons libres du métal placés dans un polentiel
périodique.

On potrrait ainsi multiplier les exemples. Dans ce chapitre seront
présentés des résultats généraux et 'étude de potentiel simples. Rares sont
les cas on I'on sait résondre analytiquemnent ["équation de Schrédinger et
on est souvent amené a faire appel & des méthodes de résclution
approximatives iselé3[3].

3[3] telles que les méthodes perturbatives ou variationnelles



-

A. Geénéraliteés
1. Equation de Schuddinger - Potentiels i une Dimension

Le potentiel considére n’est pas nécessairement continu. 1l peut présenter
des singularités de discontinuité

Dans le cas banal d'une fonction V(x) définie analytiquement sur
I'intervalle [- ], on aura évidemment une seule éqguration de Schrodinger a
écrire ;

dp/dxt + 2m/ h2/(E- V(x) ¢=0

Dans Je cas ot la fonction potentielle V(x) a plusieurs déterminations
analytiques, il v aura aulant d’équations de Schrédinger a écrire que de
régions de détermination de V(x). La question qui se posera alors est celle
du raccord des fonctions ¢ obtenues dans chague région

2. Symetrie

A priori, une forme de potentiel éfant donnée, on est libre du choix des
axes. 51 un potentiel a une forme symétrique, on aura intérét a choisir les
axes qui rendent compte de cette symétrie. Ainsi, pour un potentiel
symétrigue V(x} = V{-x), on peut énoncer le théoréme suivant

Dans e cas d'un polentiel 4 une dimension symétrigue, V(x) = V(-x), les
solutions de Uéguation de Schradinger sont soit paives, soil fmpaires.

En effet, en raison de fa symétrie du potentiel, les probabilités de présence
sont les mémes sur deux intervalles Ax centrés en des points symétriques

fe0) 2 Ax = g(x-) |2 Ax, ce qui veut dire que 9(x) =+ @(x-}, donc ¢ est de
parité bien définie.

3. Raccord aux points de discontinuiteé

5i dans chacune des régions de sa définition V(%) est continue, il en va de
méme de ¢(x} dans chacune des régions. Cependant, un probleme se pose
aux points de raccordement.

a. Discontinuité finie

On substitue a la fonction potentielle discontinue en xa, une fonction
continue sur l'intervalle [xo~ &, xo + £] et égale & V(x} partout ailleuys.

Par déplacement continu de la fonction de substitution, on voit que la
fonction @ va étre continue.

Pour E donnée, on integre d’¢/dx? + 2m/ W (E- V(x)) =0 sur
I'intervalle [xo - &, xp + €], la fonction V(x) élant continue.

Jdip/dx2dx + 2m/ B2 (E- V(x)} ¢ =0, ce qui donne

gx+e}- @(x-e) + 2m/ h2J(E- V(x)) ¢=0

Do le théorame suivant

Ln un point de discontinuité finie du potentiel V(x), la fonction d'onde g
solution de Uéquation de Schridinger et sa dérivée premiére ¢ sont continues.

b. Discontinuité infinie

Supposons que pour x> xg V trés grand et constant. lLa solution de
I'équation ' : : v 5



d*p/dx? + 2m/ h2(E- V) 0=0

pour x> xpest 0(x) = Ae™avec = 2m/ h {(V-E)I2

81 Vs, o=, ¢ 0 done @ =0 , La démonstration faite précédeniment
sur la dérivée de © ne tient plus.

Théoréme : Sur une parol parfaitement réfléchissante {V = ) ln fonction d’onde
s'annde .

4. Fenctions propres - Valeurs propres

a. Deégénérescence

Examninons la possibilité de dégénérescence pour un potentiel 2 une seule

dimension V(x}.
d’@/dx? + 2m/ h2 (E- V(x)) ¢=0

Considérons deux solutions @, et ¢, de méme énergie E,

d’p /dx? = 2m/ h2(V-E) q
d’g,/dx? = 2m/ h2(V-E) ¢,

@19 9 2 =0 ou @ 1e- e =K .

Comme on considére des états liés, ¢4, @3, ¢y ¢, —0, done K = 0, les
fonctions @y, ¢, sont done proportionnelies

Théoréme ~ Dans wn puits de potentiel @ une dimension, il ne perd pas y avoir de
d¥générescence. : -

Ce théoréme ost lui aussi une conséquence de la théoreme des groupes,
qui nous indique que pour les symétries des potentiels & une seule
dimension V(x) les représentations irréductibles sont de dimension 1, d’on

limpossibilité de dégénérescence. Une autre maniére de voir les choses est

de dire que les dégénérescences naissent ou dispataissent avec un
changement de symétrie.

Pour le potentiel V(x), la seule symétrie possible est V{x) = V(- x) gui n‘a
pas de conséquences sur E, mais seulement sur ¢ qui est paire ou impaire.

B. Puits de Potentiel Rectangulaires

"I est fréquent de pouvoir modéliser en physique 1'étude d’un probléme

par celui d'une particule de masse m placée dans les limites sont marquées
par un saut infini ou fini de potentiel. On parle de puits de potentiel
rectangulaires, :

Exemples de puits rectangulaire.

II peut par exemple s'agir d'une particule dans un noyau, d'un systeme
d'électrons ® ,.......Les résultats obtenus & une dimension se généralisent
aisément & deux ou trois dimension,

Buite 2 une dimension.

On constdére une particule dans une région de potentiel constant et infini
a l'extérieur, probleme a une seule dimension- on a intérét A rendre le
probléme symétrique par le cheix des axes.
1. Boite & une dimension

On considére une particule de masse m, d’énergie £, dans un patentiel nul
a I'intérieur de U'intervalle [-a/2, a/ 2] et infini en dehors de cet intervalle,
V{x) = 0 pour[ jx|<a/2 et = infini sinon. 1.e pofentic] est pair.



alz ajz =

Equation de Schrédinger

die/dxz + 2m/ h? Eo=0 soitd’p/dx? + k29 =0 aveck?= 2m/ h? E.
Les solutions sont du type fonction sinus, fonction cosinus, les solutions
sont paires ou impaires, 1l ne peut y avoir mélange des deux.

11 y a une discontinuité de potentiel infinie aux points x =fa , la fonction
d’onde doit donc 8’y annuler; il suffit d’examiner la condition au point
a /2 en raison de la parite.

Solution paire Solution impaire

P (x) = A sin kx
Asinka/2=10
2mEa?/4h? = (2my) 2 m2/4
Eur = (22 )2 n?h2 /2m a?

§ {x) = A cos kx
Acoska/2=0

2mEa2/ab? = (2n; + 1) 72/4
Eal = (20 + 1)? 1?h? /2m a?

Pour une boite a une dimension de largeur a , les valeurs de I'énergie sont
données par [ = Eq = n2 n?h? /2m a2 , n est un entier non nal, n pair
correspond a une fonction d'onde impaire ; n tmpair correspond a une
fonction d’onde paire.

Il y a alternance de parité
n 1 2 3 4 5.

En /| m2k2 /2m a? ] 1 4 9 16 15
Normalisation de Ja fonetion d'onde

flp (x)]2dx =1 (intégrale étendue entre -a/2 et a/2)

Cas de la fonction paire

A cos™oc dx = 2)A70 [1+ cos2kx Jdx = 1, soit A = V2/a et g, (x) = V¥2/a cos kx

Cas de la fonction impaire : méme résultat, soit gy (x) = V2/a sin kx
Examen des résultats

- les fonctions d’onde sont alternativement paires et impaires, le
niveau fondamental est pair.

- La valeur n = 0 est exclue. Il y a une raison physique profonde a ce

" phénomene. En fait, 5i E = 0 était une valeur perinise de I'énergie,
cela signifierait quel'énergie cinétique p?/2m de la particule est
nulle partout & I'intérieur du puits puisque V= 0. Donc p serait
parfaitement déterminé et serait nul, ce qui entrainerait une
incertitude infinie sur la position de la particule incompatible avec
sa localisation dans le puits ot Ax = a. Done E =0 est une valenr
strictement interdite par le principe d'incertitude d"Heisenberg,



Ce dernier exige que AxAp=h. Or la particule fait des allers-retours
avec une quantité de mouvement p, donc Ap = 2p et I'on doit avoir
2pa 2 h, soit p= h/2a et E 2 W?/8ma2, soit E 2 Fy. 1'existence d'une
« énergie de point zéro » comme on désigne E; est typique d une
particule confinée dans une région limitée et joue un role
fondamental. s .

- Les énergies varient en 1/a?, si l'on diminue la dimensjon de la
boite, le niveau fondamental augmente. 1 écart entre niveanx croit
également si a diminue. Le caractere quantique du probléme est
d’autant plus marqué que la dimension de Ja boile diminue.

- on notera cette idée qui se trouve en de nombreux problémes de
physique, si 'en cherche a localiser la particule, on a pour
conséquence un accroissement d'énergie du fondamental. On
parle d’énergie du point zéro.

- Lalongueur d'onde de de Broglie associée a la particule s'écrit %
=h/hk. Soit A2 =h¥/2mE,=h28ma? / n? h? 2mdou nA/2 =a.

Sur ln dimension de la beite, on a done un wombre entier de demi-lomguenrs
d'onde, la longueur de de Broglie associde d la particule forme doie un
systéme d'ondes stationnaires.

Exemple d’applicatian de la boite & une disnension

Cn peut par urne modélisation simple du comportement des électrons p
dans une molécule, retrouver les résultats concernant les spectres
inoléculaires de certaines espéces. Les molécules faites d'une alternance de
simples et doubles liaisons ont un spectre optique qui se déplace avec la
longueur de la chaine. La fréquence est plus élevée pour une chaine plus
petite, le spectre se rapproche du visible si la longueur de la chaine croit.

Exemples :

CH6-C=C-CH6 CH6-C=C-C=C -C=C -C=C -C=C-CHb

A =3190 A (incolore) A =4240A (orange)
CH2=C-C=C -C=CH2
A =2490 A (incolore)

On va donner une explication simple, & partir d'un exemple. On considére
les électrons p seuls et délocalisés sur toute la molécule

4 électrons © & Slecirons 1t

H2.C=C-C=C-H2 JH2-C=C-C=CC=C - H2
(largeur 3ao) (largeur ban)
Er=n" h?/Bm{3a)? E, = n? h?/8m(5a)?
AE = (8 -4) h?/72ma? AE = (16 -9) h?/200ma?
AFp= 6,9 102 h?/ma? AEq = 35107 h/ma?
Avy=6,9102 h/ma? Avy=3,5107 h/ma?

Avy= Avg | partant de I'UV, on se déplace vers le visible en allongeant fa
chaine,

2. Puits de potentiel reclangulaire



On congidére cette fols une particule de masse m, d'énergie £, dans un .
puits dont les parois ne sont plus infinies.

On fait up choix d’axes qui rend le probleme symétrique

V(x) = Vg pour |x|>aet V(x) =0 pour |x]<a {(Vy>0). Les solutions sont
done paires ou impaires, sans mélange. On se limitera au cas 0<E<Vy,

On a trois régions de determination du potentiel, donc trois équations de
Schradinger a résoudre.

RegionI: d'g/dx? + 2m/ h? (BE-Vy) =0 soil dlp/dx? - 2p=0 avec
-qt=2m/ h? (E- V).

Région 11: d*q/dx? + 2m/ h? E¢=0 soitd'g/dx? + K2 ¢=0 avec k?=
2m/ W2 E

Région Tl : die/dx? + 2m/ h2 (E-Vo) 9=0 soit dfp/dx? - q*9=0 avec
-gi=2m/ R (E- Vo).

Les solutions ont les formes suivantes :

Région1: @ (x) = A exp (qx) + B exp (-qx)

Région 1 : ¢ {x} = C cos (kx) + D sin (kx)

Région 111 : @ (x) = F exp (qx) + G exp (-qx)

En utilisant Je fait que l'on a un potentiel pair et que la fonction ¢ doit
continue partout et normalisable, il vient

Solutions paires Solutions impaires
@ (x) =~ A exp (g¥)
P (x) = D sin kx

o (x) = A exp (-qx)

® (x) = Aexp (q)
@ ()= Ccoskx
() = A exp (-qx)

Acoska/2=0 Asinka/2=0

2mEal/4h? = (2ng + 1R 72/4 2mkEa?/4h? = (2ny) 2 n?/4

Ep = (2 + 1)2 n?h? /2m a2 BEaz = (202 )2 n?h? /22m a?

Il y a une discontinuité de potentiel finie aux points x = #a , la fonction
d'onde et sa dérivée premiere doivent vy étre continues. En raison de la
parité, i suffit d’examiner la condition au point +a.

Fonctions paires Fonctions hmpaires

A exp -qa = Ceos ka -A exp —qa = Dsin ka

- g4 exp ~qa = -kCsin ka - A exp -qa = kDcoska

tg ka = g/ k (avec tg ka>0*) tg ka =-k/q { avec tgka <0 *)
* ces deux conditions résultent du fait que E, k%, q>0. Il est
commode de faire apparaitre k2 + q2 = qo? = 2mVp/ h %

P

tg? ka = q’/k? (avec tg ka>0*) cotg? ka = 2/ k2 ( avec tg'kal <0 )

sin? ka/cos? ka = q?/k? (g ka>0) cos2 ka/sin?ka = g/ k2 { tg ka <0}
cos? ka=Kk2/(k* +q?) (tgka>0) sin?ka=kY/ (kX +q?¥) (tgka<0)
jeos of = o/ (tg a>0) Isinof = a/oy (tg o <)

oit 'on a posé w = ka, oo ='qoa_

ce sont des équations transcendantes dont la résolution graphique permet

d’obtenir les valeurs de E & partir de celles de a. Pour cela, il suffit de
tracer les courbes des fonctions cos o] = o/ wy (avec tga>0), |sinwf =



o/ v {avec tg o <0) et déterminer lewrs points d'intersection avec la droite
d'équation o/ o, de pente 1/ 0.

Remarques

- Le probléme admet toujours au moins wne solution paire

- 5ila largeur a augimente, la pente de la droite diminue et le
nombre de solutions augmente, (méime remarque si Yo augmente)

- 5i V0 tend vers lI'infini, on doit retrouver les mémes résultats
obtenus pour un puits infini. En effet, dans ces conditions, la pente
de la droite s"annule et les solutions sont données simplement par
les valeurs de a telles que o = nr/2 (n entier >0) ce qui donne a’a’
= (nw/ 2} = 2ZmE/h? soit F, = h? (nn)?/ 8m a2

3. Marche de potentiel

On considere maintenant une particule de masse m, d'énergie E, qui
rencontre au pointx = @ unsaut de potentiel, de hauteur V.

r
|
%
|
I

o x

V{x}) = Vo pour x>0 et V{x) =0 pour x< 0 (Vo >0}.

Cas E<Vy: réflexion totale

On a deux régions de détermination du potentiel, donc deux équations de
Schrédinger a résoudre,

RegionI: d'e/dx? + 2m/ h? E¢@=0 soit d’p/dx? - 2q@=0 aveckl=
2m/ h* E, -

Région [1: d*p/dx2 + 2m/ h? (E-Vo) p=0 soitd’e/dx? - g2 =0 avec
-g?=2m/ h? (E- Vi),

Les solutions ont Jes formes suivantes :

Région L: o (x) = A exp (ikx) + B exp (-ikx)

Region IL: @ (x) = C(-yx)

En supposant que la particule se déplace de gauche a droite, Vonde

incidente qui lui est associée est décrite par A'exp{ikx). On peut fixer

arbitrairement son amplitude a Funité (A= 1)

Le potentiel présente une discontinuité finie en x =0, fa fonction ¢ et sa
dérivée premiere doivent donc y étre continues. Les conditions de
raccordement s'écriront, en x=0 :

1+B=C

ik(1-B)=-Cq

d'oit B=~(1 +ik/q)/ (1 -ik/q)

On remarque que |B |2 = 1, c'est-a-dire que B peut s'écrire comme un
facteur de phase e®. Ceci montre que I'onde réfléchie décrite par B exp (-
ikx) = e - a une infensité égale a celle de I'onde incidente: il y a donc
réflexion totale sur f4 discontinuité de potentiel. Classiquement, une
particule arrivant sur le sant de potentiel serait aussi réfléchie ; cepencdant
le mouvement quantique présente deax différences importantes aver lo
rmouvement classique :




- la probabilite de présence n'est pas nuile dans la région 11, qui
strictement inaccessible a [a particule classique,

- sil'en construit un paquet d'ondes incident, on peut montrer (cf
Messial, p69-70) que la particule est réfléchie avec un certain
retard 1li¢ au déphasage de l'onde réfléchie : t=h d8/dE
tandis que la réflexion de 1a particule classique est instantanée.

Cas E>Vy: réflexion ef ltansmission

En supposant que l'on cherche la solution telle que 1'onde dans la région il
se propage uniquement vers la droite (il n'y a pas d'autre obstacle dans
cette région), les fonctions d'onde onl Jes formes suivantes :

RegionT: ¢ (x) = A exp (ikx) + B exp (-ikx)

Région I1: ¢ {x) = C (ik’x)

avec kK2=2m/ h? I, kK'2=2m/ h? (Vo - E}.

Ecrivons les conditions de continwuité de ¢ etde ¢ enx=0:

1+B=C

k(1 -B)=ik'C=iK (1+ B)

don B=(k-K)/(k+K)etC=2k f(k+k)

Une particule ciassique franchirait automatiquement la discontinuité de
patentiel. Ce n'est pas le cas en Mécanique quantique: il y a une
probabilité | B2 de réflexion de Ja particule. [B|? =R est le coefficient de
réflexion, tandis que le coefficient de transmission T est naturellement T
=1-R

R (k=K)/(k+ K2 T=4K/(k+KP=1-R

Remarquer que T n‘est pas égal a |C|2 ce que V'on aurait eu tendance a
écrire a priori. En effet, ce n'est pas la probabilité de présence qui doit se
conserver, mais le flux (ou courant) de particules.

¥ = -hiym

avant réflexion apres réflexion
Le flux entrant dans la région hachurée doit étre égal au flux sortant,
d'aprés Ia conservation du courant, dott :

hk/m=hk/m |Bj*+hk'/m |C]|?

ce qui est bien vérifié si I'on porte dans ( E. 6) les valeur (E.4}) frouvées
pour A et B. Le coefficient de transmission m'est pas | B| * mais

T=k/k |B]2

4. Effet tunnel.

Considérons une barriere de potentiel du type:

4o

V(xj=0 x<Qetx>a
V(x) = VU 0<x<a
en nous plagant dans le cas ot E < V.
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Si une particule classique d'énergie E se propageant vers la droite dans la
région x < 0 arrive an point x = 0, elle va se trouver réfléchie
instantanément en ce point, par contre la fonction d'onde de la particule
quantique n'est pas mulle dans la région 0 < x < a, et par conséquent sa
probabilité de présence.

La particule a donc une chance o'étre transmise dans la région I, qui est
strictement inaccessible & la particule classique: cette possibilit¢ de
franchissement d’'une barriere de potentiel alors que E <V, s’appelle Peffet
tunael,

Pour résoudre le cas de la barriere (E.8), on cherche la solution
correspondant & une onde se propageant vers la droite dans la région 1L

Régionl; p (x) = exp (tkx) + A exp (-ikx)

Région I1: g (x) = Bexp (Kx) + Cexp (-Kx)

Région NI : @ (x)= D exp (ikx)

Avec KZ=2m/ h (Va~E)

[T suffit d'écrire les conditions de continuitéenx=0et x=a degety.
Ces conditions donnent

1+A=B+C B exp (Ka) + C exp (-Ka) = D exp (ika)

ik(l1-A) =K(B-Q)
De cela, on déduit ;
1) = 4ikK e-dkaff(k + (K)? eFa + (k - iK)? e- Ka |

K(B exp (Ka) - € exp (-Ka)) = ikD exp (ika}

Dans le cas o Ka >> 1 on a simplement, pour le coefficient de

transmission:

T=|D}? =16e2 (kKK / k2 +Ki)? { E.10)

Le facteur essentiel dans (E. 10} est I'exponentielle exp (-2 Ka).

Une des apphication intéressantes de 1'effet tunnel est la radicactivité o,

c'est-a-dire I'émission d'un noyau d’hélium 4 par unnoyan lourd { Z, N)
(ZN) 2 (7Z-2,N-2) + «

on Z est le nombre de protons et N le nombre de neutrons du noyau

initial. Comme exemple, citons la radioactivité du polonium 214 { 7 = 84

A=214)

" On peut faire une théorie approchée de la radivactivité en admettant que

la particule  préexiste dans le noyau; pour simplifier on ramene le
probléeme a une dimension. 5L R { R = 7 Fermis4[3]) est le noyau; pour |
X] <R, la particule  sera soumise au potentiel nucléaire et au potentiel
¢lectrostatique répulsif existant entre le noyau d'Tie 4 et les protons du
noyau final, que I'on peut représenter par une distribution de charge
positive et uniforme dans la sphere de rayon R. Pour | X] < R, le potentiel
nucléaire attractif 'emporte sur le potentiel électrostatique répulsit ; par
contre pour | X] > R, le polentiel nucléaires est négligeable, A cause de la
courte portée des forces nucléaires. On aboutit ainsi 3 un potentie]
représenté schématiquement sur la figure ( pour x > 0) (pour {X] > R le
potentiel électrostatique est le potenticl coulombicn 2 (7 - 2 ) e® /|X] ).
Cennaissant 'énergie finale E de la particule, on peut calculer le coefficient
de transmission de cette particule a travers Ja barriere de potentiel. Ce
coefficient de transmission va évidemment déterminer la vie moyenne dn

413] 1 Fermi = 10V m.




noyaw, et comume la barriere dépend de R, on voit que {'on peul relier R et
la vie moyenne, et par exemple se servir de cette méthode pour la
détermination de R

Cependant, bien que l'explication soit qualitativement correcte, la théone
expesée plus haat suppose des approximations 1rés grossiéres et il ne faut
pas trop s'attendre a des résultats trés précis,

Deux autres applications spectaculaires de I'effet tunnel ont été
COUTCTMECS par le prix Nobel dans ces demniéres décennies En 1973, B.
Josephson a obtenu le prix Nobel pour la découverte de la jonction gui
couple de fagon cohérente deux fonctions d’onde macroscopiques dans
des matériaux supraconducteurs sépareés par une fine paroi isolante. En
1985, le prix fut attribué a G. Binning et H. Rhorer, inventeurs du
micrascope a effet tunnel. Dans cet appareil, on déplace une pointe tres
fine prés de la surface d’un échantillon conducteur. Les électrons peuvent
passer par effet tunnel de la pointe & 'échantillon et cela produit ui

courant macroscopique qui permet d’effectuer une cartographie de haute

réesolution de la surface de I'échantillon. La variation extrémement rapide
de la fonction exponentielle e -2%2 dans le coefficient | D |2 (proportionnel
at courant), permet d’obtenir une résolution de l'ordre de 0, 01 nm. En
élendant cetie technique, on peut également manipuler des atomes ou des
molécules déposés sur la surface d'un cristal . Cette technologie augure de
progrés considérables en nanoélectronique,

S L
(!

DassERe unnal
S S WG s R

A

urisml

Principe d’un microscope a effet tunnel. On déplace fa pointe fine au
voisinage d'un cristal a Faide de transducteurs piézo-électriques. Une
boucle d'asservissement ajuste la distance de la pointe 4 la surface du
cristal de facon que le courant provenant du passage d'électrons par effet
tunnel soit constant. Le signal d'erreur de la boucle d’asservissement
preduit une cartographie directe de la distribution de densité électronique
(en fait du potentiel électrostatique) a la surface du cristal.



Formalisme Mathématique

- Ce chapitre est consacré au rappel de définitions relatives aux
espaces vectoriels et de propriétés de ces espaces dont la
- connaissance est indispensable pour 1'étude du formalisme gcncral
- delaM.Q.

JII Algébre d’opérateurs

~ A- Opérateur linéaire

: 1. Définition

~ Un opérateur A est un étre mathématique qui transforme un vecteur
-/ wy>enunautre / y’> tel que /y'm = Ay .

" Dans le cas ot les vecteurs considérés sont des fonctions, on parle
© d’opérateurs fonctionnels.

Un opérateur A sera dit linéaire si :

Al y >+ ad w o) = a Ay >+ A/ wa> ou al,a sont deux
- scalaires quelconques.

' Fxemples :

Opérateur  « position » X X y(x) = x w(x); x étant la
" position du systéme consideére.

Opérateur « impulsion » Py : Py wi(x) =5 /i didx tp(‘()
Opérateur « potentiel » V(X) : V(X) y(x) = V(x) w(x)

_. Opérateur  « énergie cinétique » Ty: Tyw(x) =-h2/2m
AR i)

- N.B Dans ces exemples, on a considéré le cas dun sysieme
. quantigue évoluant selon I'axe x’x.

: Opérateurs non linéaires

A=( _}2 A y(x) = {qr(x})z

A =exp() 1 A w(x) =exp(p(x))
A= Ay =1 w7’

2. Produit de deux opérateurs

Soient A, B deux opérateurs linéaires, le produit AB est défini par
son action :

I’z =Ay> = A(B/y >)=ADB/ y >
qui agit le premier sur /y>, ensune A
En général, AB#BA. L’opérateur [A,B] = AB-BA est appelé
« commutatenr » des deux opérateurs.

S1[AB] =0, A et B commutent.

-, Cela veut dire que c’est B

Exemples :
[V, 4] =
[x, (hiy d/dx] = 1%

3. Représentation d’un opérateur par une matrice
Pour ceci, il faut choisir une base (représentation).

On considére une base orthonormée compléte de E @ {/ui>}
A opérateur linéaire agissant dans £ @ A/ gy =/ y™>

f = T—z‘!'?,- g >3y > 'Zb’, S, >
: !..
A(_’Zb} L, sy= Zb“, A, 5
[ i

On projette cette égalité sur I’élément /u> :



i — e r - ¢ _ =3 | g ’
Zf’.- <, /AU > Zb; <u /g >= Z@;ﬁb; =p,
- y ;i

Ceci peut s’interpréter, quand on fait parcourir a k 1’ensemble des
indices comme une égalité matricielle, en introduisant la matrice A
d’éléments A= <u/Alu>

En effet
(A Ay Aoy (b, b
Agsinsonsuavioe Ay, || by s
N yyoeeeineenen gy J\B, b,

a. Définition

Etant donné un opérateur A d’un espace vectoriel E dont une
base O.N.C est constituée des éléments /ful>, /u2>,.. . Jun>, on
appelle matrice représentative de 1'opérateur a la matrice d’éléments
A;i= <u/Alu>
ol 1 désigne le numéro de la ligne et j désigne le numéro de la

colonne.

; Remarque: La rcprésentation d’un opérateur A n'est
- évidemment pas unique, a chaque famille de fonctions de base on
* associe une représentative d'éléments différents.
b. Eléments de matrice entre <¢/ et /y>

cherchons {¢|ﬂ" :;0) :
)= Zblu) (o= oo
(Zb‘,<u,. )'A(chiuj})
I J
{gﬁizil ;17): - ZZb;’c; {zr‘ |A1 uj.)

(gldlo)= 2 2blc,4,

c. Exemple d’opérateur linéaire : Projecteur

i) Projecteur sur un état }w) :

:p} =/w ><y/ ¢> proportionnel au ket y> = a/y>

F,

P, est le projecteur sur I’état /\y>

-sz =P Py=y><yhyz<y/

or <y/y> =1 (ly> estnormé) P, = fy><y/ =P,
if) Projecteur sur un sous-espace
Soient /§1>, 142>, [§5>c SOy q vecteurs
orthogonaux les uns aux autres ;
ﬂ-'d)ia‘rd)j} = 5'“' : i,j =12 .q
Soit Equn sous-espace de E sous-tendu par les q vecteurs /¢;>.

Soit I'opérateur £, =2 /¢, >< ¢ /

normes

et



Caleulons £, = 20 /4 ><g, /9, >< @, / =Py (puisque </¢,/¢;>

= bij)
Pq projette sur le sous-espace Fq
Et pour tout vecteur /y> de Eq, ona

P /y>= z/ b ><g/w>

i
¢’est-a-dire une superposition linéaire des projecteurs de /y> sur les
- différents états /¢;>.

~ d. Relation de fermeture
. Soit {/;>} une base Q.N.C de E et /y> un état de E.
- > se décompose de maniére unique sur la base {/u>}

fy>=3c/u>

'—Z fu ><u,/y>
....... =(Z lu, > ) >

- fy> étant quelconque : Z,’ b > % H
. i

¢’est la relation de fermeture dans la notation de Dirac. Elle traduit
e fait que /y> s’écrit d’une manidre et d'une seule sur la base

consicdérée.

- Considérons maintenant le cas d’une base O.N.C continue {/a>} de
F ;@ indice continu.
' Soit fy>unétatde E :

Ly o= Ic( o)/ a>da ; avecelo) = <a/y>

d’ou Ja relation de fermeture pour cette représentation continue :
_[/ a><a/da=]]

Exemples :
Représentation {/p>) : I/ pe<pldp=H

Réprésenialion, {[x>}: _[/ ke ><x/de=]1

4. Opérateurs adjoints
a. Définition :
A et A" sont dits adjoints si les matrices qui les représentent
dans une représentation donnée sont adjointes ['une de
PPautre :
<ufAt+up> = <w/Afu>* ; cest-a-dire : (ADij = A*ij

b. Conséquence

L’adjoint de état /yr'> = Alyr> est 1 <y'/ = <y/A"
Pour la démonstration, projetons cctte égalité sur le vecteur
dc base /ui> :
Uy = <u/Aly>.
Introduisons Ja relation de fermeture :
<y > = <u/All/y> = Z <,/ Al u, >< i, />
i

Et écrivons ensuite les conjugués des deux rmembres :



<fy'=* = <af/Ally>* = Zrc u, /A, > <u S>>
¥

< W -,I;ul.;} = ; ‘{Uii’AH’_h”} . =

v S g / N FAF Py
Zi i/ A", ”, 54 <4 f‘{/ / M} = Z < [F{f / H} > u} . . lir. .
) i

s e . L
<YiuE = <y/AT o o <y’ =<yfA

f 'LE;","* ------------------------- A .......................
—=fy’> = ANy> dans K

Opérations
adjointes

II> —mmrmimm e e - e
-y = Afy> dans E

QY mmemmmem e e A1I i
-y’ =<y/A” dans E¥

¢. Propriétés des A”

(.Aar_).i- = A

(@A) = a*A”

(A+B) =A"+B’

fexp(A)]” = exp(A")

(AB) =B A" En effet : Soit fy> = Alg> et /> = B/O> ¢’ad
hp= = A(B/B>) = AB/O>

et les expressions adjointes sont : <y/ = <¢/A" et <¢/ =
<B/B” ¢’~a-d <y/ = <0/B A"

Plus généralement, on obtient 'expression adjointe d’une
expression donnée en inversant 'ordre des facteurs, en
changeant les kets par les bras et les bras par les kets, en
remplagant les opératcurs par leurs adjoints et fes nombres
par leurs conjugués. L’ordve de ces derniers n'est pas
important.

Exemples :

(afuz<v/ )" =a*v><u/

[Mh><yp/[A+BCYu><w/0>]" = Ar<0/m><u/[A" +
B y<d/

B. Opérateurs hermitiques (auto-adjoints)

C'est une classe trés importante d’opérateurs en M.Q. [ls
correspondent aux opérateurs associés aux grandewrs physiques.

1. a. Défmnition : Un opératcur A est hermitigue si A = A

- b. Conséquence : <¢p/A/y> = <@/Ay>= <Ap/y> s

c. Exemples : Py = y=<y/ =P,
K P D

2. Décomposition spectrale d’un opérateur hermitique
2.a. Valeurs propres d’un opérateur
Un vecteur fun> est un vecteur propre de "opérateur a s°il
existe un scalaire a, tel  que : A/uy™> = a,/u,> | a, est appelé
valeur propre de A associée au vecteur propre uy,>.
L’ensemble {a,} des valeurs propres de A est appelé spectre
de A.



Si Juy> est vecteur propre de A de valeur propre an alors
Alug> (A E Clest également vecteur propre de A associé a la
méme valeur propre a, : A(Mu,>) = a(Mu>).

Si les vecteurs propres de A sont nommés <un/un> = |
alors & doit étre un facteur de phase de module let 1'on peut
écrire L =e'. (0 ER).

Les vecteurs qui ne différent que par un facteur de phase de
module un caractérigent le méme état quantique.

2.b. Dégénérescence

a, est dite valeur propre non dégénérée s'il lai correspond un
seul vecteur propre /u,> ( au facteur w prés) ; ¢’est a dire que
les vecteurs propres associés a an sont tous colinéaires entre
EUX.

Ay est dégénérée 71l lul correspond au moins deux vecteurs
propres  différents; c’est a dire non  colinéaires
(orthogonaux).

Supposons an que est dégénérée, cela veut dire qu’il existe g,
vecteurs propres non colinéaires associés a a, :

Alw, >=a, 'u, >

L'indice i est appelé indice de dégénérescence de la valcur
propre &, .1l peut prendre les valeurs allant de 1 jusqu'a gn. g,
correspond au degré de dégénérescence de cefte valeur
propre a,.

L’ensemble de veeteurs propres (1 =1, 2,.... g,) engendre un
sous-espace E, appelé sous-espace propre de a, ou espace de
dégénérescence de a,,

En fait , Pensemble {/uin>} constitue une base orthonormée
de Pespace En et tout vecteur /f> de cet espace peut se
décomposer sur cette base :

£

/@ = Z::,. /fu, >

=1 3

Et

A/ @>= ,42 ¢ /u :==Z_ c,d/u :»:Zc;.a” /iy, »=a, £ @ >
i i i

3. Equation caractéristique de Popérateur A
Il s *agit de répondre a la question suivante : existe-t-il un
scalaire A et un vecteur /> tels que : Aly> = L/y>.
Projetons donc sur un élément /> de la base O.N.C.
{fug>} 2
<w/AN> = b <uyfy>
et introduisons la relation de fermeture Z u, ><u fee]d

J

<y A/ u v<u. A=A cu Sy
I I i P

avee : <uf Afup> = Ay ; <wly> = ¢ ; <uly> = Y ¢id;
d’oti "équation :

Doc, (4, ~r5,)=0
.

On aura un systéme linéaire de n équation ¢t n inconnues ¢j :



(4 =% sedige b e O
21 r.r_jj‘ _/i..) ........... J‘Jzﬂ ('2 U
T A 4;,

A s eeressrassrprassel A = A)INES D

La recherche des valeurs propres et vecteurs propres de
I"opérateur A se rameéne donc a la recherche de valeurs
propres et vecleurs propres de la matrice représentative de
A.
Ce systeme possede des solutions autres que tous les ¢j = 0
(soluttons non triviales) si

det(A - Al = 0
C’est ['équation caractéristique de I'opérateur A (€quation
séculaire). C’est une équation de degré n en A dont les
racines sont les valeurs propres de A.

4. Valeurs propres et vecteurb propres d’un opérateur
hermitique

4.a. Les wvaleurs propres d'un opérateur hermitique sont

réelles.

A hermitique : A = A" ; A/uy> = ag/u,>

</ Afug> = ap <uy/uy>

< /A= * = gt <u,/ug>

A hermitique <> A = Apn™ ; <u,> 20

a,= a,* , a, est done réel.

Conséquence :
Alug> = ajfug>
<u /A" =<uy/a,*
A= A" = <uyA = <ugfa, = 8,<ug
Exemple : <¢/Alu,> = a, <¢/u,>
</ A G> =ag<up/d>
4.b. Deux vecteurs propres correspordant @ deux valeurs
propres différentes sont orthogonaux (pour un opératenr
hermitique).

Alue = a/uye> ; Alug> = ayfuy> ; avee ag#a, et A= A’

<Up/ AUy = ap <Up/up> = ap<up/ug>

(ay-ap) <uy/u,> = 0 or a, a, donc <uy/uy,> = 0 c’est a dire que
M et fup> sont orthogonaux.

C. Définition d’une observable

1. Définition

Une observable est un opérateur hermitique dont le systéme
de vecteurs propres forme une base orthonormée et compléte
de I'espace des états I=.

Al >=a,lu > ; A=At

Les {z’uni‘f} forment une B.ON.C <> . ¢



i of ' -
<u, /' w, >=9,,.00
L dans &

2.2, </ =11

no =t

] i o
[<ul /u) >=&ij

Et pour n donné §& . dans En
> /ul <t/ =11,
8 2
Remarque : observable A peut s 'écrire

A . 2 Vo I
Az Zan B ¥ BB z,» u, ><u,
W i

2. Exemples d’observables
2.a. Projectenrs : P\, = ly><y/ ; <yly> =
i) P,=P, hermitique
il) Vecteurs propres et valeurs propres: P, /o> = &
/o=
Or P’ =P, <> 27 =L ¢ A1) = 0 deux valeurs
propres possibles A =0 et A =1.
ai = 1 correspond le vecteur propre /y> tel que
Blu> &
ai =0 correspond le vecteur Ap;> orthogonal &
e =<y A =0
fys< ! + Ay ><y, /=11 (relation de fermeture
satisfaite), ¢’est a dire
que les deux vecteurs propres forment une
B.ON.C.

2.b. Opérateur position X

i) Définition : > == Xy
i) Action de I'opérateur X dans la représentation
e

En projetant sur un vecteur de la représentation {/x>}
<x/y’> = <x/ Xhy>

Et par définition, Pon a </ Xy = x <x/y> ol x

désigne la position du systeéme sur [’axe x"x.

Cela veut dire que : Ww(x) = x w(x).

iii) X est hermitigue: c’est a direque 'on a
</ Xy = <y/ X/p>*

Pour cela, introduisons la relation de fermeture

I,-" 2-I%/ di =11

<p/ll Xhy> = ‘ftﬁ?(jr’x}*f x/ de)Xhp> = |
<d/x><x/Xhy=dx
| <proxsxpy=dx = ([ <wpex<piedx o=

{Jx*&;n’x}{}{jlp}dx 1*
[=pixe<x/Xip=dx  J* = [sy(he-<x/d)Xg=1* =
</l Xfp>* = <y/IX/§>*

iv) Vecteurs propres et valeurs propres de X
Existe-t-il un vecteur /p> et un scalaire 1 tels que:
Xip>=Llp>17

Pour cela, considérons I"action de X sur un vecteur
/57> de la représentation {/x>} 1 <x/X/X'> = x </x™>
= x 8(xx") relation d’orthonormalisation en



représentation {/x>}. D’autre part, on a pour la
distribution de Dirac :
ad(x-a) xo(x-a) et &(x-a) = d(a-x). D'on

KKX> = x X = ox 6x-X") = X O(X-Xx)

=x"<X/> ¢'est a dire

X/x'> = x"/x'> ou encore X/x>> = x/x>

Donc, en représentation {/x>}, les vecteurs propres de

X sont les /x> et les valeurs propres correspondantes
- sont les x. _

Ces vecteurs satisfont les relations

d’orthonormanalisation ¢t de de fermeture, Ils

forment une base O.N.C et X est bien une observable.

- 2.c. Opérateur impulsion P

i) Détinttion : /y> _ == Phy>
ii) Action de lopérateur P dans la représentation
{/p~1: ' '

En projetant sor un vecteur de la représentation {/p=}
<phy’> = <p/ Ply>

Lt par définition, I'on a <p/ Ply> = p <p/y> ou x

désigne I'impulsion du systéeme sur I’axe x’x.

Cela veut dire que : w'(p) = p y(p).

iii) P est hermitique : c¢’est a dire que 'ona </P/y>
=<y Plg>*

Pour cela, introduisons la relation de fermeture

J‘/p';»«ip/a};v-:ll

<M Phy> = <([/p><p/dpPiy> = ]
<@/p=<p/Phy=dp
iii) P est hermitique : c’est a dire que l'ona <¢/Phy>
= <y Plp>*
Pour cela, introduisons la relation de fermeture

j-"’P><P/dpxU

YU Pr> = <4 fLps<p/dpiy = ]
</p><p/PhHy=dp _
<pprp<phy=dp = (I <pipep<y/prdpl* =
[p<wip><p/p=dp]* ‘
U<wip><p/Plo>dp]* = [<y(lip><p/dp)P/g=|* =

ﬁqj_n’l_l Plo=* = <y /Ply>*

iv) Vecteurs propres et valeurs propres de P

Par une procédure similaire a celle concernant
I’observable X, on peut facilement montrer qu’en
représentation {/p>}, les vecteurs propres de P sont
les /p> et les valeurs propres correspondantes sont les
impulsions p.

Ces wvecteurs /p> satisfont les relations d’ortho-
normalisation et de fermeture, Ils forment une base
O.N.C et P est bien une observable.

v) Action de Popérateur P dans la représentation
{x>}:
<xX/Phy>=7



<x/Phy> = <x [TTPAY> = :“X{J p=<p/dp)Phy>
f<‘(/n><pr"lp>dp
= fexip: *p(rw ~dp = [vp(x)y(p)dp

- fpw(zi Je™ dp

-~ h o | '
Or TF [ pwr(p)] = -;- w(x) (¢f Propriétés des TF)

Ft = en  reprenant les  notations de  Dirac:

Y h @ ,
<X/ F ol it e Al
fl" - ﬁ’ V
Paction de P en représentation {/x>} se traduil donc par
’opération dérivée /a X au facteur multiplicatif /i prés.

3, fiénéralisation de la notion d’observables

En général, un opérateur A hermitique, posséde un spectre en partie
discret et en partie continu, . :
Al = a, fu>Bin'al , Z3.. N
Alugm = ala)u,> ; o =00 > -+o0 )
¢ Relation d’ ON <uy/ugs = Oy 3 <ug/ug> = 8 (0-’)
& Relation de fermeture Z u, ><u, ! +Jf u, ><u, [da=1I]

n

D. Propriétés des observables qui, commutent

1. Théoréme fondamental 1
Si dewx observables 4 et B commutent, elles admettent un
systéme de vecteurs propres compnins et réciproguement.

Démonstration :

Théoréme direct

Soient deux observables A et B telles que [A, B] = 0.

Soient {/V';>} les vecteurs propres de A de valeur propre a, (i =1,
2,....8n) & gn degré de dégénérescence de la v.p a,.

Les g, vecteurs {/V'y>} engendrent un sous-espace F,.
Aff"'n dn’rvll i .
[AB] a> = 0 =5 A(B/v,>) = a, (Biv,>) ¢ est-a-dire que B/v,> est
vecteur propre de A avec la v.p a, ou encore que B/v,™> est un
vecteur de |’espace Z,,.

Or E, est invariant ou siable ( i-e Y\i> € E, , B/ly> & %) sous
I’effet de B, on peut donc résoudre le probléme aux valeurs propres
de B dans &, ¢’est-a-dire qu’on peut diagonaliser B dans E,.

Soit {/v, p-i'>} ["ensemble des vecteurs propres de B correspondant a
une valeur propre by, : )
B/ Vn, p'lu’ =h "J“"n pj“"'
n : indique qu’on tsavaille dans Z,.
p:relatufa lav.p b, de B.
i - indice de dégénérescence de tavp by (j = 1, 2, ..., by)



COr {ivy /21 € By, done les {/v, >} sont des vecteurs propres de A
avec la valeur propre an et aussi vecteurs propres de B avec la
- valeur propre b,

! fyl s
‘4 / U:z_.;) s an ! vn.p -

g i
VT p /o ~
B/v, >=b,/v,,>

- c’est-d-dire que les {/v, p>} sont des vecteurs propres communs a
CAetD.

© Théoréeme réciproque :

- On connait les vecteurs propres {/v, >} communsd A et B

ik omis Lok g
AB Un,;.r e auhp J vn.,’? g

= [A, Bl > =0

' Bl e P o
AB /v, , »>= f.zﬂbp 4 A

Or {/va.p>} vecteurs de base, done [A, B] =0

- Consequence :
~ Soit une observable D=A + B avee [A, B] =0
 Soit [A, B] = 0 le systéme de vecteurs propres communs 4 A et B

(A+B)/v,,>=(a,+b,)/v,, >

gl - i
A/vi >=a, / v, > o

np

B/w,, »=b,/v,,>

£y .. 3
S D, V., >=(a, +bp_)/vn'p S

. 2. Théoréme fondamental I1

S'i dewx observables 4 et B commutent et si /up> et /uy> sont deux
vecieurs propres de A avec des valewrs propres a: el 4, différentes,
alors <up/Bl o> =0 (i-e B/,z> est orthogonal a /,;>>).

Démonstration :
[A, B] =0 = <uy/[A, Bl p2>=0
{Ul.(IABfuz;‘ o= ‘:U.[[BAI'M} = ()
(a) -a2) <uy/ B/p> =10

Et puisque a; # ay, il vient <u;/B/ 2> = 0 . Cela veut dire que les

vecteurs B/uy> et /uy> sont orthogonaux.

3. Définition d’un ensemble d’ebservables qui commutent
(ECOC)
Une suite d’observables A, B, C, ... forment un ECOC si
... 1) toutes les observables A, B, C, .. commutent deux_lr'i_ deux, ¢
i) chaque vecteur propre /n, m, p, ..> de leur systeme de base
commun est défini de fagon unique par la donnée des
valeurs propres a,, b, Cj..., correspondantes de A, B, C,...
Définition équivalente :
Un ensemble d’observables a, B, C,.. forme un ECOC s71l existe une
base orthonormée de vecteurs propres communs et si cette base est
unique ( aux facteurs de phase pres).

Intérét des ECOC

[’état dynamique d’un systeme quantique est coraplétement connu
si 'on a réussi a4 déterminer de fagon précise les parameétres (
vecteurs et valeurs propres ) des ECOC de variables compatibles qui
lui sont attachées.



Enfin, on peut affirmer que le nombre d’opérateurs formant un
ECOC est égal au nombre de degrés de liberté du systéme.

Exemples :

)

a) Soit A une observable : 4 un> =d,

{]un)} base de
1) supposons a, non dégénérée : a a, correspond un vecteur propre

unique uH}
(au facteur prés ) .Alors A est un E.C.O.C.

ii) &, dégénérée = Al ) =a,|ul) (=1, 2, 3.

F, sous espace propre de a; ; 4 a,—>g, veeteur propres ]u;)
donc A n’est pas un E.C.0.C.
b) une particule se déplagant sur ’'axe x"0x :
on considére donc une observable X : X défimt un ECOC dans
I’espace L, :
*).Xlx} = xx)
*) & la v.p correspond un seul vecteur propre /x>
*) X commute avee lui méme.
¢) une particule se déplagant dans le plan xOy : £y,
observable Y : Y/y> = F, y/y>
X tout seul ne constitue pas un ECOC dans E.
Mais X et Y peuvent constituer ensemble un ECOC dans Z,
car :
Xet Y commulent,
au couple de valeurs propres (x. y) comrespond un seul
vecteur propre /X, y>

XX, y> = x/%, y>
Yix, y> = yix, y>

si I’'on échange ces deux particules.



Postulats de la Mécanique Quantique

T-INTRODUCTION

Les postulats de Ja M.Q comme ceux d’ailleurs de toule
théorie physique, doivent permettre de répondre a trois questions
fondamentales :

‘1) Comunent décrire I'état dynamique d'un systéme a un instant

- donné ?

-2) Comment, pour un état donné, prévolr les résultats des mesures
des diverses grandeurs physiques associées au systéme 7

3) Comment déterminer 1'état d’un systéme a un instant t

- quelconque, connaissant cet état a un instant ultéricur ty ?

En outre ces postulats doivent satisfaire un certain nombre de
- contraintes : ,

a) les valeurs des grandeurs ayant un sens physique sont réelles.
b) les inégalités de Heisenberg imposent que 1état du systéme
définisse un spectre de valeurs pour chaque grandeur physique
(sauf pour les états propres qui correspondent chacun a une
valeur unique). Il existe des couples de grandeurs physiques
incompatibles  (ex @ position-impulsion ) dont les largeurs

spectrales sont corrélées par des inégalités de type Heisenberg.

TI-DESCRIPTION DE IETAT D'UN SYSTEME

- Postulat n°1 : Espace des états et vecteurs d’¢tat

Les érats accessibles a un systéme physique donné forment un
espace vectoriel £ appelé espace des états, a un instant ty donné,
'état d 'un systéme physique est défini par la donné d'un "Ket' ou
vecteur d état | y(ty) > appartenant a lespace vectoriel des états &

Postulat n°2 : Probabilité de transition

A rout couple de Ket, [ w > [ @ > on associe un nombre complexe,
noté <¢ [y >, et appelé anplitude de  probabilité de transition de |
w>a [ > quiales propriétés d'un produit scalaire dans espace
des états £. Son module au carré, [<¢ | w >/ est la probabilité de
transition de l'état [w>al'état [ ¢ >

I1I- DESCRIPTION DES GRANDEURS PHYSIQUES

Posty_la! 1°3 : Grandeurs physiques et observables

. ¢

Toute grandeur physique & est décrite par une application linéaire
A agissant dans ['espace des états & appelée opéraieur. Les
grandeurs physiques mesurables sont associées a des opérateurs

particuliers (hermitiques), appelés observables,

IV- MESURE DE GRANDEURS PHYSIQUES




 Postulat n°4 : Résultats de la mesure

La mesure dune grandeur physique & ne peul donner comme
résultat que ['une des valeurs propres de [‘observable A
' correspondante.

‘Remarques :

i) Le fait que A soit hermitique assure que le résultat de la mesure

~ soit un nombre réel.

© ii) Certaines grandeurs physiques sont quantifiées ; leurs specires
de valeurs propres sont discrets.

'V-PROBABILITES DES RESULTATS

Postulat n®5 : Probabilité d’un résultat de mesure

Lorsque 'on mesure la grandewr physique & sur un systeme dans
['état normé fyr> la probabilité d'obtenir comme résultat la valeur
“ay de Uobservable correspondante A est :

Pla,) = /<6, | v >/
si a, est une valeur propre non dégénérée, associée au
vecteur propre normee

N o OB
P (a,) = Z:w,. e >

si a, est une valeur propre dégénérée, associée aux g,
vecteurs propres nOvmes / ¢ >.

L

Postulat n°6 ; « Mesurer, ¢’est perturber !y

Lorsque la mesure de la grandeur physique & sur un systéme dans
l'état norméfyr> donne comme vésultar la valewr propre a, de
l'observable A Correspondante, I'étar du systéme immédiatement

apres la mesure est la « projection normée de | w> sur le sous
espace propre associé a a, », soit .

fwr> r’nprés) = [y >
si day est une valewr propre non dégénérée, associée au vecteur

propre norme [ @, > ou ;

S = __Bl¥)  ipl
I > apres) = Vi -'W{Pn;‘f }J 4 ;W)
) '
5t ay est une valeur propre dégénérée, associée aux g, vectewrs
propres normés / ¢ >.
(P, est le projecteur sur le sous espace propre de ay .

En .
P=> )]
fa )
Remarque : g

La perturbation de I'état du systéme introduite par la mesure n’est
pas une spécifie quantique. Elle existe aussi en physique classique.
Ce qui est spécifiquement quantique c’est que la perturbation



‘quantique ne peut érre réduite en améliorant la technique de mesure,
- ¢’est une perturbation inhérente a la notion meéme de la mesure.

‘VII- EVOLUTION DE ’ETAT D’UN SYSTEME

‘Tostulat n°7 : Equation de Schrédinger

En labsence d'observation le vecteur d’étal dy sysiéme évolue de
; ; 5 5 d 5 : ey
fagon causale* suivant la loi ih "d—r’y;(.!)) = H{1 )[ ) )

ot H(1) est Uopératewr * 'Hamiltonien’' du systéme.
Remarque :

* Cela veut dire que cette équation ne contient ni dérivée d’ordre
. supérieur a un par rapport au temps, ni intégrale de temps. Sinon, la
- donnée de Ny(t)> seule ne serait plus suffisante pour décrire
- compléterent I’état quantique du systeme. On serait alors en
~contradiction avec le postulat 1.



- Oscillateur harmonique

Un oscillateur est  un  systéme périodique dans le  temps.
: Lharmonicité indique que 1'on considére le poteniiel associé
comme une parabole. Cette approximation est justifiée dans la
- plupart des cas, & condition que l'amplitude de 'oscillation ne soit
pas trop élevée. Clest pour cela que le concept d'oscillateur
. harmonigue joue un réle majeur dans de nombreuses applications de
- la physique..

L'é¢tude de l'oscillateur harmonique correspond donc a celle d'une
. fonction d'onde coincée dans un puits de potentiel parabolique. Ce
qui est assimilable grosso modo aux atomes ol les parois du puits de
. potenticl ne sont naturellement pas rectangulaires et infinies...

- Dans le cas d'une particule libre en déplacement rectiligne, nous
; : =0 T
- avons vu que I'énergie potentielle est nulle Byer et I'équation de

' Schrédinger devient alors:

a . i
8 T+2mf E”*-‘I’#U
ar’ n? (1)

- Cependant pour une particule libre (en I'absence de champ de
- potentiel) I'énergie totale est donc égale 2 'énergie cinéiique :

Mais nous avons :

: E
’E:aeﬁfz'VEh'-{—ﬂ—-‘“?i'mﬂmm‘a & p=m =L ny =k 3
i 2 C &
3)
Le rapport :
h
A=_
@

étant la longueur d'onde associée de De Broglie. En iptroduisant le
nombre d'onde ¥ = 27/ A nous avons :
appelée "relation de De Broglie". Finalement :

2 m 2 m (6)

D¢s lors, 'éguation de Schrédinger peut s'éenre:
4y
—— k= 0
ox* (7)



Nous vaoyons par substitution directe que cette équation différentielle
admet pour solutions les fonctions d'onde:

V()= A W, (x) = B @)

Ces deux différentes solutions représentent le déplacement d'une
méne particuje une fois dans la direction +x et I'autre dans -x.
$i A=28=1 yous avons :

1T@)| =T Fx) —e™ ™ -1 ©

Le fait que ce résultat soit égal a I'unité, signifie que la probabilité
de trouver la particule est la méme en tout point. En d'autres

oy e HE _ )

termes, FX) =™ décrit une situation dans laquelle l'incertitude
sur la position est totale. Ce résultat est en accord avec le principe
W(x) = :
e décrit une particule dont nous

{ & Eh'k: c'est-a-

d'incertitude puisque
connaissons avec précision la quantité mouvemen

dire que ap =0 , ce qui implique 8% —> @

En analyse nous avons montré que la solution la plus générale d'une

équation différentielle est la somme de ces solutions. Autrement dit

dans notre exemple :

P(x) = 4+ Ba ™ (10

avec:

: . EB.,,=0 .
Au fait, nous pouvons remarquer que sj = ! alors le résultat est
le méme a la différence que nous aurons :

Y =
km\[é‘m B = B

A (12)

Lorsque la particule qui nous intéresse se trouve dans un puits de
potentiel décrit par la fonction (parabole);
o) . 1 N L. |
yorlE) 3 A S
(13)
nous parlons alors "d'oscillateur harmonique”.
Ce systéme est trés important car 'Hamiltonien de I'équation

Aintervient dans tous les problémes mettant en jeu des oscillations

telles que vibrations moléculaires et cristallines.

Prenons d'abord comme exemple 'oscillateur harmonique classique:.
qui consiste en un corps assujetti a se déplacer le long d'un axe et -
soumis a une force de rapptl proportionnelle & fa distance a un point

situé sur cet axe.

L'¢quation de ce corps est régie par I'équation de la dynamique:



+3
&3
Motk x =0
at (14)
Nous avons vu en mécanique classique que la f;.ohmun gencralc de
cette équation est:

X =xy vos{@r+ @ ;
0 ! ( ) (1 5)
avec comme pulsation;

a’} = e
7 (16)

L'énergie totale du systéme étant 'Hamiltonien classique nous

- écrivons

2 2
i
H=By+ B, ~sm || i ? - 2+ B 0y
2 et 2 2 2 (1'7)

£

Maintenant revenons a notre cadre quantique. Dle ce point de vue
nous avons pour Hamiltonien (ou énergie totale):

2 te
’ P c
H=B +E =t

2] Fot T
2 2 (18)
- En utilisant ce que nous définissons comme une "éeriture réduite”,

nous écrivons :

i - ‘t‘.wu Lfﬂ
2 (19)

ou les opérateurs réduits sont :

) m';'w £ hiow i
A 0 et o (20

o
el ot nous avons remplacé la constante par Yo
identiguement & {'oscillateur harmonique classique (cf. chapitre de

Mecanique Classique).

11 est plus ou moins facile d'obtenir la relation de commutation:

Démonstration:

Rappelez-vous de la relation ci-dessous que nous avons vue lors de
notre étude des opérateurs linéaires fonctionnels au début de ce

chapitre : .

Py =

e

2 ;
ﬁ_....._?p = o p— B T P
ﬂx 1 8‘.)" i SZ' ( 9 2 }



[0, P)=QF - PQ (28)

Etudions les propri€tés des commutaleurs avec la quantité de
mouvement. Nous avons démontré ¢galement plus haut la relation

ci-dessous: Donc
d d f ¥
s b [@.P]= b _--.! s i —ihe e x
dx dx  (23) Jmra, Bx Jm e @y O ha,
P —” P :
En muitipliant cette dernicre par il , 1] vient; & [ & 1 s _8_ 3 _?_m. 5 ] [f._,m 1 s _6 ik “‘i_;';t- "
’\h-mﬂ ,“Imﬁ,- @, dx ax \ imay h m,j ax Ix
d h 3 h _h
.,é_... .__.J‘ = X -l-?—— + 1T CJ:" C’E ] -[ 1
X1 Al T (24 = I p, L e =@y —— %, p )= —[x.2
4 @, ha, @, | Ry 58 Vo b ay a, Lx2 R, [ ] h
que nous pouvons également écrire: (29)
By & ™ Bl (25) clest ce qu'il fallait démontrer...
Nous avons maintenant intérét pour résoudre I'équation différentielle ¢

St vous vous rappelez de la définition des

commutateurs ([« 6] =g ﬁﬂ-): fous avons - d'utiliser les opérateurs non hermitiques & €@ définis (c'est une

définition donc ne cherchez pas trop loin):

(5.2, =% &, ~Pu" 2220 (3)
Ja=0+iP
Nous avons done pour notre oscillateur: ' J2al =@ -iP (30)
» 1 d c* ; i -,
A : 5 axh B e Ce qui nous définit donc les opérateurs (en posant
\fm B Jm R a et Ve, 27 temporairement # = 1) ;

écrivons la définition le commwtateur ;



_gHiP _aextip a1=Q—z‘f:=mx—gp
Np 2ha, V2 fera, s

- Nous retrouvons ces deux opérateurs tres fréquemment en

mécanique quantique et les physiciens parlent alors de "l'opérateur

: v ual P
: de destruction” ¢ et de "'opérateur de création” a.
* Compte tenu de la relation de commutation, nous vérifions :

2aa’ =P+ +1 ot 2ala= PP+ 0% -1 (32)

" Démonstration :
| 2aa’ = (0 +iP)(Q ~iP) = O} +iPQ-iQP + P’

=* —i[QP-POI+ P = Q" —i[Q.P1+ P

=P+ —iti= PR+ 0% 4] (33)
gl

2ala = (Q ~iPYQ+iF) = Q" =iPQ +iQP + P

- O° +iOARFPOIR P @ +ili7] + 7

=P e +ii= P+ 07 -1 (34)
- et d'autre part:

[#,a2']. =aa' —a'a =1

(35)

© Démomnstration:

2aa' ~2ala = (P + @)~ (PP + Q) +1-(-1)=2 (34
et donc en divisant pas 2 des deux cotés de 1'égalité nous avons :
ga’ —ala =1 (37)
Revenons a la relation: ‘

sl N |

p? +Q2)

Utilisons :

Donc:

a 2
rona( 5l
‘ (40)

Nous faisons maintenant I'hypothése que ¥ est une fonction propre
de & associée a la valeur propre », telle gue :

HY = B
= ha, (N'Jr%]?n = hay, [;H.ﬂ@fﬂ
Ly LA, . iy

= i @n



- Cette hypothése est tres importante car nous allons nous en servir
comme principe d'induction pour trouver toutes les [onctions
* propres a partir de celle de 1'état fondamental n=0!

- Etablissons maintenant des relations de commutation entre N et les
= t " I -
opérateurs a ou % . Pour cela multiplions d'abord 4&” ~@'a@ =1 J¢

51
* toul par €, nous obtenons:
Na! —gI i =af 42)

i o bl
" De méme en multipliant @44 ~a@'@ =1 par g _nous obtenons:

all ~Na=a (43)
- Puisque selon notre hypothése ¥ et # sont respectivement fonction

et valeur propre de V, nous pouvons écrire:
NY=n¥ (44)

- Or, nous avons :
Ng = alN —a (45)
- qui multipli¢e a droite par la {onction d'onde donne la relation :

Na¥ = (n-Ba¥ =na¥-a¥ (46)

Cette équation entraine les conséquences suivantes:

- Oubien 8 ¥ = 0 tel que Na¥ = na¥

' ¥ e ~ .
- Ou bien ¢ est fonction propre de N pour la valeur propre n-1 !l
3 : i s T .
Le méme raisonnement établirait que 4 est fonction propre de NV
pour la valeur propre n+1, si elle n'est pas nulle (nous verrons plus

; 1 i :
loin que < ¥ op est jamais nulle):

N(a"®)= (s +1)alw -

2 y : . 5 1ER
Cette relation est importante car si 9 ¥ pest pas nulie pour une
fonction propre donnée elle ne le sera pas non plus pour les autres
fonctions propres de valeur propre 2+ !

" . H, x
Nous savons qu'il existe une valeur propre "9 plus petite que toutes
les autres correspondant au niveau fondamental (voir modéle de
Bohr-Sommerfeld), cette valeur propre existe toujours.

5 : . ¥ i .
Nécessairement, sa fonction propre ~ © obéit a la relation :

a¥, =0 (48)

sinon quol % "1 serait valeur propre et il y aurail contradiction.
, S ” 2 1
En multipliaot cette dernicre relation par ¢ nous cbtenons:

N¥ =0 4



ce qui montre que la valeur propre minimale ™ est nulle. Nous
connaissons done le niveau fondamental de Uoscillateur:

' 1) 1
=Hh +—l==h
By fﬂo[”o 5 5 ) (50)

Remarquee: 1l faut noter que 'oscillateur n'est jamais dans un état de
“repos (mettre 7 = 0 daps l'expression de 'énergie plus haut) ce qui
- veut aussi dire que le z€éro absolu ne peut pas étre accessible puisque
- 1a température "chiffre” I'agitation atomique, or lc repos n'existe pas!
f: Pour obtenir la fonction propre correspondante, nous avons besoin
“de l'expression explicite de a. D'apres:

s ol L L

2
JaRewg &t hrwy (51)

nous avons :

Foe b 23 oA IR L |& 1
Joheay 1 dx ot Ry dx \h @, dQ (52)

¢e qui nous donne:;

po_ 1wl a _1d

car rappelons-le:

d'on:
a
20 = .
@+ a0
J2al = Ca <
| ad (54

d
A b Tl
{ JQ] (55)

. a'
Mais d'apres © 0

d'ot:

1 d

gyl
Ey (56)

so0it (résolution d'une simple équation différentielle):

W .
¥ (D) =% (57)

; s A 4
Nous devons envisager. en réalite, ¢ comme fonction de x par le
biais de la coordonnée réduite (.




D'apres:

VA w, (58)

en introduisant la longueur 4 ©
x=4 Q -—-_"}dﬁ'ﬂ .all‘ Cfg (qg)

avec :

hay
A= 2
18
£ (60)
Nous allons fixer maintenant la constante en utilisant la condition de

normalisation de la fonction d’onde wyo:

+o ~ 0 3 +oo

[ 1af ax=1= | (.r:“’e“‘-’z”) AdQ = 4" : Ig“‘;’}dQ: A c""f&
(61)

et donc ;

1= A" ]2 Ny L -

1] est loisible de choisir la constante réelle et positive, nous avons

finalement:

0,022 _ 4Nz 104 -0R1

Yy =c"e

; , (63)
Corollaire... : D'aprés ce que nous avons vu précédemment, en
faisant agir 2 sur ~® (explicitement nous faisions référence au

w{a'w)=(n +1)alw _
), nous obtenons les fonctions

résultat
propres de N pour les valeurs propres entiéres 1, 2, etc. Nous
vérifierons plus loin que nous épuisons ainsi toutes les valeurs
propres de N.

Il reste a construire les autres fonctions propres et a les normer. En
cifet, si Ty* est fonction propre normée associée au niveau ~*, nous

aly. , s
avons vu plus haut que * est fonction propre associée au

niveau a1, mais il n'y a pas de raison de la normer a nouveau
puisqu'elle est justement associée a une fonction propre déja

normee.
Nous pouvons écrire:
h _
@ yx Ma:.vlyaul (64)
&, o, : 5 g ; 5 ; 5 e
étant un coefficient a déterminer. Exprimons le tait que ~ *% est
déja normée:

e, [* = [@'¥,) (@'¥, )dr = [?i?;-(aa‘q:fn)dx
- o (65)



xS 5 Vo e
Soit en tenant compte de la relation #&' ~&'a =1 noug avons:

e [ = f@:[(l +al @)W, Jdx
> (66)

- Rappelons que V@) = (2 + 1)a'¥®) donc:

]ax |2 = .J‘E’:[(l +tal@)¥ Jdx=n+1
k. (67)

' 5.2 1 _r _
Nous venons de vérifier au passage que 4 ¥ plest jamais nul (fait

- que nous avions suppos¢ plus haut).

Fon ; B o ¥ o .

- Toutes les fonctions ~ # (sauf ™ ° déja fixée) ont un facteur de

- phase arbitraire (notion que nous avons vu lors d¢ la définition des
 états liés et non liés), indépendamment les unes des autres,

i

~l'argument de % reste done 4 notre disposition et nous

choisitons & réel positif. Cela fixe toutes les L :
1 = \
PRl v 1Y (68)

" En itérant cetle relation sur 1a fonction d'onde nous obienons

- aisément (algébre élémentaire):

' (69)
soit en tenant compte des relations suivantes (que nous avons deéja
démontrées précédemment):

ﬁa=@+£§
' =0 - B

R - =172 —1?"1‘,—Q1!‘2
dR g Yo =~ AT T )

Nous avons :

3 1 e
¥ ={A&n!2"‘| " Q—-ff ] g0
’ e (71)

Cette équation prend une forme plus simple, en s'appuyant sur la

relation:

d ' - R
g~ —].f(Q) =gl A g0 £y
[ 40 @ (72)

Vérification:



g R 4 g0 (0) =~ [*Qe‘gmf(!g) +ed2 %f‘fg)}

af)
- o200 or )+ L sy | <[ 0- L r@
odO T Code
(73)
* soit, en langage d'opérateurs;
Qtn._i.{_ = __89132 _..d_._g-g?n
dg g (74)

Alnsi:

dyY L F 3
O s (_‘)lleg b [.__“_] &"Q 2
[ a’Q] dQ b N

Nous obtenons ainsi l'expressionde = *:

¥ by d" 2
T S {—)k(_‘:l\En!T} Vi g7 —Te”g
. : (76)
- Par ailleurs, dans la théorie mathématique des familles de
- polynémes orthogonaux, nous rencontrons les "polyndmes

d'Hermite" Hy définis par:

H(@ = (el Lo
| @
Ce sont des polyndmes de degrés n, pair ou impairs
(Hﬂ =LA =20, M, =40" -2 ). En les employant, nous allégeons
la relation précédente qui devient:
¥, = (ARl e T (Q) g0,

Ces polyndmes constituent done une base orthonornmnée de I'état
quantique global et apparaissent donc naturellement dans
l'expression générale des fonctions/élats propres.

Finalement nous avons :




Tableau: 42.1- Fonctions et énergies propres de l'oscillateur’
harmonique pour n=1..3 :

| A ' . - 5 ¢

- Avec la non moins fameuse représentation graphique avec a gauche

les fonctions propres associées i ot a droite la probabilitg de
- présence :

(80)

En analysant ces fonctions d'ondes, nous retrouvons de nombreux
tésultats classiques : la particule dans le puits de potentiel a une
probabilité de présence plus élargic si ¢lle a une énergie plus haute

- (une bille au fond d'un puits va monter plus haut sur les bords si elle

a plus d'énergie), la particule a plus de chance se retrouver sur ces

-



positions €loignées du centre du puits (la bille a une vitesse d'autant

plus petite qu'elle est haut daps le puits ; elle va donc passer
~ beaucoup plus de temps en hauteur qu'au fond du puits).

Pour tous les calculs ol des particules sont dans un puits de
potentiel, {'approximation harmonique est tres intéressante.





