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Chapitre I

Description statistique des systémes de particules

L. 1. Introduction

La thermodynamique étudie les relations entre l'énergie thermique et l'énergie mécanique pour des
1 ro. r L . 1 . 1 . . 1 . I
systémes matériels formés d'un grand nombre de particules élémentaires, que I'on assimile 4 des points matériels.

On distingue :

-la thermodynamique classique, qui utilise un petit nombre de paramétres mesurables (T,P,V,...) pour décrire

les propriétés macroscopiques d'un systéme a 1'équilibre.
prop P1q Y q

-la thermodynamique statistique, qui exploite le comportement collectif des molécules pour faire des prévisions
sur les propriétés macroscopiques d'un systeme a l'équilibre. Son but est d’expliquer le comportement des

systémes microscopiques a partir de leurs caractéristiques macroscopiques.

Dans le monde macroscopique qui nous est familier, disons le monde a I'échelle du metre, quand nous
posons une tasse sur une table, elle y reste. Dans le monde microscopique, disons a 1'échelle du micron et en
dessous, si nous disposions de tables et de tasses microniques, nous verrons la tasse constamment bouger sur la

table, pour la maintenir fixe, il faudra lui exercer une force.
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Prenons 1’exemple ou on disperse des petites particules microniques (graines de pollen, poussiére,...) dans
I'eau et observons les au microscope. Nous verrons une danse ininterrompue des particules, comme si un vent
aléatoire soufflait & ces échelles. Ceci est la grande différence entre le monde microscopique et le monde

macroscopique.

Si nous Considérons un verre contenant 10 cl d’eau pure, qui se trouve a une pression ambiante de 1 atm

\ . ° o, 24 . . . ,
et 4 une température de 20°C. Elle est constituée de 3,3 10" particules, qui tournent, vibrent et se déplacent dans
tous les sens. Leur vitesse est de 'ordre de 640 m/s, mais comme il n’y a que quelques angstréms de distance entre

deux particules, les chocs sont tres fréquents.

Il est bien sir impossible de suivre ces molécules d’eau indépendamment les unes des autres, et de
connaitre |’état microscopique du systéme. Mais l’expérience quotidienne est que pour un verre d’eau au repos, a
Iéquilibre, il n’est pas utile de connaitre cet état microscopique, pour connaitre les propriétés macroscopiques du

fluide, il suffit d’avoir quatre paramétres :

- le nombre N de particules (ou le nombre de moles, ou la masse totale)
- le volume V occupé
-la pression p du liquide

-la température T.

Généralement, il existe une fonction d’état, N =f (V, P T), qui permet de calculer 'un de ces paramétres

en fonction des trois autres. C’est donc deux images distinctes qu’il faut avoir de ce verre d’eau : dans I'une, 3,3
24 . . , @ . .. . >

10 partlcules, virent et sagltent dans tous les sens en faisant des collisions 1ncessantes, dans lautre, on a un
fluide au repos, enti¢rement décrit par quatre paramétres macroscopiques. L'objet de la thermodynamique est de
décrire les objets du seul point de vue macroscopique a partir de quantités comme la fonction d’état, I'énergie
interne ou I'entropie. L'objet de la mécanique statistique est d’expliquer les propriétés macroscopiques a partir des
propriétés microscopiques des constituants du systéme. Ces deux théories concernent essentiellement des systémes

qui, laissés & eux-mémes, n’évoluent plus de mani¢re macroscopique, on dit qulils sont a Iéquilibre

thermodynamique.

Microscopiquement, ¢a continue & bouger dans tous les sens. Donc le verre d’eau n’est pas a I'équilibre
thermodynamique parce que si on le laisse a lair libre, il va finir par s’évaporer. 11 suffit cependant de mettre un

couvercle sur le verre pour que Peau a l'intérieur atteigne un état d’équilibre. Mais en pratique, l’évaporation est



suffisamment lente pour que le verre d’eau sans couvercle ressemble énormément, par ses propriétés physiques, au

verre d’eau avec couvercle et que I'on puisse le considérer comme un systéme a I'équilibre.

Ce qui est absolument crucial  retenir pour l'instant est le concept de fluctuation aux petites échelles :
plus I'échelle est faible, plus les fluctuations prennent de I'importance. Nous appelons ce phénoméne bruit ou

fluctuation thermique.

Prenons maintenant l'exemple d'une résistance éIectrique non connecté a une source quelconque. Nous
savons que la tension au bord du circuit doit étre nulle. Or, si nous branchons un voltmétre suffisamment précis,

nous constaterons que ce n'est pas le cas, et que la tension fluctue constamment autour de la valeur zéro.

Cette fluctuation est de l'ordre du microvolt, et a4 notre échelle macroscopique n'a pas beaucoup
d'importance. Par contre, pour les circuits miniaturisés, combattre ce bruit devient primordial. Une caméra
numérique a des pixels de l'ordre du micron, si les caméras des astronomes cofitent trés chéres, ce n'est pas
tellement 4 cause du nombre de pixels, mais surtout a cause des circuits électroniques qu'il faut développer pour
réduire le bruit thermique. Notons par ailleurs, que l'amplitude du bruit est une fonction croissante de la

température et les circuits des caméras coliteuses sont maintenus a de faible température.

En général, pour tous les phénoménes physiques que I'on observe, les fluctuations sont Présentes. Clest
vrai qu’on ne les apergoit pas directement dans le monde macroscopique, mais leurs effets sont constamment
présents. Pour comprendre plusieurs phénoménes physiques, nous devons comprendre et prendre en compte les

fluctuations aux échelles microscopiques.

L’objet de la physique statistique est I'étude de I'évolution d’un systéme constitué d’un trés grand nombre

de particules. Le but c’est d’expliquer les lois macroscopiques a partir des lois microscopiques.

La physique statistique est substituée en :
- physique statistique classique

- physique statistique quantique.

Cela est dii en fait qu’une particule peut étre décrite en par :
- la mécanique classique si on peut connaitre la trajectoire lors de I’évolution de la particule qui est soumise a la

force F = my.



Connaitre la trajectoire < connaitre a chaque instant la position q et I'impulsion p, I'état de la particule est décrit

a chaque instant par un point de I'espace des phases (q, p).

-la mécanique quantique si on ne peut pas connaitre la position q et l’impulsion P simultanément.

On fait appel au principe d'incertitude d'Heisenberg :Ax.Apy Z h
L’équation d’évolution s’écrit : ih% = H|¥), si le systéme est conservatif, alors H|W) = E|¥).

, . . . -10 h
ExemBIes : - Pour un électron dans un atome de dimension 1 angstrom (10  m): AxmAvy = h = Avy = i
10734 5 . R [ . .
103100 — 10°m/s : Cette erreur est énorme, donc appel ala mécanique quantique.

. . . . -3 h
- Pour un mobile de masse 1g dont la position est connue avec une incertitude de 1mm (10~ m) : Av, = ——=

10—34

=T 10728m/s : appel a la mécanique classique.

Physique statistique classique

Pour un systéme constitué d’'un grand nombre de particules classiques, on doit connaitre (x,, Y1 Z1> Pxo>
Py Pavs -+ > Xu Yoo Zo> Prw Py Pon) * 6 N dimensions. Chaque point de cet espace est un état microscopique du

systéme classique constitué de N particules.

>, . > 23 . . e
Pour I'étude cla551que d’une mole par exemple (6.10 partlcules), la connaissance des positions et
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impulsions & chaque instant passe par la résolution du systéme suivant (36.10" équations) :

pi =
= la mécanique classique est incapable de connaitre la trajectoire de phase, ainsi, il faut faire appel a I'étude

statistique : chercher la probabi]ité pour que le point représentatif appartient a un hypervoluxne.

Physique statistique quantique

Considérons un systéme constitué d’'un grand nombre de particules quantiques, I'état d’'un systéme est

représenté par un vecteur ket |¥) de l’espace de Hilbert :

[P1), [¥2), ..., [¥n)

Physique statistique quantique
P1 P2, PN } ysiq q q q



L’idée principale est de présenter d’abord la mécanique statistique élémentaire pour en déduire ensuite la
thermodynamique. La mécanique statistique constitue en effet, avec la mécanique quantique et la relativité, I'un

des piliers de la physique moderne.

La physique macroscopique est ainsi condamnée & perdre son caractére fondamental au Profit d’une
physique microscopique : les phénomenes observés a notre échelle sont des conséquences, plus ou moins directes,
de phénomenes et de réalités mettant en jeu les constituants microscopiques et leurs propriétés qu'il convient

d’étudier si I'on recherche une compréhension fondamentale de ’ensemble du monde physique.

La mise en ceuvre au niveau macroscopique des lois microscopiques ne peut se faire que de fagon
Probabiliste, ce qui donne une impression d’approximatif. Mais I'énormité du nombre est rassurant a ce sujet, du

fait que les prédictions donneront une description Pra.tiquement exacte au niveau macroscopique.
L. 2. Perspective historique

Les premiéres applications de la meécanique statistique remontent a la fin du XIX siéecle (théorie cinétique
des gaz). Les fondements de la physique statistique ont été établis par Maxwell, Boltzmann, Gibbs dans les années

1870, en tentant de donner une interprétation mécanique a la chaleur et a la thermodynamique en général.
Le sujet a ensuite été développé par des grands noms tels que Planck, Einstein, Landau,...

— XVII et XVIII siécle : Les premiéres machines et les réflexions des chimistes : D. Papin (1647— 1712 : travaux
sur le vide, les hautes pressions, la machine a Vapeur), Laplace (1749—1827 : transformations adiabatiques),

Lavoisier (1743—1794 : oxygéne, combustion, conservation de la masse)

— XIX siécle : La thermodynamique macroscopique : Carnot (1796—1832 : cycles, moteurs, réversibilité), Joule
(1818—1889 : équivalence chaleur/travail, conservation de I'énergie), Mayer (1814—1878 : conservation de
Iénergie), Clapeyron (1799—1864 : réversibilité, chaleur latente, deuxiéme principe), Clausius (1822—1888 :
deuxiéme principe, entropie, théorie cinétique des gaz), W. Thomson alias Lord Kelvin (1824—1907 : deuxiéme

principe, échelle absolue de température)

— fin du XIX et début du XX siecle : Le développement de la théorie cinétique des gaz : Clausius, et surtout

Maxwell (1831—1879) et Boltzmann (1844—1906)

— XX siécle: La formulation de la mécanique statistique classique : Boltzmann (formulation de I'entropie

statistique) et Gibbs (1902), puis de la mécanique statistique quantique : Einstein, Planck, Fermi, Dirac, . .



Chapitre II

Notions fondamentales de probabilités et statistiques

IL. 1. Notions de combinatoire et de probabilités
I1. 1. La combinatoire

La combinatoire est la branche des mathématiques qui s’occupe de dénombrer (ou de compter) des objets

ou des configurations. Voyons les outils élémentaires de la combinatoire.
IL. 1. 1. Addition, Multiplication, Puissance

11 ya 26 + 10 maniéres différentes de choisir une lettre OU un chiffre. Pour choisir une lettre ET un
chiffre, il y a 26 x 10 configurations, en effet, il y a 10 configurations ot la lettre est le A, 10 configurations ou la
lettre est B, etc. Pour chacun des 26 choix possibles de lettre, il y a 10 choix possibles de chiffre, d’oti un nombre

total de choix égal a 260. Avec le langage de la physique statistique :

«Si deux systémes A et B sont indépendants et ont respectivement Q, et O configurations possibles, alors il y a

O, x Q) configurations possibles pour I'assemblage des deux systémes A et B>.

Cette propriété sera trés importante quand on définira entropie. Considérons un systéme total constitué
de deux sous-systémes A et B mis cbte a cote, on a S, = Sy + Sp. En effet, si les sous-systémes sont isolés entre
eux, il est clair que Q,,, = Q, x €, ce qui aprés passage au logarithme, entraine I'additivité : S, = k Ln€2, + k
LnQ), = k Ln(€2, x €2;) = k LnQ),,, .Cette propriété est cependant beaucoup plus générale et s’étend & deux sous-
systtmes A et B qui peuvent s’échanger de I'énergie, des particules, du volume, etc., & condition que les deux

systémes soient en équilibre thermodynamique I'un avec 'autre et que les interactions soient faibles.
IL. 1. 2. La factorielle

De combien de maniéres différentes N personnes peuvent»elles s’asseoir sur N chaises ?



En effet, la premiére personne qui s’assied a N possibi]ités. Pour chacune de ces possibilités, la deuxiéme personne
a N - 1 choix, la troisitme en a N - 2, etc, jusqu’a la derni¢re personne qui lui reste une seule chaise. Donc le
nombre total de maniéres sera : N x (N - 1) x (N -2) x---x2x1=NLI

Par exemple, pour 5 personnes, on trouve 120 choix.

La fonction factorielle croit encore plus vite qu'une exponentielle. On montre que pour N grand :
N! = V27nN. NNe~N
Il est plus utile d’écrire le 1ogarithme de cette formule : LnN! ~ NLnN — N : (formule de Stirling)

Notez qu’on a négligé le terme Lnv2mN. En effet, Perreur commise est inférieure a 1,5% pour N > 50.
IL 1. 3. Les arrangements et les combinaisons

- De combien de maniéres différentes peut-on choisir P objets parmi NV, sachant qu’on peut les distinguer ?

Réponse : Nombre de combinaisons de P éléments parmi N, C’est-a-dire :

N!

NX(N-DXN=2xx (N=P+ D =g

P termes

C’est le méme raisonnement que pour la factorielle. On choisit les objets dans I'ordre, et cet ordre est important
que p ] p
puisqu’on distingue les objets. On a N choix pour le premier objet, N -1 pour le deuxiéme, etc. jusqu’au Py, et

dernier objet pour lequel onaN — (P — 1) choix. Par exemple, pour N =5 et P = 3, on trouve 60 possibilités.
- De combien de maniéres différentes peut-on choisir P objets parmi N, sachant que I'on ne peut pas les
distinguer ?

Réponse : Nombre de combinaisons de P éléments parmi NV, c’est-a-dire :

1 N! N
ﬁN><(N—1)><(N—z)><---><(N—P+1)=m=(P)

P termes

Il $’agit juste de prendre le résultat précédent et de diviser par P!. En effet, pour chaque configuration ot 'on ne
distingue pas les P objets choisis, il y a P! configurations ou on les distingue (c’est le nombre de maniéres de

classer ces P objets), d’ou le résultat. Par exemple, pour N =5 et P = 3, on trouve 10
(lg) se note aussi parfois CR (aTenvers) et s’appelle le coefficient binomial ou le binomial.
Lorsque N, P et N - P sont grands, on peut utiliser la formule de Stirling pour évaluer (Il\)l) :

Ln (ll\j) ~ NLnN — PLnP — (N — P)Ln(N — P)



I1. 2. Probabilités
IL. 2. 1. Probabilités discrétes

On considére des expériences (par exemple, lancer deux dés, un rouge et un bleu) qui peuvent avoir
2
plusieurs résultats possibles, dans l’exemple, il y en a 6 =136 : «le dé rouge vaut 1 et le dé bleu vaut 1», «le dé

rouge vaut 1 et le dé bleu vaut 2», . . ., «le dé rouge vaut 6 et le dé bleu vaut 6».

Chaque fois qu’on répete l’expérience, on fait un tirage, et on appeHe événement toute propriété (vraie ou
fausse) du résultat d’'un tirage (par exemple, «la somme des dés vaut 6», «les deux dés ont la méme valeur», «le dé
rouge vaut 3» sont des événements). En particulier, chacun des résultats possibles du tirage (le dé rouge vaut 1 et
le dé bleu vaut 1, etc.) sont des événements. La probabﬂité d’un événement est, dans l’hypothése ou l'on ferait une

infinité de tirages, la fraction des tirages ol I'événement est réalisé¢. On a donc : 0 < Proba (événement) < 1.

La probabilité d’un événement impossible est 0, et la probabilité d’un événement siir (qui est toujours
vrai, quel que soit le tirage) est 1. Si on connait les probabilités de chacun des résultats possibles de I'expérience,
on peut calculer la Probabﬂité de n’importe quel événement en additionnant les probabilités des résultats
favorables. Ainsi, par exemple : Proba (Somme des dés=4) = Proba (Rouge=1 et Bleu=3) + Proba (Rouge=2 et

Bleu=2) + Proba (Rouge=3 et Bleu=1).

En particulier I'événement str est réalisé quelque soit le résultat : C’est la condition de normalisation :

Proba(résultat) = 1

résultats possibles

L’hypothése la plus simple est de supposer que tous les résultats sont équiprobables : aucun n’est
privilégié, ils ont tous la méme chance de se produire. Ainsi on obtient Proba (résultat) = Cste = 1/(Nb de
résultats possibles), puis, pour un événement quelconque :

«Dans le cas équiprobable, la probabilité d’'un événement est le nombre de résultats favorables divisé par le
nombre de résultats possibles».

On peut aussi utiliser les propriétés suivantes :

Proba (A ET B) = Proba (A) x Proba (B) Si A et B sont indépendants

Proba (A OU B) = Proba (A) + Proba (B) - Proba (A ET B)

On dit que deux événements A et B sont indépendants si la probabﬂité d’observer B sachant que A est

réalisé est la méme que la probabilité d’observer B quand on ne suppose rien sur A.



IL 2. 2. Variables aléatoires et espérance

Pour simplifier les expressions, on donne souvent un nom, par exemple X, au résultat d’un tirage qui est
appelée variable aléatoire associée au tirage. Pour chacune, on définit une loi de probabilité Px(x) = Proba (la
variable aléatoire X est égale ax).

(x est souvent un nombre, mais pas toujours). Par exemple, si X est le résultat d'un dé, on a px(1) = px(2) = px(3)

= px(4) = px(5) = px(6) = 1/6 et px(x) = 0 pour x & {1,2,3,4,5,6}.

Si on a deux variables aléatoires X et Y on peut définir une loi jointe pxy (%, y) définie comme la
probabilité que X vaille x et Y vaille y, etc.
L’espérance mathématique joue le méme réle que la moyenne en statistique, elle est en quelque sorte, la

«moyenne espérée» définie par:

X=(X)= ZXPX(X)

X

La somme se fait sur tous les résultats x possibles du tirage. L’espérance est également notée parfois EX. Dans le

casdudé: X =1x(1/6)+2x(1/6) +...+6x(1/6)=3,5.

Le jeu est dit équitable lorsque l'espérance mathématique de la variable aléatoire définissant le gain
algébrique est nul. Donc l'espérance mathématique représente le gain moyen, négatif dans le cas d'une perte,
positif quand le cas d'un gain.

Remarque : il ne faut pas confondre I'espérance d’une variable aléatoire, que I'on vient de définir, et Ia moyenne arithmétique que
l'on fait quand on additionne N nombres (par exemple les résultats d'un dé) et que I'on divise le résultat par N.

Si X et Y sont deux variables aléatoires, et si A est un nombre, alors :

>
>

=<

( toujours vrai \
J X+Y=X+Y toujours vrai L
X =X toujours vrai
lX XY =XXYsiXetY sont indépendantsJ

II. 2. 3. Variance et écart type

L’espérance d’une variable aléatoire nous donne une premiére information sur la distribution de cette
variable. Une deuxiéme information importante est la variance, qui est la moyenne des écarts quadratiques a la
moyenne. Par définition, on appelle variance de la variable aléatoire X :

Var(X) = (X — X)?

Ce qui se simplifie par linéarité de l’espérance, et donne la formule suivante :
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Var(X) = X2 — 2XX + X2 = X2-2X? + X2 = X2 - X?
Note : Regardons les unités, si X est en méire, V(X) est en m, si X est en litre, V(X) est en litré’. On souhaite un

indicateur de dispersion qui ait Ia méme unité que X : il suffit de prendre Ia racine carrée de la variance.
On obtient ['écart-type : Ecart type de X = 6(X) = /Var(X)

L’écart type, est de la méme dimension que X. La variance est un nombre positif, car c’est l’espérance
d’un carré. L'écart type d'une variable aléatoire sera surtout utilisé dans le cas des variables aléatoires continues et

de la loi normale.
IL. 2. 4. Lois de probabilité usuelles

- af Lois discrates :
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétre N, P, notée X— B(N,P)

X =(0, 1, 2, ..., N) de probabilité (Py, P, P,, ..., Py) : b, = P(X = i) = C p'qN~}, avec p+q = 1.

N
P = ZCL plg"i=(p+N =1

N
=0 i=0

1

Formule de biné6me de Newton.
- b/ loi de Poisson :

. . s . . . . . o
soit A>0, une variable aléatoire suit la loi de Poisson si : P(X = i) = e™ T

- ¢/ Lois de Laplace-Gauss :

(x-m)?

1
exp —
V2mo? P 202

X—N(m,0) si: P(x) =

11



Chapitre III

Entropie statistique

IIL. 1. Définition statistique moderne de l’entropie

La définition macroscopique de Clausis au milieu du cycle dernier est S = Q/T, concept d’évolution. La
P1q Y P

définition microscopique de Boltzmann (vers 1875) S = kyLn{). Boltzmann était tellement satisfait avec cette définition

qu'il I'a fait gravé sur sa tombe. C’est une définition statistique moderne, issue de I'information de Claude Shannon

(1949) qui est le résultat d’études sur Iutilisation optimale des moyens de communication (téléphone, télégraphe,

télévision, ...).

Une information désigne un ou plusieurs événements choisis parmi un ensemble fini d’événements

possibles. Une information est d’autant Plus importante que la probabﬂité qu’eﬂe se produise est faible.
III. 1. 1. Eléments de théorie de l'information

Soit un ensemble discret d'événements e;, (i=1,..,N). On note P; leur probabilit¢ de réalisation,

vérifiant bien entendu les conditions :

N
=1 avec0<P <1
=1

1

Ces événements discrets correspondent a des microétats ¢, accessibles au systeme étudié.

Si I'une de ces probabilités, P, est égale a 1, toutes les autres sont nulles : on dit que I'événement e; est
certain, tous les autres impossibles. Dans ce cas, notre information sur le résultat de I'expérience est complete : il
va étre a coup str € Ainsi, toute autre distribution de probabﬂité (P) correspond a un certain manque

d’information, que nous voulons chiffrer.

En théorie de I'information, I'information est 'opposée du logarithme de la probabilité : I = —LnP.

12
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Si l’entropie est nulle, c’est que P=1,il y aun seul microétat dans lequel peut se trouver le systéme et on
connait donc tout de lui. Si I'entropie est positive, il y a beaucoup de microétats possibles, et il nous faudrait de
I'information supple’mentaire pour déterminer parfaitement le microétat du systeme (cette information manquante
est d’autant Plus grande que l’entropie est grande). A l'équilibre, l'information d'un systeme doit étre minimale, ce

qui revient & dire que son entropie d'information (ou information manquante) doit étre maximale.
VP, = S>0,etsi P,=1= 50,0, ...,1, ..., 0) = 0
Dans ce contexte, l'entropie est définie comme la moyenne de l'information contenue dans le syst‘eme :
N
S=(I)= —kZPi LnP,
i=1

Dans le cas d'un systéme ou tous les événements sont équiprobable, ot on ne peut pas favoriser un

événement i sur un autre, la probabilité pour un événement i est simplement P, = 1/€2.

|~

Q) est le nombre total de cas possibles, S(P;, ..., Py) est maximum ssi P, =P, = - =Py = 5

N
hld—l

= Spax = —k XN, P LnP, = -k YN, P, Lné = KkLnQ = kgLnQ
=1

Nous retrouvons le premier postulat : tous les micro-états accessibles au systéme sont équiprobables. A Iéquilibre,

aucun micro-état n’est favorisé : 'information sur le syst¢éme est minimum et son désordre est maximum.

Remarques :

- On imposera toutefois que k soit la constante de Boltzmann kg affin de pouvoir identifier les entropies t]zermodyuamique et
statistique.

- Soit un corps pur donné. Pour une pression donnée, on constate que / ’entropie molaire des corps purs est :

Sm corps pur gaz >> Sm corps pur liquide > Sm corps pur solide

Cela signifie que ['on ignore moins de choses sur I'état microscopique solide que sur I'état microscopique gazeux. On a une structure

ordonnée & grande distance dans les solides : réseaux cristallins et absence d'une telle structure dans les gaz.

III. 2. Interprétation statistique
Nous introduisons ici les concepts de microétat et de macroétat :

Définition : On appelle microétat toute configuration microscopique d'un systéme. En d'autres termes, il s'agit de

I'état quantique (ou état propre) dans lequel se trouve le systéme en un instant donné. Nous appellerons micro-
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état classique I’ensemble des configurations qui sont dans une cellule. A un micro-état classique correspond donc

une infinité de configurations.

Définition : On appelle macroétat 1'état propre dans lequel se trouve un systéme macroscopique en un instant

donné. On dit généralement qu'un macroétat est constitué d'un trés grand nombre de microétats.

Considérons ainsi une boite macroscopique munie de parois fixes et adiabatiques, contenant de I'argon,
dans les conditions usuelles de température et de pression : T = 273,15 K, p = 1 atm, V = 22,4 L, le nombre de
particules de gaz a l'intérieur de la boite est ainsi égal au nombre d'Avogadro N,y = 6.1023. Comme notre boite est
initialement divisée en deux enceintes de méme volume, séparées par une paroi adiabatique : celle de gauche
contient tout le gaz et celle de droite est vide. Notons N respectivement Np, le nombre de particules de gaz dans

le compartiment de gauche respectivement de droite. A l'instant initial de I'expérience N = N et Nj, = 0.

.. .hl.G.. -. “ ND

A 1'état d'équﬂibre final, lorsque nous retirons la paroi, on s'attend a priori ace que celui-ci se caractérise

par Ng = Np = N/2.
IIL. 2. 1. Distribution statistique des microétats

On peut conclure qu’il y a autant de particules de gaz dans le compartiment de gauche que celui de

. o . 4 . — 1 .
dr01te, ainsi que la somme des vitesses de ChOC avec les parois s’annule en moyenne (V = ﬁzi\il Vi = 0), on dlt

que le systéme est en équilibre thermodynamique de point de vue macroscopique.
III. 2. 2. Description d'un systéme macroscopique

Un systéme macroscopique est un systéme constitué d'un tres grand nombre de particules. La description
d'un tel systéme passe par la détermination de lI'hamiltonien qui régit son évolution, noté H, qui décrit I'essentiel
des champs de forces et des liaisons imposés au systeme. Par exemple, pour un gaz quelconque contenu dans une

enceinte, on utilisera en premiére approximation le modele du gaz parfait (énergie potentielle nulle), ainsi :

p? . . . ) . .
H= Zlﬁ Ensuite, on affine le modéle en tenant compte d'éventuelles perturbations (forces non-conservatives

notamment) qui constituent un hamiltonien de perturbation noté W : H,, = H +W.
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Deés lors, les microétats du systéme sont les états propres (I)i de 'hamiltonien approché. Cependant, sous
l'influence de W, ces états propres ne sont pas des états stationnaires mais des états pseudo—stationnaires. Par
conséquent, le systtme n'occupe pas une fois pour toute un microétat donné mais effectue des transitions
aléatoires entre microétats. Il est donc naturel de chercher a calculer la Probabﬂité d'occupation, par le syst‘eme,
d'un microétat donné. Pour cela, la méthode la plus intuitive est de réaliser un tres grand nombre de mesures N

affin de déterminer le nombre de fois N(i) que le systéme passe par le microétat ¢,. La probabilité de réalisation de

nbre de cas favorables . N(@)
= llI'I’lN_,00 T

ce dernier est alors : Pl = -
nbre de cas possibles

Pour décrire notre systéme macroscopique, nous avons besoin en plus d'outils pratiques :

- la densité d'état p(E) : le nombre dN(E) de microétats d'énergie comprise entre E et E + dE est donné par la

relation : dN(E) = p(E)dE

- le nombre (I)(E) : le nombre de microétats d'énergie inférieure ou égale a E, permettant de calculer explicitement

P(E). En effet, on a : dN(E) = ¢(E +dE) — §(E) = J2dE = p(E)dE
D’ou : p(E) = %
E + dE
=1L

Etats quantiques

L ¥ _ dont I'énergie < E

Remarque :

- Signification physique de dE : est un intervalle énergétique 4 la fois trés grand devant I'échelle microscopique :

dE » |E; — Ej11), et trés petit devant ['échelle macroscopique, représentée par l'incertitude de mesure de I'énergie.

Le nombre total de particules est défini par : N = ¥; N, et I'énergie totale est : E = ¥ N; E;, d'otr :
dE N; dN;
1 1 1 1
dE
W=Zpid]5i+21aidpi = 5W +8Q = dU
i i

Premier principe de thermodynamique pour une particule de gaz.
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IIL. 2. 3. Particules libres enfermées dans une boite macroscopique

Il s'agit d'une application simple du paragraphe précédent. Nous plagons une mole d'hélium (N
particules libres soumises & aucun potentiel) dans une boite parallélépipédique de cotés L,, L, et L,, le tout dans les
conditions standards. L'objectif principal est de déterminer l'expression de la densité d'état p(E). Pour ce faire,
nous allons d'abord étudier le cas ou il n'y a qu'une particule dans la boite, puis nous généraliserons 4 un nombre

N quelconque.
IIL 2. 3. 1 Cas particulier d'une seule particule de gaz

Nous commengons par un systeme tellement simple, qui est constitué d’une particule libre enfermée dans
une boite parallélépipédique (la particule ne peut pas sortir de la boite), d’arrétes L,, L, L, et de volume V =

L.L.L

Xy Tz

Energie (u.a

U>teo

Pour aboutir a 'expression de la densité d'état, il nous faut effectuer le traitement quantique. Deux
méthodes sont ge’néralement employées : la méthode des conditions aux limites strictes et la méthode des

conditions aux limites périodiques.

a) Conditions aux limites strictes

. . . . . . 1 . . n? d?y(x
- A une dimension : il nous faut résoudre l'équation de Schrédinger stationnaire —%% = E,P(x). Ses
. i _i \ 2mE . , .,
solutions sont de la forme Y(x) = Ae'™* + Be % ou k(x) = 2 *. Notre particule étant confinée dans un

puits de potentiel unidimensionnel de largeur L,, de profondeur infinie.

La méthode des conditions aux limites strictes impose que P(0) = W(L) = 0. Il est alors facile d'obtenir

l'expression des états propres et des énergies propres :

R n2

—x_
2m 12

2 ny T
Y(x) = L—Xsin( f; X), Ep, =

. . o L
ot1 n, est un entier naturel non-nul défini par : ny = ky ?X
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On peut compter le nombre d’états propres tel que I'énergie < E, qui n’est que n, : $(E) = n, = 2mlx VE.

m2h2

- A trois dimensions : la généralisation est immédiate : 1'énergie totale 4 trois dimensions est la somme des
g g

énergies & une dimension de méme que l'état propre correspondant a trois dimensions est le produit des états

propres 4 une dimension. Ainsi, nous obtenons :

VU(xy,z) = %stin <n£(_11 x) sin (nﬁ,_n y) sin <nzn z)

y

m2h? (nZ n§ n?
Enonyn = o (Bt T2

On remarquera en outre que l'énergie totale de la particule s'écrit :
hz
— (1.2 2 2
Enenyn, = 5~ (k% +k§ + K7)
- Calcul de (I)(E) : On se place dans l'espace des vecteurs d'onde : les microétats accessibles au systeme sont
ssentés par | des parallélépipedes (mailles) élémentaires de cotés ——, — et —. Du fait que ch
representes par les sommets des parallélépipedes (ma1 es) ¢lementaires de cotes —, L_ et L_z Du fait que chaque

Ly Ly

sommet appartient 4 8 mailles distinctes. Il ya donc en moyenne, sur un grand nombre de mailles, un sommet
par maille. Ainsi le nombre de micro-états ayant une énergie inférieure 3 E n'est que le nombre de

parallélépipédes, qui sont compris dans une sphére de rayon R:

2mE

k% +k§ + kZ<R? =

hZ

A
1 |
— » Iy
Tlg
I8 de sphére

Les microétats accessibles au systéme sont compris, dans I'espace des vecteurs d'onde, dans la sphere de

5 o 2mE . . . \ . .
centre ['origine et de rayon R = —z— Néanmoins, il faut garder a l'esprit que n,, n, et n, sont des entiers

naturels non»nuls, donc kx, ky et kZ sont strictement Positifs. Donc, les microétats accessibles ne sont contenus que
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dans le huiti¢éme de cette sphére. Enfin, nous déduisons l'expression de (I)(E), quotient du volume accessible dans

- 1-[3
I des K par le vol d llélépipede élémentaire de cet el
espace €s par € volume d un para (S eplpe € elementaire de ce espace v

14 3 3
(E)_§-§HR3 14 <2mE>E V_14 @mERV _4nv . .o
PE =" T3\ ) WTE3 e e 3w
v (z)

- Calcul de p(E) : Il ne reste plus qu'a dériver |'équation précédente :

d 2V
p(B) = T =2 o2 vE

b) Conditions aux limites périodiques

La manipulation des conditions aux limites stationnaires (¥'= 0 aux bords de la boite) est, en général, une
source de complication des calculs. Pour un solide macroscopique, pour lequel on néglige les effets de bord, il est
équivalent d’utiliser des conditions aux limites périodiques, appelées Born Von Karman, ou on impose I'égalité
entre W(0) et W(L) sans pour autant imposer que ces deux termes soient nuls. L'idée physique étant que si 'on
juxtapose des solides identiques, on attend que les propriétés physiques, dictées par la fonction d’onde, soient

identiques.

La résolution de I'équation de Schrodinger stationnaire donne désormais pour solutions les ondes planes

1 i . . 21 . . .
Y(x) = JL_e'kXX avec cette fois-ci ky = ny I n; entier relatif et non plus entier naturel non nul.
X X
. . . N . . . . h2k2
A une dimension cela revient a écrire que W(x) = ¥(x+L), I'énergie de la particule s'écrit : E = T~
p
-0—0—0—00000 L=
0 L x
o 1s . AR T . (1 1 Rr
A trois dimensions, la généralisation est encore immédiate : W(x,y,z) = N ekt
2
4m?h? (n)? N ng, N n,?
nl’nl’nl = —| —|/ —_— —_—
Ty 2m 12 L§, 12
. , . . . 2mE
La encore, on remarque que l'energle de la partlcule est donnée par k,z( + k}z, + k% =Tz Comme les n; sont des

entiers relatifs quelconques, les microétats accessibles au systéme sont cette fois-ci contenus dans toute la sphere

N 2mE s [
de centre I'origine et de rayon fh—z et non plus dans son huitiéme comme précédemment. Cependant, ce facteur

. . ' Az o s 1. 21z . ; . 2m 2m 2m 8m
est compensé par le fait que le volume d'un parallélépipede élémentaire est désormais de — — — = —.
Ly Ly L,  V
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. . 4 . .
Ky
. . d . .
=T
L
. . q . -—

4 3 3
(E)_§HR3_ v o4 (2mE>E Vo4 @mB: 4V 8 m-
*E) =g T 3"\ 2 MEE=P =g =

= @-§“W =3

v 2m

do _ v (Zm)% VE

On retrouve donc comme prévu les mémes expressions pour O(E) et p(E) que dans le cas des conditions

aux limites strictes.

IIL. 2. 3. 2. Généralisation & N particules

Nous adoptons ici les conditions aux limites Périodiques, qui est un point essentiel pour la construction

des bandes d’énergie dans les solides : bandes de valence, bandes de conduction, gap des semi-conducteurs

reposent sur la prise en compte de la périodicité.

Par analogie avec le cas d'une particule de gaz, le volume accessible dans l'espace des Kk est celui d'une

hypersphere, en dimension 3N, de rayon /ZhizE :

3N 3N
m2 (2mE\2

Le volume d'un parallélépipede dans les conditions périodiques est :

Vay = canR3N =

2m 2m 2m\N _ (@m)N
Ly Ly'L,) — VN

Par conséquent, nous obtenons :

3N 3N 3N
mz VN 2mE\Z VN 2mmE\Z
b« 2 e () = ()
(3N), (2n) h h
T .

&

3N 3N

N 2 (3N N 2 (3N
o(E) _3NV (anm) z2 G __V (2112111) sy
2(3_N), h (3_N_1)l h
2/ 2 ’
En négligeant 1 devant 3N/2, il vient que :

N 3N

p(E) = 3N (2mmE)Z

h

N (7)!
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Nous verrons toutefois au chapitre suivant que ces résultats se révelent inexactes dans le cas ou les

particules de gaz sont toutes identiques.
IIL. 2. 4. Principe ergodique

Pour décrire un systéme macroscopique, nous avons jusqu'é maintenant adopté une approche temporelle,
consistant 4 effectuer un trés grand nombre de mesures sur le systéme. Soit une grandeur physique notée A dont
les différentes valeurs possibles sont indexées par A;. Avec cette démarche, nous pouvons écrire que la valeur
moyenne temporelle de A, est égale a : (A) = ¥;A;P, ou P, = limN_,w%et, comme précédemment, N est le

nombre de mesures effectuées et N(i) le nombre de fois que A prend la valeur A,

L'approche du thermodynamicien Gibbs est différente : au lieu de prendre un unique systeme sur lequel
on effectue un trés grand nombre de mesures, on prend au contraire un trés grand nombre de syst¢mes (N) dont
on effectue la mesure 4 un instant donné. On réalise dans ce cas une moyenne d'ensemble. Calculons la moyenne

d'ensemble de notre grandeur A

(A) = %ZiAiNi

Or on a vu que pour N assez grand, % = P.. D'ous le principe ergodique :

(A) = Z_Aipi

Ce principe suppose implicitement I’équiprobabilité des micro-états. On peut le comprendre trés

simplement de la maniére suivante :

Analogie : Considérons un dé non truqué. Cet objet a six états accessibles qui sont associés a chacune de ses six
faces. La probabilité d’observer I'une d’entre elles est égale 4 1/6. On peut étudier ce systeéme en langant plusieurs
fois le dé et en notant le résultat obtenu. Par exemple, on peut faire une mesure pendant 10" s en langant le dé
toutes les 10 s, ce qui fait N = 103 essais. A la fin de l’expérience, on aura obtenu N, fois la valeur 1, N, fois la
valeur 2, . . ., N fois la valeur 6. Bien entendu on a N, + N, + ... + N¢ = 10" La probabilité d’obtenir la valeur i
est égale a Ni/N. Lorsque N — oo, cette valeur tend vers 1/6. Cette maniére de procéder, avec un seul dé que I'on
jette plusieurs fois pour évaluer la loi de probabilité, revient a faire une moyenne dans le temps sur un seul
systtme. On peut réaliser la méme mesure en prenant un ensemble de N dés identiques et en les jetant une seule
fois. Dans ce cas, N, dés indiqueront la valeur 1, N, la valeur 2, etc.. La probabilité d’obtenir la valeur i sera égale

4 Ni/N. Cette maniére de procéder, avec un ensemble de dés que lon jette une seule fois, revient a faire une
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moyenne sur un ensemble. L’hypothése ergodique suppose que lorsque N — oo, les deux expériences conduisent

au méme résultat.
IIL 2. 5. Description d'un systtme classique

Pour un systéme classique, I'état d’une particule ponctueﬂe a un instant t, donné est caractérisée par sa
position q et son impulsion p. Si on a affaire & un systéme constitué de N particules, son état classique instantané
est défini dans un espace 4 6N dimensions appelée espace de phase. La dimension de I'espace de phase peut donc

. . . 23 .
étre glgantesque POUI’ un ensemble macroscoplque compose de N =10 partlcules :

qi(to), pito) {i=1,..,N}

espace de phase

11 s'agit donc d'un vecteur 4 2N composantes. Le probleme est de savoir comment nous allons compter le

nombre de microétats accessibles au systéme

Nous faisons I'hypotheése que ce systéme est isolé : son énergie E est fixée, mais connue a dE prés. Ainsi,
les microétats accessibles au systéme sont tous les couples (x, px) vérifiant l’équation de 1’énergie E= % Dans
I'espace des phases, il s'agit en général de I'équation d'une ellipse. L'énergie du systéme étant connue a dE pres, les
microétats accessibles au systéme p(E) a la limite classique, sont donc tous les couples de points (x, p,) de l'espace

des phases contenus entre les deux ellipses d'énergie correspondante E et E+dE. Ce qui fait en fait une infinité de

couples de points !

(2m(E+dE))+2

~_ | 77
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Nous allons découper l’espace des phases en cellules élémentaires, dont les dimensions sont suffisamment
réduites pour qu'aucune grandeur ne varie de fagon appréciable a I'intérieur d’une telle cellule. Ce découpage
s'impose de fagon naturelle si I'on applique le principe d'incertitude d'Heisenberg.

Px
Limite classique

Meécanique classique / Meécanique quantique

dx.dp, » h dx.flpy 2 R

dx xdp, = h

Cette remarque conduit 4 définir la notion de cellule élémentaire de I'espace des phases 2l s'agit d'une
cellule de dimensions dx. dpy telle que deux points de I'espace des phases appartenant a cette cellule se rapportent
au méme microétat. En introduisant des cellules dans I’espace de phase, nous sommes passés d’un nombre infini
de configurations, 4 un nombre fini de micro-états. Néanmoins, dx et dpX sont arbitraires et le nombre de micro-
états dépend de ce choix. La mécanique quantique permet de préciser la valeur qu’il faut attribuer au produit dx

dpX pour que le nombre de microétats classiques soit égal au nombre de micro-états quantiques.

. \ . , , . 13 . ,
Un état quantique & une particule occupe un volume de I'espace de phase égal 2 h”. Un micro-état

quantique & N particules occupe donc un volume de 'espace de phase égal a .

Dans le cadre de la mécanique classique, il faut qu’on reste dans des situations ou les incertitudes avec

lesqueﬂes sont connues les valeurs de la position et l’impulsion ont un produit supérieur a h.

En effet, reprenons l'exemple des particules d’'un gaz parfait confinées dans une boite cubique de volume
V. Nous calculons ¢(E) et p(E) par I'approche classique dans I'espace des phases est :
L oL (L 41 3
®(E) = fd3q d3p =f f f dxdydz J:U dpxdpydp, = V.— (2mE)2
o Jo Jo Ty 3
p3+p§+p5<2mE
A la limite classique, la taille d'une cellule élémentaire 4 trois dimensions est h3, et le nombre de cellules

dans une sphére de rayon R devient :

_4mv 3 _d¢ _ 2mV 3
$(E) = 275 (2mE)z =p(E) = 5 = 25 2m)2vVE

Ce qui correspond exactement aux résultats du calcul quantique (en prenant en compte les effets quantiques).

Dans le cas de N particules, le nombre de cellules dans une hypersphére de rayon R devient :
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1 VN
O(E) = =% d3Nq a3Np = f dqix dq;ydqy, ... dqny dqnydang f dp; ...dpsy = W%NRSN

N——r
A Yip?<2mE

- Particules identiques 4 la limite classique :

Dans le cas ot les particules sont identiques, on ne peut pas discerner entre une particule et une autre,

ainsi, il faut tenir compte du nombre de places (combinaisons) que peut prendre chaque particuie :

Particule 1 Particule 2 Particule N

91 P 92 P2 N PN N places
% P2 G P1 qn PN N-1 places
qn PN 1 place

Dong, le nombre total de combinaisons est de N x (N-1) x (N-2) x ... x 1 = NI

1

®(E) devient : NN

f d3Nq d3Np
IIL 2. 6. Généralisations aux problémes analogues :

Les méthodes de description mathématique déveioppées dans le cadre de la Physique statistique ont
trouvé des applications dans pratiquement tous les domaines de la physique moderne ou de la chimie, mais aussi

en économie, dans les sciences humaines, etc.

La formulation moderne de cette théorie se fonde sur la description des systemes physiques étudiés par le
biais d'ensembles statistiques. De tels ensembles représentent la totalité des configurations possibles du systeme
associées 2 leur probabilité de réalisation. A chaque ensemble est associée une fonction de partition qui, par
manipulations mathématiques, permet d'extraire les grandeurs thermodynamiques du systeme. La présentation de
la physique statistique distingue nettement les différentes distributions statistiques des états microscopiques d’un
systéme a I'équilibre suivant la situation physique dans laquelle est placé ce systeme :

— Ensemble microcanonique : systeme isolé, énergie et nombre de particules fixés

— Ensemble canonique : systéme en contact avec un thermostat dont la température est imposée, mais le nombre
de particules est fixé

— Ensemble grand canonique : systéme en contact avec un réservoir d’énergie (qui impose sa température) et un

réservoir de particules (qui impose son potentiel chimique).
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Chapitre IV

Distributions de Boltzmann-Gibbs

IV. 1. Ensemble microcanonique
IV. 1. 1. Distribution microcanonique

On appelle distribution microcanonique la distribution statistique des états microscopiques d’'un tel
systéme a l’équilibre. Nous considérons un systéme de N objets microscopiques identiques : atomes, molécules, ...
On suppose que le systéme est isolé du milieu extérieur par des Parois fixes, adiabatiques et non-poreuses : il
n’échange ni travail ni chaleur avec lextérieur. L'ensemble des parametres extérieurs qui définissent I'état

macroscopique comprend l’énergie totale E, un nombre de particules N et le volume V, qui sont conservés.

Malgré que le systtme soit isolé, son énergie n'est connue qu'a dE prés. En plus, L'ensemble

microcanonique découle également du postulat de Boltzmann : Si un systéme macroscopique est 4 I'équilibre et

posséde une énergie entre E et E+dE, alors tous les microétats de ce systéme ayant une énergie entre € et € + d€
sont a priori équiprobables (tous isolés identiques, et préparés de la méme facon du point de vue macroscopique).

Soit Q(E) le nombre d’états accessibles au systéme :

1
Pp=——= SIE<E <E+8E
{1 am SSIE<E <E+

=0 sinon

Bien entendu, cette valeur commune des probabilités des états accessibles est déterminée par la condition de

normalisation :
Q(E) Q(E)
LR R
| = =
=1 =1 OE)

IV. 1. 2. Entropie microcanonique

L’entropie microcanonique est une fonction des parametres extérieurs (E, x) qui déterminent son état :

Q(E) Q(E) Q(E)

1 1 1
S*=S (E,X) = —kZ PILI'IP] = —k; 5].;115: kﬁLnQ; 1 = kLnQ
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Remarques :

- On peut remp]acer() par une fonction appe]e’ fonction de partition microcanonique Z,,, tel que : Zm = eks”

- S =S8 (E, N, V). Pour un mélange de k espéces, S dépend de N,, . . ., Nj. :dS = %dE + ng + Z%dNL-

1 as*
De méme on définit la température microcanonique T" de ce systéme par la relation : e ( 3E )
x

Notons que ['entropie microcanonique S* est une fonction croissante de son énergie E, car le nombre d'états accessibles
croit avec | ’énergie (les autres paramétres extérieurs (x) étant maintenus constants), par conséquent Ia température microcanonique
T™ est toujours positive.

Or, par définition de la situation microcanom'que, T est égz/e ala tempe’rzture du thermostat T, ainsi on peut définir une constante

B par: B = % ots k = ky est Ia constante de Boltzmann (ky = 1,38 x 10" J/K).
Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Considérons une fonction f de n variables indépendantes : f(x;, - - - x,). Sa différentielle aux points x;
§écrit : df = aa—xfldxl + %dxz 4ot %dxn

Une condition nécessaire pour que la fonction f Posséde un extremum (maximum ou minimum) au point x; est

of of of
f= it:—=0;, —=0; ..— =
que df = 0, soit o v S o
Supposons maintenant qu’il existe une contrainte entre les variables x;, - - - ,x,, autrement dit, il existe
une certaine fonction g(xl, ce. ,xn) = 0. Un procédé général a été proposé par Lagrange, dont I'idée consiste a

absorber la contrainte dans la définition d’une nouvelle fonction. Soit en effet la fonction f = Ag, oit A est un

parametre appelé multiplicateur de Lagrange. On peut donc écrire directement :
of og

+ag) =0 L 4528 .

df+rg) =0 e A o, 0 pour tout x;

Ces n équations et la contrainte g= 0 déterminent donc les n +1 inconnues Xps Xy A

A

Si l'on a quelques réticences a admettre l’hypothése microcanonique, on peut toujours retrouver la
distribution microcanonique par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Considérons I'entropie S de notre
systéme isolé (S = —k X P|LnP;). Nous cherchons 4 déterminer le maximum de S par rapport aux P; tout en
satisfaisant a la relation de contrainte Y} P} = 1.

Soit L(P) = S — A, (3P, — 1), ot A, est le multiplicateur de Lagrange associ¢ a la relation de contrainte ci-dessus,

ainsi :

P _ ., 2 kZPLP A ZP 1 —Za(kPLP AP —2) =0
apl— ap, l1111 1 11 —lapl LNk 1b] 1) =

&vl, —kLnPj—k—2; =0

25



Q(E) Q(E) Q(E)
Moy My
3ZP1= © Y ek =ek XZ1=
1=1 1=1 1=1
=Q(E)
D'ou finalement : vl, B = 1
Q(E)

On retrouve bien le fait que tous les microétats accessibles au systéme en situation microcanonique sont

équiprobables.
IV. 1. 3. Equilibre entre deux sous systémes

Soit un systéme isol¢ d’énergie totale E, de volume total V et de nombre total de particules N, comprend
deux sous systémes S, et S, sans couplage. La probabilité pour que, dans I'état d’équilibre final, I'énergie de S, soit

E,, son volume V, et son nombre de particules N :

E1 N1 E2
N2
V2

Vi

Q (E,VN; E,,V,N)) = Q(E,,V,,N,) . Q(E,=E-E,, V,=V-V,, N,=N-N,)

L’entropie partielle associée : S(E,V,N; E,,V,,N,) = kLnQ(E,V,N; E.,V,,N,)

Vaut donc : S*(E,V,N; E,V,,N,) = S§(E,V;,)N,) + S;(E,=E-E,,V,=V-V,N,=N-N,).

Ou Si* est l’entropie microcanonique qu’aurait le systéme S; s'il était isolé, son énergie, son volume et son nombre

de particules étant fixés aux valeurs E;, V; et N,.

La situation la plus probable correspond au maximum de I'entropie partielle précédente, 2 E, V en N fixés :

o5 _ oS _ . 0S_
oE, . oav, ST oaN,

0

0S*  0S7(Eq, Vi Ny) N 9S3(E—E;,V—V;,N—N;) S;(E;,V; N;) . 0S3(E,, V, N,) 0E, aS; 9S;

9E,; 9E,; 9E, OE, 0E, "0E, O0E, OE,

Ce qui donne pour les conditions d’équilibre :

1 1 pi_p2  W_HK

(A VR R R A

C'est-a-dire : T =T, pi =D} et w =
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Donc, l’équi]ibre thermodynamique correspond a I’éga]ité des températures, des pressions et des potentiels

chimiques microcanoniques des deux sous systémes.

Quelques formules importantes :

dU = 8Q + 8W = TdS — pdV (dans le cas ot le nombre de particules est fixe)
dU = TdS - pdV + udN (dans le cas ot le nombre de particules n’est pas fixe)
F = (E) — TS (Iénergie libre), dont la différentielle est :

dF = -SdT - pdV + pdN.

H = (E) + pV (enthalpie)

J=F- W(N) = (E) - TS + pV (I'enthalpie libre), et dont la différentielle est :

dJ = -SdT + pdV + Ndp + ... .
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IV. 2. Ensemble canonique

Dans le cas de 'ensemble microcanonique, on a montré comment on pouvait calculer I'entropie S(E, V,
N) d'un systéme isolé contenant une énergie E bien déterminée. A partir de I'entropie, on peut calculer la
température, puis toutes les propriétés thermodynamiques du syst‘eme. Une autre situation trés courante concerne

des systémes pouvant échanger de I'énergie avec 'extérieur mais avec une température fixée.

Pour maintenir un systéme a température T, on le met en contact avec un thermostat (un gros systéme
pouvant absorber ou donner de l’énergie sans changer de température), il impose donc sa température au systéme

avec lequel il est en contact.

Considérons un systéme A mis en contact avec un thermostat R. Les systemes A et R peuvent s’échanger
de l’énergie, par contre le nombre N de particules et le volume V de A sont fixés. On suppose que le systéme total
A+R est isolé et qu’il n’échange donc ni énergie, ni volume, ni particules avec I'extérieur. Notons E,,. I'énergie

totale contenue dans A+R. Par définition, cette énergie est fixée.

. Systéeme A T Cte

Thermostat R

Puisqu’il est isolé, on peut appliquer Papproche microcanonique au systéme total A+R. Notons
Q,.(Eiorale) le nombre de microétats de A+R, chacun de ces microétats a la méme probabilité 1/, ui(Erorate) d’étre
observé. Cependant, on ne s’intéresse pas aux microétats de A+R, mais aux microétats de A tout seul. Considérons

donc un microétat | de A, et déterminons la probabilité P(I) de I'observer.

L’énergie de A fluctue et dépend donc du microétat dans lequel il se trouve. Notons E; I'énergie de A
quand il est dans le microétat l. Le thermostat a alors une énergie E, . — E| et peut se trouver dans n’importe

lequel de ses Q(E

— E|) microétats ayant cette énergie. Le nombre de microétats de A+R tels que A est dans le

totale
microétat | est donc Cp(E, .. — Ep), le nombre total de microétats de A+R est Q. (Eywe), on en déduit la

probabilité que A soit dans le microétat | :

P = Q‘R(Etotale - El) — Q‘R(Etotale - El)
! Q‘total(Etotale) Zl Q‘R(Etotale - El)
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Dans cette équation, le dénominateur n’est qu’une constante indépendante de 1. Ecrivons le numérateur a I’'aide de
I'entropie Sy du thermostat :

KLnQg (Eiotate — E1) = Sr(Etotate — E1)
On peut faire un développement limité en utilisant l’hypoth‘ese que le systéme était Petit devant le thermostat, et

donc que E; K Eqgtale > on développe I'entropie du thermostat autour de E; = 0 :

dSg ]

E,
9E + O(Elz) = Sr(Etotale) — ? + O(EIZ)
totale ;=0

SR(Etotale - El) = SR(Etotale) —E [

E)) est

En divisant cette derniére équation par k et en prenant son exponentielle, on voit que Qr(Erorale —

proportionnel & e PEL ,

E
Sr (Etotale) — - Sr(Etotale)
QR(Etotale - El) = exp % = exp (%) e PEI

Sr(Etotale) .-gE
o eXp< ko ale/) o BE _ e—BE] 3 1 e—BEl
) = = — — =
Zl exp (SR(Elt(otale)> _e~BEI Z] e~PEI Zc

Z. est un coefficient de proportionnalité sans dimension incluant le Sg(E,..1); et qui est indépendant del:

Z.= Z e PEI

1

Cette somme s’effectue sur tous les microétats | du systeme considéré. Z_ s’appelle la fonction de
partition canonique, elle dépend de la température T du thermostat, du volume et du nombre de particules du

systeme étudié.

Dans la limite classique : Z; = fooo p(E)e PEIdE, ou la probabilité que A entre E et E+dE est :

p(E)e PEIdE _p(E)e‘BEldE
fow p(E)e~BEIdE Z;

P(E)dE =

IV. 2. 1. Fonction de partition et fonctions thermodynamiques

En général, la connaissance de la fonction de partition Z. nous permet de calculer la valeur moyenne de
n’importe quelle grandeur physique.

> Calcul de I’énergie interne

En utilisant le principe ergodique pour la valeur moyenne de l’énergie, qui donne l’énergie interne :
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EefB 1 1 d 10 10
E :U:ZEP: 7:—ZE _BEIZ—Z<——) _BEl:——— _BEl:———Z
®) PR LS 7 e T2 2.7 5p) Z.08 2. 2,08
Or, en dérivant le logarithme de la fonction de partition par rapport a B, on trouve :

0LnZ,
ap

> Calcul de I’énergie libre

Nous sommes maintenant en mesure de calculer l’énergie libre F d’un systeme thermodynamique a

l’équilibre. Ecrivons l’équation pour l’entropie :

1 1 1
S= —kz PLnp = —kz —e PE Ln—e Pl = —kz [— e PEI(—BE; — LnZ,)
1 — Zc Zc — [Z,

1 1 (E)
- —kz (——BEle B 1) +kZ—e BEI LnZ, = KB(E) + kLnZ, = — + kLnZ,
Tz, L7, T

Or Iénergie libre F est par définition : F = (E) — TS = —kT.LnZ. = Z, = e_F/kT

On sait alors que toutes les propriétés thermodynamiques du systéme peuvent étre obtenues 4 'aide de la
relation différentielle de F : dF = —SdT — pdV + udN — MdB + -
Cette derniére relation est trés précieuse, car elle nous permet de calculer directement ['entropie, la pression et le

potentiel chimique a partir de l’expression statistique de l’énergie libre :

oF 0 a JF a
S=— (E)V,N,B = = (KTLnZ) = kLnZ + kT - LnZ p=-— (W)T,N,B = KT~ LnZ,
oF ad dF a
M =—- (E)T,V,N = kTﬁLnZC et U= + (E)T_V,B = —kTﬁLnZC

Ces formes mettent en évidence la nature de la valeur moyenne de la pression, du moment magnétique et

du potentiel chimique. Notons enfin que la capacité calorifique 4 volume constant est donnée par :

c _<8U) Cx ,0°LnZ,
Vo\oT)y B B2

IV. 2. 2. Equilibre thermodynamique
Le systéme est a l’équilibre thermodynamique si et seulement si le systéme est a :

- Equilibre thermique

(1) (2)
E1 slc E2 S
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Echange de E (V, N, ... constants) : E=E, + E, S=S,+8S,

95 05 05, oSy 0si 08 _ )
A l’équilibre, l’entropie est maximum : 0E1 0E; 9E; 0E; 0E; 0E; % = %
dE =dE; +dE, =0 - P
T
Donc les températures des deux systémes sont égales (Ty = T).
Si le corps 1 est plus chaud que le corps 2 : Ty; > Ty ; 2 Tye = Ty¢
ds>o0
08 = 2 dB, + 2 dE, = 2L dE, + 22 dE, > 0 1 1
" 0E, ' 0E, * OE, ' O0E, °* :(T*—T—*)g&m
dE1 + dEZ =0 M <0
<0

L’énergie passe du corps le plus chaud au corps le plus froid : Second principe dela thermodynamique.

- Equilibre mécanique

(1) (2)
Vi S V2 52
P*1 c P*2

\

Paroi mobile

Echange de V (E, N, ... constants), donc T* constant.

dS _ 8Sy , 0Sp, _ 0Sy | 9S,0Vy _

A Déquilibre : av, avy L avy  avy ' av,av; b= g% - Z%
B P
T; T

Donc les pressions microcanoniques des deux systémes sont égales (p; = p3).

Si au départ, le systéme est hors équilibre thermique et hors équilibre mécanique :

as=2ap+ B av=Ltap+Lav
~ OE v T T
soit : dE = T*dS — p*dV
- Equilibre chimique
(1) (2)
V1 S1 V2 S2
N1 c N2
Echange de N (E, V, ... constants), donc T* et p*constants.
0S _ 051, 05 _ 05 4 950N, _
A Téquilibre : 0N, 0N, N, ONy ' oNpoN, b= 251 0%
dN; +dN, =0 T T
M Mg
T1 TS
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Donc les potentiels chimiques microcanoniques des deux systémes sont égales (u; = u;)

Si au départ, le systtme est hors équilibre thermique, hors équilibre mécanique, et hors équilibre

chimique :
ds_as> dE+aS> dv+as) N =LdE+ 2 av— P an
"~ 9E/yn aV/gn oNJgy  T* T* T*
soit : dE = T*dS — p*dV + p*dN

La température canonique de A est égale a sa température microcanonique a condition que celle-ci soit

calculée pour la valeur la plus probable de I'énergie. 1l en est de méme pour I'entropie. En d’autres termes :

T et S sont les mémes dans Iensemble canonique et I'ensemble microcanonique a condition de négliger les

fluctuations.
IV. 2. 3. Généralisation de la factorisation

On vient de voir que lon peut déterminer toute la thermodynamique d’un systeme a laide des équations

donnant I'énergie interne et I'énergie libre si I'on sait calculer la fonction de partition Z..

La fonction de partition Z d’'un systéme de N particules sans interactions se factorisait en un produit de
N petites fonctions de partition z; qui décrivent chacune une seule particule.
Le =717y . ZN = | | Z;
i
— Si les particules sont identiques mais discernables, on a : z. = z; Vi = Z315¢ =z N

dLnz,

Ce qui donne pour : U= —N et F = —NKT Lnz,

— Si les particules sont identiques mais indiscernables : il y a N! permutations possibles :

N
indi zZ dLnz
Zéndlsc =2 o5 UJ=-N c

< et F = —NKT [Ln%c + 1].

Molécule diatomique

On considére une molécule de gaz diatomique. Son centre de masse a une certaine impulsion, elle tourne
sur elle-méme et elle vibre. Pour donner 'état de la particule, on a besoin de plusieurs variables (continues en
mécanique classique, discrétes en mécanique quantique) qui décrivent son impulsion, sa rotation et sa vibration.

L’énergie de la particule est une somme de termes E = énergie de translation + énergie de rotation + énergie de
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vibration. Chacun de ces termes ne dépend que de la variable qui lui est associée, par exemple, I’énergie de
. 2 7 . . . A . .
translation = p /2m ne dépend que du vecteur impulsion. En suivant ce méme raisonnement, on voit que I'on

trouve pour la fonction de partition de la molécule :
Z=7 translation % Z rotation X 4 vibration
Solide paramagnétique

On considére un solide paramagnétique plongé dans un champ magnétique B. Chaque atome du cristal
vibre autour de sa position moyenne, et certains atomes du cristal ont un moment magnétique L’énergie totale du

systéme peut s’écrire E = énergie de vibration des atomes + énergie magnétique.

Le premier terme ne dépend que des impulsions et des positions des atomes dans le cristal. Le second

terme ne dépend que des variables de spin. On peut donc factoriser la fonction de partition :

Z= Zvibration X Lemagnstique:
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IV. 3. Ensemble grand canonique

L’ensemble grand canonique décrit le comportement statistique a 'équilibre d’un systéme, macroscopique
ou microscopique, qui échange a la fois de I'énergie et des particules avec un réservoir, avec lequel il interagit
faiblement. L’élimination, par rapport 4 ensemble canonique, de la contrainte d’'un nombre fixé de particules,
permet, entre autres, d’étudier le comportement quantique des gaz parfaits. Comme on le verra, a la limite

thermodynamique I'ensemble grand canonique est équivalent aux ensembles microcanonique et canonique.

On considére deux systémes 21 et Zz qui peuvent échanger a la fois de l’énergie et des particules entre
eux, mais qui sont isolés de I'extérieur. Le systéme > joue le role de réservoir d’énergie (thermostat) et de
particules : il est macroscopique et beaucoup plus grand que le systtme 2.,. Le systéme X = X, + 2, étant
macroscopique et isolé, est décrit par la distribution microcanonique. On suppose toujours que I'énergie
d’interaction E;,, des deux systémes est négligeable devant E, de 2, et Eyde 2. L’énergie totale E de R est alors
donné en premiére approximation par E = E, + E, et fluctue dans un intervalle [E, E+3E]. Le nombre N de

particules de 2. est constant et est égale a la somme de N, de 2, et Nyde 2., : N = N, + N,. Maintenant, N, (et

donc N,) est libre de fluctuer.

Comme on I'on avait dans le chapitre précédent, on introduit le nombre d’états 02, et Q,.
Q,(E,, SE,V,,N,) = Nombre d’états de 2, avec énergie dans [E,, E;+OE] et N, particules.
Q,(E,, 8E,V,,N,) = Nombre d’états de 2., avec énergie dans [E,, E,+8E] et N, particules.

Q(E, OE,V,N) = Nombre d’états de > avec énergie dans [E, E+OE] et N particules.
IV. 3. 1. Distribution grand canonique

Si Ej et N (énergie et nombre de particules d’un état de 2.,) sont fixés, le nombre d’états accessibles du
systéme global est égale au nombre d’états du systéme (2.,) accessibles dans ces conditions, soit :
Qy,(Es, Ny ) = Oy, (E— E,N—N))
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La probabilité P, d’observer un état 1 du systéme (22,) s'écrit donc :

P = Qs (E—E,N—=N)
: 2105, (E—E,N—-N)

Or, si on développe I'entropie du thermostat autour de E; = 0 et N =

OSZ OSZ El },lNl
SZZ(E - El,N - Nl) = SZZ(E’ N) - El [ 2] - N] |:6N22]E1:0 = SZZ(E' N) - T + T

(?EZ E;=0
1=0 1=

Ou T et [ sont la température et le potentiel chimique, respectivement de 2, en I'absence de 2.

S EN —
On en déduit : Q5 (E — E, N — N)) = exp ( 225{ )) .exp ( E"'”N‘)

kT
e~ B(Ej—pNy)
=P =S ED

Avec comme définition de la grande fonction de partition :

1

Le terme de Zg. correspond & une valeur donnée de N, qui peut s’écrire :

eBuNy Z e PEl = eﬁ”Nl.Zc(Nl, T)
1

o)

Soit Zge (W T) = ) e Z.(N,T)
Nj=0

Remargue s quII.VEJ_/EHCE avec ]’ensemb]e CHI]OIII‘quC‘

Dans Ia limite thermodynamique N — 0, les fluctuations du nombre de particules sont petites, et I'ensemble grand-canonique est

équivalent a I'ensemble canonique (de Ia méme maniére que ['ensemble canonique est équivalent 4 ['ensemble microcanonique).
IV. 3. 1. Grande fonction de partition et fonctions thermodynamiques

> Nombre moyen de particules :

[l _e—B(El )

|
N,e~PEI—1ND |B 6
(Ny= ZN A= Z[Z e—BEI- uNl)] le ¥, e~PE-ND J|

(5)
H/g _ E(OLnZgC) kT (aLnch)
gc B\ du /, o /.

1
Zl e PE-ND B

> Energie :

1 1 d dLnZ c
(B) — w(N) = z_gCZ(EI ~ HNpeTPETY = ‘z_la_ﬁ {Z e_B(El_”N])}l ) _< T >u

gC
1 m
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dLnZ,. W (OLnZ,.
o8 /), B\ du Jg

> Entropie :

e BEI—uN)  o—B(Ej—uNp e~ B(E—uNp)
S = —kz PLnP = —kz Ln - —kzi{—B(El — uN}) — LnZy}
1 T 7 Zoe Z

1 8¢
e~ B(E1—uNp) e~ BEI—uND 1
=B ) (B — uNy) — kY g e = (B) = W) + K
1 1

= TS = (E) — w(N) + KTLnZg,
d'ot] = (E) — TS — y{N) = —kTLnZg,

On appelle J le grand potentiel thermodynamique. C’est une quantité extensive, qui dépend de T, [ et V

et qui vérifie :
dJ = -SdT - pdV - Ndut

En dérivant ] par rapport a ses variables, on peut obtenir les différentes fonctions thermodynamiques :

_a __a __
T aTlyy P avlry, N ouly 1
Ensemble Microcanonique Canonique Grand canonique
Paramétres fixés E,V,N, ... T, V,N, ... T,V, W, ...
Fonctions Nombre d’états accessible : Fonction de partition : Grande fonction de partition :
fondamentales
‘ Q(E, V,N, ...) Z.= Z e BE1 ch - Z e~ B(E1—uNp
associées ; :
Energie libre : Grand potentiel :
F = kTLnZ, J= »kTLnZgC
1 ’ 1 1 1
Probabilité d’'un état p= SIE<E <E +6E P = ) P = _~ -B(EI—uNY
Q‘(E) c gc
= sinon
: 1 dLnZ dLnZ
Relations ds = - dE _% dV—% dN (E) = — > c (N) = KT gc
importantes B
F=(E)-TS oLnZ
(E) — (N) = — aBgC
dF = -SdT - pdV + pdN -M
J=F—uN = (E) = TS — uN
dB + ...
dJ = -SdT - pdV — Ndp + ...
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Chapitre V

Application 2 la thermodynamique

V. Gaz quantiques
V. 1. Identité et indiscernabilité des particules

Les particules identiques ne perdent par leur individualité en mécanique classique grace a la notion de
trajectoire.
oA

Ae Point de Choc
°

B
Choc

Be

Les particules classiques sont discernables.
En mécanique quantique, le principe d’incertitude d’Heisenberg Ax.AP, = h montre I'abscence de notion de

trajectoire.

Les particules quantiques sont indiscernables.

Dans le cas de deux particules identiques en M.Q : le PI.H = la permutation de I'ensemble des

nombres quantiques (position, spin, ...) ne change pas le résultat de la mesure.
. . \ . 2 2
Soit un systeme a N partlcules : |‘P(x1, we s Xi) Xj) ...,XN)| = |'~P(x1, wes Xy Xy ...,XN)|

Soit ’1511- un opérateur permutation de valeur propre By :

ﬁjq’(xl, s Xiy Xj, ...,XN) = Piqu(Xl, s Xi, Xj, ...,XN) = Ll»'(xl, s Xjy X, ...,XN)

37



|Pi]-‘P(X1, S <1 T ,xN)l2 = |‘P(x1, ey X, Xj) ...,XN)lz
SP2=1oP=F1

La fonction d’onde relative & un systéme de particules identiques est :

- symétrique :‘P(Xl, ey Xiy X, ...,XN) = ‘P(Xl, s X, X, ...,XN)

- antisymétrique : ‘P(Xl, ceey Xiy Xjy een ,XN) = —LP(Xl, ceey Xy Xy wen ,XN)
Les particules pour lesquelles les fonctions d’onde sont symétriques sont appelées Bosons.
Les particules pour lesquelles les fonctions d’onde sont antisymétriques sont appelées Fermions.
En M.Q. relativiste, Pauli a montré I'existence d’une relation entre le spin et la symétrie de la fonction d’onde :

Spin demi-entier <> f.o. antisymétrique : les particules qui ont exactement les mémes propriétés ne

peuvent pas étre au méme endroit. Ce sont les Fermions (du nom du physicien italien Enrico Fermi).

Spin entier < f.o. symétrique : les Particules qui sont capables de se rassembler & plusieurs dans le méme
état physique sont les Bosons (du nom du physicien indien Satyendranath Bose).

@

T 1
fermions bosons

photon. w, Z gluon graviton
I_I bosons

T T 1
hadrons leptons ' ' o

d
I electron muon etc
I I I
@ @9
N

1 T 1
baryons exotic mesons ‘ ‘ ‘

| baryons pion  kaon etc.

hyperons nucleons

proton neutron

Les fermions obéissent a la statistique de Fermi-Dirac proposée pour les électrons par Fermi en 1926 et

généralisée par Dirac. Les bosons obéissent 4 la statistique de Bose-Einstein introduite par Bose pour les quanta

lumineux et généralisée par Einstein.

Une particule qui associe un nombre impair de particules élémentaires est également un fermion. Une

. . . . .. 3
particule qui en associe un nombre pair est un boson. Ainsi, 'atome "He (deux protons, un neutron, deux
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. . 4 )
électrons) est un fermion, et son spin est V5. L’atome He (deux protons, deux neutrons, deux electrons) est un
boson, et son spin est nul.

Les fermions, simples ou composites, obéissent au principe d’exclusion de Pauli :

«Un état quantique donné contient au plus un fermion . deux particules ne peuvent pas étre dans le méme état
quantique»
Par contre, pour les bosons, un état quantique donné peut contenir un nombre arbitraire.

V. 2. Distribution de Fermi-Dirac

Le gaz parfait de fermions & basse température présente un intérét particulier car ce modele décrit d'une
maniére générique trés satisfaisante un grand nombre de situations physiqu&s diverses, et en Particulier les

. . . . . S \ 3 ..
électrons dans les métaux, mais aussi des situations plus exotiques comme les étoiles a neutrons ou I He liquide.

Soit N = n; + n, + +++ = Y ny variant de 0 4 I'infini. n, le nombre de particules du gaz se trouvant dans I’état k.

4 4

E = Yngsg
N=ZXgn *|°
2| €
-l gy

Pour ces deux statistiques, on va utiliser I'ensemble grand canonique, du fait qu’il peut avoir un échange de

particules avec le réservoir :

ch = Z eB(Nu—E)

ng

Pour I'état microscopique k :
- S particules fermjonoques, n; ne peut avoir que 0 ou 1

- Si particules bosoniques, n, est quelconque

La grande fonction de partition ch se calcule en sommant sur tous les états microscopiques d’énergie £t

Zye = Z P nii-TimcEl) — Z B Zkmici—er) = Z Z L ePnili—en) obna(n-gz)

Nk Nk n; np

k nk

A cause du principe de Pauli, seuls les nombres d'occupation ny = 0, 1 sont permis et ch des fermions se réduit a :

Zge = n(eﬁ.om—sk) + eP1-a) = H(l + eBlu-e)
k k
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C’est la fonction de partition de la statistique de Fermi-Dirac. On tire de cette expression le grand potentiel :
1 1 _ 1 _
J=—5LlnZg = - sz Ln(1 + ePh=80) = 3, I, avec J = —BLn(l + ePl-e)

Ainsi le nombre moyen de particules {ny) sur un niveau d’énergie k sera :

(7))" 1/0 1 pePl-z0 1
o () = —(=— =——Ln1+eB(“‘€k)> = =
(o) <6p>TV B (6u [ ] T Bebh—ead + 1  eBlex—w 4 1

Clest la distribution de fermi-Dirac : C’est le nombre moyen d’occupation des niveaux, qui nous renseigne, dans
le cas des fermions libres (sans énergie potentielle), sur la probabilité pour qu'un état d’énergie €, soit occupé par

une particule & température et potentiel chimique fixés :

(nk)zzpknk=P0n0+P1n1=P1
—— -
" =0 01

Représentation de (ny) en fonction de gy :

1 1

() = f(er) =m=f(x) <7 ¥
ek _

Si T — 0, alors e kT — 00 sigg—pu>0 alors f(g) =0
Lt :
ekrT =0 sigg—p<0 alors fle) » 1

f(x) = ! =>f(x)= i < 0Vx : fest décroissant
X) = X+ 1 X) = (ex n 1)2 X : restdecroissante
60 = - =D _ 5 & point d'inflexi =0 g = T#0K
X) = CES point d'inflexion pour x = € = | pour

Le niveau de Fermi d'un systéme représente la variation d'énergie libre de ce dernier pour une variation
du nombre de particules Z—; Clest le potentiel chimique du systéme H, qui nous permet d'introduire la
température de Fermi définie par Ty = p/k. Au zéro absolu, le systéme est dans I'état d’énergie le plus bas obtenu
en remplissant chaque état quantique avec une seule particule depuis celui de plus basse énergie jusqu’a
épuisement des particules : tous les états quantiques d’énergie inférieurs & L sont ainsi occupés par une particule
et les niveaux supérieurs sont vides. Aux autres températures, la fonction de Fermi se modifie comme indiquée sur

la figure suivante :
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A [ ~IeN\Ti\| T=0 ]
f o8- Ty \ .
L \ ||‘ 4
I=—= T=0 os- \Y ]
0.5 N sl \ \\ i
AN L \ - ]
\T\j>() Wb \ _ __:- —
~ - - -3'95 C.‘Iiﬁ L-IJC- 1 IGZ‘ Lél#
0 u " 5% ,f I
29
A 300K, e-pn=005eV=f(g)=0,12 €E-u=75eV=>1fg)=10".

On appelle énergie de Fermi &; Iénergie du dernier état occupé. On a alors pu (T = 0) = &;.
A T =0 K : tous les états sont occupés avec certitude jusqu’a une énergie, appelée énergie de Fermi €. A cette
énergie, correspond un vecteur d’onde kg et une vitesse de Fermi vy

AT > 0K : Certains états d’énergie € > 1l ont des chances d’étre occupés.

Notons encore que le niveau de Fermi correspond a l’énergie pour Iaquelle la Probabﬂité d’occupation

pour un état, et ce quelle que soit la température, est : f(g;) = 1/2.

Exemple de Fermions :
- Les électrons dans un métal

- Les trous dans un semi-conducteur.

Les niveaux d'énergie d'un atome isolé sont qua.ntiﬁés. Au zéro absolu, les électrons restent dans les
niveaux d'énergie les plus bas. Pour des températures plus élevées, les électrons occupant les niveaux d'énergie les

plus élevés (ceux qui les lient le moins a l'atome) peuvent passer dans les niveaux d'énergie encore plus élevés.

(a)
(a) : Modele d’électrons libres : tous les états a l'intérieur de la sphére sont occupés, les électrons que I'on pourra exciter sont ceux
qui sont a la surface de la sphere. (b) : surface de 'atome de I'argent, en utilisant un modele réaliste d’électrons presque libres, la

surface n’est que légérement déformée par rapport 4 la modélisation.
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Seules les bandes d'énergie supérieures peuvent étre partiellement remplies. Pour qu'il y ait conduction, il
faut que I'énergie moyenne des électrons puisse varier. Ceci n'est possible que dans le cas d'une bande
partiellement remplie. On distinguera donc le cas des matériaux dont la bande de conduction supérieure est
totalement remplie (cas des isolants), des matériaux dont la bande supérieure est partiellement remplie (cas des

conducteurs).

Dans le semiconducteur, en raison de la périodicité du réseau cristallin, les fonctions d'onde des électrons
ne sont plus des ondes planes mais des ondes périodiques dans l'espace. L'énergie ne varie Plus de fagon continue,
mais présente une structure de bandes permises séparées par des bandes interdites. Les courbes de dispersion sont

alors de formes plus complexes. a étant la taille de la maille élémentaire.

bande de conduction

/‘__ﬁ‘\\L-a—l

V. 3. Distribution de Bose-Einstein

Soit un gaz parfait de Bosons constitué de N particules, qui est la somme sur tous les états n, (= n, + n, +
v ) Chaque état k est occupé par ny particules (avec ny varie de 0 a l'infini). Puisque le systeme est ouvert, on

applique la distribution grand canonique :

Zge = ZZ  bnali-ey) gBno(u-e) = HZ Bk — n(1 + P00 4 e2B-c0 4 ...)
k ng k

n; n,

Cette équation n’a un sens que siu< g En effet, pour W > g on peut trouver des nombres moyens de
particules qui tendent vers zéro ({nx) — ), ce qui est manifestement impossible!. Cela impose que p < g quel
que soit k, et donc négatif, puisque I’état fondamental a une énergie nulle. Condition qui n’était pas exigée pour

les fermions.

B 1
Zge = n 1— eBli-e)
k

Ainsi, le grand potentiel s’écrira :

]=_

| =

1
LnZg. = +EZ Ln(1 — efh-8d) = Z i
k k

()% 1

= = =5, = Seens

: il faut donc que U < 0 pour qu’aucun des (ny) ne soit négatif.
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Cette distribution de probabilité (ny)/(N) est connue en Physique sous le nom de distribution de Bose-

Einstein, et nous renseigne, dans le cas des bosons libres, sur la probabilité d’occupation du niveau d’énergie €, a

température T et potentiel chimique [ fixés.

Remarque : les deux distributions de F.D et B.E restent valables pour un syst¢me contenant un nombre fixe de

particules :

- Systeme fermé : N = (N) = ¥, ny

- Systéme ouvert : (N) = Y, ny

Allure de (ny) = f(g) = m pour T# 0K :
. .

{Si g~ o,  Pleg—w - 4o,  f(g) >0
Sigg o pt, g —u-0" f(g) -+

08 |

u
o
A
e
_

TT T T T T T
-

0.4

0.2

0.0 == ——

000 0.0t 0,02 0.03 0.04

€\

0.05
Le nombre moyen d'occupation d'un état en fonction de €= €, - | 4 différentes température : 0< T,< Tp< T,

V. 4. Statistique de fermi-Dirac et de Bose-Einstein avec dégénérescence

Une particule identique (fermion ou boson) a des niveaux d’énergie discrets désignés par g, il arrive

souvent que plusieurs états soient confondus (ont la méme énergie €,). Ainsi, le niveau d’énergie €, est dit

dégénéré g fois lorsque :

8k

(m&gg = gi(ng) = m

g : dégénérescence ou nombre d’états sur le méme niveau d’énergie &
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‘e s € e ° e € ¢
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g“ - 5
Complétement
1 — < dégénéré
Faiblement
A&7 dégénéré
0 £f Ei

Si on a un gaz de N particules (N trés grand), la densité d’énergie est grande. On regroupe les niveaux
d’énergie compris entre (& et g+dg) en un seul niveau d’énergie g, et dégénéré 8 fois. Un facteur de
dégénérescence supplémentaire s dt au spin intervient dans g Une cellule de l’espace des Phases peut contenir
plusieurs fermions de méme espéce, a condition que leurs vecteurs spin aient des orientations spatiales différentes.

Ce facteur supplémentaire vaut 2s+1, ol s est le moment cinétique de spin de la particule.
N = Z(nk), tel que (ny) = f(e) et g; = g(e)de > N = fg(s)f(s)ds
k

V. 4. 1. Calcul du facteur de dégénérescence des niveaux d’énergie de particules en translation

Considérons le systeme de particules (bosons ou fermions) dans une boite parallélépipéde :

A’m? (ni ny nZ
Enx,ny,nZ = om L_§(+L_§,+L_%

n{ n; n; 2mE

1212 12 h?n?

Le nombre d’états accessibles dont I'énergie < E est :

21t(2m)3/2
h3

3/
®(E) = %(st)% = g(e)de = dq;is) de = ZHV(ZZ;) 2 de = AVVe de en posant A =

g(€) est la densité d’état, et g(€)de représente le nombre d’états accessibles, dont I'énergie est compris entre € et
€+dg, dans un volume V. On peut aussi définir g(p)dp, qui représente le nombre d’états accessibles, dont

I'impulsions est comprise entre p et p+dp par :



4tV p
= —_p? g
g(p)dp 3P dp, sachant que € o

V. 4. 2. Distribution de Maxwell- Boltzmann

Dans la limite classique, on ne fait pas la différence entre fermions et bosons : tous les gaz parfaits se
comportent de la méme maniere. Ceci est possible lorsque chacun des niveaux d’énergie est trés faiblement
peuplé, ce qui correspond a la condition : {(ny) « 1, cette condition est équivalente ag —u>»KT. La population
moyenne du niveau k qui en résulte est donnée par : {ni)pp = (NK)pg ~ € “Blex=W) . Ainsi 1appr0x1mat10n de

Maxwell-Boltzmann apparait comme la limite commune des statistiques de Fermi-Dirac et de Bose-Einstein.

U= f f(e)g(e)e de = AVf e BEWe/2de = AVeB“f e Bee’/2de
0 0 0

dx B B /5 efr 3
Sionposex =fgde=—= U= AV— e‘xx 2dx = AV (—) =AV——Vn
B %2 Jo g2 \2 p/24

C r(s)—3 1r<1)—3jw xx7d —3foo —de—3fw ~2.dy 2oy
ar2—2.22—40ex x—40e\/§—40e Ldy =7V

<) Bu 3 Bu
OrN:AVJ e—B(a—u)sl/ngzAveBuj e Beg /zds_AV3—f —x\/_dx—AV 5 () e3 \/_

0 0 B/Z B/z B/z

Ainsi: U = %% = %NkT : L’équation d’état des gaz parfaits

Conclusion : Un gaz non dégénéré, ou le nombre de niveaux est trés supérieure au nombre de particules

({ng) < 1), se comporte comme un gaz parfait classique.

A

f |

<~ N Limite classique
> ~ £ >>kT
- -

_ J—

u €

»
>

V. 4. 3. Equation d’état des gaz de Fermi-Dirac et de Bose-Einstein

En absence d’interactions mutuelles, I'énergie est réduite en énergie cinétique, et les niveaux sont trés

rapprochés, >— I . Le nombre de particules total devient :

2n(2m)3/2

o &'/
N = Yidny) = [dN, = fo g(s)md AVf B(S—M)Hds en posant cette fois-ci A = g =
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g facteur de dégénérescence, Ainsi le grand potentiel devient :

] = ¢1<TZ Ln(1 + e PEW)  FkT f g(e)Ln(1 + e PEW)de
K 0

“ 1 2 3 ® 2 © %2 e PE-Wde
J=+kTAV | £/2 Ln(1+ePEW)de=+kTAV [—s 2Ln(1 + e'B(E'“))] —-kT.BAV| ———————
o 5§ ————— 3 o 3 o 1+eBeEw
v =0
_ ZAVI‘” /2 de _ 2U
37 ), eBEw 1 3
h _ (%) 1 _ [o%e} 53/2
Sac antqueU—fO Sg(s)mdS—AVfo mdS

Or, la pression P sera égale a:P=-— (j—\]]) =_1 = —PV = —EU
T.n

. .. . 3
On a donc la relation générale pour n'importe quelle température : U = 2 PV
On en déduit aussitot l’équation d’état des gaz parfaits : PV = g.gNkT = NKT
V. 4. 4. Comportement du systéme de fermions libres 2 T = 0 K. Niveau de Fermi

A haute température, la statistique de Fermi-Dirac se réduit a celle de Maxwell-Boltzmann, le gaz de
fermions libres devient alors un gaz parfait classique. Pour mettre en évidence les effets quantiques engendrés par
le facteur de Fermi, nous allons étudier les propriétés du systéme A basse température, puisque la température

nulle est impossible A atteindre en réalité.

Commengons par choisir une température suffisamment basse pour que le facteur de Fermi coincide avec

{1 sie < Y

sa limite de température nulle «<marche d’escalier» : (ny) — .
0 sie> pg

T-0
Du fait que de nombreuses propriétés électroniques des métaux varient peu entre 0 et 500 K (céd pour de
trés basses températures), nous pourrions déterminer la fonction J(T=0,V,1) et en déduire les expressions de U, N,

P> e -

Lorsque la température tend vers zéro, l’énergie totale du systéme tend vers sa valeur minimale :
o Ho © Ko 3 2 5
Uy = f f(e)g(e).ede = f 1.g(e). ede +f 0.g(¢).ede = AVf £/2de = AV= T /2
0 0 Ho 0 5
Dans le cas du gaz parfait de fermions, la dégénérescence vaut g = 2s+1, mais pour les électrons gs= 2.

Remarque : La notion d'électron libre remonte & la découverte de I'électron, & la fin du XIXéme siécle, pour expliquer les propriétés
de conduction du métal, Drude proposa une modélisation du type "gaz parfait’, au sens de la physique statistique, 4 savoir, 4

l'intérieur d'un métal, les électrons sont libres de se déplacer et n’interagissent pas entre eux. Leur énergie est donc sous forme
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cinétique uniquement. Drude proposa une explication de la résistance des métaux basés sur la théorie cinétique des gaz. Plus les

chocs sont nombreux, moins le métal conduit.
Ainsi, le nombre d’électrons libres, qui permet de déterminer le potentiel chimique est :

Ho Ho 2
N= f g(e). 1de = AVf £/2de = AV 1o/2
0 0

> = (3 N)2/3 - (3 N>2/3

2Av) 2m\8nVv
02
Ou U, est le potentiel chimique & T=0K, et 'impulsion de Fermi pp est reliér a4 o par: Ho =& = I;Lm

1
3 N\3 . . . . . L
= p0 =h(—=) . p0 nous renseigne sur le maximum de la vitesse atteinte dans le métal par les électrons.
F stV F

Pour g, on vérifie que le potentiel chimique ne dépend que n = N/V, est bien une grandeur intensive. Le

potentiel chimique, noté aussi g est appelé énergie de Fermi au zéro absolu.

De méme, on peut calculer l’énergie total du gaz de fermions par :

£F £F 2
Uy = f g(e).ede = AV[ £/2de = EAVsFS/Z
0 0

_23 N5 3
_528F3/28F _5 8F

ﬁUO

A partir de &p, on peut définir la «température de Fermi» par la relation : KTz = &g, et on congoit que
Papproximation de température nulle (les électrons dans un métal) peut étre utilisée si T < T : Uy = %NkTF :
cette énergie caractérise le niveau fondamental du systéme, les N fermions sont placés dans les N états individuels
d’énergie la plus basse possible. U, donne une énergie bien plus élevée que le cas classique U = SNkT. On voit
donc qu’on ne peut plus définir la température par I'énergie cinétique des particules. Il est essentiel de remarquer

que l'énergie par électron d'un gaz classique s'annule en T = 0.

Application numérique : Pour le cuivre, on obtient Ko = 7€V, ce qui correspond a une énergie trés élevée par

rapport au produit kT & température usuelle (~ 300 K), de l'ordre de 0,025 eV.

La pression exercée par le gaz électronique se calcule en utilisant la relation thermodynamique

p_f’UO) _2Uo .
07 av/Ny 3V

2 2 s
2U, 23Nh? (3N)§V_§ _h? ( 3 )§ (N)§

8m " 5m

=P,
8mn

=3V ~352m o

8m

\"

P, est indépendante de la température !. Donc méme pour T = 0K, un gaz parfait d’électrons exerce une pression,

due aux vitesses non nulles des particules.
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V. 4. 5. Etude du gaz de fermions aux basses températures

Les électrons responsables de toutes les propriétés physiques sont ceux qui sont situés au voisinage d’une
température nulle. Ce sont les seuls qui peuvent acquérir une énergie supplémentaire sans que I'état final soit

occupé avec certitude. Ce sont les électrons qui «nagent dans la mer de Fermi».

0.8

0.6

fFD

0.4

0.2

0.0

el (10° K)

Pour améliorer I’approximation de température et préciser ses conditions de validité, nous allons calculer
les premiers termes correctifs 4 cette approximation. Ceux-ci vont résulter, pour chacune des grandeurs physiques,

d’un développement en puissances de la température, ce développement est dit 3 Sommerfeld.
Méthode de développements de Sommerfeld

Le raisonnement S’appuie sur la constatation suivante : a haute température, seule les états d’énergie e

voisin de W voient leur nombre d’occupation modifié de fagon appréciable par rapport a la situation de
température nulle.

-

i
’%
\

f(E)

surface
unité

=Y

of
f(e)et— P voisinage de la température nulle

En régle générale, les valeurs moyennes 4 calculer sont des fonctions a variation lente, comparée a celle

de la fonction de Fermi-Dirac, au voisinage du potentiel chimique.

Les grandeurs physiques associées sont données par des intégrales par parties, elles sont toutes de la

forme :
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N = f0°° f(e) g(e) de U= fo°° f(e) g(e)e de
g1(e) g1(e)

Si on pose : I(T) = fooo f(e) g,(e)de, et si on fait une intégration par partie avec u = f(e) = Letv =

__r
eBle—w 41

eB(S_IJ) e
(B 1) etv=Gi(e) = [ g1(e)de

gie)=>u =-
I(T) = [£(e) Gy ()] — j F(e) Gy (e)de
=0 0

On peut faire un développement limité d’ordre 2 de la fonction G(€) au voisinage de p = :

1 1
Gy(e) = G (W + (e — W G (W + 5 (e =02 61" (W) = Gy (1) + (e = W81 (W) =y, +5 (€ = 10281 (D =y,
g1(w) g/ (W

[e0] [ee] 1 [ee)
S 1= =60 | F@de=gi@ [ = WF©de =580 oy, |- 02 @de
0 0 0

G 17 + B ()jw X et g [
- 1(H év_TO/ 81K o (eﬁX+1)2 X ZBZgl W u=p, o (ex+1)2 X
=0 _n_l

3

2
= 1(T) = Gy (W) + - (KD?gy’ (1) oy

2 o 2
= 101~ 100) = G300 + T (D281 00 s, = | (O = G140 — i) + - 01280 1y

_G(,)_/ (n—po)-g1 (W) H=Wo
Ho

2
D’ou finalement : I(T) —1(0) = (1 — Ho)- 81 (W) =y, T 'Tte— (kT)?g, ' (W) H=1Ho

Or, pour de basses températures, le nombre de particule est proche de celui ot la température est nulle :

2
N(T) = N(0) % 0= (1= o)- 81 oy, + - (KTI?81" () iy

Sachant que g;(¢) = Cte .\e = g,'(e) = s—\t/; = %% = g1 (W) =y, =% glfl“))
H=Ho
S0 — n? 21g1(W _ T &D?
Ainsi : 0 = g1 (W) y=p,- A1 + S (kT) 2 W ) = Ap = 2

H=Ho

12 /KT\? 2/ T\?
- -2 ) - o156

. . . . . . 32 )
Pour calculer I'énergie, on applique la méme relation en remplagant cette fois-ci g (¢) par A€™ ', on obtient :

3 3 1 3g1(e) , 3g:(W 3 1
g1(e) = Cte.c™2 3g1r(g)=§8/2 =3 - =>g1(u)|,1=u0=E - =ECte-H0/2
" H=Ko
2 2 (kKT\? 3 2 3 1
U—Up = (1= 1) 81 (1) u=pyy + — KT)?gy" (1) =y, = AV ——(—) Mo /2 + — (KT)? > g /2
6 12\Ung 6 2

2

m? (kT\* 5, w2 (KT\* _245 2 5 5m2 / T\? 512/ T\? m? /T
om0 S0 B S w3
. Vo [ 12<|10) Mo 72+ () Mo 5 AVHo i\ T ) | TAYS Lo

0=0,(1+32 ()
= = — (—
0 12 \ Ty
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Chaleur spécifique se déduit de U par :

ou 52 2T w2 T
- b -
V.N

— Uy ——=—N
aT ~ 12T 2 T
= ENKTE

- Domaine de validité de I'approximation

Les formules trouvées auparavant donnent une bonne approximation des grandeurs physiques
correspondantes sila température est suffisamment basse, mais cette approximation demande i étre Précisée. Pour
N et V fixés, le paramétre sans dimension du developpement est T o la température de fermi est :

F
2
h? 3 N\3
)
2mk\n(2s+ 1)V
Conclusion : Pour un gaz de fermions libres identiques, la situation d’ensemble est donc la suivante :
-si TK Tg, le systeme est un «gaz dégénéré» dans lequel les effets quantiques engendrés par la statistique de
Fermi-Dirac se manifestent clairement, dans ce cas, les développements de basse température qui viennent d’étre
décrits donnent correctement les propriétés du systéme. A des températures trés supérieures & cette température
de Fermi T, le systéme devient un gaz Parfait classique. Bien entendu, le domaine des températures de T'ordre de

Ty est plus compliqué que les deux précédents, aucune des deux approximations n’est valable.

- électrons de conduction dans le métal Ty ~ qq 10000 K (fortement dégénéré)
- naines blanches Ty >> 10'K

- systémes constitués d’atomes ou de molécules Ty ~ qq K.
V. 4. 6. Gaz de bosons libres

Considérons le cas de bosons identiques libres. La densité d’état individuelle est alors donnée comme
précédemment par :

2n(2s + 1)(2m) /2
h3

1

g(e) = AVe /2 avec A =
le spin des particules étant maintenant entier, et la condition qui détermine le potentiel chimique Ha partir des
variables T, V, N s’écrit :

ez
eBle—w _1

N=AV fooo de avec p <0

50



1l faut calculer cette condition par ajustement numérique, car l’intégrale qui y figure n’est pas calculable
numériquement pour I'ensemble des valeurs permises aux deux parametres 3 et L. Introduisons les paramétres

sans dimension : la fugacité @ = exp(BL) et x = Pe.

AN % x'72

> — =
0 eX/p-1

v dx = IB(¢) avec0< @< 1.

B
I (@) est une fonction croissante de ¢ dans I'intervalle [0, 1], I'équation précédente doit satisfaire 4 :

2n@2s+ DEmPN _ 2y 3 3\ v
h3 VSI ((P—l)—](; ex_ldX—F(E). E(j} —72,612

Gamma Riemann

1

V (25+1) 2,612

"

2
Soit : T > h [N !

= Tp : Cest la température de Bose.
2mmk

Condensation de Bose-Einstein

La condensation de Bose-Einstein est un phénoméne purement quantique, ou une quantité
macroscopique de particules se retrouve dans le méme état quantique. Ce phénomeéne est I'un des points de départ
pour comprendre la superﬂuidité et la supersolidité, avec tous les phénoménes spectaculaires qui leur sont

associés.

En général, tous les bosons ont un potentiel chimique négatif : 1 < 0, sauf pour 3H, ou | est légérement
supérieur 4 zéro : e P = 0,15 & u = 6,67 KT. L’hélium4 devient “superﬂuide” pour T < 2,17 K.

SiT” =>p->—

Si TN o0 } : dong, la température T doit étre supérieure & une température critique de Bose Ty (L = 0).

Plus la température diminue, plus le potentiel chimique tend vers zéro, et les particules perdent de leur
énergie, et vont se trouver sue des niveaux plus bas = le nombre de niveaux devient inférieur au nombre de

particules : (n;) » 1 : on dit que le gaz est devenu dégénéré.
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Nexc=Nsat <

No L0000 0000 00a( Etat fondamental

A haute température, le gaz est non dégénéré, cad un gaz classique de Boltzmann, ot le nombre de

niveaux devient plus important que le nombre de particules (n) K 1:

© 3/
N = AVeBU-f e_Bssl/ng = \/(ZL}:T)ZeBH
o h
= TL N /2nmKT 2 et N 3 300 2nmKkT
n= nV( h2 ) [nv 2" he
Que se passe t-il lorsque la température devient inférieure 2 Ty ?
Pour T = Ty : N = N(Tj) = Cte (Tg) Pour T < Ty : N’ = N(T) = Cte (T)"

— N’ <N : Ce qui est impossible !
Condensation de Bose-Einstein

Normalement, le nombre de particules est donné par :

— Z(n) Zeﬁ(f w—1

Alors que dans l'intégrale : N = fow g2 f(e)g(e) de. Pour le niveau fondamental, £€=0 (N=0), car f(€) est multiplié
par €. Le passage de 2. — [ est donc une approximation qui n’est valable que dans le cas ou le nombre de

particules sur le niveau € = 0 est faible. L’intégrale ne tient compte que des particules dont l’énergie £>0.

Alors, le nombre de particules dont I'énergie € = 0 est donné par :

anoweltoare (i) ) n(-())

N”/N

Te T
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AT =0K: toutes les particules sont sur le niveau fondamental € = 0

AT =Tg: les particules commencent 3 perdre la totalité de leur énergie : Clest le début de la

condensation de Bose-Einstein.

Si 0 < T < Ty une fraction macroscopique du nombre total de particules est dans le condensat. Par

exemple pour T = 0,63 Tp, on a Ny = g Si T > Ty seule une fraction microscopique de N (donc négligeable) est

dans Iétat fondamental.

Depuis quelques années, on dispose en laboratoire de gaz ultra-froids dont les propriétés sont tres
éloigne’es de lintuition habituelle. La majeure partie des atomes de ces gaz occupe un seul état quantique,

confirmant ainsi une prédiction faite par Einstein il y a75 ans.

La découverte de ces condensats atomiques a permis de valider les théories développées il y a Plusieurs

dizaines d’années pour décrire le comportement superﬂuide de I'hélium liquide.

La recherche de systéemes plus proches du modele initial d’Einstein est devenue treés active au cours des
20 derni¢res anndes. Le développement des techniques de piégeage et de refroidissement d’atomes par des
faisceaux lumineux ou des champs magnétiques statiques a permis de faire sauter les verrous qui avaient
auparavant bloqué cette recherche. En 1995, a Boulder, la découverte par le groupe de E. Cornell et C. Wieman
d’un condensat de rubidium, suivie de peu par son analogue pour le lithium, le sodium et 1’hydrogene, est venue

couronner ces efforts.
Calculde U:

Calculons d'abord 1'énergie moyenne du systeme, dans le cas particulier de bosons de spin nul :

2
1 p 3 3
V(2 el 4mv (*® 2m 8mVm™/2 s, [ x/2
U=—f —d£=—j —M p2dp=—— (kT /ZJ dx
h3 ), eBE=w —1q ERA eﬁ(%‘”)_lp p 32 (kT) , e —1
:¥x1,341

Finalement, on peut trouver U en fonction de Ty :

3

T 2

U = 0,77 NKT (—)
Tg

Calcul de Gy

Par suite, nous en déduisons la capacité calorifique A volume constant :

3

au 2 .53 T\?
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Il est nécessaire ici de souligner la dépendance en température de la capacité thermique A volume

. . . 3 1
constant du gaz de bosons, en comparaison avec le gaz parfait classique pour lequel C, = >Nk est indépendante

de T (pour T > Tg).

Calcul de ] :

] = kTJ g(e)Ln(1— e PEW)de = AV kTJ Veln(1—ePEW)de
0 0

© 3
2 3/ 2 @ € /sz 2
_ “ _ a—BE-w —_ —_— = -
AVKT [3 e/2Ln(1-e )]0 SAV kao Sep 130

=0

Dans le cadre de la condensation de Bose-Einstein, le potentiel chimique est nul pour T < Ty. Par conséquent, la

. . , . . 2
limite thermodynamique étant atteinte, nous avons simplement: F =] = — EU

Calcul de la pression et équation d'état :

o _OF_20E_2E_ . 2
Tovi3av 3V '3

I s'agit de I'équation d'état du gaz de bosons en condensation de Bose-Einstein T < Tg:

5/
P=1341025+ 1) (575) kD2

La pression obtenue ne dépend pas ni du volume ni du nombre de particule, mais seulement de la température.
V. 4. 6. 1. Lois du rayonnement du corps noir :
V. 4. 6. 1. 1. Energie émise par le corps noir :

Le corps noir est un syst¢eme macroscopique, qui regoit le rayonnement par un petit orifice et I'absorbe
totalement. A Téquilibre, I'enceinte de température T est le sige d’ondes électromagnétiques, qui sont
équivalentes A une assemblée de photons obéissant a la statistique de Bose-Einstein, sont des particules de masse

au repos nulle, de spin = 1 avec uniquement 2 états de polarisations, dont I’énergie est € = hw, et d’impulsion

p= E La densité d’état par unité de volume, dont Iénergie des photons est comprise entre € et £+de.
4mp?dp 8me?
g(E)dS = ZT = FC_EX €
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Ainsi, le nombre total de particules, sachant que le potentiel chimique d’un gaz de photons est toujours nul a

_ 8m foo g2
T h3c3J0 eBe_g

I'équilibre : N, de

V. 4. 6. 1. 2. Loi de Planck

La loi de Planck nous permet de calculer l’énergie émise par un corps noir en fonction de la longueur

d’onde considérée et de la température de la surface.
Calculons la densité spectrale de I'énergie rayonnée par unité de volume, dans I'intervalle [A, A + dA]:

hc
En remplagant € par o le nombre de particules dans I'intervalle [, 1 + dA] devient :

© 1 8mhc
N;L—8T[f0 md)\ 3dEA—SdN;‘—m

La représentation graphique est donnée sur la figure suivante :

T —ZEEBS T
L 2z = 410~
~. 50 = = I-: / NC. 3104
= / \),
= 40 |
2 l & B 21074
= 30 >
Z / z. / .
g ! - = 4007
o 2 il // 5 107
Z 10 ; i ]
S T = 3000 R // T = 300K
~ 0

0 500 1000 1500 2000 0 2000 4000 6000 8000 10000

A (nm) A (nm)

V. 4. 6. 1. 3. Loi de Stefan-Boltzmann :

Cette loi s’intéresse 2 l’énergie totale en fonction de la température, en intégrant la loi de Planck :

E f Cagyan= [ — oM = BT e f "Xy Phe
| = LA = = X avecx =
tota s 0 s (eﬁhc/}\ B 1) h3c¢3 o ex —1 A
4
:;.[_5

8m°k* , . . .
Etotal = e O T*: Loi de Stefan-Boltzmann, ot I'énergie est 4 la quatri¢me puissance de la température (G

la constante de Stefan = 5,67.1078 W/m?2. K*).
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Méthode générale de résolution des exercices et des Problémes

Au risque de dire des évidences, nous rappellerons qu’un énoncé de Physique Statistique est tres
précis, contient toutes les informations requises et que chaque mot a son importance.

La premiere recommandation donc consiste a lire I"énoncé avec la plus grande attention La
logique du cours sera chaque fois mise en ceuvre, c’est-a-dire qu’on doit se poser dans I'ordre les deux
questions suivantes :

1. Quels sont les microétats du systéme étudié ?
2. Lesquels sont réalisés dans les conditions du probléme ?

La premitre question est traitée en général par la Mécanique Quantique, qui se réduit a la
Mécanique Classique dans certains cas (gaz parfait par exemple).

Dans la plupart du temps ceci revient & se demander quels sont les états d’énergie du systeme ?, ils
sont souvent précisés dans 'énoncé.

A ce niveau, on peut traiter trois cas :
— Particules discernables (par exemple de coordonnées fixes) : premiére partie du cours
— Particules mobiles classiques : chapitre sur le gaz parfait

— Particules indiscernables : seconde partie du cours, ou l'on a limité I'étude au cas de particules

indépendantes.
La seconde question reléve de la Physique Statistique a proprement parler.

Selon les conditions physiques du probléme on se place dans I'ensemble statistique adapté :
— systeme isolé, énergie et nombre de particules fixés : ensemble microcanonique
— température imposée par un thermostat et nombre de particules fixé : ensemble canonique
— systéme en contact avec un réservoir d’énergie (qui impose sa température) et un réservoir de particules
(qui impose son potentiel chimique) : ensemble grand canonique

Les systémes de particules indiscernables relevant du principe de Pauli étudiés dans le cadre de ce
cours se traitent dans I'ensemble grand-canonique, le potentiel chimique étant fixé de maniere a faire

coincider le nombre moyen de particules et le nombre réel de particules imposé par la nature du systeme.
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A. Quelques notions
mathématiques.

A.1l. L'intégrale d'une gaussienne.

I:[ h e~="dx

Il sullit de commencer par le caleul de Uintégrale

J— [[ T e @) dady

, 5 e .

Comme exp(—2? —y?) = exp(—2?) exp(—y?), U'intégrale est séparable est nous avons
J = I°. Par ailleurs, si nous laisions un changement de variable (z,y) — (r,#), nous
aurions

Pour calculer U'intégrale

Ce qui nous améne an résultat bien connu
T
- —
[ e F dr = /7
J —oo
Un changement de variable » — faz nous donne enlin
+oo A
[ e dr=+/7/a
J —oo
Nous pouvons a partiv de 1a caleuler toutes les intégrales de la forme
+0o0 5
I(2n) = / e dr
J —po

en effectuant des intégrations par partie et en généralisant par récurrence. Nous
trouverons alors

I(2n) = %\, T
En particulier,
I(2) = % s
I4) = % T
I6) = % VT



Formulaire

0.1 Fonction Gamma d’'Euler

T(z) = /” dtz~ et pour Rez >0
40

(1)

. - ’ _ b . “ .
Remarque : toutes les intégrales du tyvpe fnm dz 2% e=¢*" peuvent s’exprimer i I'aide de la fone-

tion I,
La relation fonctionnelle (facile & démontrer) :

|r{z+1)=zr(z)|

(2)

permet de prolonger analytiquement la fonction I' & 'autre moitié du plan complexe, Rez < 0.

Valeurs particulieres : ‘ [(1)=1&T(1/2) =7 |d’oi1, par récurrence,

I'n+1)=mn!
1 T
Din+ ;) = \;{f (2n — 1)!

olt 2n— DI E1x3x5x - x (2n—1) = oy et (2n)!1E 2 x4 x ... x (2n) = 2"nl.

0.2 Intégrales gaussiennes

Une intégrale, relice a I'{1/2),

Une intégrale, reliée a4 I'(3/2),

Plus généralement

(J:L'.T”e_%“’““z—l 2) ¢ r ntl
JB+ _2 a 2

La transformée de Fourier de la gaussienne :

_1_.a,. 2m 1,2
dre—39% +ikz _ e T
JR “f a

0.3 Fonction Beta d’'Euler

1 /2
Bp,v) = / dttt 11—t 1=2 f df sin® 716 cos™ 16 = L)
Jo Jo Ip+v)
0.4 Formule de Stirling
T(z+ 1)~ v2az2"e® ie InT'(z+1) =zlnz—z+%ln(2wz)+@(l}z]

qui sera en pratique souvent utilisée pour calculer In(n!) ~ nlnn —n ou % In(n!) ~ Inn.
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0.5 Formule du binome

N
N!
N _ n N-—n LS def
b+ =3 o oL CR = N )
0.6 Autres intégrales utiles
o0 zﬂ—l . oo i
./u‘ 1:1:1:@_1__1 =T'(a)(a) ol {(a}:r;n

est la fonction zeta d’Euler. On a {(2) = %, ¢(3) = 1.202, ¢(4) = %, ete.

o0 m-t ﬂ,-i
[ dr 5— = on
a sh=z 30

(on peut la déduire de la relation précédente pour a = 4).
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Université AbdelMalek Essaidi Année 15-16

Faculté des Sciences SMP (S5)

Département de Physique Tétouan
TD de Physique statistique

Exercice 1:

On se propose d’établir pour les valeurs des nombres entiers trés grands N>>1, l’approximation de
Stirling :
Ln N!=NLnN-N
1- Montrer par récurrence que I'(N + 1) = NI'(N), et en déduire que T'(N + 1) = N T est appelée fonction

Gamma d’Euler, donnée par : T(N) = f0+°o xN"le™Xdx.

Ll . \ dLnN!
2- Vérifier que si N est tres grand, pT LnN

3- En déduire I’approximation de Stirling.

Exercice 2 :

On considére une chaine d’atomes A séparés d’'une distance a et supposés immobiles a la température T.
Un atome étranger B mobile est mis en insertion entre deux atomes A dans la chaine. Il peut alors sauter vers un
site d’insertion voisin : soit vers la droite avec la probabilité P soit vers la gauche avec la probabilité q- L’atome B

effectue N saut supposés statistiquement indépendants.

1- Calculer p(n) probabilité pour que I'atome B fasse n sauts a droite

2- Calculer Log P(n), en supposant que Netn grands et que P(n) est une fonction continue, on peut alors utiliser
I’approximation de Stirling

3- Ecrire Log P(n) sous forme d'un développement de Taylor d’ordre 2, sachant que cette fonction admet un
maximum pour n=n,

4- Calculer la valeur moyenne de n

5- Calculer la valeur max de la probabilité p(n).
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Exercice 3 :
Dans un espace a n dimensions, l’équation d’une sphére de centre O et de rayon R est X% + X% + -+

x2 = RZ. On note V,(R) son volume et S (R) sa surface.

1- Montrer que S (R) = Sn(l)RM, et calculer I'intégrale I,, = f_t: ft: e~ (Kirxg++xf) dxq ...dx,

2- Montrer que I, peut s’écrire aussi sous la forme : I,=S, (1) T,

3- Calculer T, , suivant la parité de n, et montrer que pour n grand, on a : Ln(T,, /2) ~ Ln (g !)

4- En déduire I'expression de V (R).

Exercice 4 :
On va considérer ici une particule de masse m dans un puits de potentiel infini de largeur a, dont les

. ) . . n?h? 5
niveaux d energle sont comme suit : n— > 1
2ma

avecn=0,1, 2,...

1- Calculer la séparation énergétique AE, entre deux niveaux voisins.
2- Montrer que la physique 4 appliquer est classique dans le cas out la masse de la particule serait importante ou la

largeur du puits serait grande.

3- Montrer que la Physique a appliquer est aussi classique pour les niveaux d’énergie éloignés du niveau

fondamental.

4- Exemple d’application :la particule est un proton de masse m, = 1,7.10727 Kg, et la largeur du puits est a = 10710
m.

a- Montrer que AE, est du méme ordre de grandeur que les énergies elles mémes lorsqu’on est pas loin du niveau
fondamental.

b- Dans une région macroscopique (a= 1 cm), quel est le niveau d’énergie d’'un atome d’hydrogene dont I'énergie

-2
de son proton est de 2.10 " ev, et montrer que :

AE
LpS!

Exercice 5 :

Soit un systéme idéal de N spins %2, chacun ayant un moment magnétique L. Le systeme est placé dans

un champ magnétique extérieur B. Si on considére que p est la probabilité pour que le moment magnétique d’un
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. . . , el 5. . L= 1
spin soit orienté vers le haut et q la probabilité pour qu’il le soit vers le bas (si B = 0, p= gq= =), et n le nombre de
P qlap pour q P=9=3

moments magnétiques orientés vers le haut (sens de E)

1- Montrer que la variable aléatoire X=n suit une loi binomiale de parameétres N,p notée B(N,p)

2- Calculer sa moyenne, sa variance et son écart type

3~ Calculer la valeur moyenne du moment magnétique total M, ainsi que sa dispersion

4- Montrer que le maximum de la distribution binomiale pour N et n trés grands est atteint pour n,,, = Np
(on annule la dérivée logarithmique, et on utilise I’approximation de stirling)

5 Etudier le comportement de Log p autour de ce maximum et montrer

3 (n—nmax)z)

p(n) = p(Npax). €Xp ( 2Npq

que :

6- Montrer que cette formule est une bonne approximation de p(n) dans toute la région ou cette probabilité n’est

1

pas négligeable : P(Nmax) = [2nNpq |

63



Université AbdelMalek Essaidi Année Univ 14-15
Faculté des Sciences SMP (S5)

Département de Physique Durée : 1h 30

Contréle de Physique statistique

Exercice : (6 points)
On considére trois niveaux d’énergie équidistants, tel que €, -8 =8,-§ = Ag. Les dége’nérescences des
différents niveaux sont g, = 1, g, = 2, g; = 1. En prenant l'origine des énergies en €, :
1) Montrer que la fonction de partition s’écrit sous la forme : 4ch? ZATST 2 pts)
2) Calculer I'énergie interne (2 pts)

3) Calculer la capacité calorifique C, (2 pts)

Probléme : (14 points)

On considére un systéme constitué de N atomes fixés aux noeuds d’un réseau cristallin, en

—

équilibre avec un thermostat de température T, le tout est placé dans un champ magnétique B.

Nous supposons que chaque atome a un spin 15 et un moment magnétique W, et que chaque atome n’interagit

que faiblement avec tous les autres atomes du systéme.

Nous considérons un seul atome comme petit systéme et tous les autres atomes du systeme

comme une source de chaleur a la température T.
1) Quels sont les états quantiques que puisse occuper un atome (7 pt)

2) Donner les probabilités de trouver 'atome dans chacun de ces états (2 pts)
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Supposons maintenant que le systéme est constitué d’atomes ayant un moment angulaire J. Le

N -
moment magnétique d’un atome dans ce cas est donné par : [L = glg], ol U, est le magnéton de Bohr et g un

facteur caractérisant 'atome. On rappelle que la projection du moment angulaire ] peut varier entre —J et J.

3) Montrer que la fonction de partition de chaque atome est donnée par : Z, =

sh(]+%)x

X
shz

_ 8KoB
avecX = == (4 pts)

4) Calculer la valeur moyenne du moment magnétique (1) en fonction de la fonction de Brillouin B] (%), ou

By(x) = % [(] + %) coth (] + %) X— %coth g] (3 pts)

5) Calculer I'énergie interne du systéme dans le cas particulier ou J = 1/2 (2 pts)

2
Nk(Z
6) Montrer que la capacité calorifique dans ce cas est de la forme : ¢, = hz(z))() (2 pts)
2
Rappels
Ensemble Microcanonique Canonique Grand canonique
Paramétres fixes E,V,N, .. T, V,N, ... T, V, L, ..
Fonctions Nombre d’états accessible : Fonction de partition : Grande fonction de partition :
fondamentales
Q(E VN, ..) 7, = Z o~BE| Zye = z o~ B(EI—RND)
associées 1 1
Energie libre : F = kTLnZ, Grand potentiel : ] = —kTLnZgc
oo tJ 1 1
Probabilité d’un état P = SE<E <E + 65l P = —eBE p = = oBE-uND
Q(E) c gc
= sinon
p JdLnZ, O0LnZ,,
dS = =dE —= dV E)=— _ 8
g (B =~ (N) = kT
. i
Relations importantes -5 dN F - (E)_ TS OLnZy
(B — () =~

dF = -SdT - pdV + udN -M

dB

J=F—uN = (E) = TS — uN

dJ=-SdT - pdv - N dp
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Université AbdelMalek Essaidi Année Univ 14-15
Faculté des Sciences SMP (S5)

Département de Physique Durée : 1h 30

Rattrapage de Physique statistique

Probleme :

Partie A

Soit un systtme formé de N particules de masse m, libres, discernables, indépendantes et
enfermées dans un récipient de volume V. Ces particules constituent un gaz parfait monoatomique. Dans un
premier temps, le récipient isol¢ dans son ensemble, est séparé en deux compartiments par une cloison diatherme

et coulissant sans frottement (cad ces deux systémes échangent de la chaleur et du volume).

Dans le premier compartiment sont enfermés les N; atomes de volume V, et d’énergie E,, et dans

Iautre les N, atomes de volume V, et d’énergie E, :

1°/ Calculer p(E) : nombre d’états microscopiques du systéme ayant une énergie comprise entre E et E+OF, en

tenant compte des effets quantiques. (3 pts)

2°/ Montrer que l'entropie du systeme & l’équﬂibre est donnée par :

S le{LogV1 +2 Log[rnl]El+3]+ Nzk[LogV2 +2 Log{mz]EZ+3] Gpts)
2 2 2

snh? ) N1 s’ N, 2

3°/ En déduire la température T du systeme (2 pts)

4°/ Montrer que I'énergie E du systéme est donné par : g — 3SNKT (2pts)
2
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5°/ Donner I'équation d’état du gaz parfait. (2 pts)
Partie B

On retire ensuite la cloison, le syst¢éme évolue alors vers un nouvel état d’équilibre ou les deux

types d’atomes sont répartis dans I'ensemble du volume V.

1°/ Calculer le nombre d’états microscopiques du systtme globale p(E) en sommant sur toutes les valeurs

possibles de la variable interne E,. (2 pts)

Dans le cas du mélange des particules : p(E) = fOE p(E1) p(E;)dE,

N,-1
S

2°/ Ce mélange doit s’accompagner d’une variation d’entropie. Montrer que cette entropie de mélange est de la

forme :

AS =S, —-S; =N,kLog—+ N,kLog— (2pts)
V, \'A
3°/ Montrer que la température de mélange et sa pression ne sont pas modifiées par le mélange des deux gaz :

T =T/ etR =P;. (2pts)

Partie C

On suppose que cette fois-ci, le gaz est constitué des particules identiques. Montrer que I’entropie de

mélange est la méme, et que I'équation d’état du gaz parfait reste donc valable. (2 pts)
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Série n°2

I- Un systéme formé de N particules de spin Y2, chacune de moment magnétique [y, est placé dans un
champ magnétique B. Le systéme est de taille macroscopique, si bien que N est de I'ordre du nombre
d’Avogadro. L’énergie du systéme est alors égale & E=-(n - n’),B, avec n dénote le nombre de moments

magnétiques orientés vers le haut, et n’ = N - n : le nombre de moments magnétiques orientés vers le bas.
gnetiq gnetiq

a/ Calculer le nombre d’¢tats I (E) de ce systéme de particules qui se trouvent dans un étroit intervalle

compris entre E et E+OE. Ici, OF est grand devant les énergies de particules individuelles, cad OE >>2,

B.
b/ Donnez une expression explicite de LnI" en fonction de E (utiliser la formule de Stirling).

¢/ En utilisant S* = K Ln 1", donnez Ientropie du systéme de particules.

N E
1 K 2 2u,B
d/ Montrer que la température T* du systéme est donnée par : — = Log o
21”0 B E + i
2 2u,B
—E?
e/ Montrer que I'(E) suit la loi de Poisson : I'(E) = 2N exXp——=
2N (18)

f/ Montrer que pour un processus adiabatique, on peut refroidir le systéme en faisant décroitre le champ
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magnétique (désaimantation adiabatique).

II- 1°/ Soit un gaz parfait quantique constitué de N atomes enfermés dans une boite cubique de volume
V=L LL,. L’énergie E du gaz est donnée par :
2

E=—(k: +ks+..+kn)

2m

Avec k; : vecteur d’onde rapporté a la particule 1.

a/ Calculer I(E) : nombre d’états ayant une énergie comprise entre E et E+OE, on tient compte de
indiscernabilité des particules. On donne le volume d’une sphére de rayon R dans un espace 4 n

dimensions.

Tcn
Vn =Can avec C[1 = HA
()

2

b/ Déterminer I'entropie S de ce gaz parfait.

2°/ Considérons maintenant que le gaz parfait quantique est en contact avec un thermostat de

température T.

a/ Montrer que la fonction de partition d'une particule du gaz parfait est donnée par :

%

z = V(kT)% -

21th

b/ Calculer I'énergie moyenne de la particule et déduire I'énergie moyenne de tout le gaz.

3°/ Considérons un gaz classique formé de n particules confinées dans une boite de coté L.

a/ Calculer I'(E) en tenant compte des effets quantiques et de I'indiscernabilité des particules.
b/ Calculer 'entropie S en fonction de Iénergie E.

¢/ Déterminer la température et retrouver 'énergie interne du gaz parfait.
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d/ On montre que I'entropie S est donnée par :

vV 3 3 . 5
S = Nk| Log — + —LogkT + —Log(27tm) — Logh™ + —
N 2 2 2

4°/ Considérons maintenant que le gaz parfait classique est en contact avec un thermostat de

température T.

a/ Calculer la fonction de partition relative au gaz parfait, on tient compte des effets quantiques et de

I'indiscernabilité des particules.

b/ L’énergie interne U du gaz est définie comme la moyenne de I'énergie mécanique E dans I'ensemble

canonique.

¢/ Exprimer U, ainsi que la capacité calorifique & volume constant Cy du gaz en fonction de la fonction

de partition Z et de ses dérivées.
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Exercice 1 :

Soit un systéme de 4 spins 1, ayant chacun un moment magnétique [o.
1) Donner ses états quantiques, et quel est I'état fondamental ?

2) Généraliser au cas d’'un systéme de N particules supposées fixes, chacune d’elles ayant un spin 72,

et un moment magnétique l,. Le systéme est placé dans un champ magnétique B. L’interaction

entre les particules est supposée négligeable.

Exercice 2 :

Considérons le systtme de 4 spins %2 (ayant chacun un moment magnétique l,) situé¢ dans un

champ magnétique B. Supposons que ce systéme est isolé et posséde une énergie totale égale a —2u,B.
1/ Quels sont les états accessibles au systéme ?

2/ Quelle est la probabilité pour que le systéme considéré occupe un état accessible ?

3/ Quelle est la probabilité pour un spin particulier d’étre orienté vers le haut ou vers le bas ?

4/ Déterminer la valeur moyenne du moment magnétique total.
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Exercice 3 :
Soit un oscillateur harmonique de masse m et de pulsation ®, calculer :

1
1°) Sa fonction de partition dans le cas classique, sachant que E, = > mw?x?

1
2°) Sa fonction de partition dans le cas quantique, sachant que &, = (n + E) hw
3°) Dans quelles conditions peut-on retrouver le cas classique ?

4°) Calculer l’énergie interne, l’entropie et la chaleur spécifique d’un systéme de N oscillateurs.

Exercice 4 :

Soit un gaz réel dilué formé de N particules monoatomiques identiques. L’hamiltonien du gaz

s’écrit :

ot h; ne dépend que des variables internes, qui est di 4 I'énergie des niveaux fondamentale et excité (dans

le cas de gaz parfait hi=0), €; étant les valeurs propres (discrétes) de h.

1°) Calculer la grande fonction de partition & I'aide de la fonction de partition interne d’'une molécule :

, — Tr—Bh — Z o—Bei

i

2°) En déduire le grand potentiel, et le comparer au cas du gaz parfait
3°) Calculer :

a) la pression, le nombre de particules, et donner I'équation d’état du gaz
b) l’entropie, l’énergie interne et la chaleur spécifique

c) le potentiel chimique [, et montrer qu’il est négatif en appliquant le Principe d’Incertitude

d'Heisemberg.
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Série n°4
Exercice 1 :

On considére une masse M de métal occupant le volume V a la température T et & la pression

atmosphérique. Le nombre d’électrons occupant le niveau €, est donné par :

8k

N = eBk-1) + 1

g étant la dégénérescence des niveaux. Le spin de I'électron s étant égal a V2, g, = 2s+1 = 2.

1°) En supposant que WL —> &; lorsque T —> 0, représenter N /g, en fonction de €, a T= OK. Interpréter

physiquement la courbe ainsi obtenue.

2°) Déterminer &; (en électron-volt) pour le cuivre sachant que :

- Nombre d’Avogadro N = 6 10?3 mole
- masse spécifique p =9 10° Kg/ m’

- masse atomique M = 63,6 g/mole

- constante de Planck h = 6,62 10" j.s

- charge de I'¢lectron e = 1,6 10" coulomb
- masse de I'électron m = 9,1 10" Kg

- nombre de Valence par atome z = 1

3°) on suppose que L varie trés peu avec la température, et que & est une bonne approximation de W,
méme pour de températures de 'ordre de 1000 K, expliquer pourquoi la statistique de Maxwell-Boltzmann

n’est pas applicable au gaz d’électrons.
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Exercice 2 :
Les bandes de valence et de conduction d’un semi conducteur sont assimilables a4 deux niveaux €,
et €, de méme dégénérescence g1=8=8 On pose Ae=¢,-¢,.

Soit N le nombre d’électrons se trouvant dans la bande de valence 4 T = OK. La bande de

conduction étant vide, on suppose ainsi que N = g

1°) Ecrire le nombre N, et N, d’électrons se trouvant respectivement sur &, et €, & I'équilibre thermique
2°) Calculer la position exacte du potentiel chimique a T quelconque

3°) Exprimer N, et N, ainsi que le nombre de trous respectivement p, sur €, et p, sur &, en fonction de g,

Ag et kT. Quelles sont les limites de ces quantités aux hautes et aux basses températures.

4°) Donner les expressions de I'énergie interne et de la capacité calorifique Cy en fonction de la

température. Calculer la valeur de T qui rend Cy maximum si A€ = 1 ev. Conclusions ?
5°) Montrer que si A€ =1ev, on peut simplifier les formules de N, et P2
Exercice 3 :
On considére un gaz de fermions indépendants de masse m et de spin %2 contenu dans un volume

V, libres et relativistes, dont I'énergie est : €(p) = Vp?c? + m?ct

1°) La température T est suffisamment faible pour que 'on se contente de température nulle. On désigne

par U, le potentiel chimique et par py 'impulsion d’une particule a I'énergie L. Calculer py en fonction de

N/V

2°) Soit ], et E,, le grand potentiel et I'énergie moyenne du gaz & température nulle

a) Montrer que le grand potentiel peut s’écrire : Jo = i_‘:“/ fopF 4mtp? (e(p) — no)dp
b) Vérifier que cette expression conduit bien 2 la relation générale : J, = E; - uoN

c) En posant x = L et en effectuant une intégration par parties, établir 'expression suivante pour le
mc

8mm*c xp x*dx PF

5
grand potentiel : Jo = _VWI(XF) avec [(Xp) = fO Tz CtXF =

mc
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d) Ecrire 'expression qui en découle pour la pression P, du gaz a température nulle

2

5
. . .. N . 8T
3°) Si les fermions sont non relativistes € = p? , montrer que PO s ecrit comme suit : PO = PE

15h3 m

4°) Examiner le comportement des résultats précédents dans les domaines non relativistes p < mc et

ultra-relativistes p >> mc.
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