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NOTIONS SUR LE CALCUL 
DIFFERENTIEL 

1) Fonctions de plusieurs variables 

Une fonction de plusieurs variables x 1, X2, X3, ... xn est 

une fonction de IR x IR x ... IR= JR'1 sur IR qui à (x1, x2• 

x3 •••• xn ) fait correspondre la fonction f (x 1, X2, x3 ... xn, ) . . . 

a) Derivée partielle d'une fonction de plusieurs 
variables 

Pour simplifier, on prend le cas de trois variables x 1, X2 

et x3 la généralisation pour n variabl~s ne pose aucune 

difficulté. .! 
La dérivée partielle d'une fonction f ( x1, x2, x3) par 

rapport à x1 est la dérivée de f par rapport à x1 en supposant 

X2 et x3 constants: noteé 

('H) -f' dx. - x, 
f X l • X 3 

(D 

De même, on peut définir les dérivées partielles de f par 
rapport à x2 ou X3 

b) Dérivée d'une fonction compo.sée de plusieurs 
variables : · · 

La dérivée d'une fonction composée f(t) = f (u (t), v (t}, 
w (t)) est : · 

, - d F (t) ë) f du êH dv iH dw M'\ 
F (t) == ~ = dU<ff + dvdf + dwdt~ 

Où u (t), v (t) et w (t) sont trois fonctions réelles de 
variable t et dérivables. · 

Notion sur le calcul differentiel 9 

2) Différentielle d'une fonction 

La différentielle de f (x 1, x2, x3) est définie par: 

ar ar ar © 
df"'-dx1+-dx2+--dx3 4 

ih, ax2 dX3 

La différentielle de f est la partie principale de 
l'accroissement pris par f quand on donne à x 1• x2• et x 3 des 

accroissements de dx 1, dx2, et dx3 infiniments petits. 

3) Différentielle totale exacte (d. t. e) 

La différentielle df de la relation © est totale exacte si 

et seulement si : 

2 2 a (a') a (ar) a r a t 
dXI àx2 = êJx2 àx1 

⇒ = 
dX2dX1 àx 1 élx2 

2 2 a(.,) a(.,) a r a r G) 
ax2 dX3 == dX3 -dXz 

⇒ = 
dX3dX2 dX2dX3 

Remarque : Si la fonction . f ne dépend que de deux 

variables x1 et x2 par exemple, alors les conditions ® se 

réduisent à une seule à savoi~ : 

2 2 

a ( ac ) a ( ar ) a r ,H 
dx 1 dX2 '.:'.:é}x2 dx 1 ou dx1àx2 - ax2àx 1 

4) Formules relatives au calcul des differentielles : 

Soient f et g deux fonctions de plusieurs variables, on 
· peut démontrer que : 

a) d (f ± g) = df ± dg 

b) d (at) = a df (t. E C @ 
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c) d (f. g):.: g df + f dg 

f/ l · 
d) d(7g)=2 (gdf.fdg) avec g~O 

g 

5) Intégration d'une différentielle totale exacte d'une 
fonction à deux ,·ariables ! 

Soit f (x, y) une fonction de deux variables x et y, sa 

différentielle, d'après © s'écrit: 

df:::;: (~) dx +(ar) dy . 
ax y r}y X 

On pose 

A<x.y) = ( ar) ; s (x,y> = (I~) 
dX y dy X 

Donc df peut s'écrire: 

df,,;, A (x,y) dx + B (x,y) dy (J) 
Si df est une diférentielle totale exacte, alors on écrit, 

d'après G): 

ay ax 
Nous allons maintenant détenniner la fonction f (x, y). 
En effet intégrons A (x, y) dx par rapport à x, on aura : 

f A{x,y) dx ::: F(x,y) 

Donc l'intégrale de (J) sera sous la forme : 

f (x, y)= F (x, y)+ <p (y) @ 
Où q, (y) est une fonction uniquement de y 
Le problème maintenant consiste à d~terrniner la 

fonction <p (y). 

Pour celà dérivons @ · par rapport à y, il vient : 

-- "' ~ + _,y .= B (x, y) (ôf') c1F , d<p1} 

ay x êJy dy 

Notio11 sur fe calcul diffà,-111iel 

Ou bien 

Donc 

D'où 

dq, ë)f 
- = 8(1.,y). -
tW ay 

. aF 
(B (x,y)--) dy + C 

iJy 

fÇx,y) = F(x,y)+ (B (x.y)--) dy + C f ëlF 

êJy 
.,.., 

C est une constante d'intégration. 

11 

Exemple d'application Soit ! 'expression 
différentielle à integrer 

df= x + 2y dx+-Y--dy;;;; A(x,y)dx + B(x,y)dy 
(x+y/ (x+yl 

Vérifions, tout d'abord que df est une différentielle totale 
exacte. 

En effet 

oA _ -2y . as _ .2y 
l ' . 3 

dV {,t +yr ax (x+y) 

Donc 

dA iJB ·• ---
oy ax 

Cherchons maintenant la fonction f (x.,y) 

fntégrons A (x, y) dx par rapport à x, ce qui donne : 

J A (x , y) dx =- J x + 2\ dx 
(x + y) 

y 
= Log lx +yl--- = F{x ,y) 

\, . X+ y 
!' 
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Donc d'après @ , on écri~ : 

f (x, y)= Log lx+ yj •_Y_+ cp (y) 
X +y ., 

D'autre part on a: 

(( ~pi 
<p {y)= J B - ry-) dy + C 

Comme 

Ï1F y 1 x 
B - dV = -----·+--=O 

y {X+ y)2 X+ y (y + y)2 

Alors <p (y)= C ·ï 
i 

L'intégrale recherchée est donc d'après @ 

f(x, y) = Logfx + YI· _y_+ C 
x+y 

Remarque : Nous pouvons retrouver le même résultat 
par une autre méthode appelée : méthod~ de Cauchy. 

Calcul différentiel I Enoncb 

.1 
ENONCES DES EXERCICES 

@J Soient les fonctions de plusieurs variables : 

2 2 
f1"'-,y)= ty 2 ; ;r:,.,y}=x/v 
. X +y y 

f3 Ç,C, y) = y log X + X 9!'.S Y 

13 

1) Calculer les dériveés partielles des fonctions f1, f2 

et f3 

2) En déduire leurs differentilles 
3) Ces différentielles sont - elles . to.tales exactes? 

~ On considère les fonctions, à plusieurs variables, 
suivantes: 

x2 
f 1 (x,y) == y ; f 2 (x,y};;:: log Jxyl 

f3 (x,y) = xY ( 2 2)½ f4(X,y) = X +y 

1 t5 (x,y) =log-;====; f6 (x,y,z) = zxlogjyl 
./ 2 + 2 . 'Vx y 

1) Calculer les différentielles de ces fonctions . 
2) Parmi ces différentielles, lesquelles sont des 

différentielles tot,,t~ exactes ? 

[ill Soient les formes différentielles suivantes : 

ro1 =(x +(y+ 1>2) dx + 2x(y + 1) dy 

. ro2 ,,. (y2-3)xdx + (1 + x2)y dy 

ro3 = .!_ dx -~ dy 
y 2 

y 
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2 2 ro4 = y x dx + x y dy 

W.5 = _x_ dx + __ Y - dy 
x2+y2 x2+y2 

2 2 
C06 = -4y dx - x dy 

1) Monter que co 1, ro2, 003, (1)4 , et ro5 sont des 

différentielles totales exactes, et qu'il en est pas de même 
pour ro6. 

2) Trouver les fonctions f1 (x. y) ;_ f2 (x,y) ; r3 (x,y) ; 

f4 (x,y) et f5 (x,y) telles que : 

df1 = ro1 • df2 = ro2, df3 = ro3 , df4 = ro4 et df.5 = co5 

[ITI Demontrer que l'expression: 

( X +Y+~. :z) dx +(y+ X + ¼- ;z)dy 
est la différentielle totale exacte d'une fonction f (x, y) 

que l'on détenninera. 

CITJ soit l'expression différentielle: 

1 2 2 
df = - y dx + 1 - x dv 

(1 + xy/ (l + xy/ -

l) Quelles sont les dérivées partielles de f (x, y)? 
2) df est • elle une différentielle totale exacte ? 
3) Chercher la fonction d'état f (X, y). 

~ Soit la forme différentielle : 
w == P (x, y, z) dx + Q (x, y. z) dy + R (x, y, z) dz 
où P, Q et R sont des fonctions de x, y, z 
1) A quelles conditions doivent satisfaire P, Q et R ·pour 

que (J) soit une différentielle totale exacte ? 

2) Si P(x.,y,z) = <p(x)(,?z + z2 + 2xz) ; Q(x.,y, z) = o 

et R Çx, y, z) = (l)(x.){1<-2 + x){X + 2z) 

Calcul différenriel / Enonds 15 

où q> (x) est une fontion seulement de x. 
Trouver l'éxpres~ion de q> (x) pour que les conditions de 

l) soient vérifiées. r. 
3) On considère la fonction 

q> PV P 
F!_P, V, l) =\j -y -Vf2 

où P, V et T sont (espectivement la pression, le volume et 

la température d'un système the11T1odynamique 
a) Ecrire la différ~11tielle dF 
b) dF est - elle unf différentielle totale exacte 7 

:: 
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SOLUTIONS DES EXERCICES 

[li:j l) Les dériveés partielles des fonctions : 

•f1(x,y) = ....31_ 
2 2 

X +y 

2 2 2 
y X + y - 2X = 

( 2 2)2 
X + y 

y2 _ X 2 
Y--'----

( 2 2)2 
,x + y 

2 2 
X X + y - 2y = x2 _ y 2 

X-- -=---
( 2 2)2 
X + y 

.. . \ ( 2 2) 2 
X + y 

2 2 2 3/ 
•;'1{,y) = X y = X y 12 

y½ 

{êH2)- 3 2 t/ (af2) :_ ¾ --;-:-:- - -2 X y 12 , - ::a 2xy 2 VY X ' .. , ax y 

• f3 (x., y);; y Jog X + X S11S y 

(ar3) = ~ + sins Y ; (af3) = log x + x cos Y 
. ax y ay )l 

2) Les différentielles des fonctions f 1 f2 et f 3 . 
df1 = (~fLdx + (~f:Ldy 

2 x2 
y y - dx 

(x2+y2}2 

x2 2 
+ X - y dy 

( 2 2)2 
X + y 

Calcul différer.lie/ I Solutions 

df 3 = (f + sin y) dx + (log x + x cos y) dy 

3) Les différentielles totales e,çactes : 

• Pourdf1 : 

1 
"'.lf 22 4 4 

_ 0_1 = 6x y -x -y 

axay ( 2 2\3 
X +y J 

on constate que : 
2 2 

a r1 a r, 
-----
axay ayax 

2 
"'.lf 22 4 4 

_v_l =6Jty -x -y 

dy<h (x2,+yf 

Donc df1 est une différentielle totale ex.acte. 

-Pourdf2 

a2r 11 
--2- =3xyl2 ax ay 

On constate que 
2 2 

ë)f2 =~ 

axay i3yéh 

a2 r · ¼ 
--2- = 3xy · 2 a y a x 

Donc df2 est une différentielle totale exacte . 

- Pourdf3 ... 
2 2 

.ôf3 1 df3 1 
-. - = - + rosy ; -- = - + rosy 

. dxây X âyax X 

On constate que 
2 2 

â(j âf3 
-----
axay ·: dyâx 

Donc df3 est une différentielle totale exacte. 

17 
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1 S 2 l 1) - différentielle de la fonction f1 Ç'(, y)= x 2 

y 

( ë!f 1) (èH1) x x2 
df1 = -·- dx + - dy: 2ydx - -2 dy 

ëlxy dYx , .. Y 

- différentielle de la fonction f2 (x. y) = log I xy 1 

df2 = (~~i dx + (af2) dy = ~ + d: 
ax y ,Jy )(. . 

- différentielle de la fonction f3Çx,y);::; xY 

(êH ) (èH ) . 1 
df3=_ -~ydx+a-!xdy=yxy dx+x.Yloglxldy 

l 

- différentielle de la fonction f4(x,y) = (x2 + /)3 

-2/ -21 
t-(2 2\/3 2(2 2\13 

df4 = 3xx+yJ dx+?/x+y/ dy 

- I 
- différentielle de la fonction f5(?:,y) =log~ 

X +y 

df5 = ( clfs) dx + (:fs) d~ = --+-i dx -+ï dy 
ch y oy' X X +y . X +y 

• différentielle de la fonction f6 (x, y, z) = z x log ! y 1 

Calcul différemie/ I Solutions 19 

2) on peut vérifier facilement, en utilisant la définition de 

la différentielle totale e_xacte, que df1, df2, df4, df5 et df6 

sont des différentielles totales exactes par contre d(, ]'est 

pas car 

cm l) Montrons que fil 1, 012, W3. W4 et C.05 sont des 

différentielles totales exactes 

- Pour w1 = (x +(y+ 1)2)dx + 2x(y + l)dy 

a( . -2) a - x+(y+f.l) _ ==2(y+l)=-{2x(y+I) 
è)y ax . 

- Pour 
( 2 •') ( 2\ 

(02 = y - ~ x dx + 1 + X J y dy 

a((y 2 • lx)_ _ a((1 + x2h) 
-~~---2yx- a dy X 

~ 

l X 
- Pour ro3 = - dx - - dy 

y 2 
y 

(!) . :a.·(· ~) a . 1 c 2 
_Y_ = -- =·-=-...L 
ay /- ,, ~x 

2 2 
• Pour . m 4 = Y x d~ + x Y dy 

. ,, ,., 
a (y~x) = 2yx :::! ~- (x~y) 

êJy èlx 

• X y 
• Pour w5 = 2 --Ï dx + 22 dy 

X -+y: X +y 
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• Montrons maintenant que w6 n • est pas une différentiel!e 
totale exacte. 

ona: 

ro6 = -4y2dx - x2dy 

ê>(- x1 
----rx- = - 2x } ==> 

a c-xy1 8 ay "' - Y 

à(-x1 à(-xy2} 
ax * ay 

2) Pour trouver les expressions des fonctions f1 (x, y) , f2 

(x, y) , f3 (x, y) , f4 (x, y) , et f5 (x, y) on fait appel à la 

méthode expoée au paragraphe 5 (page 10). 
En effet on a · 

df1 = (x + (y+ l)2)c1x + 2x(y+ 1) dy 

On pose 

A(x, y)= x+ (y+ 1) 2 et B (x, y)= 2x(y+ 1) 

JA(x,y)dx = J x +(y+ 1)2 dx = ;
2 ~ ~ + 1)2 = F(x, y} 

Donc on a 

f1 ~y)= F(x,y)+cp(y) a:: ~
2 +x(y+ 1)2 +cp(y) 

Dérivons f1 (x, y) par rapport à y, on obti~nt 

(ë)f1) d<p (y) ·. 
- = 2x(y+l) +-d- = B(!c,y) == 2x(y+l) 
é)y X y \ 

}· 
ce qui donne 

d::) = 0~ rp(y)=C1 (constirlle) 

Calcul différentiel I Solutions 

d'où . 

de même on trouve : 

~ Soit l'expression différentielle : 
l y . l x 

df(x, y) = ~ + y +y --""i? dx + (y + x. +x -~ dy 
X y 

- Il est facile de vérifier que : 
2 2 

~ - l - _!_ - _!_ -~ 
ë>xày y2 x2 ayax 

doric df est une différentielle totale exacte. 
- L'expression de f (x, y) : 

2 2 · 
f(x.y) = ~+Y2 +x (y+!)+l+C 

2 y X 

[IT] df = 

... 

il - y2 dx + 
? 

(l+xy)-

2 
1 - X d 

2 y 
(1 + xy) 

1) Les dérivées partielles de f (x, y) 

(af)- 1.y2 . (ar)- 1-x2 
dX y- (1 +xy>2 • oy X- 0 +xi 

21 
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2) df est une différentille totale exaçte car 
1 1 

éÙ _ 1 x+y _ iÙ 

ëlxëly -- (] +xyr' oyÏ)x 

3) L'expression de f (x . y) 

1 

f (x vt = -~ + _ _1__::___-:__L_ + C 
·- y y(l +xy) 

( a) 

[ill Soit w = P (x, y, z) dx + Q(x, y, z) dy + R (x, y. z) dz 

l) Si w est une différentielle totale exacte, alors P. Q et R 
doivent vérifier les éonditions données au paragraphe 3 

<page 9). 

Soit 

(g?) = (·~~i 
dl X dy X 

2) Détermination de <p (x) 

Comme Q (x. y, z) = O. a.lors les trois conditions 

précédentes se réduisent à 

Mais 

Donc 

Jp JR 

{ 
P!x, y, zj = q>(x) (: 2z+ z2 + 2xz) 

R<x,y,z) = 1j><x.) (x-+x) (x+2z) 

::ip . 1 

{ ~z "'<p(x) ,x- + 2z + 2x) 

~~ = d<p(x) 1, 2 +x) (x + 2z) + q,(x)(3x :1 +4xz +2x + 2z) 
f/X dx 

De (a) el (b) il vient : 

d<p(xJ 
-~- tx+l)=-2<p(X) 

dx 

Cairn/ différentie/ I Solmions 

D'où : 

k 
<p(x) = ~ .·--- où k est une constante 

(x + 1)2 

3) Soit 

P PV P 
F(P,V,1) == V-T--2 

vr 
La forme différentielle de Fest : 

dF ;::: (~PFl dP + (};) dV + (:r) dT 
ar,v,T T,P V,P 

dF=(!.-~--1 -)dP+(-~-~++-)dV+(PV + .. 2P)dT v T vr2 . v2 T v,2 T2 vr3 

23 

Si dF est une différentielle totale exacte, alors les 

aF èJF aF 
dérivées partielles - -- ,-,-·- doivent vérifier les 

ar av ar 
conditions de 1) 

En effet 

y2 
l l 
--+--= 
T V7"2 

2 2 
dF P 2P dF ------ -------

arêJv T2 v2r3 avar .,. 

2 2 
dF V 2 ôF 

· - · - · - .. ·~ '-7 ... • . + --------· - --
d Pd T T2 vr3 dTdP 

D'où dF est une différentielle totale exacte. 
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1 . L'équation d'état d'équilibre 
d'un système 

ENONCES DES EXERCICES 

ITIJ L'état d'équilibre d'un système thermodynamique 
est défini par les variables d'état : la pression P, le volume V 
et la température T. 

1) Calcu·ler la variance de ce système s'il s'agit d'un 
corps pur sous une seule phase. 

2) Soit f (P, V, T) = 0 l'équation d'état de ce système. 
Ecrire les différentielles de V, de P et de T : dV, dP et dT. En . 
déduire: 

a)(~v) _ (~) = 1 
. ar r av T 

b)(:~t (::t= 1 
c)(aT) ·(ë)P_) = 1 

î)p V élT V 

d) (J ~ )i (; ~ )r (~: )v= -1 C'est l"Identité 

deREECH 
3) Rappeler les expressions de ex (cœfficient de 

dilatation isobare), X (cœfficient de compressibi!ilté 
isotherme) et 13 (cœfficient d'augmentation de Pression 
isochore). 

4) En utilisant l'identité de REECH trouver une relation 
entre a, P et X-

5) Montrer que : 

a) (a")=·( ax_) 
aP T aT p 

Eq11atioi1 d'é1c11 I Eno11cés 27 

. a (ë)P) 
b)~ = iJY v 

6) Soit un système pour lequel a et X sont des constantes 

(ex= <lo' X:::: Xo)- Etablir son équation d'étal. 

ITIJ Soit une mrile d'un g11z dont les cœfficients 
thermoélasliques a. et X varient suivant les relations : 

(D 
R RT · 

a = RT + bP et X = P (RT + bP) ® 

R : constante des gaz parfaits .. 
b : constante positive homogène à un volume 

1) Montrer que (D, aprés intégration, donne 

V = (RT + j)P)f (P) @ 
f (P) étant une fonction de la pression 

2) En tenant compte de @ quelle expression obtient-on 

pour X.? 

3) Sachant d'autre part que x vérifie~. en déduire que 

A 
f(P) =p 

A étant une constante 

4) Que vaut A pour que ce gaz soit en accord dans le 
domail}e des faibles 'pressions, avec l'équation d'état des 
gaz parfaits? Donner alors l'expression de l'équation d'état 
de cette mole de gaz. ., 

fil] Soit P la pression d'un gaz réel telle que : 

(
Jp\ R t A) (é)p\ RT ' 2A' 
aTJv==vl1+v; av)T=-v2\1+v} 

Où V : volume du gaz; T: température, A et R sont des 
constantes. 

1) Vérifier que dP est une differentielle totale exacte. 
2) Trouver l'equaiion d'elat de ce gaz. On suppose que 

quand T ~ O. le produit PV ~ 0 
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~ Considérons l'unité de masse d'un liquide 
compressible et dilatable pour lequel a et x. sont 
indépendants de la pression et de la température. 

1) Rappeler les définitions de a et X, 
2) On représente par V O le volume de cette phase dans 

les conditions : . P0 = 0 atm et T O = 273 K. 
Monter, en admettant que a et X sont trés petits, que le 

volume V dans les conditions P et T est donné par la 
relation : V = V O (l + a (T - T o) - X P) 

3) Ce liquide subit une transformation élemenlaire quasi 
- statique quelconque. 

a) Etablir l'expression de dH (P, T) (enthalpie) 
b) Monter que Cp est indépendante de la pression P 

4) Ce liquide étant initialement dans les condtions 0° C 
et O atm, on le comprime adiabatiquement de façon quasi -
statique. 

En admettant que Cp (capacité calorifique à pression 

constante) est indépendante de la température. 
Exprimer littéralement la pression qu • il faut appHqüer 

pour que la température s'éléve de 1 ° C, en déduire la 
variation du volume qui en résulte. On donne pour l'unité de 
masse: 

cQ = CpdT + hdP avec h = -T (av) 
ë)T p 

Equation d'ùac I Solutions 29 

SOLUTIONS DES EXERCICES 

IT2J I) La variance d'un système est donnée par 1a 
relation de GIBBS : 

v=c+2-<p 
Où v : variance, c : le nombre de constituants 

indépendants et <p : le nombre de phases du système. 
Comme nous avons un corps pur ( c = l) et sous une 

seule phase ( <p = 1 ). alors v = 2 
Celà signifie que le nombre de variables indépendantes 

de ce système est 2. Donc on peut prendre comme variables 
indépendantes P et T ; V et T ou P et V. 

2) La connaissance c,ie deux variables indépendantes 
permet de déterminer la troisième variable à 1 'aide de 

l'équation d'état f (P, V, T) = 0 
- Variables indépendantes V et T, la différentielle de 

P (V, T) est: 

dP = ( aP) dV + (aP) dT CD av T aT v 

- Variables indépendantes P et T, 
V (P,T) est: 

dV ~ (av) dP + (av) dT 
dP T aT p 

la différentielle de 

- Variables indépendantes P et V, la différentielle de 

T (P,V) est: 

dT = (~!). dP + (aT) dv Œ> 
"iJP v é)V P 

Démontrons maintenant les relations a); b); c); et d) 

a) De CTi on tire 

l (;~)P dP=--dV--dT 
(~:)T (::)T 

© 
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l'identification de (D et © donne : 

b) De (î) on obtient : 

df=~- (!~L dP 

(!~t (!~t 
l'identification de Q) et .@ donne : 

(àT) 1 d" (àT) (av) l av P= {av)- ou ,av,~ èiT P= 

àT p 

c) La relation Q) donne : 

of=~- (!:)T dV 

. (!~L (!~L 
L'identification de Q) et 0) donne : 

(aT) _ 1 d" (aT\) ( dP) _ 1 
ar V (àP) ou àP v\aT V . 

. \àT y 

@ 

[q11,11ion d'état I Solutiom 

d) D'aprés (b) on a 

(av) 1 

aT p= (a;) 
av P 

Mettons cette expression dans G) , il vient : 

(ar) (av) -1 

dT v· at ; (dT) . 
· ·· av P 

d'où 

(!:L (::t (::t=-l 
3) Les définitions ~e a, 13 et X, : 

•a=_!_ (av) : cœfficient d.e dilatation isobare 
V aT P 

31 

•13 =} (ë)p) : cœfficienl d'augmentation de Pression 
a T V isochore 

•X=-~ (av) : cœfficient de compressibilité 
\ d P T isotherme . 

4) La Relation entre a, ~ et X : pour établir une telle 
.elation on utilise l'identjfication de REECH : 

(rJP) . (~V) . (àT) = -l 
c)T V àP T avjp 

comme 

- =fB· - =-Vx; - =-(aP) (av) (aT) 1 
rJT V • ' êW T av p Va. 

Alors 

l f13 X (- V;O X - = -1 
Va 
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D'où 

~=P 
Px 

Exercices résolus de Thermodynamù1~e 

5) a) Montrons que : 

(a«)- (ax\ 
\ éJp T- - ai)p 

Dérivons l'expression de a par rappo11 à P 

(aa) = ·(• [ ~ (~L]) 
é)p T é)p I T 

(~-~) = - ~ (-av_) . (~v) .+. ~A 
dP T V ê)p T dT p àTêlP 

Dérivons l'exprezsion de X par rapport à T 

(!~).= ~2 (~;);(:;);~ a:~T 
Donc 

(!;); (!~).= ~ [ -~';p -.:~T] 
Puisque dV est une différentielle totale exacte, alors : 

2 2 av av 
--- ---
aTaP è)Pè)T 

D'où (!;); (!~).=o ⇒ (~V{!~). 

F.q11atio11 d'état I Solmio11.1 

b) tvfontrons que 

nous avons vu que 

a 
ce qui donne : - = P~ 

X 
Mais 

donc 

6) ona a=ao=cte et x=xo=cte 

Donc 

Mais 

dv;;:;(av) crr + ·(av) dP 
élT p élP T 

Donc 

dV = aoV cIT - XoV dP ~ ~ == flodT - XQdP 

L'intégration de cette fonne différentielle donne 

33 
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1) D'aprés (D on a 

R .!. (av\) 
V àT P -RT+bP 

A P = cte on peut écrire 

1 (av) R dV RdT 
V ê)T P - RT+bP ⇒ V - RT+bP 

dV _ d(RT +bP) 
V- RT+bP 

L'intégration de cette ex.pression donne 

log V == log (RT + bP) + C 
La constante C ne dépend que de la pression 
on pose C = log F (P), où F (P) est une fonctioll de la 

pression 

d'où V= (RT + bP) F (P) ® 
2) on a 

x== _..!_-(av) = - l a(IRT+bPl F(P)} 
V a p T (RT + bP) F (P) . a p 

_ b l dF(P) 
X - -RT+îiP -F(P)"dP 

3) D' aprés @ , on obtient : 

RT b 1 dF(P) 
P(RT+bP) RT + bP - F (P)" ---;w-

l dF I dF dP 
⇒ ---.--- ⇒----F(P) dP P. F P 

On intégre, il vient F(P) ""~ , où A est une constante 

4) l'équation d'état de ce gaz est PV = A (RT + bP} 
Pour des faibles pressions PV tend vers ART. Mais pour 

Equa1io11 d'érar I Solurions 

une mole de gaz parfait l'équation d'état est PV = RT. 
Donc A:;; 1, d'où l'équation d'état de ce gaz: 
P (V - b) == RT 

[ill On a 

(aP) = ~(1+~): (aP) = E(1+2A) 
àT v V V av T v2 V 

1) dP est une différentielle totale exacte si 

2 2 
clP c)p 

dTdV avar 

En effet : calculons 

2 2 
aP a P 

--et--
arav avaT 

2 

~ = -~ (-RT (l +~)) == -~(t + 2A) 
é)VàT ;n y2 V v2 V V . 

2 

~ - = ~ (~ (1 +~)\ = -~(1 + 2A) 
;nav av v v 1 v2 v 

Donc dP est une difftrentielle totale exacte 
2) L'équation d'état du gaz: 
A volume constant on a 

dP =~(1+~) 
dT V V 

Soit 

Donc 

RT '• A' r == ,:r ( 1 +vJ +r(V) 

35 



Le problème consiste à déterminer f (Y) 
En effet on a 

CD 

rî"\ 
Dérivons \..V par rapport ù V à tempérn1urc constante. 

(oP.) = -~! (.t+2A) +~!. 
av T · y2 V dV · 

L'identification de Q) et G) donne 

Soit 

D'où 

-~~(!+'.!A)= _RT(1 +~~)+-~f 
y 2 V y2 V dV 

if= 0 ou f(V)=C 

P=RT (1 +~\+c 
V V1 

(consll!llre) 

Quand T ➔ 0, PV ➔ 0 ce qui impose C = 0 
L'équation d'état de ce gaz est 

PV= RT ( 1 +◊) 

~ 
1) Voir la solution 3) de l'exercice n° 7. 
2) Ecrivons la forme differentielle du volume V(P.T) 

dV = (~'() dT + (r}_Y) dP 
,aTp dPT 

Exprimons dV en fonction de a et X 
dV = Va.dT-VXdP 

Divisons celte expréssion par V 

dV 
V "' etdT - X dP 

0 

l.,1110/ùm d'étui .1 So/111i"11s 

Comm~· Cl et X sont des con~tanles, alors r\ dV r r .1• 
\' = a J 1 dT - x J dP . 

" 0 . \ . 

V _, , aIT-T.)-xP 
- v 0c 

. si a et X SOlll pc•tits. ::llor~ ertIT· T,J-xP = l +a(f -T J -x p 

lYoù 

3) a) l"enthalpie du système est H = U + PV 
où U : son énergie interne 
Pour une transformation élementaire on peut écrire 
dH = d (U + PV) = dU + d (PY) 
Mais dU = 6Q + 'ôW 

CD 

Oü ôQ est la quantité de chaleur élémentaire telle que 
oQ = Cp dT + h dP 
oW = - P dV est le travail élémentaire 

Donc dH = Cp dT + h dP - P dV + P dV + V dP 
Ou bien dH == Cp dT + (h + Y) dP 
Mais 

h= -T (i~) 
àT p 

Compte tenu de (D on ebtient h ::: - TV a 
. 0 

D'oü dH::: Cp dT + (V-TV a) dP 
0 

b) Sachant que dH est une differentielle totale exacte 
car H est une fonction d 'état et t.H ne dépend que de 

l'etat initial et de l'état final 
Ecrivons 

dH = (~_!:!_) dT + (-?_!!) dP 
vT , p dP T 

G) 
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L'identification de G) et CD donne 

(aH) =Cp et (dH) = V -1V oCl 
èlT p . èlP T 

Comme 
2 2 

ê} H a H --=-~ (d~t.e) 
ëlTê}P ê}PèlT 

Donc 

Mais 

( ël V) = a V O (D'aprés Q) ) 
ê}T P . 

D'où (ëlCp) = aVo-aYo= 0 
èlP T 

Cp est indépendante de P 

4) Compression adiabatique implique que ÔQ = 
Cp dT+ h dp =0 

Comme h = - T V O a , aJors Cp dT - TV O a. dP = 

Af>=P=f T,.,lT,c~ _dT = Cp_Jog{To+~ 
V a T Y a To 

T, Ü Q 

D'où 

P = Cp log (1 + _.!_) Puisque 6.T::: 1 ° C 
V a. To 

0 

- Variation du volume 

On a V ;:;; V ( i + a (T - T ) - X P) ⇒ 
0 · . 0 . 

Â V;:;; V - V O =Vo (a (T- To) - X P) 

Comme T::: T + ~ T = T + l 
0 0 

:q11a1im1 d 'érar I Solutions 39 

Cp ( l) P=-- bg 1 +-
V a To 

0 

Alors 
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Il . Thermométrie et calorimétrie 

ENONCES DES EXERCICES 

~ Un thermomètre à mercure plongé dans la glace 

fondante indique la division - 1,5 er dans la vapeur d'eau, 

sous P = 1 atm, indique la division 98,5. 

1) Quelle est la 1empérature t d'une é1uve pour laquelle 

ce rhennométre indique la division n == 75,5. 

2) Aprés avoir chauffé l'étuve, le thermomètre indique 

la division 96. Calculer la variation de la température de 

! 'étuve. Est-il nécéssaire, pour la calculer, de corriger les 

deux lectures précédentes ? 

1 E 12 1 Les pointes fixes de l'échelle FAHRENHEIT. en 
usage dans les pays anglo-saxons, sont : 

32° F dans la glace fondante } _ 

2120 F d 1. bo -11 sou~ P = 1 atm ans eau m ante -. 

1) Exprimer la rernpérature t de l 'echelle celcius en 
fonction de celle de l'échelle FAHRENHEIT 

A.N calculer I pour 68° F, 14° F 
2) Pour quelle température les deux é~helles donnent -

elles la même indication ? · 

~ Soit une mole de gaz réel satisfait àl'équation de 

VAN DER WAALS: 

(p + ; 2) (V - B) == RT 

Où A, B et R sont des constantes. 
_ Ce gaz réel est utilisé dans un thermomètre à gaz à 

volume constant V0· 

-li 

1) Définir une échelle centésimale linéaire ck 
tempérnturc O utilisanl P comme grandeur thcrmoniètrique 
P == f (T) 

2) Etablir ia relati0i1 qui permet le passage d~- 8 ;1 T. 

·IEl47L'' ·. h '. .. . . -L---.J equat1on t ,ermomc1r1que d ·un thermometre a 

résistance de platine est, entre 0°c et 360°c, de la forme : 
. . 

'.) 

R 1 = At - + Bt + C . 

R1 est la résistance du fil de platine à la température 

· · celèiûs 1. 

On donne A= - 1,2 x 10 -6 !1 . 0 c-'.!: 8 = 8. 12 x 10 · 3 fl 0 c- 1 

et C:: 2 !J. 
l) Construire l'échelle centésimale e définie par ce 

thermomètre en fonction de 1 

2) Exprimer l'écart 0 - 1, entre l'échelle centésimale O et 
la température légale celsius t, en fonction de t. Calculer cet 
écart pour t == 80 °c 

3) Montrer que cet écart passe par une valeur maximale. 
calculer cet écart maximal. 

~ On mélange m 1 = 500 g d'eau à 11 = 15°c et 

m 2 = 200 g d'eau à 1 2 = 60° c. Quelle esr la température 

finale t f en admettant que les deux masses d'eau 

n'échangent de chaleur que l'une avec l'au1re. 
On donne: chaleur massique de l'eau c0 = 1 cal/ g 0 c 

~ Un morceau de fer ct/masse m 1 = 30 g est introduit 

dans une étuve de température t. Aprés avoir atteint la 
température de l'étuve, on le plonge immédiatement dans 
un vase calorim~trique contenant m0 == 50 g d'eau à la 

température ti = 14° c. La température l'équilibre est 

te=20°c 

1) Si on néglige la valeur en eau du calorimètre et 
accessoires, calculer la ternpéraure de l'étuve. 

2) En réalité la valeur en eau du calorimétre et 
accessoires n'est pas négligeable et vaut 10 g. Calculer la 
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nouvelle température de l'étuve_ Conclusion 
On donne : Chaleur massique du fer c 1 = 0, 114 cal / g0 c 

Chaleur massique de l'eau c0 = 1 cal/ g0 c 

~ Un calorimètre du cuivre de masse m1 = 200 g 

conrient m0 = 100 g d'eau à la température t i = 18° c. 

On y plonge un morceau de la glace de masse mg = 25 g 

à tg= - 10° c. Calculer la température d'équilibre te-

On donne: 
chaleur latente de fusion de glace L f = 80 cal / g 

chaleur massique du cuivre c 1 = 0,1 cal/ g0 c 

chaleur massique de la glace cg ; 0,5 cal / g0 c 

chaleur massique de l'eau c O = 1 cal/ g 0 c 

~ ! ) On introduit dans un calorimètre contenant une 
masse m = 200 g d'eau à la température t i = 16,3° c une 

masse m' = 100 g d'eau à la température t' = 30,5° c. La 
température d'équilibre est le= 20,7° c. 

Calculer la valeur en eau du calorimètre. 
2) Ce même calorimètre sert à mesurer la chaleur 

massique d'un liquide L. Une masse i50 g de liquide à la 
température t L = 42,3° c est versée dans le calorimètre . 

conlenant m = 200 g d'eau à la température initiale 
t i = 16.3° c. La température finale est t'e == 22,5° c 

Calculer la chaleur massique cL du liquide L. 

lillJ Un ca!orirnètre en cuivre pesant m 1 = l 00 g comient 

une masse mo = 300 g d'eau, la température de l'ensemble 

CSt tj = 14,0° C 

1) On y verse 55 g d' un liquide L à la température 
t L "" 38,6° c_ La température d ' équilibre et te .== 16,0° C. 

Quelle est la chaleur massique du ·liquide ? 
2) On se remet dans les conditions initiales èt ! 'on 

introduit dans le calorimètre un bloc de cuivre de masse 
m2 = 3.00 g à la température t2 "" - 20°c. Quelle est la 

Themwmètrie - Calorimétrie I Enoncés 43 

température d'équilibre 
On donne chaleur massique du cuivre c1 = 0,1 ca1 / g0 c 
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SOLLTIONS DES EXERCICES 

~ 1) On a une rèlation linéaire entre k nombre de 
graduations lu n el la température e sous forme : n = a 8 + b 
ot1 a e1 b sont des con:-.tantes à détcrmined1 partir des points 
fixe~. 

En effet dans la glace fondante~ on a 00 = OC'c 

et n0 = -1,5 cc qui donne : b = 11 0 = - l .5 

d.111s l.t vapeur d'eau c,n a 8 IOO = 100" c c1 n IOO = 98,5 ce 

qui donne: 

985 + 15 a= ... -·-· . = 1 
100 

[1' 011 11 = 0 •· 1 5 ou bien B = n + 1.5 
Application» numériques : n = 75,5 
La température de l'étuve est: 0 = 77° c 
~} Variation de la température de l'étuve: 
on a trouvé que f:l = n + 1.5 
Première mesure donne 8 1 = n1 + 1,5 ·~vec n 1 = 75.5 et 

81 = 77° C 

Deux ièmc 111cs111-..~ donne 82 = n2 + 15 .. avec 112 = 96 et 

02 " <)7 ,5"c 

Donc 82 - e, = n2 - n, = 20,5° C 

Pour calculer cette variation, il n'est pas nécessaire de 
corriger les deux lectures car on a .18 = .0.11 , 

~ 1) L.1 relation linéaire entre la 1bmpérature t de 
l'échelle cclcius t:t celle de 1 'échelle FAhrenheit 8 peut 
s 'écrire: t = aO + b ·· 

Dans la glace fondante on a t = 0° cet 8.= 32° F 
Dans l'eau bouillante on a t == 100° cet 8 = 212° F 
On obtient le système d'équations: 

{ 0 = a_32 + b 
100=a.2l2+b 

Le calcul donne a= 0 ,55 et b = - 17 .6 

'f/Jc,·mo111èrric - Calorimétrie / So/utios 

D'oùt=0.558-17,6 
A. N Pour O = 68° F alors t = 20~ c 
Pour e = 14° F alor, t = - 10° C 

2) Les cieux échelles donnent la même indication si 1 = 0 

c. à. d i = 0.55i - 17,6 d'où 1 =tl = - 400 

§1 L'égua1ion d'é1a1 d'une mole d'un gaz de Van dtr 
Walls: 

A volume constant V0 on écrit P (T) sous la forme : 

RT A p - - .... _, ---- - _,, .... 
V0 - B ,,2 

y(} 

G) 

1) L'échelle centésimale linéaire peul~ "écrire :P = a9 + b 
Où P grandeur thermométrique c. à. d la grandeur 

physique qui varie en fonction de la température 
8 température de l'échelle centésimaie 
a et b sont des constantes que l'on détermine à partir 

des points fix,es O et 100 
En effet dans la glace fondante on a 8 == 0° ce qui donne 

b= Po 

dans l'eau bouillante on a 8 = 100° ce qui donne 

Pl0o=a . IOO+P0 

ou bien p . p 
a=~_Jt 

100 

D'où 
p - p • 

p"" l(X) 0 0 + p 
100 o 

où bien 

0 = 
p - Po 

. 100 
p IOO - Po 
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2) Relation entre 8 el T: cherchons Po et P100 

D'après CD on a 

Donc 

RTo A 
Po::a v0• B · v2 

{ RT 1oo : 
P100""--·­

V0-B v2 
0 

{ P1oo·Po=v ~BIT1oo·Td 
0 . 

R 
P-Po=vo-BIT·Td 

D'où 

T-T0 
0 = T T .100 

{ 100· 0 

T100. To 
T = 100 e + To 

~ -1) Echelle centésimale: 

R1oo·Ro Rt·Ro 
R1= 100 9+Roou0=R1oo·Ro100 

Comme 

4 2 
{R,oo·Ro=A~lO +B.lO 

R1• R0 = Al + Bt 

Donc 

8 = 1~; ~~ = (-1,5. 10· 4 i+ 1,015)t 

2) L'écart 8 - t entre l'échelle centésimal~ et la 
température légale t : 

Posonsf(t}=0-t-::::;, f(t)=(-1,5 . I0 · 4 t+O,OI5)t 
A. N t = 80° C f {80) = 0,24° C 

3) L'écan f (t) passe par un maximum si: 

df@) ~O 
dt 

(i 

Thermomhrie • Cal<>rimérrif I So/urios 

c.à.d -3 . 10 - 4 t +'o,Ol5 = 0, d'où tM = 50°c 

f(50) =: 0,375° C 

47 

~ Soit tr la température d'équilibre que l'on cherche à 

détenniner. 
Soit Q1 la quantité de chaleur que la masse m 1 = 500 g 

absorbe pour augmenter sa température de t 1 a: 15° c à tr 

telle que Q 1 == m1 co (tr • t1) 

Soi• Q2 la quantité de chaleur cedée par la masse 

m2 = 200g pour que sa température passe de t2 = 60° c à tr 
telle que : Q2 = m2 c0 (tr - t2 ). 

Alors Q1 + Q2 = 0 (Pas d'autres échanges) 

Soit m1 Co (Ir t1) + m2 c0 (r.,-- 12) = 0 

d'où 

A.N 
tr= 27,85° C 

~ 
l) On néglige la valeur en eau du calorimètre : 

Calorimètre ➔ 

L'équation calorimètrique : Qp + Qe = 0 _(Pas de fuites 

thermique) ·· · · 
Où QF est la quantité de chaleur cedée par le morceau de 

fer avec QF = m1 c 1 (fe- t) '" -~•·· , 
Qe est la quantité de chaleur absor~ P~ l'~à~_av~ 

Oe = moco (te· ti) _. , :· · 
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Don(' 

··•. ( 

A.'.\: 
l = 107,72" C 

~) La valeur en c:au ~l du calqhmèlre n'est pas 
négligeahk 

Définition de la valeur en eau : 
La vakur en C,IU ~1 du calorimètre esl la 1n:1:.:..: d'eau qui 

ahsorht: la mê111c quan1i1é de chaleur (JUe le càlorimètre el 
ces accc~soir,;s pour une même élévatio11 de tcmpérnture. 

L'équation calurimèlrique 
o·,. + o·., = o 

Aver: Q'., "'{m0 + µ l c0 (te - li ) ; Q' F::: m I c 1 (te - t' ) 

D011cm1c1(le-l'l+lmo+~l)Co(tc·li) = 0 

D'oit 

A.N 
t° = 125,26° C 

Condusion si nous négligeons µ, nous commettons sur la 
mesure de la température de l'étuve une-~rreur absolue: 

ÂI = t' - t = 17,54° c er une erreur relative: 

~ _,;,, 14% 

Cette erreur est considérable si· on néglige la valeur en 
eau du calorimètre 

[Iill Calculons la température d'équil'ibre .le en faisant le 

bilan des quantités de chaleur mises en jêu. _ 
L'ensemble (calorimètre + eau) fournif ia quantité de 

chaleur Q, = (mo Co+ m I c,) ·c,c -ti) àla glate 

Une partie de cette quantité sert à chaut'fei la glace pour 
que sa température passe de lg à 0° c : Q~ ::a: • fg c8 t8 -

Thermomèlrie - Calorimltrie I Solulios 49 

Une autre partie sert à fondre la glace (Fusion de la glace 
se fait à 0° c sous P ::a: latm): Q3 ::a: mg 4 

Le reste sert à porter la température de la glace fondue de 
0° c à te : Q4 :::: m8 c0 te 

D'où l'équation calorimètrique: Q1 + Q2 + Q3 + Q4 = 0 

Soit 

(m0 c0 + m 1 et) (te• ti) - mg cg tg +·mg Lr + mg c0 le= 0 

D'où la température d'équilibre: 

.· -· .. ,'.,~, 

A.N 

mgcgtg - mgLf + (m 0 c0 + m 1c 1)ti 
te ::::: 

m0 c0 + m 1c 1 + ml!c0 

te== 0,26° C 

ŒJI11) L'équation calorimètrique 

(m + it) (te - ti) + ~• (te- t) == 0 

d'où 

A.N 

. . t • ( 
µ =-m'_e_ -m 

te. li 

µ:::: 22,72 g 
2) L'équation calorimètrique: 

c O (m + µ) lt 'c • t i} + m L c L(t 'e - t J = 0 

d'où 

A.N. 

~ l) L'équation calorimètrique 

(m 1c 1 + m 0 c0) lte· ti) + mLcl(tc- tL) = 0 
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D'où 

A.N 

CL :::: 0,5 <=3/g<'c 
2) L'équation calorimètrique 

(m 1 c 1 + m0 c0) (t'e· ti) + m2 c 1 (t'e· t2 ) = 0 

t' = (m1c1 + mo~ 1t+ m2c1 t2 
e m,c1 + moco+ m2c1 

A.N 
t'e = 11° C 

Premier Principe I Enoncés 51 

Ill . PREMIER PRINCIPE DE LA 
THERi\10DYNAMIQUE 

1...· . 

ENONCES DES EXERCICES 

!E 19! Au cours d'une transformation élémentaire 
réversiblè, ·ne inole ~ gaz parfait passe de l'état (P, V, 
T) à l'état (P + dP, V+ dV, T + dT)_ 

1) Rappeler les deu~ lois de Joule 
2) Montrer que la'i~uantité de chaleur élémentaire mise 

en jeu, peut s'écrire : \i 

èiQ = CvdT + PdV 

3) En utilisant la relation de MAYER et l'equation d'état 
du gaz parfait, montrer que : 

. 1 
êQ = R(Cv V dP + CpPdY) 

4) Démontrer qÛ'au cours d'une transformation 
adiabatique réversible, la pression et le volume de ce gaz 
sont tels que PV Y :::: c'e 

En déduire une relation entre la pression et la 
température d'une Patl et entre la température et le volume 
d'autre part. · 

! E 20 l 1fo cylindre horizontal contient un piston qui sépare. 
en les isolants thermiqÛement. 2 masses de gaz parfait 
initialement dans des états identiques caractérisés par 
Po= 1 atm; V0 = 36 litres; to"' 0° c Le compartiment de 

droite ou compartiment 2 est entièrement isolé 
thenniqaèment. On fournit lentement de la chaleur du côté 
gauche ou compartiment 1, le piston parfaitement mobile, se 
déplace et à l'état final (équilibre). la pression devient du 

27 . . Cp 
côté 2, P2 = 8 P0. Sachant que y:: C == l,S, Cal~uler: 

V 

a) Les volumes et 1~ températures finaux des deux gaz. 



52 Exercices résolus di Thermodynamique 

b) Le travail fourni au gaz de droite en déduire celui 
cédé par le gaz de gauche. 

c) La quantité de chaleur fournie au gaz de gauche. 
On suppose que les capacités calotifiques à pression et à 

volume constants Cp et Cv sont indépendantes de la 

température. 

On donne T0 = 273 k; latm == J05 Pa 

Œ:ill On considère une masse m = 14 g d'azote, supposé 
parfait, placée dans les conditions suivantes : 

Etat A pression PA ;;;; I 05 Pa, température TA = 273 k 

On donne : R = 8,32 J / mol k. Masse molaire de 
l'azote M;;. 28 g/ mol 

Rapport des chaleurs massiques à pression et a volume 
conctnnts: 

C ,,;;.~= 14 
C , 

V 1 
; 

1) Calculer le nombre de moles net le ~olume V A· 
1 

2) Le gaz est comprimé de façon isotherme réversible 
jusqu'à l'étatB où PB= 10PA • . . 

·a) calculer le volume V B 

b) calculer le travail W AB de cette transformation en 

déduire la quantité de chaleur QAB 

3) La même masse de gaz, aprés avoir été ramené à l'état 
A, est comprimé de façon adiabatique réversible jusqu'à 
l'état C où P c = 10 PA 
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a) calculer le voiume V cet la température ï c 
b) calculer le travail W AC en déduire la chaleur massique 

à volume constant de ce gaz. 
4) Representer, sur un diagramme de CLAPEYRON ces 

transforrnatioiîs. 
5) Calculer pour chaque transformation la variation de 

l'énergie interne 

1 E 22 1 On fait subir à un gaz parfait (Y=½) un cycle de 
transformations, supposées toutes réversibles. 

· C'est ainsi que le gaz est comprimé à température 
constante T0 de l'état A(P0, V0) à l'état B(P1, V1), Puis il 

est détendu adiabatiquement jusqu'à l'état C(P2 = Po, V 2} 

Le cycle se referme, lorsque le gaz se détend à pression 
constante P0 jusqu'à l'état initial A(P0• V0) 

Application numérique : . 
Po= i atm; V0 = 5 litres; T0 = 290°K; P1 = 5 atm 

I atm= 101325 Pa 
I) Représenter les trois phases du cycle dans le 

diagramme de CLAPEYRON 
2) Calculer le volume V 1 
a - Quelle est la variation d'énergie interne du gaz au 

cours de la tranfonnation AB 
b - Donner l'expression du travail W AB mis en jeu au 

cours de la transformation AB. Calculer W AB 

c - Quelle est la quantité de chaleur QAB échangée au 

cours de la transformation AB. Est-elle reçue ou fournie par 
le gaz? 

3) Trouver I 'expression•de la température T 2 du gaz 

aprés sa détente adiabatique en fonction de To, P1, Po et y. 

Calculer T2 

4) Trouver l'expression du volume V2 du gaz aprés sa 

détente adiabatique en fonction de V 1, P1, P0 et y. Calculer 

V2 
5) Donner l'expression du travail WcA mis en jeu au 

cours de la transformation CA. Calculer W CA 
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l E 23 j On considère n moles de gaz parfait dans les 
conditio~s (PA=l0S Pa, VAa:::.0,510- 2 m3, TA=273k) 

Calculer le nombre de moles. 
I) Ce gaz subit le cycle, de transformations réversibles, 

suivant: . . 
a - Détente isobare de A en B (PB = PA• Va = 2V A• T 5). 

Calculer Ta 

b - Compression adiabatique de B en C (Pc = 2 PA• 

V c, Tc). Calculer Tc et V c 
c - Compression isobare de C en D (Po = 2 PA• V o = 

V A• To), Calculer T o 
d) Détente isochore pour revenir à l'étatA 
2) Tracer ce cycle dans le diagramme Pen fonction de V 
3) En utilisant le premier principe Calculer les variations 

d'énergie interne AU Aa1 AU8c. t.Uco et t.UDA· 

Vérifier que le premier principe appliqué au cycle est 
bien respecté. 

4) Calculer les variations d'enthalpie AHAB et AHco· 

On donne 

R = 8,32 Yrnolk, y; I,4 

[ E 24 I .Soit un récipient contenant un volume V A d'hélium 

gazeux à une température TA sous une pression PA-

Dans tous le problème, l'hélium sera considéré comme 
un gaz parfait 

1) Donner l'expression littérale du nombre n de moles 
d'hélium contenues dans le récipient. Calculer n 

2) On enlève la température du gaz•jusqu'à Ta, le 

volume restant constant (Transformation isochore) 
a - Donner l'expression de la nouvelle pression P8 du 

gaz, en fonction de PA• Ta et TA· Calculer Pa 

b - Ecrire le premier principe de la thennodynamique 
pour cette transfonnation 

c - Donner l'expression littérale de la variation d'énergie 
interne du gaz âll, en fonction de n, R, TA et T 8, lors de 

cette transformation. (L'hélium étant un ,rnz mirfait 
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monatomique U = 3/2 nRT) 
d - En déduire la phaleur QAB absorbée par le gaz lors de 

cette transformation isobare. Calculer QAB· 

3) On fait maintenant subir au gaz, depuis le point 
B(T 8, Pa) une détente adiabatique jusqu'à une température 

Tc=TA. 
a - Ecrire le premier principe pour cette transfonnation 
b - En déduire l'~xpression du travail Wac en fonction 

de n, R, TA et TB· Calculer W ac 
4) l'hélfom subit enfm une compression isotherme qui le 

ramène à son volume initial V A' 

a - Représenter ce cycle dans les axes de CLAPEYRON. 
b - Donner le signe du travail total W. au cours de ce 

cycle. 
On donne : R = 8,32 J / mol. K, V A = 0,6 litres 

PA = 1/ 36 atm , ' TA = 2 K , TB = 288 K et 

latm = 101325 Pa 

1 E 25 I On considère une mole d'un gaz parfait qui effectue 
l'un ou ·l'autre des deux cycles 1 et 2 représentés ci-dessous 

Toutes les transfonnations sont supposées réversibles. 

L'état initial, le.même pour les deux. cycles, est 

p p 

3P ,a 3P0 ---21· • 

Po -- D 1A r 

V V 
Vo 3V0 Yo 3V0 

représenté par Îe point A de coordonnées Po et V o à la 

température T O , 

1) Calculer les températures des états représentés par les 
noints C. D et B en fontion de T 0 
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2) a - Pour le gaz parfait considéré on donne la chaleur 

molaire à volume constant Cv = ~ R 

A partir de la relation de Mayer déterminer la valeur de 
la chaleur molaire à pression constante CP. 

b - Calculer les quantités de chaleur mises en jeu ainsi 
que ies travaux des quatres trnnsfonr1ations AC, CB, ÂD ~t 

DB. 
On exprimera ces grandeurs en fontions de T O et R. On 

précisera dans chaque cas le signe. 
c - En déduire la vari~tion d'énergie interne lorsque l'on 

passe suivant une droite de B à A, pour chaque cycle. 
Conclusion 

3) Sachant que l'équation de la droite AB s'écrit 
P = (P0 / V 0)V, calculer le travail et la quantité de chaleur 

mis enjeu pour aller de B à A en fonction de T0 et R. 

4) Quel est le signe du travail mis en jeu dans chacun des_ 
deux cycles ? Calculer sa valeur en fonction T O et R et 

indiquer lequel des deux cycles correspond à celui d'un 
moteur thennique 

l E 26 1 Trois récipients contiennent respectivement de 
l'hydrogène, de l'oxygène et de l'azote dans les condicions 
suivantes: 

H2 : V1 =2,25lilres; P1 ;,250mmHg; T1 =293K 

0 2 : V2 "' 5,5 litres ; P2 = 250mm Hg ; T2 = 293 K 
N2 : V3 = I,41itres ; P3 =760mmHg; T3 =273K 

1) Calculer les nombres de moles n1, n2, et n3 de chaque 

gaz en les supposant parfaits. 
2) On mélange les gaz dans un même récipient de 

volume V O = 18,50 litres à la température T O = 273 K. On 

suppose le mélange ainsi formé idéal. 
a - Calculer la pression totale P du mélange 
b .- Calculer la fraction molaire de chaque gaz (X1, pour 

H2; Xz pour 0 2; X3 pour N2) 

c - Calcµler la pression partielle de chaque gaz (P' 1 pour 

H2~ P' 2 pour 0 2; P' 3 pour N2) 

On donne: l atm= 101325 Pa, R = 8,32 J/mol.K. 

Premier Pri11cipe / Enoncés 5ï 

1 E 27 i Un ballon de volume V 1 == llitres contient n 1 moles 

de gaz .parfait diatomique à la température t 1 = 15° C sous la 

pression P1 = 0,95 atm. Un autre ballon de volume 

V 2 = 2litres contient. n2 moles de gaz parfait rnonatomique 

à la température t2 ::: 20° C sous la pression P2 = 4,5 atm. 

On ïelie les deux ballons par un tuyau de volume 
négligeable. L'équilibre du mélange, supposé idéal, se 
réalise à la température T. 

On suppose que les deux ballons fonnent un système 
isolé. 

Calculer: 
1) Les nombres de moles n 1, n2 

2) La température T d'équilibre 
3) L'énergie interne du mélange 
4) L'enthalpie H du mélange 
5) Des capacités thermiques molaires CM.V à volume 

consta.nt et CM,P à pression constante du mélange 

6) La pression totale du mélange et les pressions 
partielles des deux gaz dans le mélange. En déduire leurs 
fractions molaires. 

On donne: R = 8,32 J /mol. K, 1 atm:; 105 Pa, 

To=273,15 K 
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SOLUTIONS DES EXERCICES 

~ 1) Première loi de Joule: L'énergi~ interne d'un gaz 
parfait ne dépend que de la température 

On écrit : 
dU = Cv dT 

Où Cy est la capacité calorifique à volume constant 

Deu:xième loi de Joule: L'enthalpie d'un gaz parfait ne 
dépend que de la température. 

On écrit: 
dH==CpdT 

Où Cp est la capacité calqrifique à pression constante 
2) Appliquons le premier principe 

dU= ôQ+ ôW 
Où { ôW est Je travail élémentaire échangé 

· oQ est la quantiré de chaleur éiémentaire 
échangée 

Donc 

ôQ= dU- ôW 
Comme 

dU = Cy dT et ôW :a - P dV 

Alors 

6Q=CydT+PdV Q) 
3) Ecrivons la fonnc différentielle de T 

of = (' ~) dV + ( dT) dP @ 
dVp JPv 

Mettons (D dans @ , il vient : · 

Soit 

ôQ = .cv(:)vdP + [cv(i)P + r) dV Q) 
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Calculons ti)v et (/Jl à partir de 

l'équation d'état d'une mole de gaz parfait PV = RT 

Portons © dans ·®. on obtient: 

ôQ = ~ (C-,VdP,f PICv+ R) dV) G) 

Or la relation de Mayer Cp - Cv = R donne 

Cv+R :::;CP ® 
De G) et@ Üvient: 

oQ = ~ [Q:v VdP + CpPdV] 

4) • Une transformation adiabatique se traduit par 
l'absence d'échange de chaleur, c'est à dire: 6Q = 0 

Soit Cv V dP + Cp P dV = 0 

Dévisons G) par Cv PV, il vient: 

Posons 

donc 

dP Cp dV 
-+- -=0 
P C,/ V 

dP dV 
p+Yy=O 

G) 

® 
Si r est indépendante de la température, l'intégration de 

:. 'équation @ donne 

pyY = Cie 

• Relation entre la pression et la température 
Ona 

pyY = C1e et PV = RT 
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Donc 

D 'où 

• Relation entre le volumè eî la température : 
on.a 

pyY = C 1e et PY = RT 

Donc 

RT vY - r!C ·y ' - '-' 

D'où 

TVy-l""Cte 

1 S 2ù I a - Le gaz du compartiement 2 (droite) a subi une 
transformation adiabatique ce qui donne Q2 = 0 (absenœ 

d'échange de chaleur) 
• Calcul du volume V2 du gaz 2 

on a 

l)'oü 

Tyy -- Ctc soa· P y-Y P yY 
2 2 == 0 0 

v2 = 16 litres 

• Calcul de la température T 2 du gaz 2\: 
on a 

d 'où 

Premier Prindpe / So/111io11s 61 

A.N 
T0 = t0 + T0 :;:; 273 K 

Soit 
T2 = 409,S K 

• Calcul du volume V i du gaz 1 (gauche) : on sait que le 

volume total est égal à 2V 0 

Alors 2V0 =Y 1 +V2• donc V 1 =2V0 -V2 

A.N 
V 1 = 56 litres 

• Calcul de la température T I du gaz 1 

Soient P 1 et Pz respctivement les pressions du gaz l et du 

gaz 2, alors on a : 
P 1V 1 =n0 RT 1 etP2V2 =n0 RT2 

Soit 

P1Y1 - Tl 
P2v; -f; 

Or P 1 = P2 (L'équilibre) 

D'où 

A.N 
T 1 = 1433,25 K 

b - • Le travail W2 fourni au gaz 2 

Le gai 2 a subi une transformation adiabatique. 

alors pyY == P 0Y O = C 1e 

Soit 
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A.N 
W2 = 36001 

• Le travail W I cédé par le gaz l 

W = W 1 + W 2 : travail total des deux gaz 

Mais W = 0 car il n'y a pas d'échange de travail enlre l1 
système, fonné des deux gaz, et le miliêu extérieure 

D'où W 1 = - W2 = - 36001 

c - Quantité de chaleur Q 1 fournie au gaz l 

Appliquons Je 1er principe au gaz 1 : 
6U1 = W 1 + Q 1 ce qui donne Q1 = Lfü1 - w1 

Mais AU1 = Cy AT = Cy (T1 - To) 

Donc Q 1=Cy(T1 -T0 )-W1 
Oron a: 

Cp 

{ 
Cv =î 

Cp - Cy = nt!{ (Relation_de Mayer) 

11<) : nombre de moles 

De ces deux relation on établit : 

Donc 

noR 
Cv= -­

. î - l 
et 

nJl 
01=~ff,-Td-W, 

-y-1 

Comme P1V 1 =noRT1 et PoVo=noRTo 
alors : 

. PlVI - PoVo 
Q, =-----'---= - w 1 

'Y· l 

A. N Q1 = 34200 J. 

~ I) • Nombre de moles : par définition on a : 

n=~ 
M 

Où m est la masse de l'azote et·M sa masse molaire 
A. N n = 0,5 mol 

Premier Prinâpl! I Solurions 

• Volume V A: L'azole est un gaz parfail: PV = n RT 

Au point A : PA V A= n RT A 

Donc 

nRTA 
VA=~ 

.. A 

A. N V A= 11,35 litres 

2) AB transformation isotherme PV = c1e 

a - Volume V 8 on a PA V A = Pe Va 

Soit 

PAVA 
. Va=-p-

B 
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Mais P8 = 10 PA• alors V 8 = V A/ 10 = 1,135 litres. 

b - Le travail W AB 
Par définition on a : 

6W=-PdV 

Comme PV =PA V A = c1e 

Alors 

D'où 

A. N W AB= 2613,431 

• Quantité de chaleur QAB 

Appliquons le 1er printipe à cette transfonnation 

6U AB = W AB + QAB 

Or tiUAB = 0 (première loi de Joule) 

D'où QAB = - W AB::;; -2613,43 J 
3) AC transformation adiabatique 6Q = 0 
a - Volume V c on a PV Y= etc . 

Soit 
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Donc 

A. N 

1 / 

Ve= V'(: A{r 
"\t' cf 

Y c = 2,19 litres 

• Température Tc on a : 

TAVf 1 = Tcvr' 
Donc 

{
VA\y-1 

Tc = TA Ve} 

A. N Tc=:; 527,2 K 

b - Le travail W AC 

ôW = · PdV 
Mais 

Donc 

Soit 

f Ve 

W = _ p yY dV 
AC A A 

yY 
v. 

D'où 

PcVcPAV A nR 
w AC = )'. 1 = Y---1 /TC TA l 

A.N W AC = 2643,6 J 

• Chaleur massique à volume constant c v : 
1er principe .ô.U AC "'W AC+ QAC 

Or QAC = 0 (transfonnation adiabatique) 

l\U AC = m cy (Tc - TA) = WAc 
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L)'où 

Cy::: 

A.N 

Remarque 

On calcule la chaleur massique à pression constante à 
partir de la relation 

C 
)':::: ~ 

cv 
Soit 

4) 

Diagramme de CLAREYRON 
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5) • Variation de l'énergie interne 11U AB 

11UAB "'0 (transformation isothenne) 

• Variation de l'énergie interne l1UAc 

l1UAc = W AC (transformation adiabatique) 

~ 1) Le gaz éffectue le cycle suivant .. 

isothenne 
A(Po, Yo)-----B 

• Compression isotherme on a 

donc 

C 

Yo 
pl= Po-> Po v, car V O > V 1 (compression) 

• Détente adiabatique BC on a : 

• Détente isobare CA on a : V o > V 2 

Doncona: P1 >P0 et V0 >V2 >V I 

p 

Premier Pl"incipe i Solutions 

2) Le volume V 1 

AB est une transformation isotherme PV = c1e 

Donc 

D'où 

A.N: 
V 1 = 1 litres 

67 

a - Variation de l'énergie interne pour la transformation 
AB 

!1U d'un gaz parfait ne dépend que de la température or 
AB est isotherme, donc l1U AB = 0 

b - Travail W AB 

6W=-PdV 
or AB est une transfonnation isothenne, alors PV = P0V0 

soit 

Donc 

D'où 

A.N: 
WAB::::815,fJ 

c - Quantité de chaleur ~B 

Appliquons le l er principe à cene transformation 
l1U AB = W AB+ QAB = 0 (isothcmne) 

D'où 
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A.N: 
QAB = - 8 15,4 J 

on remarque que QAB < 0, donc elle est fournie par le 

gaz. 
3) BC transformation adiabatïque, on a donc : 

pl -YTY = Ct e 

Donc 

D'où 

A.N: 
T 2 = 193,93° k 

4) BC transformation adiabatique, im a 
pyY= c1e 

Donc 

D'où 

A.N: 
V 2 = 3,34 litres 

5) Le travail WcA 

oW= -PdV 

CA est une transformation isobare; ,alors P =Po= cre 
Donc · 

A.N: 
WcA = - 168,2 J 

Premier l'rincipc I Solutions 

1 S 23 1 Le nombre de moles 
Pour n moles de gaz parfait on a : 
A l'état A(P71.. VA. TA ) on écrit 

D'oi'1 

A.N : 
n = 0,22 moles 

PV = n RT 
PA VA a= n RfA 

l) a -.Détente isob:ire de A à 8 (PA, 2V A· T 13 ): 

on a : V / T = cte ⇒ V A - V B - 2V A 
T;- T8 - T8 

soit T 8 = 2TA 

A.N: 
T8 ;;546 k 

. b - Compression adiabatique de B à C (2P A. Y c, Tc) 
• Calcul de Tc: 

Oil a ··. TyPl -y;; cte ⇒ TyPl -y - T1 pl-)' 
B B - C C 

Donc 

Comme 

alors 

1-½ 
Tc=TB(½) y=Ts2y -i 

A. N : • 
Tc=665,6 k 

• Calcul de Ve: 

Pvy __ ctC V "{ 
On a: ⇒ PBVB == PcYc 

so;, Ve, (:f V8 

Mais 

69 
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Alors 

A.N 
Ve= 0,61.10-2m3 

c - Compression isobare de C à D (2P ~; V 0, T 0 ) : 

V/T=CIC 
Comme V0 == VA 

VA 
Donc T0 =Tcy 

C 

A.N: 
îo=546k 

En résume: 

PA== Iû5 Pa PB= 105 Pa · 
A {VA= 0,5 10-2 m3 isobare B { VB = 10·2 m3 

;;;î TA=273K ~1 T8 =546K 

i p0 = 2.to' P, f Pc = 2.to' Po o{ V0 =0,5.l0 .. 2 m3 isobare c.{ Vc=0,61I0·2 m3 

To:::546K · Tc=665,6K 

2) On a : 

{Po=Pc>PA=Pa 
VA=Vo<Vc<VB 

p 

Premier Principe/ Solutio11s 

3) • Calcul de la yariation de l'énergie interne AU AB : 

AB : transformatipn isobare 

1 cr principe 6U AB = W AB+ QAB 

• Le travail w AB : w AB= - p A (V B - V A) 

• La chaleur QAB = Cp (TB - TA) 

Avec 

D'où 

A.N: 

n)R 
Cp=--. 

r- r 

tfüAB = 1249,24 J 
• Calcul de la variation de l'énergie interne ÀUsc: 

BC : transfonnatipn adiabatique 

1er principe 'AU ac= W BC + QBC 

Or QBc = 0 , alors tiU8c = W ac 
Soit 

A.N: 
tiU8c = 547,29 J 

• Calcul de la variation de l'énergie interne AUcD 

CD : transformation isobare 
De la même façon on trouve : 

• 
n)R 

ôUco== -PdVo-Vd +-(To-Td 
Y-1 

A.N: 
ÂUco = - 547,29 J 

• Calcul de la variation de l'énergie interne AUoA . 

DA : transformation isochore 
1 cr principe 

Or WoA=O 

l:.lf oA = w DA + QoA 

èt QDA = Cy (TA -To) 

71 
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Comme 

Alors 

A.N: 

nR 
Cy;;;-

y-1 

nR 
ô.U DA= - (TA - T cl 

)'- l 

L'.UoA"" - 1249,24 J 

• Calcul ô.Ucycle : 

<1Ucycle = .6.U AB+ ÂUBc + .1Uco + ll.UoA = 0 
Remarque : on peut trouver les mêmes résultats en 

utilisants la 1ère loi de Joule à savoir: 

nR tiU = Cyt.T avec Cv = -

4) • Vatiarjon d'enthalpie dHAB 

AB ; lransfonnation isobare 

tiHAB = QAB = Cp (Ts -TA) 

Avec 

Donc 

tiHAB = n y R IT - T. l,· y- l \ B ..,_ 

A.N: 

L\HAB = 1749 J 

• Variation d'enthalpie L\Hco 

CD : transfonnation isobare 

Il "(R MI CD = --·- .... jT D - Tc) 
y-1 

A.N: 
ô.Hrn = - 766,2 J 

y-1 

i 

Premier Principe I Solutions 

1 S 2411) L'équation d'état d'un gaz parfait est: 
PV=nRT 

Où P.: pression; V : volume; T : température; 
n : nombre de moles; R : constante des gaz parfaits 
A l'état A on a : 

PAVA= nRTA 

D'où 

A.N: 
n = 0, 101 mols 

2) Transformation isochore : dV = 0 
a - L'équation d'état de cette transformation est: 

p /T =Cte 
Donc 

D'où 

A.N 
p8 = 4 atm 
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b - Le premier principe : La variation de l'énergie 
interne au cours de cette transfonnation est : 

ti.U AB = QAB + W AB 

Or W;;; -{ 6 PdV = 0 puisque V:;:; Cte 

D'où 

ÂUAB = QAB 

La variation de l'énergie interne est égale à la quantité de 
chaleur QAB mise en jeu. 

c - L'hélium étant un gaz parfait monoatomique , alors 

son énergie interne esT U == } nRT 
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3 . 
A l'état A on a UA== 2 nRT A 

A l'état Bon a 

La variation de l'énergie interne est: 
3 . 

AU AB= 2 nRIT 8-TA) 

d - La chaleur QAB absorbée par le gaz : 

{ U AB= Q3AB 
compte tenu de : . 

UAB=2nR(Te-TA) 

On trouve: 

A.N: 
QAB =360,5 J 

3) Détente adiabatique de B (PB, V A• t B ) en 

C(Pc, Ve, TA) 
a - Le premier principe pour cene transformation 

L\UBc = Qec + WBc 
Or QAB = 0 puisque la transformation est adiabatique 

D'où 

ÂÜBc=WBc 
b-Comme 

3 3 
UB=2nRTB, Uc=znRTA ;(Tc=TA) 

Alors 

D'où 

A.N 

WBc = - 360,5 J 
4) Compression isotherme de C(Pc, Ve, TA) en A (état 

initial) 
a - On passe de B à C par une détente, donc 

lT .._. 'tt 

Premier Principe / Solutions 75 

On passe de C à A par une transfonnation isotherme, 

. VA 
doncPcVc=PAVcceqmdonne: Pc= P Ay <PA <Pa 

C 

Aprés avoir situé les coordonneés des A, B et C les unes 
par rapport aux autres, il est facile de tracer le cycle dans le 
diagramme de CLAPEYRON. 

p 

b - W101a1 < 0 car le cycle est décrit dans le sens des 

aiguilles d'une montre. 

1 S 25 ] Une mole de gaz parfait PV = RT 
Pour les deux cycles l'état initial est A(Po, Vo, To) 

l) • La température au point C 

On a : P c V c = RT c 

Mais 

Donc 

Or 

D'où 

Tc= 3T0 

• La température au point D 
ona 
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Or 

D'où 

T0 ==3T0 

• La température au point B 
on a 

Mais 

PB= 3Po, VB = 3Yo et PoVo== RTo 

D'où T 8 = 9T0 

2) a - Relation de Mayer Cp - Cy = R 

Mais 

Donc 

D'où 

5 
Cr::: 2 R 

b - • Quanlité Je chaleur QAC 

AC: 1ransfonnation isochore V= V0 

oQ = CydT soit QAC = Cv IT c - TA) 

Mais 

Donc 

QAC = 3RT0 > 0 

• Travail W AC 

WAc =0 (dV=0) 

• CB transfonnation isobare P = 3Po 

• Quantité de chaleur 

Premier Principe I So/urions 

Comme 

alors 

QcB= 15RTo> û 

• Travail W CB 

on a: 8W =-PdV = -3P0 dV 

Soit 

f 3Vo 

Wcs == • 3 Po dV 
v, 

Donc 

WCB"" -6PoVo= -6RTo < 0 

• AD transformation isobare P = P0 

• Quantité de chaleur C!Ao 

QAD= Cp(To· TA) 

Comme 

Donc 

QAD= SRT0 > 0 

• Travail W AD 

Ona: 

Soit 

• DB transformation isochore V= 3V 0 

Quantité de chaleur Q08 

on a: 6Q = Cv dT, soit QAD = Cv (T8 -TO) 

Or 

77 
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D'où 

Q08 = 9RT0 > 0 

• Travail w08 

ona: w08 =0 (dV=O) 

c - premier cycle ... 
Appliquons le premier principe à ce cycle 

AUcyclel = 0 ⇒ AU AC+ AU CB + t.Ù BA= 0 

Soit 

Donc 

,fü BA= -(W es+ QCB + OAc) 

= -(-6RTo + I5RTo + 3RTo) 

D'où AU8A = - 12 RT0 

• Deuxième cycle : De la même façon on écrit : 

A Ucycle2 = 0 ==> AU AD+ AU DB+ AU M = 0 

Soit 

W AD+ QAD + QDB + AU BA= 0 

Donc 

AUM. = -(W AD+ QAD + Ooo) = -(-2RTo+ 5RTo+ 9RT~ 

D'où 

AUM = -12R!o 

On vérifie ainsi que la variation d'énergie ·interne ne 
dépend pas du chemin suivL C'est à dire que U est fonction 
d'état et dU est une differentiel!e totale exacte. 

3) La transformation AB a pour équation 

p = (Z~)v 
• Le travail 
on a: 

·(Po\ 6W = -PdV = - Vo} VdV 

Premier Principe I Solutions 

D'où 

WBA = 4PoVo= 4RTo 

• Quantité de chaleur Q8A 

on a: 

.6.UBA = WBA + QBA 

Donè 

D'où 

QBA =-l~To- 4RTo= -16RTo 
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4) Cycle 1 : ce cycle est décrit dans le sens des aiguilles 
d'une montre alors Wcyclcl < 0 

Calcul de Wcyclel : 

Wcyclel = W AC+ WCB + WBA = -2RTo 

• Cycle 2 : ce cycle est décrit dans le sens 
trigonométrique, alors W cy~le 2 > 0 

Calcul de W cycle 2 : 

Wcycle2= W AD+ Woo+ WBA = 2RTo 

• Le cycie 1 correspond à un moteür thermique car 
Wcyclel < 0 

~ N ct· ·. d,. . arf . d . . 
~ ous 1sposons e ttms gaz p ruts, ont l'équation 
d'état est: 

P?i = niRTi avec i= là 3 

1) • Nombre de moles n 1 du gaz I (H2) 

P1Y1 
"1 = RT1 

AN: 

250x 101325 -3 3 P 1 ::;2.5()mmHg== ?(JJ Pa, V1= 2,25.10 m, 
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T 1 == 293 K 

Soit 
n1 = 0,031 mols 

• Nombre de moles n2 du gaz 2 (02) 

P2V2 
n2 = R'f~-

A. N : 
n2 = 0,075 mols 

• Nombre de moles n3 du gaz 3 (Nz) 

P3V 3 
D3 = ---

RT3 

A.N : 
n3 = 0,062 mols 

2) volume 101al : 

Température d'équilibre : 

a - Mélange idéal on a : 

PV0 = nRT0 

V O = 18,5 litres 

To =273 K 

Où { P : pression totale du mélange 
n = n 1 + n2 + n3 : nombre total de moles 

Donc 

A. N: 
P = 20626,4 Pa 

b - Fraction molaire d'un gaz : la fraction molaire Xi 

d'un gaz i est par défini1ion 
n. 

Xi=-1 
:Eni 

• Pour le gaz 1 

A. N: 
X1 :0,185 

Premier Principe I Solutions 

A.N: 
X2 = 0,446 

• Pour le gaz 3 

A.N: 
X3 = 0,369 

On vérifie facilement que : 
3 

I,Xi=l 
i=l 

c - Pressions partielles 
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On définit la pression partielle d'un gaz i dans le 
mélange comme la pression qu'aurait eitercé ce gaz s'il 
occupait tout seul le volume total V O à la température 

d'équilibre T0. 

On démontre que : 

P\= XiP 
Où P : pression totale du mélange 

Xi : fraction molaire du gaz i dans le mélange 

Pour le gaz 1 

P' 1=X 1P 

A.N: 
P' 1 = 3815,88 Pa 

Pour le gaz 2 

P' 2= X2P 

A.N: 
P'2 = 9199,37 Pa 

Pour le gaz 3 

P' 1 = X3P 

• 
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A.N: 
P'3 =7611,14Pa 

On vérifie aisément que : 
3 

p = I P'i 

i= 1 

! S 27 l 1) Calcul du nombre de moles 
Pour un gaz parfait on a : PV = n RT 
• Pour le gaz l on a : 

A.N : 

P1V1 
n1=-­

RT1 

5 ~ 3 
P 1 = 0,95a1m = 0,95.10 Pa; V 1 = 1 litres= 10 m , 

T 1 =t1 +T0 =288,15 k 

Soit 
n1 = 0,039 moles 

Pour le gaz 2 on a : 

A.N: 

P2V2 
n2== -­

RT2 

~ . 0.J 3 
P 2 =4,5atm=4,5.10-Pa;V2 =2htres=2.l m, 

T 2 = li + T O = 293, 15 k 

Soit 
n2 = 0,37 moles 

2) Températwe T !l'équilibre 
Les deux ballons forment un système isolé, alors 

6U = ~u 1 + ~u 2 = o 
Où { ~U1 : variation de l'énergie interne du· gaz 1 

ôU2 : variation de l'énergie interne du gaz 2 

Mais le gaz 1 est un gaz parfait diatomique : 

" 6U 1 = În1R (T ~ Ti) 

Premier Principe/ So/Ùtions 

et le gaz 2 est un gaz parfait monoatomique : 

3 
-1U2 = 2 .n2R (T- Tz) 

Donc 

D'où 

A.N: 
T=292,4K 

3) L'énergie interne du mélange 
U::::U1 +U2 

Avec 

U 1 = ~n 1RT: énergie interne du gaz 1 (diatomique) 
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U2 = !n2RT :·énergie interne du gaz 2 . 
"' (monoatomique) 

Donc 

RT 
_ U = 2 . (5n 1 + 3n~ 

A.N: 
U:::: 1587,41 

4) L'enthalpie du mélange_ 

RT 
H == U + PV = T (Sn 1 + 3n2) + nRT 

• 
Où n est le nombre total de moles des deux gaz, soit 

n=n1 +n2 

Donc 

A.N: 
H = 2582,38 J 

. 5) • Premier loi de Joule 

dU = nCM··dT ,v 
où CM,V: capacité calorifiqu~ molaire à volume constant 
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Donc 

C dU RT 1_ 3 ) 
n M v = ëif = T :ml + n2 

D'où 

A.N: 
CM, v = 13,27 J /mol. K 

• Deuxième loi de Joule 

dH = n C dT M,P 

où CM,P : capacité calorifique molaire à pression 

constante 
Donc 

D'où 

A.N: 

dH 
nC~1P = dT = 

CM,P = 21,6 J / mol. K 

6) • Soit Pla pression du mélange et V son volume total 
Alors 

PV=nRT, V=V 1 +V2 et n=n1 +n2 

Soit 

nRT P=-,;r 
A.N: 

V= 3 litres= 3.I0°3m3 , n = 0,409mols, T = 292,4K 

Soit 

P = 3,32.J05 Pa 
• Les pressions partielles 
Pour le gaz 1 : Soit P' 1 la pression partielle du gaz l dans 

le mélange, alors on a : 

P' 1V = n 1 RT 

···------- - - ·----- ------

Premier Principe! Solutions. 

Soit 

A.N: 

p·. 
1 

n 1RT 
= --v-

P' 1 = 31626 Pa 

• Pour le gaz 2 : soit P' 2 la pression partielle du gaz 2 

D'aprés la loi de DALTON : P = P' 1 + P'2 

Soit 

··AN: 
P'2 = 300374 Pa 
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• Les fractions molaires : soit Xi la fraction molaire du 

gaz i dans le mélange, alors on a : 
p•. n 

X-= _ __!= _1 
1 p 

Ini 

Pour le gaz 1 : 

P' 1 X 1 =p=0,005 

Pouï le gaz 2 : 

P' ~ 
X 2 = T = 0,905 



86 Etercices résolus de Thermodynamique 

JV. Second principe de la 
thermodynamique 

ENONCÉS DES EXERCICES 

IE 28 ) 1) Au cours d'un èycle de fonctionnement, un 
moteur thermique échange la quantité de chaleur QI avec la 

source chaude de température T 1, Q2 avec la source froide 

de température T 2 et céde le travail W. 

a - Donner le schéma de fonctionnement de ce moteur 
b - Exprimer le rendement r en fonction de W et Q 1, puis 

en fonction de 01 et Q2• 

c - A Pai:tir de la relation de CLAUSIUS pour un moteur 
réversible, montrer que r rév dépend uniquement des 

températures T I et T 2 des deux sources. 

2) Si le moteur fonctionne de façon irréversible montrer 
que 

rirev_ < rrév 

3) Si on change le sens de parcours du cycle, le moteur 
thermique devient soit une pompe à chaleur, soit une 
machine frigorifique. 

Exprimer les cœfficients d'éfficacités des deux machines 
supposeés réversibies, d'abord en fonction de Q1 et Q2 et 

ensuite en fonction de T 1 et T 2. 

l E 29 ! On fait subir à une mole de gaz parfait 
monoatomique un cycle réversible représenté en 
coordonneés de CLAPEYRON par le réctangle ABCD. 

On donne 
V A:: V8 = 22,4 litres PA= Po:::: 1 atm 

Ve= V0 = 44,8 Iitres P8 =Pc = 5 atm 

lalm = 101325 Pa, R = 8,32 J / K. mol 

2tme Principe I Enoncés 87 

"De 
A D 

L----------~V 

Calculer: 
1) Les température aux points A. B, Cet D 
2) La quantité dë chaleur reçue par le gaz au cours du 

cycle 
3) La vairation lénergie interne U AC 

4) La quantité de chaleur Q 8c au cours de la 

transformation BC 
5) La variation d'entropie ASAB au cours de la 

transformation AB, et ASBc au cours de la transformation 

BC 

1 E 3o j Un gaz parfait occupe, à la température TA sous la 

pression PA. le volume V A (Etat A). 

On fait subir à ce gaz le cycle, de transformations, 
suivant: 

a " compression adiabatique de A(P A• V A• TA) à ! 'état 

B(Pa, YB, T s). 

v. 
Si V,,,= a 

B 

~ 

exprimer P8 et T 8 en fonction de PA• TA• a et Y 

b - Détente isobare jusqu'à l'état C(Pg, V C• Tc) 

. Ve 
St V-= d 

B 

donner l'expression de Tc en fonction de TA, a, d, et y. 

c - Détente adiabatique jusqu'à l'état D(P0 , V A• To) 
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suivie d'une détente isochore qui ramène le gaz à l'état 
initial A 

Donner l'expression de P0 en fonction de PA• d et -1 en 

déduire celle de T Den fonction de TA, d et y. 

! ) Tracer ce cycle dans k diagrarnrne de CLAPEYRûN 
2) Exprimer la variation de l'énergie inleme t.U0 A de la 

transfonnation DA 
3) Exprimer la variation de l'en1halpie .1H8 c de la 

transformation BC. 
4) En appliquant le premier principe] à ce cycle trouver 

l'expression du travail total W 
5) Monlrer que le rendement de ce cyçle peut s'écrire: 

p=l 

y aY·l{d -1) 

calculer p si a = 8 ; d = 3 ; y= 1.4 
Rq : Toutes ces transformations sont quasi - statiques. 

Cp et C\r sont indépendantes de la température. On 

exprimera ôH8c et t..U0 A et W en fontion de Cy, TA• a, d 

et y. 

~ On considère la dilatation d'une mole de gaz parfait, 
du volume V0 au volume 2V 0. 

Calculer la chaleur et le travail mis en jeu ainsi que la 
variation d'entropie en fonction de la température initiale T0 
du gaz, R et y (y= Cp / Cv : 

a - Dans une transformation isobare réversible 
b - Dans une transformation isotherne réversible 
c • Dans une 1ransformation adiabatique réversible 
(A chaque calcul il faut faire une démonstration) 

1 E 32 1 La differentielle de la pression d'une mole d'un gaz 
reél est donneé par : 

dP"" _R_dT+~--~- -)dV 
V - b y3 (Y _ b)l 

Avec a= 0,13 J m3. mol· 2; b = 3.8.10· 5 m3_ mol· i; 
R :;;; 8.32 J / mol . K 

]hm: Princi·>e / 1:.·,uwcés 89 

1) Vérifier que dP est une différentielle totale exacte 
2) Déterminer l'équation d · état de ce gaz, on ~uppose 

que lorsque P ~ 0, Y 4oc alors PV tend vers RT (gaz 

parfait) 

3) Exprimer en fonction des variables indépendantes V 
et T: 

- cœfficient de dilatation à pression constante a 
- cœfficient d'augmentation de pression à volume 

constant p. En déduire le cœfficient de compressibilité 

isotherme X, 
4) Au cours d'une transformation ré\'ersible infiniment 

petite, donner l'expression de dU de ce gaz. 

i dP\ 

{ 
l""T\-·J · 

On donne : \ éIT V 

6Q = MCV dT + 1 dV 

M étant la masse molaire du gaz et Cy sa chakur 

massique à volume constant. 
5) Sachant que dU est une différentielle totale exacte, 

montrer que la chaleur molaire à volume constant de ce gaz 
(MCy) ne dépend que de la température. 

6) l'expérience montre que la chaleur molaire à volume 
constant est donneé, en J i K. mol, en fonction de la 
température absolue par la fonnule : 

MCv = A + BT avec A = 19,4 J I K. mol; 

B =2,99.10· 3 J /K2 mol 
Ce gaz subit une compression del 'étar V 1 = 10 litres; 

T 1 :;;; 273 K à l'état V 2 =-0,5 ijtres; T2 = 400 K 

a - Exprimer la variation de l'énergie interne t.\U au 
cours de cette compression en fonction de V 1, V 2• T 1, T 2• a. 

Aet B 
Calculer ôU · 
b - Exprimer ia variation d'entropie ~S au cours de la 

compression en fonction de V l, V 2• T 1, T 2• b. A , B et R 

Calculer AS. 
7) Calculer le travail W d'une mole de ce gaz au cours 

d'une compression isotherme réversible du volume V 1 au 

volume V 2, la température réstant égale à T 1. 
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Que voudrait ce travail pour le gaz parfait associé ? 
Conclusion. 

1 E 33 j A) Soit l'unité de masse d'un gaz quelconque pour 
lequel les seules forces qui travaillent sont les forces de 
pression. 

Ce gaz subit une transformation élémentaire réversible 
le (aisant passer de l'état (P, V, TI à l'état (P + dP, V+ dV, 
T+dT) 

La quantité de chaleur élémentaire échangée au cours de 
cette transformation, entre le gaz et le milieu extérieur peut 
s'écrire: 

oQ = Cp dT + h dP 

A - 1) Montrer que: 
dH = Cp dT + (h + V) dP (Enthalpie) 

dT h dS = Cp- +- dP (Ennopie) . 
T T . 

A - 2) Sachant que dH et dS sont des différentielles 
totales exactes, montrer que : 

(~.;); ( :; ); ( :~ ), 
{~;)T = (;; )P . ~-

En déduire 

h=-T(av) . 
dT p 

(a:P) =-T (a2:) 
1 a. T ëlî p 

A - 3) On définit le cœfficient de dilatation isobare a. du 
gaz: 

a=~ (!i) 
. p 

exprimer h en fonction de a et des variables V et T 

2rm, Principe I Enoncés 

Dans la suite on prendra 

h = -T(av)· 
èJT p 

91 

B) On considère dans un tube aux parois adiabatiques, 
une mole de ga2 qui se détend lentement et irréversiblement 
à travers une paroi poreuse depuis la pression PI et la 

température T 1, jusqù 'à la pression P2 et la température T 2 

cP1 > P2) 

B - 1) Montrer que la détente de Joule - Thomson 
définie ci-dessus est isenthalpique (H 1 = H2) 

B - 2) On considère une transformation de Joule -
Thomson élémentaire faisant varier la température de dT et 
la pression de dP ·· 

Exprimer le cœfficient µ = dT en fonction de u, C , Y 
dP P . 

etT 

· B - 3) Si le gaz·considéré est un gaz parfait, calculer : 
a - Les cœfficients a et h 
b - Le cœfficie~_t µ en déduire une relation entre T1 t:l T2 

B - 4) Le gaz,considéré n'est pas un gaz parfait, a 
n'obéit donc pas -~ l'expression calculer en (B - 3 - a). 

Montrer que la dété"nte (dP < 0) s'accompagnera d'un 
échauffement ou d'un refroidissement selon le signe de µ 
que l'on étudiera en fonction de a T. 

C- Si la mole de gaz considéré obéit à l'équation d'état: 

(p + ~;) (V - b) = RT 

Où a, b et R sont des constantes positives. 
C - 1) Calculer a en fonction de V et T 
C - 2) En déduire, en fonction de V, l'éxpression de Ti 

(température d'Jnv~rsion) pour laquelle µ change de signt 
Ül = 0). 
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C - 3) En utilisant les résuhats du (B - 4) montrer que si 
ia détente est un refroidissement alors T < T;. Que devient 

T; aux basses pression ? (on admettera alors que b /V << 1 ). 

1E 34 1 A) Considérons ! 'unité de masse d'un gaz pour 
lequei ies seules force s qui travaillem sont les forces de 
pression. Nous supposons que roures les transformations 
auxquelles Je gaz est soumis sont réversibles. Au cours 
d'une transformation infinitésimale on a: 

dU = CydT + 0 - p)dV 

dS = Cy dT + 1?V 
T T 

A - 1) Ecrire que dU est une différentielle totale exacte; 
en déduire que : 

(aa~t =(:~L -{t;L 
A - 2) Ecrire que dS est une différe11tielle totale exacte; 

en déduie que : 

(aP) (acv) ( êll) T 
l = T dT y ; i)y- T = é)T V 

A - 3) Apartir des deux relations précédentes montrer 
que: 

1 = T (z_!\ ; (~Cv) = T(a2
~) 

aTJ. ,ëlV T dT2 V 

B) une pompe à chaleur fonctionne suivant un cycle de 
CARNOT éffectué par un fluide qui reçoit effectivement du 
travail et échange de la chaleur avec deux sources. Ce cycle 
est constitué par deux transfomiations adiabatiques et deu;,r, 
transfonnations isothermes. 

La pompe à chaleur fonctionne a,vec l'air et sert à 
chauffer l'intérieur d'un avion volant à; haute altitude. La 
source froide est consti1ueé par l'air extérieur à la 
température T2 = 248 K. 

La source chaude est l'air à l'intérieur de l'avion à la 
température T 1 = 29 J k Dans cette partie (B) du problème, 

2•'mc Principe I Enoncés 93 

l'air e s t assimilé à un gaz parfait de masse molaire 

équivalente M = 29.1 o- 3 kg/ mol. · 
On désigne par V A er V B (V A > V 8) les volumes de l'air 

aux éxtrémités A et B de l'isotherme T 1 et par Ve ec v0 
(V0 > Ve) les volumes de l'air aux éxtrémités Cet D de 

l'isotherme T2. 

B - 1 - a ) Représenter le cycle éffectué par k fluide de 
la pompe à chaleur dans un diagramme de CLAREYRON 

( on a : V O > V A > V c > V 8 ). 

B - 1 - b) Déterminer dans quel sens est parcouru ce 
diagramme. 

B - l - c) Déie1miner en fonction du travail reçu W, de 
Ti et T2, les chaleurs Q 1 et Q2 échangeés par la pompe et 

les deux sources. En déduire leurs signes. 

B - 2 - a) Exprimer en fonctin de V A• V 8 . V C• V 0. 

T 1• T 2, m. M, R, et y = Cp / Cv = c 1e, les travaux 

échangés par la masse m d'a ir de la pompe lors des quatres 

1ransforma1ions constituant le cycle (W AB• W BC• W CD et 

WoA). 

B - 2 - b) Déterminer en fonction de V A, V 8 . V c, V 0 , 

T 1, T 2, m. Met R le travail total W. 

A. N: calculer W sachant que m = 1 kg, V A::: l,56 m3. 

V8 = 0,84 m3, Ve= 1,27 m3• v 0 = 2,37 m3 et R = 8,32 J / 

mol.K 
B - 2 - c) Calculer à l'aide des donneés précédentes, les 

quantités de chaleur Q1 et Q2. 

B - 2 - d) Calculer numériquement l'efficacité e 1 de cette 

pompe à chaleur. • 
C) Dans cette partie, l'air éffecruant le cycle n'est pas 

considéré comme gaz parfait . 
Le comportement de ce gaz est représenté par l'équation 

d'état: 

(P+ ; 2 )(V - bl=rT 

Les constantes a, b, et r rapporreés à I kg de gaz ont 

pour valeurs : 
· = 14.103 J m3 k; b= 1.l.l0-3 m3; r= 286,9 J / kg . k. 
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C - 1) Montrer que la chaleur massique à volume 
constant Cy peut se mettre sous la fonne : 

a 
Cv = -? + f(l) 

vr-
où f (T) est une fonction de T. (Utilliser les résultats de 

la partie A). 

C - 2) En prenant f(n = K = c1e, montrer que l'énergie 
interne de l'unité de masse du gaz est de la forme : 

U"' -~+KT +K' VT 
où K' est une constante. 
C - 3) On suppose comme précédement que la masse 

d'air éffectuant le cycle de Camot'de la question Best égal 
à l kg. 

C - 3 - a) Exprimer le travail W AB échangé par Je fluide 

le long de l'isothenne T 1 en fonction de V A, V8, T 1, r, a et 

b. 
C - 3 - b) Ex.prime.r le travail Wco échangé par le fluide 

le long de l'isothnne T 2 en fonction de V c, Vo, T 2• r, a et b. 

C - 3 - c) Exprimer la quantité de chaleur Q1 reçue à 

l'intérieur de l'avion en fonction de V A• Vs, T1, r, a et b. 

A. N: calculer Q1 pour V A= 1,56 m3; V8 = 0,84 m3 et 

T 1 = 293 K 

C - 3 - d) Exprimer la quantité de chaleur Q2 fournie par 

la source froide en fonction de V c, V 0, Tz, r; a er b. 

A. N : calculer Q2 pour V O = 2,37 m3; V c = 1,27 m3 et 

T2 ~ 248 K. 

C - 3 - e) Calculer le travail total W reçu au cours du 

cycle et l'éfficacité e2 de ia pompe à chaleur, ~omparer e 1 et 

c2, conclure. 

2im• Principe/ Solutions 95 

SOLUTIONS DES EXERCICES 

1 S 28 ! 1) Un moteur thermique est une maclune,.thennique 
capable de produire du travail mécanique W < 0 en 
empruntant une quantité de chaleur Q1 > 0 à la source 

chaude (de température T 1 ) et en , '. stituant la quantité 

de chaleur Q2 < 0 à la source froide (de température T2 ). 

a - Schémcl de fonctionnement de ce moteur 

Q,<O 

1 SouïCe froide T 2 j 

b - Rendement d'un moteur 
Le rendement d'tinwoteur est, par définition, le rapport 

entre la valeur absolue du travail fourni par le moteur et la 
chaJeur reçue de la sourci chaude: 

w 
r= IQ11 

Mais ti.Ucyclc = 0, ce qui donne: W + Q 1 + 02 = 0 · 

Soit 
w =- (01 + Q~) 

Donc 
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c • Moieur réversibie, alors l'égalité de CLAUSIUS 
s'écrit: 

Soit 

D'où 

T? 
r-=1--= 
rev Tl 

2) Si le moteur est irréverssible, alors on a : 

Ql Q2 02 T2 
- +--- <Ü ~ - <--­
T, T2 Q1 T1 

Ajoutons I aux deux nombres de cette inégalité il vient : 

Q2 T2 
1 + . - < 1 - ---

QI Tl 

Mais 

D'où 

ce qui constitue le théorème de CARNOT 
3) Si on change . ' sens de parcours du cycle, alors les 

signes des quantités W, 0 1 et Q2 changent, on obtient une 

pompe à chaleur ou une machine frigorifique 

W>O, Q1 <OetQ2 >0 
• Pompe à chaleur ; 
L'éfficacité de la pompe est : 

Ql e-•w 
Comme LlUcycle = 0, alors 

Donc 

21m, Principe I Solutions 

Mais pour une pompe réversible, on a: 

Soit 

D'où 

Ql Q2 
-+--=O 
Tl T2 

Tl 
e= --·-· 

Tl -Tz 

• Machine frigorifique 
L'éfficacité : 

Q2 Q2 
e = -- = ·----

W 01 + Q2 

On trouve facilement que 

l 
e=----= 

01 
I+ 

02 

97 

1 S 29 I Nous avons une mole de gaz parfait monoatomique: 

{ PV=~T 
U= 2 RT 

l) •Au point A on a: 

Donc 

PAVA=RTA 

PAVA 
TA=~R 

A, N: 
TA= 272,79 K 

,. 

• Au point B : la transformation AB est isochore 
p /T= c1e 

Donc 
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Soit 

A.N: 
TB = 1363,95 K 

• Au point C : BC transformation isobare : V / T = çte 
Donc 

Soit 

A.N: 

Ve_ Ve 
Te -Tc 

Ve 
Tc=TayB 

Tc= 2727,9 K 

• Au point D : CD transfonnation isochore : 
Soit 

D'où 

A.N 
'fo= 545,58 K 

2) ô.Ucycle:::: 0, soit W + Q=O· 

Donc 

Mais 

W =W AB+Woc+ WCD+ WDA 

Comme AB et CD sont des transformations isochores 
lors W AB = 0 et W CD = 0 

Mais 

2<'m, Principe I Solurions 

D'où 

Q = p B (V C - V B ) + p D IV A - V D) 

A.N: 
Q =9078,72J 

3) • VilfÎation de l'énergie interne ô. U AC 

ona: 

Donc 

A. N: 
~U AC= 30640 J 

4) La quantité de chaleur Qac 
On applique Je 1er principe à cette transfonnation 

~Uoc= Qoc+ Woc 

Donc 

Mais 

D'où 

A.N: > 

Q8c = 28370,5 J 

5) • Variation de l'entropie t.S AB 

AB est une transformation réversible, alors 

dS.::;;;oQ 
. T 

Mais 
dU = oQ + ôW, alors ôQ =: dU - ôW 

Comme la transformation est isochQre alors 6W = 0 

99 
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Soit 

D'où 

A. N : 

tlSAB = 20,09 J / K 

• Variation de l'entropie t.S8c 

BC est une transformation réversible, alors 

Mais 

dS=~ 
T 

oQ=dU -oW 
Comme 

alors 

{ 6W = ;ruv 
dU = 2RdT 

3 
fQ = 2 RdT + Pc!V 

Donc 

Or 

alors 

D'où 

CülllllH! 
T 

C = 2 
t~ 

et 

2ème Principe i Solutions 

Alors 

A.N: 
tlSBc = 14,42 J / K 

1 S 3o I a - Compression adabatique AB : 

pyY = de 
• Calcul de la pression P8 : 

ona: 

Soit 

V y 
p :; p ~--~) B Ay 

B 

VA 
Comme y-=a alors P8 =PAaY 

B 

• Calcul de la température T 8 

on a: 

Donc 

on a: 

PcVc= nRTc 
PsYs= nRTB 

• 

Comme 

Ve y-1 y-l 
Pc=P8, y=detT8 =TAa , alois Tc=TAa d 

B 

c - • Détente adiabatique suivi d'une dér~nte isochore 
• Calcul de la pression P0 

101 
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ona: 

Alors 

Comme 

Donc 

Mais 

D'où 

P0 = PAdy 

• Calcul de la température T 0 

DA transformation isochore alors 

Soit 

~=Ce 
T 

Po_ PA 
TD-TA 

Ou bien · 

Mais 

D'où 

T0 =TAdy 

I) • AB est une compression adiabatique donc V A > V B : 

Pn>PA 

2~""' Principe l·Solurions 103 

. • BC est une détente isobare donc V c > V B ; PB ;::; P c 
• CD est une détente adiabatique donc V D > V c ; 

Pc>Po 
• DA est une détente isochore donc V D = V A ; Pp > PA 

En résume: 
VA=Vo>Vc>VB 
P8 ~ Pc > P0 ? PA 

p 

2) Variation d'énergie inteme 6UoA 

DA t.n1nsfonnation isochore WoA = 0 

Donc 6.UpA = QDA = Cy (TA· T p) 

Comme 

T0 '= TA dy 

Alors 

t.UDA = CyTA (1 - d~ 
·• 

3) Variation d'enfüalpie MiBc 
BC transfonnation isobare 

t...l-!Bc = Cp (Tc - T .s) 

Mais 

D'où 
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4) 6.Ucycle = O 
Soit 

Exercices résolus de Thermodynamique 

W + 0Bc + OoA = O 
Donc 

W =·<Ose+ OoA) 
Mais 

Donc 

(transfonnation isobare) 
(transfonnation isochore) 

W = · (6HBc + L'lUoA) 
D'où 

W = -Cc TA (y aY - l (d ~ 1) + 1- ctY) 

5) Rendement: ce cycle est moteur, .~on rendement est: 

p=I W 1 
QBC 

Où W est le travail total developpé au cours du cycle. 
QBC > 0 quantité de chaleur fournie par la source chaude. 

Compte tenu de l'expression de W e(de One, il vient 

I d y - I 
p= 1- -·--~ 

y aY-l(d - !) 

A.N ; 
p :::0,44 

~ Une mole de gaz parfait se détend de v O à 2v 0 

a • Transformation isobare ; P = constante 
L'état initial (Po, V 0, T o) , état final (P 0, 2V 0 , T 1) 

V e 
on a: T = C 

ou bien 

Soit 

v0 _ 2Y0 

T O - r;· 

2lmt Principe/ Solutions I0.5 

• La quantité de chaleur 

on a: 15Q = CpdT Soit Q 1 == Cp (T 1 • T d 
QI =CpTo 

"R 
Mais Cp= - 1- (voir la solution de la question c/ de 

y-1 

l'exercice n° 20) 
D'où 

• Le travail 
on a : ôW = - P dV 
Comme P = P0 = constante, alors o\V = - P0 dY 

Donc W 1 = - P0 (2Y0 - V0) = - P0Y0 

Soit W 1 = - R T o 
• Variation de l'entropie , la 1ransfonnation est réversible, 

alors 

Soit 

Mais 

yR t..s, = ,__,.,.--log2 
y-1 

b - transformation isotherme réversible; T = T0 

L'ctat initial (P0,V0, T0) ~ L'etat final lP2, 2Y0, To) 

• Le travail 
On a: 

ôW=-PàY 
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Mais 

• La chaleur 
on a: 

.11:]2 = 0 (isothenne) 

Soit 

D'où 
Q2 = - W 2 = RT o log 2 

• Variation de l'entropie 
on a: 

D'où 
. Q2 

6S= - =Rlog2 
To 

c - transfonnation adiabatique 
L'état initial (P0, v 0, T0) ➔ état final (P3, 2v0, T3) 

• La chaleur 
on a: 

lQ :a:: 0 !:Oil Q3 = 0 

• Le travail 

1er principe donne : 

dU=ÔW=CydT 

W3 = Cy(f3 -TJ 

Mais 

TV1 - 1 -Tvr-l 
3 3 - 0 0 

Comme 

soit 

V ?V !o T - T 21 -1 ,., . R 
· 3 = - o ru is • 3 - o· et '-y= -

î'-1 

1'"" Princ:ipe I Solutions 

D'où 

RTo( l-Y ) w 3 = - 2 -} 
r-1 

• Variation de l'entropie 

ona : 

(Q 
dS=-

T 

Comme 
Soit 

Œm l)Ona: 

ôQ=O, 
.1S3 = 0 

alors 

107 

dS=O 

dP = _R_dT + (~ - RT )dV 
V - b y3 (V - bl { dP = (aP) dT + (aP) dV ITv dVT 

dP est une différentielle totale exacte si : 

2 2 
a P a P 

<If"iN = avar 
Avec· 
,; . 

(::);/b et(::);~,-::)' 
Calculons 

2 2,. aP ar 
-- et--
dfêN aViJf 

i3 ( R ) R 
av v -b = -01 -bl 

i3 (2a RT ') . R 
iff V 3 ·;, _ bl = (Y - b/ 

none dP est une différentielle totale exacte. 
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2) A volume constant on a : 

Soit 

Donc 

Mais 

dP R 
cIT-V-b 

dP = _RdT 
V-b 

RT 
p =--+ f(V) 

V - h · · 

('ap)\ 2a RT 
avT- v3 (V-b) 

Dérivons Q) par rapport à V 

(ë)p) RT df 
.. - = ---- + --

av T (v - b)2 dV 

De @ et Q) il vient : 

Donc 

D'où 

df 2a 
clV - y3 dV 

soit df:::: 2a---

f(V)= -~ + C 
. y2 

RT a 
P==---- - +C 

V -h y2 

y3 

<D 

Q) 

Qua11d P --.l O, V --.lo0 alors on a ~V ➔ RT ce qui fair 
tendre C vers 0 

D'où 

© 
3) • Cœfficient de dilatation isobare: : 

1 ('av\ 
a;::v aTL 

2~m, Principe/ Solwions 

on a 

dP = V~ b dT + (:~ - 0/~:;i) dV 

A pression constante on a dP = 0 
Donc 

R 
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RV\V-b) -(av) dV V~b 
dT =- = 

2a RT RTV3 - 2a(Y - b/ dT P -----
y3 01 -bl 

D'où 

RV\V-b) a:------
RTV3 - 2a(Y - b/ 

• Cœfficienl d'augmentation de pression isobare 

p = ~ (aP_) 
p àT v 

Comme 

(~~L=v ~b 

alors 

R RV2 

p = P(v - b) = RTV2 - a(V - b) 

• cœfficient de compressibilité isothreme X 

x = _ _!__ (av_) 
V oP T • 

Utilisant J'id~ntité de REECH que nous avons vu sous la 
forme 

Donc 

1 a V2<Y-bl 
X = p · i = _R_TV_3 --2a-0/---b-} 
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4) Le premier principe 
dU=5Q +SW 

Avec 

Donc 

ôQ= MCvdT+ 1 dV 

ôW=-PdV 

dU = MCv dT + (I - P) dV 

Or 

Soit 

D'où 

5) 

Avec 

RT a 
l=--=P+-

V - b 2 
V 

dU = MCydT + ~dV 
y2 

dU=(~u) dT+(00) dV 
i}T V av T 

(au) = Mcv et (au)=-~ 
ar v av T v2 

dU es! une différentielle totale exacte, alors 
2 2 

au au 
--=--
ê)TaV avaT 

Soit 

_i_lMC~T= v2} = o . (a(-~') 
êJV , àT V 

MCy ne dépend que de la température 

6) On a: 
MCv=A+BT · 

2~rm Principe I Solutions 

a - L'expression d~ dU peut donc s'écrire: 
dV 

dU =(A+ B1)af + a-
r y2 

Intégrons cette expression entre l'état l et l'état 2 

Uz -u 1= ~u = f T(A + B1) dT + af V~ 

T, V 
v, 

D'où 

A. N: 
~u = 2344,58 J 

b - Transformation réversible 

<Q 
dS=y 

Comme 

<Q = MCvaf_ + 1 dV 

alors 
cIT 1 ' 

dS=MCvy +TdV 

Or 
,,-: . RT 

MCy=A+BT et l=--. V-b 

Donc . C .: . 
T · '. V2 -b 

A5 =Alog·T~ + B (T2 -T J + Rbg v-:-t, 
1. I 

A.N: 
M=-17.761/K 

î) Le travail d'une compression isotherme T = T 1 

Mais 
ôW=-PdV 

RT1 a 
P=" b-----;; 

v - . V' 

111 
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Donc 

dV dV 
oW = -RT 1--- ····- + a --· 

Y -b y2 

D'où 

, V2 -b (' 1) w = -R11 logv--:-o· -a D - ~v,-
. l , '2 l 

A.N: 
W= 6728,27 J 

• Pour le gaz parfait associe, a ➔ 0 , b << V 
Donc 

A.N: 
w· = 6804,38 1 

Conclusion 
Dans les conditions de l'exercice, on constate que les 

corrections apporteés par le modèle de Van der Waals sont 
faibles. On peut traiter le gaz comme un gaz parfai1. · 

1 S 33 1 A - 1) Montrons que dH = Cp dT + (h + V) dP 

Soit H l'enthalpie du système, alors 
H = lJ + PV 

Où li : énergie interne du système, 
P : sa pression 
V : son volume 

Ecrivons la différentielle de H. 
JH = d U + d (PY) 

Mais dU = oQ + oW ( 1er pmcipe) 
avec ôQ = Cp dT + h dP (chaleur) 

liW = - PdV (travail) . 
Donc dH = Cp dT + h dP - P dV :t V dP + P dV 

d'où dH = Cp dT + (h + V) dP , 

Montrons que : 

dT h 
dS = CpT + TdP 

L'entropie élémentaire d'une transformation réversible 

ztm, Princive I Sollllions 

s'écrit: 
èl) 

dS=y 

Où T : températue du système 
Compte tenu de l'expression de oQ. on trouve: 

dT h 
dS ;;;: Cp- + ,,-dP T , 

A - 2) • dH est une différentielle totale exacte, alors 

2 2 
ëlH ê)H 

~ -- - - -
ëPëJT' èlîèP 

Comme 

dH = CpdT + (h + V) dP = (~;)/r + (~~)lw 
Alors 

D'où 

(~cP\) = ('~h-) + (a~) CD 
\ dP T dT p iJf P 

, dS est une différentielle totale exacte. alors 

2 2 
as as 

- - =--
êJI'iJ> iF é1I' 

Or 

dS == c~ + hdP =(~~) dT +(as) dP 
T T• cJf'p êPT 

Alors 

( d (~) .) ""('a(_;))' 
, dP T êlT p 

Soit 

_Tl(acp) = ~ (~) h 
ê)p , T in 1P T2 
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D'où 

("~;),=(:~);; 
• lde1;11ifions (D et @ . il vient 

D'où 

( :: t+ ( :: t = ( :~ ); ~ 

h = -T(av) 
oT p 

• Dérivons Q) par rapport à T, il vient : 

(:: )P= :T (-T ( ~~ )).= -(~~ t-T ( :; ). 
Mettons © dans (D , on obtient : 

D'où 

(acPl (a2v] aP T=-T àT2 P 

A- 3) on a: 

1 (av) 
c::(\:~)IP 

é}T P 

De ces deux relations, on obtient 
h=-ClVf 

B - 1) Cette détente se fait : 

© 

· · sans échs.nge de chaleur Q = 0 (parnis adiabatiques ) 

21'"' Principe I Solutions ; 

- avec échange de travail W tel que 

W=W1+W2 

Calculons maintenant W 1 et W 2 

Dans la partie 1 du tube on a : 

W1 = -Pif odV "'l>1V1 
v, . 

Dans la partie 2 du tube, on a : 

W2 = -P2Iv'dV = -P2V2 

Donc 
W""P1V1 -P2V2 

Appliquons le 1er,prïncipe à cette détente 

U2-U1 =W=P1V1-P2V2 

Soit 

Or 
H = U + PV, alors 
H 1 = U 1 + P 1 V 1 Enthalpie dans la partie l 

H2 = U2 + P2 V 2 Enthalpie dans la panie 2 

115 . 

d'où H 1 = H2 = c1e · 

La détente de Joule - Thomson se fait à enthalpie 

constante. 
B - 2) D'aprés A - 1) on a: 

dH = Cpdf + lh + V) dP 

Pour une transfünnation élémentaire de Joule - Thomson 

on écrit, d'aprés B J1) , que dH = 0 
Soit ,. 

Cp dT + (h + V) dP = 0 

Donc 
dT h+ V 

µ = dP = --CP 

Mais, d'aprés A - 3) on a: 
h=-a VT 

D'où 

µ==-~(l -a1) 
Cp . . 
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B • 3) Gaz parfait : PV = RT (une mole) 
a • • Calcul de a · 

a= i (""l ="-/"ml =-~ =-' · dT; p \ \ ëJT / P PV T 

• Calcul de h 
on a: 

l 
h = -a Vf = -f Vf = -V 

b • on a: 

Comme 

l a=f' alois µ=O 

Or 
dT 

~t = dP = 0 œ qui donne dT "" O 

ou bien 

6.T=TrT1 =0 
d'où 

î1 =T2 
La détente de Joule · Thomson pour un gaz parfait se fait 

à température constante. 
B · 4) Si le gaz est quelconque, alors 
ComEe 

dT V µ = ~ = -(rif · 1) 
dP CP 

Mais dP < 0 (détente) 
Si µ > 0 c.à.d aT > 1 alors dT < 0 refroidissement 
Si µ < 0 c.à.d aT < I alors dT > 0 échauffement 
c • Une mole de gaz d'équation d'état: 

(p + : 2) (V· b) = RT 

C • J) Calcul de a. : voir la solution 3°) de l'éxercice 
n°32 

2M" Principe I So/111ions 

RV1 (V -b) 
0:. = . -

RTV3 - 2ajV • b)2 

C. 2) Calculons \'expression deµ 

Nous avons vu (B · 2) que : 

µ = t(d.T •-1) 
p 

Compte tenu de l'éxpression de a, µ peut s'écrire: 

µ = ~ ( RTV2(V - b) . _ •) 

. Cp RTV3 - 2a\V' - bl 

117 

La température d'inversion Ti est obtenue lorsque P == 0 

c'est à dire: 

RT/(V • b) 
- 1 = 0 

RTV3 • 2a(V • hl 
1 

Soit 
') 

T= 3a(V_-bf 
1 ') 

RbV-

C - 3) Nous avons vu que si etT > l, on a un 

refroidissement 
Donc 

RTV\V-b) 
clf = --·------- > 1 

RTV3 - 2a(V - b/ 

Soit 
2 • 

T<2a(V-b) :::::T. 
') 1 

RbV~ 

Si b << V alors on néglige b devant V el on obtient 

2a 'f! 
T-"" -·- = C 

1 Rb 
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l S 34 1 A) on a : 

dU = Cy dT + (l - P) dV = (~) dT + (au) dV 
f oT P dV T 
l C dS = TV cIT + 1 ~ "' (~)iT + (~)T dV 

A - 1) dU est une différentielle totale exacte, alors 

ê) 2U = -/ U soit (ë}Cv) = (ao -P)). 
a'Jôv ava-r av T aT v 

D'où 

(·.:t=(:~u:t CD 

A - 2) dS est une différentielle totale exacte, alors 

~ = ~ soit (a (~v)) = (a (i)) 
ê)l'aV avaT av T àT V 

Donc 

_!_ (dCy) = _!_ (~) _ J_ 
T av T T dT y T2 

D'où 

A - 3) • Identifions (D et a) , on obtient · · 

(:l(::L=(:t -~ 
D'où 

l =T(ap) 
dT v 

• Dérivons cette dernière relation par rapport à T. à 
volume constant · · 
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(a1) = a(T(iiL) =(~) +T(a2r) 
ê)T V ·· êJT dT v ë}T2 y 

Menons G) dllll~' (D , on obti~nt : 

D'où 

(acv) = T.(/p) 
dV ~ " aT2 V 

B) Nous avons une pompe à chaleur qui fonctionne selon 
le cycle de CARNOT. Cette machine travaille avec l'air 

supposé parfait. .. 
B - 1 - a) on a : V A > V B et AB est une transfonnation 

isothenne de température T 1, alors PA V A = PB V B 

Ps VA 
-=->l 
PA VB 

donc Ps >PA 
On a aussi V D > V c et CD est une transformation 

isothenne à température T 2, alors P c V c = Pp V 0 

Pc VD 
-=->1 
Po Yc 

donc Pc> Po • 
Comme T1 > T2 celà signifie que PB V8 > Pc Ve 

Ve 
Or -v > 1, alors P8 > P c 

8 ' 

En résume 
on a: 

Vo>VA>Vc>VB 

Ps > PA; Pc> Poet Pa> Pc 
On représente le cycle dans le diagramme P = f (V) 
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B - 1 - b) Le cycle est parcouru dans le sens 
trigonométrique ⇒ W > 0 

B - 1 - c) On a : ~Ucycle = 0 (1er principe) 

Soit W + Q1 + Q2 ::: O 

Le cycle est réversible on a : .1Scycle :::: 0 (2ème principe) 

Soit 

Q, 02 
- -- +~=0 
T 1 T2 

De ces ckux relations, on obtienl 

T 
QI= W-- 1-- < 0 

T2 - Tl 

T2 
Q1= W--> 0 

- Tl - Î2 

B - 2 - a) Les travaux échangés 
• Le travail W AB 

oW = - P dV 
Comme AB est une transfonnation isotherme 

d'où 

PV=PAV8 =nRT1 =~RT 1 

- YB 
W AB - -PAY Alog--­

V A 

2;':', P!'incipe I Sofu1ions 

• Le travail W BC 

oW =- - P dV 
Mais BC est une transformation diabatique : 

TI\,'Y _ p· yY _ p ,,y 
rv - B 8- eV C 

PcCc - PBCB 
W oc= -----­

y- 1 

Ou bien 

121 

• Le travail W CD : CD transfonnation isotherme, alors : 

V 
W m RT loo-_D 

CD= - M 2 0 V 
C 

• Le travail W DA : DA transformation adiabatique : 

W DA = __ 1:::,~_ (T 1 - T ~ 
M(Y-1) 

B - 2 - b) On a : W = W AB + W BC + W CD + W DA 

Or WBc+WoA=O. W=WAs+Wco 

Donc 

A. N: 
\V;;; 7648,l J 

B - 2 - c) • Calcul de Q1 

on a vu que: 
r; Q,=w_ ,, __ _ 

T 2 - T 1 

A.N: 
Q, = -49797,6 J 

• Calcul de Q2 

on a vu que: 

- T2 
Q,.,== w .---

"- T1•T2 
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A.N: 
Q2 = 42149,5 J 

B - 2 - d) L'éfficacité de la maclùne 
On définit l'éfficacilé e1 d'une pompe à chaleur par: 

A.N: 

QI 
el= - W 

e1 = 6,51 

C - L'équation d'état de l'air est: 

(p + ; 2) (V~ b) = rT 

C - l) on a: 
rT a P=--­

V-b 1V2 

On a trouvé (A - 3) que : 

(acv) (lP) 
av /T= T ën2 

Mais 

{ 
Donc 

(".~vJ:-r~z 
A T=Cte 

2a 
- --- soit 

T2V2 
Cv = 

i.'"" Principe I Solutions 
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d'où 
2a Cv== -+f(D 

T2v 
f(T) est la constante d'intégration. 
Puisque l'on a intégré à T = cte, alors la constante 

d'intégration dépend de la température. 

C - 2) On prend f (1j = K = etc 
Calculons l 'énerg~e interne du gaz. On a trouvé que : 

dU = CydT+ 0 cP)dV 

Comme 

Cv= T~ + K et l = T(~)v= ;~ b + ;2 

Donc 

Or 

D'où 

2a 
l-P=­

TV2 

dU= ( 2a+_ K) dT+ 2a dV rv · TV2 

d(-2a) = 2a dT + 2a dV 
1V r7v 1V2 

dU ~ d(~) + Kdf = d (-~ + k) 

U =-~.+ KT+ K' 

c - 3 - a) Le travail W AB 

Ona: 

Or 

BW=- PdV 

r T 
P=--­

V-b 
a 

TV2 

AB est une transform~tion isothenne, donc T = T 1 

Donc 

6W = -~ dV + --~-- dV 
V - b TV2 
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Soit 

f v. rT f "• 
WAB == ___ ! dV + a 

V- b ·- - àV 
TV2 

. V' . v, l 

D'où 

W AB::: rT I log ~ A -~ + ~-(.L _ __! __ } 
s- T, VA VBJ 

C - 3 - b) De même on calcule Wco et on trouve 

w - Ve b a { I 1) co- rT2log ,,-b + -·- .,- - -
·o- Tz\vc Vo 

C - 3 - c) Calcul de Q1 

Ona ~UAB=Q1+WAB 

Dooc 01;âUAs-WAB 
Or 

_ 2a ( 1 1 ) V - b ,. 1 ) QI - -... . _ ·-- - --- - rT loo-~ _ a I · T V V I e y - -- - - -- - -
1 B A B - b TI VA V B 

n·o,, 

QI == - 52114,6 J 

C - 3 - d) De même on trouve que : 

Q2 = rT2log ~~-~ bb + Ta (-'- - _I ) 
C 2 Ve VD 

A.N: 

02 = 44438,6 J 

C - 3 - e) • Le travail total W 

~ucycle == 0 soit W + Q, + Q2 = O 
D'où W = - ( Q 1 + Q2) 

A . N: 

W = 7676 .1 
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• L'éfficacité e2 

A 1'.I • 
I'"l.. l "I ~ 

Co'nclusion : on constate que e 1 # e 2 , donc les 

corrections apportées à ce gaz sont initules c.à.d. Je modèle 
du gaz parfait est satisfaisant. 




