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Chapitre 1
ANALYSE NUMERIQUE

1.1 Introduction

Définition 1 L’analyse numérigue est Iétude des méthodes permettant d’évaluer
numériquement un ou des nombres, une ou des fonctions pour des problémes ren-
contrés en économie, physique, astronomie, biologie,...etc.

Parmi les problémes fondamentaux, citons :
1.1.1 Les problémes d’évaluation numérique de nomnbres :

1. Les systémes linéaires
Reésoudre par exemple100 équations 4 100 inconnues ne peut se faire & la main.
Donc, il est préférable d’utiliser une méthode numérique pour la recherche de
la solution. Un systéme linéaire s’écrit sous la forme

Ar =0,

oll A est une matrice carrée d’ordre n i coefi cients réels ou complexes, b un
vecteur de R™ ou C" et x un vecteur inconmu.

2. Les équations non linéaires
Chercher les racines d’une équation non linéaire i Ja main n’est pas toujours
possible. Par exemple, on peut tout au plus encadrer une racine de e* = 10 —z.
Les équations pon linéaires s’écrivent sous la forme

F(z} = 0, F:R — R, équation transcendante
P,(x) = 0, P, polynome de degré n, équation algébrique.

3. Limite de suite ou série

0o
E :

Cc = —=.
2

n=1n

03
] e T dz.
0

4. Calcul d’une intégrale
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5. Recherche de valeurs propres d’une matrice

Chercher A € R golution de Péquation Ar = Az, o0 A4 est une matrice carrée
d’ordre n et = un vecteur de R*.
1.1.2  Les problémes d’évaluation numérigue de fonctions

1. Résolution numérique d’équations différentielles
¥ (x) = f (@ y ().

2. Equations intégrales
T
vio)=as [ Ftu@)a

3. Equations aux dérivées partielles

—Af =g dans{}
for=0 T'= Fr(Q}.

1.2  Approximations et erreurs

Un ordinateur travaille avec des approximations finies des nombres réels (nombre fini
de chiffres aprés la virgule, les nombres sont bornés en valeur absolue). Ainsi les
données seront "arrondies”. Nous aurons aussi une perte de chiffres significatifs dans
les opérations &lémentaires. Si 'algorithme comporte un grand nombre d’opérations,
I'accumulation des erreurs d’arrondi peut avoir des effets desastreux sur le résultat.
On dit qu’un algorithme (méthade) est stable 8’1 est peu sensible a Paccumulation
des erreurs d’arrondi.

1.2.1 Opérations arithmétiques ef erreurs

Quand on fait de Panalyse numérique, il y 2 plusieurs sources d’erreurs en plus de
celles causées par les opérations arithmétiques mexactes que fait Pordinateur.

Erreurs de troncature

Le terme erreur de troncature vient du fait que les méthodes numériques sont le plus
souvent comparées a la troncature des séries de Taylor. Par exemple, on approche ¢7
par le polyndéme cubigque

¢

P

alors gue pour calculer € on a besoin de calculer la série infinie
g - zﬁ
e” mPa(fEJ'f‘Z;"
=4

On voit que 'approximation de ¢* par un polyndme cubique est inexacte. L'erreur est
dd & la troncature et pourtant nous devons nous contenter par une approximation.

Byx) =1+ +
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Erreurs d’arrondi

Dans un ordinateur, les nombres réels mis i part les entiers sont le plus souvent
représentés avec une imprécision. Les calculateurs munériques utilisent souvent les
nombres en virgule flottante avec une longueur finie. On appelle 'erreur due a cette
imperfection erreur d’arrondi.

1l y a d’autres erreurs :

1. Erreurs dues au probléme d’origine, par exemple pour un probléme physique
modélisé par une équation mathématique, nous avons toujours des coefi cients
qui sont mesurés donc donnés avec une imperfection.

2. Erreurs de propagation : ils s’accommulent le long de la succession des étapes

dans le processus itératif.

Calcul en virgule flottante

Les nombres réels sont représentés en virgule flottante normalisée. les nombres
enrégistrés en mémoire sont de la forme

+0.dyds...dg x 107 (1.1)
avec
1. keN, geZ, d;eN, Vi=1,2,..,k
2.0<d;<9 Vi=1,2,.. k
3. dy # 0 sauf si le nombre est nul.
4, -N < g < N.

Les entiers k et N qui définissent le format utilisé varient d’une machine &
I'autre.

Définition 2 Le nombre dids...dr  est la mantisse
Le nombre q est DUexposant.

Remarque 3 On a considéré ci-dessus une représentation des nombres en base 10
(systéme décimal), notons que les entrées-sorties se font presque toujours en base 10.
En fait, Dinformatique o introduit lutilisation de trois autres systémes : le binaire
(base 2); Loctal (base 8) et V'hezadécimal (base 16).

Pour simplifier lo représentation on va se limiter au systéme décimal car les conclu-
sions générales sont les mémes pour les autres.
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Représentation d’un réel quelconque

Soit le nombre réel ¥ {positif). 11 peut 8’écrire sous Ja forme
= O.dj"@m{ggdk+1m x 10¢

(Ou suppose que y ne dépasse pas la capacité de la machine et que d; # 0). Ce
nombre y sera converti en un nombre réel fI(y) représentable en machine. On coupe
Ia mantisse du nombre rée] aprés son k™ chiffre pour obtenir :

fi (y) = Ohdlfggmdk_,ld;z ® 108,
ol dy, est tel que
1. Sidyyr 2 5, on ajoutel & d; et on tronque, c'est a dire que d), = dy + 1.
2. Sidyy; < 5, on tronque directement, c’est A dire que d), = d.
Exemple 4 27.39 s%crit +.2739x10%. Sik = 3, ce nombre s’6crit 274 10°

—0.00124 g’écrit —.1240 « 10 ¢
37000 s’écrit +.3700 % 105

Non associativité des opérations arithmétiques

Supposons que k = 3. Saient

= 8,22 =.822 10
y = 0,00317 = .317 1077
z = 0,00432 = .432 102

On veut, calculer z +y + 2.
Le calcul de (z + ) + = donne

z+y= 822 10" + 317 1072 = (822 +.000317) 10 == .822317 10 = .822 10
(x4 y) +2z=.822 10+ .432 1077 = (822 + .000432) 10 = .822432 10 = .822 10
Calculons maintenant z + (y + 2)

y+z = 317 1077 4 432 1077 = (317 + 432) 1072 = 749 1072
z+ (y+z) = 822 10"+ 749 1077 = (822 + .000749) 10" = .822749 10 = 823 10

1l est clair que
(z+y)+z£z+(y+2)
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Remarque 5 Dans une sommalion des réels, et pour minimiser Uerreur, on somme
en premier les termes ayant la plus petite valeur absolue.

Exemple 6 On veut résoudre ’équation
r? — 1634z +2=10
On prend k = 10. On o A’ = 667487 et /A’ = 816,987760. Les racines sont

z; = 817+ VA’ ~1633,998776 = .1633998776 10*
z; = 817 — VA ~0,0012240 = 1224 1077

On a une perte de 6 chiffres significatifs sur ta. L’algorithme numérique doit étre
modifié

2
Xy = 2 =3 Ty = o 1223991125 1072
1

1.2.2 FErreurs absolues et erreurs relatives
Si & est une approximation de a, U'erreur absolue est définie par

A, =la—al

Lerreur relative est définie par

A
ba= —

a
et on écrit a = @ + ¢ pour indiquer que |A,] < €.

Exemple 7 2 = 1,25 a=12 Ay = —0,05=—5x10"? a=1,2+£5x
1072 6, =—0,04 = —4 x 1072



Chapitre 2
RECHERCHE DES RACINES D’UNE FONCTION

2.1 Position dn probléme

Soit f : R — R une fonction continue, D une partie de R. Le probléme est de trouver
tous les o € D qui vérifient équation suivante

fla)=10.

On dit aussi résoudre équation f (r) = 0.
2.1.1 Eremples d’équations non linéaires simples & résoudre :

1. D=R, f(zi=ax?+bz +c
Péquation f{z) = 0 a zéro, une ou deux solutions snivant le signe de A.
2. D= Ry, f(z)=sinz.
D B
S,DmR f(x): 5111; 51 Cl'>0
0 s z<0.

2.2 Séparation des racines et approche graphique

On commence par tracer la courbe et localiser les racines. Séparer les racines consiste
4 trouver pour ¢hague racine un intervalle ne la contenant qu’elle et elle seule. Soit
[a, b} un intervalle contenant une seule racine ¢. on subdivise Uintervalle [, b] de la
manitre suivante a = x4 < I1 < ... < Fp-1 < T, = b. On caleule f{x;) f (2:41) pour
i=0,..,n —1 jusqu’a ce que f{z;) f{(zi11) < 0. Alors & € [z;,2;11). On refait le
méme travail sur 'intervalle [z;, z;.1] jusqu'a ce que |z — &} < €, € étant Verreur
tolérée,

2.8 Meéthode de dichotomie
On comroence par rappeler le théoréme des valeurs intérmédiaires :
Théoréme 8 Si f et continue ur o, ] et si f (a) f(b) < 0, alors Uéguation f (z) =0

admet au moins une solution o € la, bl. Si de plus, [ est sirictement monotone sur
la, b, alors o est unigue.
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Principe de la méthode : Aprés séparation des racines, la méthode de
dichotomie consiste 4 partager 'intervalle contenant une racine « en deux intervalles

de méme longueur et 4 retenir comme nouvel intarvalle celui ou f change de signe.
5 J 5 e.b
4 ag + Ug
On suppose que f (a) f (b) < 0, on pose ag = a et by = b. Soit zp = 2o le

milieu de l'intervalle [a, ], on calcule

= 0’ o = Tg ﬁIl
flag) f{zo) 4 >0 € |zo,bp[ on posea; =xo,b1 = by
<0 o€ lag,zo][ omposea; =ag b = T

Donc o € Jai, by[. On reprend le méme travail, on construit ainsi une suite {Gn) nen
et (bn),cnqui convergent vers o
Les suites (an) ey €t (bn), ey SOnt définies comme suit :

rﬂ0=a, bo:b
nt bn o+ b
Si f % fla)>0 an+1=a—~;L_ bas1 = bn
n+ b b
! s g “;’ Flan) <0 gy =Gn bnﬂz““; _
o+ b L+ by
S f ‘“2“' flan) =0 aza; .

\

Théoréme 9 La suite (,),x construite par la méthode de dichotomie converge vers
a. Pour que cette suite approche & & £ prés, on doit avoir

n > log (?—;) /log 2.

Remarque 10 La deuriéme partie du théoréme permet d’avoir une idée du nombre
d’itérations nécessaires pour avoir la racine & £ prés.

Proof. Montrons que les suites (an),cn €t (bn),en SONt adjacentes :

Gnt+ by,  bn— o, ) + b,
bn+1—aﬂ+1:bn— 2 = 2 Slf(an2 )f(an)>0et
a'n+bn bn — Qn . an+bn

bpt1 — Gpt1 = > an = 5 sif ( 5 ) flan) <0.

b, —a ]
""" Sion pose i = by — an, On a upiy = 3Un

Donc, ¥n € N bot1 — Gpt1 =

et par suite u, = (1)" uo.

by — ag
Donc b, — a, = .

u)

On remarque que u, > 0 ¥n € N.
an + by _bp—a,  un

2

La suite (a,} est croissante. En effet, an4q1 — an =
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ou api1 — @y = 0.

La suite (b,) est décroissante. En effet, b, — b, =

—%(()oubﬂ_,_l—-bn:ﬁ.

Gntlbn o  “hatan
, ' _

2 2

. . — G
De plus, lim b, —a, = lim b = 0 =0.

n—-+oo n—stoo 20
Les suites (a,), oy €t (bn),,cy Sont adjacentes et par conséquent, elles convergent vers
la méme limite p € Ja, b[.

La continuité de f sur [a,b] implique

bm f(an) = lim f(b)=f(n).

n—-+oQ

Comme f (an) f (bs) < 0. alors (f (1))* < 0. Ce qui donne f () = 0. Par conséquent,
H=a.

In(b—a)—Ine

Ye >0 |, —a.| <esin> 3

Exemple 11 Approzimation de /5

Conclusion 12 Les evantages de la méthode de dichotomie sont la certitude de sa
convergence, sa programmation facile et la possibilité d’estimer & Uavance le nom-
bre d’itérations nécessaires pour avoir la racine avec une précision donnée. Le seul
inconvénient de cette méthode est sa lenteur, elle nécessite un trés grand nombre
d’itérations.

Algorithme de la méthode de Dichotomie
Saisir a, b, £ tels que f(a)* f(B) < 0
Tant que |a — b| > &, répéter
_a+b

c
Si f(g) xf(a)=0 arréter
Sinon

Sif(c)*fle)<0
b=c
Sinona=c¢
Fin de Si
Fin de Si
Fin de tant que

2.4 Approximations successives

Résoudre I’équation f (z) = 0 revient & trouver les points fixes d*une fonction F,
¢'est 4 dire trouver z solution de ’équation F'(z) = z, ot F est une fonction qui doit
vérifier les conditions du théoréme du point fixe ci-dessous :
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Théoréeme 13 Si F est une fonction de [a,b] dans [a,b] et si F' est contractanie,
c’est & dire

3k e ]O, 1[ iq VI],.I'Q € [a,b] |F (Il) - F(Iz)l < k |I1 — Izi

Alors, égquation F (z) = = admet une solution unique a € [a,b]. De plus, lo suile
définie par
Ty = F (In)

converge vers a quand n tend vers ['cc.

2.5 Meéthode de Lagrange ou de la sécante

Pour déterminer une racine de f (z) = 0, on choisit 2 et z; au voisinage de la racine
a et on trace la droite reliant f (zq) et f (z1). Soit x, le point d’intersection de cette
droite avec I'axe oz, on a

r—22 _ (Z0— 1)
f(z1) f (zo) — f(z1)
- X .
De cette relation, on tire zo = z3 — f(21) _(@o=a) On continue ainsi pour

flze) — f (z1)

avoir une meilleure estimation de o. Ainsi, on construit une suite

(-’En—l - In)

Trl e f (xﬂ) f (zn—l) - f (In)-

Exemple d’algorithme de la sécante
On se donne deux valeurs zg et z; au voisinage de o

Répéter
22 =z1 — [ (21) * (0 — 1) / [f (20) — f (21)]
o= I
I = Ta

jusqu'a ce que | f (z2)] < £ ou £ est l'erreur tolérée.

2.6 Meéthode de Régula-falsi ou de la fausse position

Cette méthode est similaire 4 la méthode de bissection excepté qu’au lieu du milieu
de Dintervalle, litération est prise 4 I'intersection de la droite reliant deux valeurs de
f (2) et 'axe oz.

Algorithme de Régula-falsi

Pour déterminer une racine de f (z) = 0, on se donne deux valeurs zp et z;
encadrant une racine c¢-a-d telle que f (zp) f(z1) <0

- Répéter

z2 =21 = f(21) * (20 — 21) / [ (z0) — [ (21)]
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Si f(ze)f(z2) <0
Ty = Xy
Sinon x5 = 22
- Tant que [ f (22)] < € out £ est Perreur tolérée.

Remarque 14 La convergence de celle méthode est plus rapide que celle de lo bis-
section,

Nous donnons ci-dessous un tableau de comparaison des trois méthodes : his-
section, Régula-falsi et Ja méthode de la sécante pour la résolution de

J{z) =3z +sinz —e&*

On démarre "algorithme avec 7y = O et z; = 1.

{tération Bissection Reégula-falsi méthode de la sécante
k4 f (x) z f(z) x f )
1 0.5 0.330704 0.470990 0.265160 0.470990 0.265160
2 0.25 —0.286621  0.372277 0.029533 0.372277 0.020533
3 0.375  0.036281 0.361598 204 10"  0.350904 -1.20%1073
4 03125 —0.121899 0360538 2.90x 1074 0.360424 5.55% 107
5 0.34375 —0.041956  0.360433 293 x10"° 0.360422 3.55 % 10~7
Erreur  0.01667 ~1.174 10°F < —1%10"7

La valeur exacte de la racine est 0.360421703. On observe que la vitesse de convergence
de la méthode de la sécante est plus rapide alors que la méthode de bissection est la
plus lente, Régula-falsi est intérmédaire.

2.7 Méthode de Newton-Raphson

Pour résoudre f (z) = 0, on part de x4 € [e,8]. L'équation de la tangente au poiut
{za. f (zu)) est donnée par v = (z — o) [/ (x6)+f (z4) . Soit 2; Lintersection de cette
tangente avec 'axe des z. on a

T == Fg — ‘f(:c&)«
° ' {x0)
On continue le schéma par Ie calcul de x5
f(x1)
Ty =% — =%
R N

On construit ainsi une suite (Tn),cn

In
zﬂ'{"l :mﬂm'}f}%‘%&)}.’ ﬁ:::{)sl:-?gu.
k¢
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qui converge vers la racine de f (z) = 0.
Algorithme de Newton
Pour determiner une racine de f {z) = 0,
proche de la racine.
On calcule f (zo), f' (zo) -
Si (£ (x0) # 0) et (f'{z0) # 0)
Répéter
Prendre z; = xq
Prendre zo = zg — f {z0) /' (o) -
Tant que |z — 21| < £ ou |f (wo)| < &

Recherche des racines d'une fonction

on se donne un g qui est assez

Remarque 15 Lo méthode peut converger vers une auire racine ou diverger si le

point initial n’est pos assez proche de la racine.

Théoréme 16 Soit f une fonction de classe C* sur lintervalle [a,b) telle que ' ne
s’annulle pas. Si o est la seule racine de f (x) = 0. Alors il existe 6 tel que si pour
zp € [a,b] on a|o —~ zo| < §; la suite définie par la relation de reccurence

f (%)

$n+1:$n_ f’(ﬂ: )?
n

COTIVETgE VeErs &.

n=01,2,..



Chapitre 3

RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

Les systémes linéaires sont peut étre les procédures les mieux adaptées du point
de vue numérique pour la silmulation des situations réelles. On les rencontre dans
’analyse statistique et aussi pour la résolution d’¢quations différentielles ordinaires

et équations aux dérivées partielles ...etc.

3.1 Exemples d’application des systémes linéaires :

Dans cette section, nous présentons trois problémes rencontrés en ingénierie qui sont
résolus par des systémes d’équations linéaires.

Exemple 17 Trouver la température d’une dalle métaligue dont les bords sont main-
tfenus & une température constante. On estime uy, Uz, ..., ug la température en dif-

férents points d’un maillage.

UL Uy Uz
Uy Us Us
Uy Ug Us
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La température u (2, y) satisfait & Péquation de la chalenr qui peut étre sim-
plifiée en un systéme linéaire & coell cients constants

—4?£1 +  wg+ +ug + == —5(
1y — dus + ug -+ +1tg = =30
Uy — dug + +1ig = ~15}
%3 e dary b oug +2y = £}
y -+ by - Aus - ug + +ug = 0
Uy + ug — dug + g = =100
1y — a4+ g = =50
Hy + ur—dug+ug = —>50
Ug + g — 4?.1,9 = =150

Exemple 18 La figure ci-dessous monire un réseau éléctrigue avec 7 résistances. Un
voltage de 5.0 Voils est appliqué auz noeuds 1 ef 6. On utilise les deux lois connues
en feciricité :

Lol de Kirchhoff’s : La somine de toutes les intensités dans un noeud est nulle.
Loi de Ohm’s : L’intensité i,; & travers une résistance est égale an voltage qui la tra-
verse divisé par sa résistance, (V; — Vi) /Ra.
Ce qui donne 11 équations 4 11 inconnues.

iy — fgg — Uy = 0
i3t iz iz = 0

194 *+ 234 ~ i45 = 0

igs -+ 145 — ing = 0

14iyp +Vy = {
2igg - Vo + 15 = {

fitag — Y + Vs = {

0.1izq Vit Y, =0

Tizs - V3 +Vs = 0

152:45 - L’:; + % =

Sige -V = Q
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Exemple 19 Une poutre supportant des charges est composée entiérement de trian-

gles
Daone ref g;r;epmlg, 4/ 3 a 630111'!’5 (Cl-,b,('-;d,e,f) et 9 membres. On cherche la fOT'CC

agissant en chaque joint dans le plan xy. Les forces agissant sur la poutre sont comme
dans la figure.

1000
ol F4 4. coo
30°
F1,/ e F5 Fo
457 s F7
a / f
i F2 € F& e F8 4

De la loi de conservation des forces: Les sommes de toutes les forces agissant hori-
zontalement et verticalement sur les joints sont nulles, on déduit les 9 équations

sur b horizontalement cos45°F; — Fy — cos 30°F; = 0
sur b verticalement sin45°F; + F3 4+ sin 30°F5 = —1000
sur ¢ horizontalement R - F = 1]
sur ¢ verticalement — I3 = 0
sur d horizontalement F, —sin45°Fy = 0
sur d verticalement F; 4+ cosd45° Fy = 0
sur e horizontalement cos 30°Fg + Fy — Fy = 0
sur e verticalement sin 30° F5 + F% = 500
sur f horizontalement Fg +cosd5°Fy = Q.

3.1.1 Notations matricielles

Une matrice A & n lignes et m colonnes est appelée matrice n x m, elle est notée

25T R 4 U
A= RO = (ay;) 1<i<n -
1<j<m
an1 " Oam

L’ensemble des matrices n x m est noté M (n, m). Quand on veut préciser qu’elle est
4 coefl cients réels (resp. complexes), on la note Mg (n,m) (resp. Mc (n,m)).

Remarque 20 Quand n = m, on dit que A est une matrice carrée d’ordre n.
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Opérations élémentaires

Addition et soustraction : Solent A = {a;;)1gicn et B = {b;;) 1ci<n , alors
1£5%m " 1€5%m

C=A+B= (C,’jhggitn avec ¢y = 34y -+ b,’jﬁ
1Z4Em

Multiplication : Soient A = (0;;} 1<icn €t B = (bi;)1<cigm , alors
155% ;

LiEm 1<rsr

m
O = AB = (gilicice avec o; = Qb
P (C"}%g}ggﬁ €ij ; Dk

{f

i

M = (cy)

1<icn BVEC Gy = Alg;.
1Z§5m

La relation générale de Ar = b est

nb de colonnes
b = Z ik, i ==1,...,mb de lignes.
k=1
8.1.2 Quelgues matrices particuliéres
Définition 21 Une matrice A = {ai;)icicn €8t irianguloire supérieure st a;; = 0
Izj<n

pour tout 1 > 7.

2y -+ GQig
A= 0 .. :
0 0 aun

Elle est triongulasre inférieure of a;; = 0 pour tout 1 < j.

1353 0 0
A= 1 -0
n1 " fng

Elle est diagonele 5t ey = 0 pour tout i # J.

i1 0 0
A=1 0 . 0
60 0 apn

Une matrice diagonale est aussi notée A = diag (au)iey

Définition 22 Une matrice de permutation P est la matrice dans laguelle on permute
des Hgnes.
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Définition 23 La malrice Identité est donnée par

/1 0 --- 0
p-|?

.

0 0 1

3.1.8 Systéme linéaire
Un systéme linéaire de n équations & n inconnues s’écrit

111 + 012T2 + - 4+ aar, = bl
(21X + agTs + - 4+ QuE, = b2
amTi + @Iy + 0+ GuaIan = b

que nous pouvons écrire sous forme matricielle

Az =D
ol
A= (aij)lsi_:’:n ) T == (T:)1 ci<n, et b= (bi)icicn -
155<n y- =

Exemple 24

1 -2 0 ZIa == -7
est équivalent au systéme

31 + 2z 4+ 4dxy = 14

1 — 29 = —7
-1 + 3z + 223 = 2

3.2 Meéthode d’élimination

3.2.1 Généralités

Les systémes & résoudre sont de la forme Ar = b oll A est une matrice carrée d’ordre
n, T est le vecteur a chercher et b est un vecteur donné.

Définition 25 On appelle méthode directe de résolution numérique d’un systéme
linéaire, une méthode permettant d’évaluer la solution en un nombre fini d’opérations
élémentaires (+, —,:, *) , en effectuant des transformations sur le systéme de départ.
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Exemple 26 Méthode de Cramer : Si A = (ai;)1<i<n . Pour trouver la solution z du
1<j<n

systéme linéaire Az = b, on calcule n + 1 déterminants et on e

_ det A; . (A= sikFj
BT dea (Aj); = b

Remarque 27 C’est une méthode qu’on n'utilise jamois dans la pratigue cor elle
nécessite ~ n[(n+ 1)!] opérations élémentaires. Pour n = 10, on a besoin de
406.868.000 opérations.

3.2.9 Méthode de résolution directe des systémes triangulaires -
Supposons qu’on veut résoudre le systéme triangulaire supérieur suivant

5231 -+ 3.’52 - 2.’.53 = =3
69 + Tz = -1
22}3 = 10

De la derniére équation on calcule z3 qu'on met dans la deuxiéme équation. Ce qui

nous permet de calculer z;. En mettant 75 et x5 dans la premiére équation, on obtient

;. De maniére générale, Si A = (a;1)1<i<n Une matrice triangulaire supérieure telle
1<jsn

quea; #0 Vi=1,.,n.Ona

AI:b'{:}ZaiJ‘Ij=bﬁ i=1,..,n.

i=1
Or, a;; = 0 pour 4 > j. Donc
n
Az=b& > ayz;=b i=1..,n (3.1)
j=i
Pour i = n, on obtient
OnnZn = bn ce qui donne z, = —

nn
Pour 7 = n — 1, on obtient
Qp_1n—1Zn—1 T Gn-1nTn = bn—l'

z, étant déja calculé, on a

z _ bn-l — Qp—1nTn
n—1 — -
On—1n—1
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Ainsi de suite, on calcule les composantes de r dans Pordre décroissant des indices
c-d-d de r, & x; par ce qui suit :
Supposons gu'on & calcnlé 1, #p_1,..., Tpe;. De la formule (3.1}, on a pour i = p,

T
E T = by

J=p

En isolant Je terme d’indice p dans la somunation, on obtient

Tl
Qppy + E Oy = by,

F=p+1
Dion
T
by~ Z}r . ApsTj
Fa=p-
Ly = e R
P
Lpp

Algorithme :

n

Iy, =
ipn
Pourp=n-—1,..1
n
by~ Y. Gy
o= J=p+i
=
Opp

Exercise 28 Ecrire [algorithme de résolution de Ax = b dans le cas oit A est trian-
guelaire inférieure.

5.2.8 Méthode d’élimination de Gauss
Cette méthode consiste & transformer le systéme & résoudre A un systéme triangulaire
supérienr. Considérons Pexemple suivant

4ry - 229423 = 15
—'3.??; — g + 4333 = §
xy - X -+ 31y = 13
L écriture matricielle est
4 -2 1 I 15
-3 1 4 | = 8
1 -1 3 I3 13

On fravaille avec la matrice augmentée
4 -2 1

Afb=1 3 -1 4 1 &

1 -1 38
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Dans la premitre étape d'élimination de Gauss, on pose AN = 4 et b = } et on
élimine les coefl cients sous diagonaux de la premiére colonne

4 -2 1 15
(3/ah+l, — | 0 —25 475  19.25
—@/Dh+l — g g5 o975 995

En fait, ay; reste intact pour 7 = 1,2, 3, ay = O pour ¢ = 2,3 et a;; devient a;;— ?«iiwalj
411
pour ¢, j = 2 et 3 . Ceci donne une nouvelle matrice qu’on note A* et un nouvean
second membre 5. Ensuite, on élimine les coefi cients sous diagonaux de la deuxizme
colonne
4 =2 1 : 15
0 -25 475 © 1825

=(=05/ =28+l \ o 4 180 @ 540

Ce qui donne le systéme APz = b3 de matrice triangulaire supérieure.

Définition 29 On appelle pivot Uélément af, de la colonne pour loquelle on veut
Jaire apparaitre des zéros sous la diagonale.

Remarque 30 Le pivot peut éire nul. Dans ce cas, on devra permuter deux Hgnes
pour échanger le pivot contre un autre non nul.

Algorithme de (Gauss sans permutations
Début
Pour k=1 & n— 1 faire
Pouri=k+1 4 n faire
Pour j=k+1an

Qos == ey — %ak
R
Fin pour j
Gik
b =bi= o Ep,
. o Ok
Fin pour 4
Fin pour k;
Pour calculer la solution par substitution par retour
b
- Ll
-
Pouri=n-141l
€Ly = bg

Pour j=¢4+14an
By = Ty~ @404
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Fin pour j
T;
‘?:i —
. i
Fin pour 4.
Fin

Méthode de Gaus avec siratégie de pivot partiel

f o
T

Si & une étape k le pivot est nul, afin d*éviter une division par 0, il est nécessaire de
permuter la ligne du pivot avec 'une des suivantes. De maniére générale, on permute

avec la lighe qui contient le plus grand pivot en valeur absolue.
Algorithme de Gauss avec stratégie de pivot partiel

A Yalgorithme précedent, on rajoute deux parties, une correspondant & la

recherche du pivet et 1a deuxigme 4 la permutation des deux lignes.
Début

Pourk=1an-—1 faire

Recherche du maximum {nouveau pivot)
max = iﬂkkl
l=k
Pour i = k +1 & n faire
Si max < Jag| alors
max == iljx
I=i
Fin de §i
Fin pour ¢
Permutation de la k7™ ligne et de la [*™ ligne
Pour 7 = k 3 n faire

max = g
a = a;
;= dyg
dgp: = 4

Fin pour j
a = b
by = by
b; =

Remarque 31 Lorsqu’on effectue la méthode de Gouss sans stratégie de pivoi, cela
revient matriciellement & chaque étape k de multiplier la matrice A% por une matrice

ALk

AW o (k) 408
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ot
( 1 ee 0 1 \
M® = 0 ! [} . avec Ly = & (3.2)
~lepix : Gik
\ 0 -~y 0 1/
On a finalement
A = ppn-Upgn=2  ag®)  AfUA = A4 (3.3)

3.2.4 Méthode de Gauss Jordan

Elle revient 4 chercher une matrice A tel que Af A soit diagonale. On Putilise pour
le calcul de inverse d’une matrice.

Exemple 32 Calcul de l'inverse de la matrice

2 -1 0
A=1]1 -1 2 =1 }].
0 -1 2

On augmente la matrice par la matrice identité

2 -1 0 100
-1 2 -1 g1 ¢
0 -1 2 001

A choque étape, on raméne le pivot @ 1 et on procéde comme dans Gauss mais en
éliminant aussi les élémenis surdiagonouz.

Etape 1 :
1 D1
Iwaéﬁféﬁiﬁl
. | - 1 0
2 .2
0 -1 2 - 4 01
Etape 2 :
10 -1 .25
j ¢ 3
{31-~§ = - 0}
i
3 3
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Etape 3 :
311
1 00 ‘i: 2 %
6010 - 1 =
001.7% 1 %
4 2 4
Lo matrice inverse esi
3 11
2
AV =1 2 1 i
118
4 2 4

3.3 Factorisation LU

Chaque matrice M%) donnée par (3.2) esi inversible. Sa matrice inverse est donuée

par
(1 R 1\

{M{k))wl: ] 1 el {}

: Thtak :
L0 e 0 1)

Donc la matrice M de (3.3) est inversible et on a
A=MTAM=LU.

{7 est la matrice triangulaire de la dernigre étape de Gauss et

( ; J 1Y
aﬁ) . : . .
T 1 I |

L o= . . f_é;%yg
S aR
\ {1) (k) gg:;-l) J

21y Oy
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3.4 Meéthode de Cholesky

Cette méthode est particuliérement adapiée aux matrices définies positives.

Définition 33 Une matrice A € M, (R) est symétrigue définie positive si*4 = A et
LizAr > 0Vr € B ef
224z >0=0 <z =0.

Proposition 34 {Décomposition de Cholesky)} Seit A € M, (R} une malrice symétrique
définie positwe. Alors, il exisie une unigue matrice B iriangulaire inféricure d’'éléments
diagoneux tous positifs telle que A = BB7.

La résolution du systéme Az = b revient § résoudre les systémes & matrices
triangulaires inférieure et supérieure By = b et BTz = y.

Trouver, par la méthode de Cholesky, la solution du systéme 4 matrice symétrique
définie positive Au = b ol

31 -1 0
A= 1 4 2 etb=1 1
-1 2 4 53
Pozons
by 0 O
B=| byn b O
bay by bag

ait by > 0, 1 € 4 < 3, et cherchons les vecteurs colonnes de B. L'¢galité 4 = BBT
implique

bfi == 31 b?lbll = 13 b:}},bli =5 ‘“““‘“j—,
B+ 05, =4, barbay + bagboz = —1,
b%l + b§2 ”§’” bg‘g H ‘1
Ce qui donne
by = V3 332131/131‘11=%2 by = —1/bs; mmﬁ,
b:zz = Vf;i - bz; == “}‘3“1", hsz = {mi - balbgg) /b% P ;%5’

bys = /A — B3 ~ b8, = /&4
D’od la matrice B. L'application de Ja méthode de descente & By = b et de la méthode
de remontée & BTz =y donnent respectivement
3 12
(yiz ¥z, ‘yﬁ) = (0‘ "§§1 ﬁﬁ) et (2:11322!33] = {}'s—'iiz)
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3.4.1 Algorithme de la méthode de Cholesky

Le calcul des éléments d’une matrice triangulaire inférieure B telle que A = BBY
s’obtient par identification des éléments de A et de BET. Bu effet, si nous posons

bn Q0 - 0
A=(ay) et B= b?l b?a R .
: S ¢
E}ﬂ.l 5722 e fiﬂn
alors
n mi:ﬁji,j} . :
&i; = L bi;l*bjk = L bgg«bj;:, car by = 0,7 < j.
P Fomer ]
Ainsi,

ai = bpbp, 1 <i<n

Comme les éléments diagonaux de B sont strictement positifs, on a
by = Jay et by = aafy/ay, 2<i<n.

Pour > 2, 0na

it il o
bj_g = 4y L ﬁ?k et ?9.;_}; = (az}- = E ﬁ,‘;,.z?jk\) /ﬁjj st:> 7+ 1.
k=1

kozmz3

Algorithme de Cholesky
Pour 1 = 14n

" Pour i = jaA n
Pouwr ¥ = 14 j~1
iy = iz — iy * Qg
Fin sur &

Si zm} &101‘50.{5 m,\/b,;
Si i#j alors a; = &
a5
Fin du test
| Fin sur i
| Fin sur j
Le tableau récupéré A (n,n) correspond A une matrice dont la partie triangu-
laire inférieure contient les éléments de B.

3.5 Meéthodes itératives

8.5.1 (Géneralités
Soit A une matrice inversible. On appelle méthode itérative de résolution de Az = b

toute méthode de construction d’une suite (Fm),,.x telle que z,, —5 z solution de
Az =b
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3.8.2 Méthodes itératives de type of ne
rg donné
{ Emt1 = L+ A (b — Au’vm)
M est inversible, elle ne varie pas au cours des itérations.
Nous énongons ci-dessous une définition qui assure la convergence des méth-
odes itératives avec n'importe que! point initial,

Définition 35 Une mairice A = {ai) o, jc, €5t & diagonale strictement dominante
51 T

n

lai| > Z [og] i=1,..,n.

ifig=1

Proposition 36 Sous la.condition que A est a diagonale strictement dominante, les
méthodes itératives que nous verrons dans la suite convergent.

2.5.3 Méthodes ilératives assocides & une décomposition de A

Définition 37 On appelle décomposition de A tout découpage de A en deur matrices
M et N tel gue A =M — N ot M est inversible.

La méthode itérative de type afi ne associe 4 A &'écrit

zp donné
Imi1 = Tm -+ M7 (b Az,.).
En effet,
Azx = b
& (M~-Nz = b
& Mz = b+ Nz
PN = MTha M IN2
= MW+ M I M-Azx
= M b4+z—-MTAr
& oz = z4+ M1} Az)

Définition 38 On appelle matrice ditération et note B la matrice définte par

B=1-M14A=M1N

Dans la suite, on note

D=1 g - g |}, onsupposera ay £ Q Vi,
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0 0 0 0 ap ty
E=-| S
: 0 A O
Gnl Onypd 0 0 0 0
Ona
A=D-FE - F
Méthode de JACOBI
Exemple 39 Considérons le systéme linéaire
6ry — 229 +253 = 11
x1 + Zaa — B2y = -]
-2xy + Yoz + 213 = b

On réorganise les équations de telle sorte & avoir une matrice & diagonale striciement
dominante.

8xy — 225 + T = 11
""“’2371 + ?:Eg -+ 2&‘,‘3 == A
2+ 27— 823 = -—1.
Des Irois Sguations, on obtient
T %+§x2—§f£3
Ta — g-i'gizl - 5.’33
rg = -+ %.’L‘l -+ %:{:g‘

On part d'une valeur iniale (27, 139, 23) gu’on met dans les éguations précédentes, on
obtient (x],x}, x1) et ainsi de suite, on obtient un schéma de la forme

Pt = i§+ Zpm _ igm
medl m m
I O G
773 — m Zm
T3 = T+ Ty

On s’arréte lorsque la différence entre deuz vecteurs successifs est inférieure ou é&gale
& une tolérance s. Pour notre exemple, en démarant de z° = {0,0,0), on obtient

1%¢4tératiom | 2 ¢tératiom Gerestsratiom
zp | 1.833 2.038 2.000
zy | 0.714 1.181 1.000 i
zq | 0.200 {1.852 1.000 |

La solution ezacte est (2,1,1).
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Dans la méthode de Jacobi, on prend M = Det N =FE+ F
Le schéma itératif de Ia méthode est

xrg donné
Tyl = I + D70~ Az,).

Du schéma itératif, on tire

(mm"‘i-i)i
3

{(Em); + alff (bi - gaﬁ (-'Ern)j)

1 "
— 1 B - E:i iy (ﬁf'm)j
JZ

Qi |
FES

D’on Valgorithme suivant :
Algorithme :

(1, donné et N domné
Pourm=1.,N
Pouri=1,..,n

1

xr o R
( m“f“l}a a;

n

bi — 3 aij (Tm); | -
s
é‘?ﬁ

LY

On calcule successivement les composantes de z,,.9 jusqu’a ce que la norme de la
différence de deux vecteurs successifs soit inférieure 3 un ¢ donné ou lorsque m = N,

Méthode de Gauss-Seidel

Exemple 400 On reprend le méme exemple que pour la méthode de Jacobi. Les

valeurs sont calculdes par le schéma suivant ;

2Pt = B Zpp e
1 57, 2.mtl % m

A AL

m — 1y 1.m 2 o

La méthode ainsi est plus rapide comme on le voit sur le tableau suivant :

1¥€itératiom | 25 ¢itératiom 6% eitératiom
x; | 1.833 2.069 2.000
7y | 1.238 1.002 1.000
z3 | 1.062 1.015 1.000




Meéthodes itératives 33

Dans la méthode de Gauss Seidel, on prend M =D - Eet N=F
Le schéma itératif de la méthode est

To donné
Tmzy = Tm+ (D — E) 7 (b— Azm).

Du schéma itératif, on tire

| = Im—{-(D—E)_l(b—Axm)

(D~ E)tmy1 = (D~ E)zm+(b— Azy)
(D-—E)zn+(0-(D—E)—F)z,)
(D—E)z,+b—(D— E)zm + Fz,

b+ Fzx,,
Dot
@i (Tmy1); + Zaij ($m+1)j =b; - Zaij (Im)j
J<i I>i
Donc,

(Tm1); = é [bi - Za'ij (@mi1); — Za'ij (xm)j:l

i<i i>i
D’ou l'algorithme suivant :
Algorithme :

g donné et N donné
Pourm=1,..,.N
Pouri=1,...,m

(Im+1)-i i~ a,i [bi - E Qg ($m+1)j - E Qij (xm)j} .

i j<i >

On calcule successivement les composantes de z,41 jusqu’a ce que la norme de la
différence de deux vecteurs successifs soit inférieure 4 un £ donné ou lorsque m = N.

Remarque 41 Si A est une matrice définie positive alors la méthode de Gauss_ Seidel
converge.

Meéthode de relaxation

1 1-—
Onprend M = —D—Fet N= “Z¥D 4 F avec w constante non nulle (constante
w w

de relaxation).

Remarque 42 Avec w = 1 on retrouve la méthode de Gauss-Seidel.
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Le schéma itératif de la méthode est

Zo donné

-1
Tyl = T + (:—JD — E) (b— Axm)-

Du schéma. itératif, on tire

-1
Tont1 = I, + (ID - E) (b— Az,,)
w
1 1
(nD - E) - (&—JD - E) T +b+ (=D + E+ F)z,,
[
(D—wE)Tpy = wb+(D—-wE—-wDtwE+wF)r,
= wh+ (1 ~w)D+wF)z,
Dot
Dy = whtwEzr, o+ ({(1-w)D+wF)z,
Impr = (1—w)zp+wD™ (b+ Ezpy + Fzn)
Donc,
w
(Tma1); = (1-w) (l’m)g + a ‘:bi - Z @5 (-Tm+1)j - z Qi (Im)j}
Y j<i g>i

D’on 'algorithme suivant :
Algorithme :

rg donné et m donné
Pourm=1,..,N
Pouri=1,...,n

(Fmar); = (1 — w) (Zm); + % [bi — 2 i (Tme1); — Eaij (mm).v] ’

i3 J<i J>i
Les matrices d’itérations de

Jacobi Ly=D'(E+F)
Gauss — Seidel LL=(D-E)y'F

1 -
Relazatiom L, = (—D—E) (——wD+F).



Chapitre 4
INTERPOLATIONS

Soit f une fonction sur [a, b] dont on connait seulement les n+1 valeurs g, ¥1, Y2, ..., Yn
aux points distincts 2¢, 1, T3, .... 7. On interpole f aux points z; veut dire qu'on
cherche un polynéme P de degré n + 1 tel que P (z;) = y;, pour i = 0,...,n.

Théoréme 43 I eziste un polynéme P, unique de degré < n tel que P (x;) = yi, pour
1 =0,..,n

Proof. Soit P, = ag + a1z + ... + anz™.
P(z;) =y, pouri=0,..nest équivalent A

ag+ a1 o+ ... + a.n:rsg =

ap+ @z + ... +ax7 = ©n
(5) .

ap + a1Tn + ...+ 03I, = UYn

Le probléme est de chercher ay, a1, ..., @n.
Or, le determinant du systéme est

1 zg x2 --- z
1 z, 22 -+ 2
1 n
A= R : : ZH(I"_‘IJ')#O'
RN S S i
2 2
1 zp 2, -+ I,

Dong, le systéme (S) admet une solution unique. =

4.1 Construction de F,
4.1.1 Résolution de (S)

Méthode rarement utilisée dans la pratique.



36 Interpolations

4.1.2  Interpolation de Lagronge
Le ##*° polyndme de Lagrange ¢ = 0,1, ..., n est

T —m) . (@ =21} [z~ xig1) . (7~ @)
(.’E,‘ - 23(;) (E}g - .T,,'.ml) (i?’i; - $5+3) (.’E,‘ “u 3,’.,}}
- fI £

P
J=0

Li(z) =

Onadils=n Li(x)=1  Lij(r;)=0 sij#i
Le polynéme P, est donné par la formule

Po(z) = wli(z).

du)
Il est facile de voir que
Pn (.’I'k) = Ye, k= f.),‘.,,ﬁ,
&P, < n

4.2 Approximation au sens des moindres carrées

4.2.1  Introduction

En général, les expériences fournissent une suite de valeurs y; en des points 2,1 =
1, ..., n. La disposition de ces points donne une idée sur la fonction f telle que f (z;) =
1= 1,...,n. Par exemple lorsque les poiats sont presque aligiés, la fonction f est
une droite qu'on peut écrire f (z) = az + .

Remarque 44 La fonction f peut @lre choisie sous différentes formes. Par exemple

oozt b
o) =
flx} = ag+az+.. +az"
Flz) = a1e% + b eb® . etc.

La meéthode des moindres carrées congiste & chercher les constantes o; et &

teiles que
L}

Z [f (&) — yi]a
o]
SOit roinirmm.
Nous nous bornerons dans ce cours au cas d’approximation par une droite et
par un polynéme.
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4.2.2 Droite auz moindres carrées

Théoréme 45 Soit une suile (Ti, %), i = 1,...,n olt les z; sont tous distincts. Il
eTiste une droite unique réalisant la meillewre approrimation de ces points au 3ens
des moindres carrées.

Proof. On cherche @ et b telles que la quantité

h(a,b) = Z(a$,+b—J,

soit minimum.
Si @ et b existent alors

Oh ,_ o Oh, o
%(a,b)—%(a,b)—[].

Ce qui donne les deux équations

a E ri+nb = Yu
=1 = 4.1)

az:l: +bE'J:, = Y iy
i=1

Lorsque les r; sont tous distincts, (4.1} admet une solution unique (5., 5). Pour
s’assurer que (&, b) ‘est un minimum, on fait le developpement de Taylor a I'ordre 2
au voisinage de (a,b) . On obtient

h(a+ab+ﬁ)—h( (221 +2aﬁZL+}3n).

i=1

Le deuxiéme terme du second membre est toujours positif. Ce qui donne le resultat.
[ ]

4.2.3 Polyndémes auz moindres carrées

Théoréme 46 Soit une suile (7, 4}, i = 1,...,n ot les z; sont tous distincts. Il
eriste un polynéme unique Gg + 81T + ... + Gz, p < n réalisant la meilleure approzi-
mation de ces points au sens des moindres carrées. C’est o dire que a = (@o, a1, ---, Gp)
rend minimum la fonction

hia) =S (ao+arzi + . + a7l — )’

i=1
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Chapitre 5
NOTIONS D’INTEGRATION NUMERIQUE

5.1 Introduction

Pour ses calculs en physique et en astronomie, Newton est le premier 4 utiliser
des formules de quadrature, suivi par ses successeurs anglais (Cotes 1711, Simpson
1743). Euler, dans son gigantesque traité (Inst. Calculi Integralis 1768, 1769, 1770,
Opera XI-XIii), met toute son ingeniosité & rechercher des primitives analythues

Cependant, de nombreuses intégrales restent encore non résolues (exemples f —dzx

1
et [ —da:) de nombreux calculs en astronomie (perturbations des orbites pla.ne—

taares) contraignent Gauss (1814) a intensifier la théorie des formules de quadrature.
Les programmes qui ont tourné sur les premiers ordinateurs furent en grande partie
les calculs d’intégrales: ces problémes sont les plus faciles & programmer.

Probléme : Etant donné une fonction continue f sur un intervalle borné
[a,B], on cherche & calculer I'intégrale

I(f)=f:f(w)d:c-

La primitive ¥ de f est en général inconnue car f n’est connue qu'en un certain
nombre de points z; € [e,b], 2 = 0,...,n ou bien f est connue, mais son expression

est trop compliquée.

5.2 Meéthodes classiques

Soit f la fonction comtinue 3 intégrer sur l'intervalle |a,b], connue seulement aux
points a = 7y < 71 < ... < T, = b. On considére P, le polynéme d’interpolation de
Lagrange de la fonction f aux points (z;)

PH(I):Zf(SCi)Li(:E):

=0
oi Li(z), i = 0,1,...,n sont les plynémes de Lagrange. On intégre P, (z) sur [a,d]
pour obtenir une valeur approchée de I (f) donnée par

Lot (f) = f P, (z)dz = Zaif (z:)
a i=0
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avec s
a; = [ L (z)da.
o

5.2.1 Formule des trapézes
Pour n = l,on pose 25 = @, 11 = b et h = b— a. Le polyndme d'interpolation de
Lagrange s'écrit

Pilg)= 2w+ T f ().

La valeur approchée de Pintégrale de f est

I~ Ig

) = L2 |E2E )+ 222 @) a
= 2o+ ().

On obtient done :
]
f f{z)dx zg |f (e} + £ (B)], Formule des trapézes.

En utilisant cette formule sur chaque intervalle [z;,254,].7 = 0,1, ..., 1, on obtient

Formule des trapézes généralisée.

5 n—1
f f(x}dxm-g [f (@) +2  flzy) + f (b)
13 jwl

Exemple 47 La voleur exacte de .f1 vf‘ est2. Par la formule des trapézes, on obtient

3 1 i
Ip = = | —= + = | = 2.25.
4 zﬁﬁ*ﬂ)

Avecn =4, ona h = 1z = 1,21 = 2,29 = ;29 = 4. La formule des trapézes
généralisée donne

1 1 l 1
= 2.05.
(\/' AT )
5.2.2 Formule de Simpson

Pour n = 2, on pose Zg = 4, 3 = b, 73 = a+ h et h = 2%—-2. Le polynéme

d’interpolation de Lagrange s'écrit

Pz (.’L‘)

{z—m)(x—~ 22))” o)

{zo — x;g gze - I

(.’,5 .’132)
as (xr = 7o) (71 = xg)f(xi)
s oI gy

(z2 ~ 26} (23 — 71)
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et

J[,f (z)dr ~ /ﬂ: Py (z)dx.

Calculons le premier terme de I'intégrale de P, (z). On a

f ((I —E) @) - (f:m @—(e+h)(z-(a+ 2h))d:r,) fz(}ff')"

10— 71) (%0 — %2)

On pose t = z — {a + h). Donc,

-[:, @-m)(z) o ([‘t(t—h)dt) f;;:;)

o (To—71) (20 — T2) h

= gf (.’Eo) 4
Aprés calcul des deux autres membres, on obtient
b h
/ f(x)dx ~2 [f (zo) + 4 (z1) + f (z2)] Formule de Simpson.

En utilisant cette formule pour a = g < 1 < ... < Z, = b, on obtient

b
/f(:z:)dx o~ g[f(:co)+4f(:1:1)+2f(3:2)+4f(:c3)+...+2f(:cn_2)+4f(:c,,_1)+f(:cn)],

Formule de Simpson généralisée.

Remarque 48 Il faut un nombre impair de points pour pouvoir utiliser lo méthode
de Simpson généralisée, ce gui correspond & m pair.

Exemple 49 On 'reprenéi le méme exemple. Par la formule de Simpson, on a o =
5
1,2y = 5;2:2 =4 eth= % On obtient

3

1 1 1
Ig=g (ﬁ+4\/_5—_/§+72) = 2.12.

1
Avecn =6, onah = ;730 = 1;3; = 3/2%70 = 2,23 = 5/2,z4 = 325 = 7/2 et
zg = 4. La formule de Simpson généralisée donne

Is = 2.000468.
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Erreur de la méthode

Définition 50 On appelle erreur ey la différence entre la valeur ezacte I (f) et la
valeur approchée notée 1,p,
en =1 (f) — lapp-
1. Cas de la formule des trapézes : Si f est de classe C?[a,}], alors
h2 1
eh=—1—2—f (6 (b—a), 0 €la,bl.
Si on pose k = 35 (b—a) naz, Lf” (z)], il est clair que
TEla,
[ehl < K 112.
On dit alors que la méthode est d’ordre 2.
2. Cas de la formule de Simpson : Si f est de classe C* [a,b], alors
ehz—ﬁf“)(l&?)(b—a), 6 € a, bl
180 k
Si on pose k = 555 (b — a) n?:%] |74 ()], 11 est clair que
z€a,
les] < KR,
’ La méthode est d’ordre 4.
5.3 Formules de quadrature de Gauss

b n
L'expression analytique de f étant donnée, on approche f f (z)dz par Za,- f(z)
a =0
en cherchant les coeff cients poids «; et les abscisses z;, 1 =0, ..., n.

1
On commence par le cas simple de I’approximation de f(z) dz par une
p
—~1

formule & deux termes contenant quatre paramétres inconnus a, b, zy, T2, on écrit
1
[ 5@ ds=af @)+ ).
-1

Cette formule est valable pour tout polynéme de degré 3. Donc, elle est vraie en
particulier pour f (z) = 2%, f(z) = 2%, f(2) = z et f (z) = 1. Calculons I'intégrale
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pour ces guatre fonctions :

1
/ dr = & =ard+bad
B
2y = 2 o pgl 2
/zd:e = 5 =ax;+br;
-1

1
/.336221? = 0 = agzry+ bz

1
fd.r w2 =g+ b

1

Multiplicns la troisidme équation par x¥ ot soustrayons la de la premidre équation,

on ohtient
O=04+5 [:tg‘ - ;rgx%] = bzy (x2 — 3p) (22 + 11) .

Cette équation est satisfaite si b = 0, z5 = 00, 1y = &3 ou 3 = ~xy. Les trois premiers
choix sont & exclure car ils réduisent notre formule de quadrature a4 un seul terme.
Omn prend alors x; = —22. Ce qui donne

G b ]
1=z = /1= 05773

Finalement, on obtient
1
f Fladz = F(=0.5773) + £ (0.5773).
B,

Exercise 51 ’I%z;ﬁmver les siz paramétres de Uapprozimalion per guadroture de Gauss
a 8 termes de / flz)da.
—1

Nous donnons ci-dessous, la table des parameétres de la quadrature de Gauss
Jjusqu’a guatre termes

Nombre de termes | Valeurs de uy poids oy
2 — (.57735027 | 1.0
0.57735027 1.0
— 077459667 ; 0.55555555
3 4] 0.88888889
0.774538667 | 0.55555555
— 0.86113631 .34785485
4 — 0.33998104 | 0.65214515
0.33908104 | 0.65214515
0.86113631 0.34785485




44 Notions d'intégration numérique

Supposons que les bornes d'intégration sont a et b. Pour pouvoir utiliser la ta-
ble de quadrature de Gauss, on doit faire un changement, de variables afin de ramener
les bornes d’intégration & —1 et 1. On pose

x = (b~a);~}wb+a ce qui donne dz = b;ad’t.

Done,

/:f(a:)dm:: ?m;a[jf((*’”“%“’*‘?) it

De maniére générale, la quadrature de Gauss peut étre étendue 3 plus de deux
termes.

Définition 52 Une formule de guadreture & n termes est donnée par

[ 1@z 3 at@,

i=0

ot les valeurs x; et les poids o , 1= 1,2, ..., n sont a calculer.

En exprimant gue la formule de quadrature de (Gauss est vraie pour tout
polyndme de degré inférieur ou égal & 2n — 1, on obtient un systéme de 2n équations
a 2n inconmues :

0 pour k impair

o= - k
o x SRR s A 2 .
1 v ; t7y pour k pair.

La résolution de ce systéme n’est pas facile.

5.4 Méthodes nurnériques pour la résolution des équations différentielles

5.4.1 Introduciion
Aprés avoir présenté le cadre théorique, nous donunerons, dans ce chapitre, les bases de
la construction des schémas numériques pour la résolution d’équations différentielles

d’ordre 1.

5.4.2 Probléeme de Cauchy

Soit U un ouvert de R xR" et f : I/ — R" une application continne. Soit {zg, 3} € U.
On cherche un intervalie ouvert J de R contenant x4 tel qu’il existe y €

CY{I,R"™) vérifiant:

Loz = flz.y(z)) ViyEhelzcl,

2. y(zg) = yo
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Ce probléme est appelé probléme aux conditions initiales ou Probléme de
Cauchy..

Remarque 53 Les méthodes utilisées donneront des solutions approrimatives. La
différence entre les méthodes réside en Uerreur commise.

Avant de démarer la résolution numérique d*un équation différentielle, il faut
s’assurer de ’existence et de I'unicité de la solution. Pour cela, on énonce le théoréme

sulvant :
On suppose que f est continue par rapport A ses deux variables, elle est
lipschitzienne en y uniformément par rapport & ,ce qui veut dire qu’il existe L >0

tel que
Nf(z,9) = Fz,DI <Lly—gll VzelVy,gecR

Alors le probléme de Cauchy admet une solution unique.

Remarque 54 L s’appelle la constante de Lipschitz. Si f admet une dérivée partielle
par rapport & y bornée, alors f est lipschitzienne.

Principe : On pose le probléme

On considére une suite de points équidistants de [a, b, z, = a4nh,n € {0,1,...,n} 0t
h = (b— a) /n est le pas de diserétisation. On cherche alors a approcher y (z1),y(z2),
Les valeurs approchées seront notées respectivement y1, ¥2, -, Yn-

5.5 Meéthode de Taylor

On suppose qu’il y a existence et unicité de la solution du probléme (5.1) . On fait
un développement de Taylor de y au point zg :

U(®) = ylz0) + (& — 20)y/(20) + 3 (2 — 20)¥" (z0) + - (52)

On pose f = f($0: yU)a f:: = %(a’:ﬂ)yﬁ): fy = g_.yf(Iﬂa yﬂ)): alors

Ce qui donne

ey (Zn) -
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1 1
y(T) = ?Jo-!-(ﬂf—ﬂfg)f—}-i(ﬂ:—mg)Q(" *"‘fyf)‘l‘g(35—55‘3)3(frz"‘zfxyf"'fyyf2+fm-fy+f?,2'f)+----

En posant
T — X = h

et

k—1
Tu(z,y) = Fa0) + mfe) 4ot S P @y k=120 (59

Pour trouver une approximation de la solution de 1’équation différentielle (5.1), on
utilise I'algorithme suivant :

1. On choisit un pas h = ?;_a Onpose z, =a+nh, n=0,1,....,n
2. On calcule les valeurs approchées v, de y(z,) par la relation de récurrence
Yarl = Un + W Ti(zn, m) n=0,1,...,n—1
ol Ty(z,y) est donné par (5.3).
Remarque 55 Cet algorithme est dit d’ordre k

Les algorithmes qui, pour trouver une approximation yn41 de y(zn+1), utilisent
juste linformation sur y et  aux points précédents z,, sont appelés des algorithmes
A un pas.

Exercise 56 Montrer que Uerreur commise en passont den ¢ n+ 1 est donnée par

hk+1
YTni1) = Ynt1 = Y(n) = yn + (k + 1)!yk+1(C)a ¢ € (Zn, Tns1)
k+1
La quantité B = m;ﬁ“(g) est appelée I'erreur locale de la méthode.

5.6 Meéthode d’Euler
On appelle méthode d’Euler la méthode ci dessus avec k = 1.

yn+1 = yn+hf($ﬂ1yn)
h'2 "
E = (0
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Résoudre par la méthode d’Euler:

y! =1, y(O) =1

Si on prend h = 0.01 on a:
Ynt1=Yn + Ay = (1 + h)y, = 101y, et E=5%10""

»(0.01) = 1.0101 y; = 1.01yp = 1.01
»(0.02) = 1.0202 yp = 1.0201
»(0.03) = 1.0305 ys = 1.0303
(0.04) = 1.0408 ys = 1.0406

Si on prend A = .005 on a
Yl = Y + hygn = (1 + Ay, = 101y, et E~107°

yn = 1.0050
y2 = 1.0100
y3 = 1.0151
ys = 1.0202
ys = 1.0253
ye = 1.0304
yr = 1.0356

ys = 1.0408 = y(0.04)
On voit que pour Ak plus petit on a plus de précision au point 0.040

Exercise 57 Résoudre par la méthode de Taylor d’ordre 2 Iéquation

1
V=-5-w-y,  y)=-1
dans Uintervalle [1,2]. On prend pour valeurs de h = 1, 35, o> 155

5.6.1 [Estimation d’erreur et convergence de la méthode d’Euler
La méthode d’Euler s’écrit

Ynt1 = Yn T+ h’f(mn:yﬂ) = 0: ]-:

ol x,, = o + nh.
On note Perreur de discrétisation

en = Y(Zn) — Yn.
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Théoréme 58 On suppose les hypothéses donnant Uexistence et l'unicité de la solu-
tion sont vérifiées. De plus, on suppose gque y solution de (5.1) est de classe C? sur

la, b . On pose L la comstante de Lipschitz el n = max ly” (1)l . Alors, on a
z&|a,b)

L{b—a
|en]5ﬁ—(e ( )—1).
Le développement de Taylor de y(z,4+1) donne

h2 M Ly
W Zpe1) = y(zn + ) = y(zn) + hy!("":ﬂ) + Ey (&n) ot 7, <&, < Tan

h2
Le terme —2-y” (¢,) est appelé erreur de discrétisation locale. Clest Verreur commise

en approchant y{z,,1) A partir de la solution en z, en supposant que y{z,) et ¥ (z,)
sont connues de maniére exacte.

2
Enyl = y($n+1) —Unt1 = y(l'n) + hy’(xn) + %‘y”(‘gn) — o+ hf($11: yll)
2
= en o hlf (o ylon)) ~ )]+ 9 (E)

2
= €xt h('y(mn) - yn)fy(mna(n) + %yﬂ(‘fn) ou (, € (Uns y(xn))
2
= ent heafy(am o) + Y (E)

Or
If(z, )<L et W'} <M,

alors .
lens1] < (14 Lh)|eq] + 5h2M.

On considére 1’équation aux différences finies
1
tns1 = (1 + Lh)u, + 5hFM, g =0

Il est clair que
Yr > 0,u, > e,

En effet, pour n = 0 c’est trivial. On suppose que c’est vrai pour n. Alors
1 1
Un+1 — (]. + Lh)u,, + §h2M 2 (]. + Lh) [en| + ihZM 2 I€ﬂ+1l .
T suff t donc de chercher la solution de I’équation aux différences finies

Uny1 = (14 Lh)u, + %th, ug =0
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Ce qui donne facilement

Mh
n= —((1+ LA™ -1
coimnme
L2 2
el =1+ Lh+ +.>1+Lh
alors M Mh
1 /
< 2 pnh _ R -l .
Un S S (e 1) oL (e 1)

5.6.2 Méthode de la tangente améliorée
Elle consiste A utiliser le schéma suivant

h
Unit = Yn + Pf (20 + 5 Vnst)

ou Y, 1 est donnée par la méthode d’Euler

h
Yt} = Un + 5 f (2, 00).

5.6.8 Méthode d’Euler Cauchy
Le schéma est le suivant

h *
Yn41 = Yn + 5 (f(mm yn) + f(In-+1! yn+1))

ol ¥, est estimé par la méthode d’Euler

. h
Ynrr = Un + 5f(zn,yn)-

5.6.4 Algorithme de Runge Kutta d’ordre 2 RKE

L’idée est de passer de z,, & 7,,,, en introduisant un point intermédiaire z,, = Zn+ ah
avec 0 < o < 1. et approcher y(z,;) par Euler

Yn1 == Yn + BRf(Tn, ¥n)
puis déduire y,41 & partir.de I’algorithme

kl = h’f(zn) yn)
ks hf(z, + ah, yn + Bki)
Ynr1l = Yn+ak; +bko

avec a,b,a, 3 vérifiant certaines conditions.
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1 3 : ? -
Aveca=f= 5 donc @ = 0 et &= 1. L’algorithme s’écrit:

ky = hf(Zn,m)
h k
kz = hf(:r-n+§,yn+51)

h h
Ynt1 = Yu+ ko = Yn + h'f(xn + E: yn + Ef(zm yn.))

On retrouve 'algorithme de la tangente améliorée.

1
Avecao=1,donca=b= 3 L’algorithme s’écrit:

ky = hf(zn,yn)
ke = hf(zn+hyn+ k)

1
Yntl = Ynt+ 5("‘31 £ k2)

On retrouve lalgorithme d’Euler Cauchy.
5.6.5 Méthode de Runge Kutla d’ordre RK§
On passe de 7, & 7,1 en introduisant deux points intérmédiaires. On aura donc

k1= hf(ZTnyyn)
f-’a=hf($n+ﬂayn+%)

kg = hf(xn + 214n & *22)
ky=hf(zn+h,yn + %‘1)

Yn+1 = Yn + 5 (k1 + 2ky + 2k3 + ky)

c’est algoritme le plus utilisé dans la pratique.



