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Chapitre 1 

ANALYSE NUMERIQUE 

1.1 Introduction 

Definition 1 L'analyse numerzque est l'etude des methodes permettant d'evaluer 
numfriquement un ou des nombres, une ou des fonctions pour des problemes ren­
contres en economie, physique, astronomie, biologie, ... etc. 

Parmi Jes problemes fondamentaux, citons : 

1.1.1 Les problemes d'evaluation numerique de nombres: 

l. Les systemes lineaires 
Resoudre par exemplelO0 equations a 100 inconnues ne peut se faire a la main. 
Done, ii est preferable d'utiliser une methode numerique pour la recherche de 
la solution. Un systeme lineaire s'ecrit sous la forme 

Ax=b, 

oil A est une matrice carree d'ordre n a coeffi cients reels ou complexes, b un 
vecteur de !Rn ou IC" et x un vecteur inconnu. 

2. Les equations non lineaires 
Chercher Jes racines d'une equation non lineaire a la main n'est pas toujours 
possible. Par exemple, on peut tout au plus encadrer une racine de ex = 10 - x. 
Les equations non lineaires s'ecrivent sous la forme 

{ 
F (x) = 0, 
Pn(x) = 0, 

3. Limite de suite ou serie 

4. Calcul d'une integrale 

F : JR ---> IR, equation transcendante 
Pn polyn6me de degre n, equation algebrique. 

00 1 
c = L 2 · n 

n=l 

{0.3 
lo e-x2 dx. 

• 



6 Analyse Numerique 

5. Recherche de valeurs propres d'une matrice 

Chercher A E R solution de !'equation Ax = Ax, oii A est une matrice carree 
d'ordre n et x un vecteur de JR". 
1.1.2 Les problem.es d'evaluation numerique de fonctions 

1. Resolution munerique d'equations differentielles 

y' (x) = f (x,y (x)). 

2. Equations integrales 

y(x) =a+ 1x f(t,y(t))dt. 

3. Equations aux derivlles partielles 

dans n 
f=Fr(!l). 

1.2 Approximations et erreurs 

Un ordinateur travaille avec des approximations finies des nombres r()eis ( nombre fini 
de chiffres apres la virgule, les nombres sont bornes en valeur absolue). Ainsi Jes 
dom1ees seront "arrondies". Nous aurons aussi une perte de chiffres significatifs dans 
!es operations elementaires. Si l'algorithme comporte rm grand nombre d'operations, 
!'accumulation des erreurs d'arrondi peut avoir des effets desastreux sur le resultat. 
On dit qu'un algorithme (methode) est stable s'il est peu sensible A l'accmnulation 
des erreurs d'arrondi. 
1.2.1 Opemtwns arithmetiques et erreurs 

Quand on fait de !'analyse numerique, il y a plusieurs sources d'erreurs en plus de 
celles causees par les operations arithmetiques inexactes que fait l'ordinateur. 

Erreurs de troncature 

Le terme erreur de troncature vient du fa.it que les methodes numeriques sont le plus 
souvent comparees a la troncature des series de Taylor. Par exemple, on approche e" 
par le polynome cubique 

X X 2 x3 
P3 (x) = l + l! + 21 + 3!. 

alors que pour calculer e" on a besoin de calculer la serie infinie 
oo n 

ex= P3 (x) + L x 
1

, 
n;:;;;4 n. 

On voit que !'approximation de ez par un polynome cubique est inexacte. L'erreur est 
dll A la troncature et pourtant nous devons nous contenter par une approximation. 

.. 
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Erreurs d'arrondi 

Dans un ordinateur, !es nombres reels mis a part Jes entiers sont le plus souvent 
representes avec une imprecision. Les calculateurs numeriques utilisent souvent Jes 
nombres en virgule flottante avec une longueur fhJ.ie. On appelle l'erreur due a cette 
imperfection erreur d'arrondi. 

II y a d'autres erreurs : 

1. Erreurs dues au probleme d'origine, par exemple pour un probleme physique 
modelise par une equation mathematique, nous avons toujours des coelli cients 
qui sont mesures done donnes avec une imperfection. 

2. Erreurs de propagation : ils s'accummulent le long de la succession des etapes 
dans le processus iteratif. 

Calcul en virgule flottante 

Les nombres reels sont representes en virgule flottante normalisee. les nombres 
enregistres en memoire sont de la forme 

avec 

1. kEN, qEZ, d;EN, \/i=l,2, ... ,k. 

2. 0 :c:; d; :c:; 9 Vi= 1,2, ... ,k. 

3. d1 # 0 sauf si le nombre est nu!. 

4. -N < q < N. 

Les entiers k et N qui definissent le format utilise varient d'nne machine a 
l'autre. 

Definition 2 Le nombre d,di---dk est la mantisse 
Le nombre q est l'exposant. 

Remarque 3 On a considere ci-dessus une representation des nombres en base 10 
(systeme decimal}, notons que les entrees-sorties se font presque toujours en base 10. 
En fait, l 'informatique a introduit I 'utilisation de trois autres systemes : le binaire 
(base 2}; l'octal (base 8) et /'hexadecimal (base 16}. 
Pour simplifier la representation on va se limiter au systeme decimal car les conclu­
sions generales sont les mtmes pour les autres. 
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Representation d'un reel quelconque 

Soit le nombre reel y (positif). Il peut s'ecrire sous la fonne 

(On suppose que y ne depa.sse pas la capacite de la machine et que d1 cf 0). Ce 
nombre y sera converti en un nombre reel fl (y) representable en machine. On coupe 
la mantisse du nombre reel apres son keme chiffre pour obtenir : 

ou d1c est tel que 

L Si dk+i ~ 5, on ajoutel il dk et on tronqne, c'est a dire que d~ = dk + 1. 

2. Si dk+1 < 5, on tronque directement, c'est il dire que d'k = dk. 

Exemple 4 27.39 s'ecrit +.2739* 102
. Si k = 3, ce nombre s'e.crit .274 102 

-0.00124 s'ecrit -.1240 * 10-2 

37000 s'ecrit +.3700 * 105 

Non associativite des operations arithmetiques 

Supposons que k = 3. Soient 

On veut calculer x + y + z. 

X = 8, 22 .822 101 

Y = 0, 00317 = .317 10-2 

z = 0, 00432 .432 10-2 

Le calcul de (x + y) + z donne 

X + y = .822 101 + .317 10-2 = (.822 + .000317) 10 .822317 10 = .822 10 

(x + y) + z = .822 10 + .432 10-2 (.822 + .000432) 10 = .822432 10 = .822 10 

Calculons maintenant x + (y + z) 

y + z = .317 10-2 + .432 10-2 = (.317 + .432) 10-2 = .749 10-2 

X + (y + z) - .822 101 + .749 lQ-2 = (.822 + .000749) 101 = .822749 10 = .823 10 

II est clair que 
(x+y)+zfx+(y+z) 
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Remarque 5 Dans une sommation des rtels, et pour minimiser l'erreur, on somme 
en premier /es termes ayant la plus petite valeur absolue. 

Exemple 6 On veut resoudre /'equation 

x2 
- 1634x + 2 = 0 

On prend k = 10. On a !::,.' = 667487 et ,/1::} = 816, 987760. Les racines sont 

x, 817+ ✓25,.;"" 1633,998776 = .1633998776 104 

X2 817 - ,/1::} cc'. 0, 0012240 = .1224 10-3 

On a une perte de 6 chiffres significatifs sur .T2 . L 'algorithme numerique doit etre 
modifie 

2 
x,x2 = 2 ==> x2 = - = .1223991125 x, 

1. 2. 2 Erreurs absolues et erreurs relatives 

10-2 

Si a est une approximation de a, l'erreur absolue est definie par 

Lerreur relative est definie par 
• - !::,a 
Ua -

a 

et on ecrit a= a± E pour indiquer que l!::,.al < E. 

Exemple 7 a= 1,25 a= 1,2 
10-2 00 = -0,04 = -4 X 10-2 

l::,. 0 = -0,05 = -5 X 10-2 a= 1, 2 ± 5 X 



Chapitre 2 

RECHERCHE DES RACINES D'lJNE FONCTION 

2.1 Position du probleme 

Soit f : lil: -+ JR une fonction ,xmtinne, D une partie de iii.. Le probleme est de tronver 
taus le.s a E D qui verifient !'equation suivante 

/(a)= 0. 

On dit anssi resoudre !'equation/ (x) = 0. 

2.1.1 Exemples d'equations oon lineaires simples a resoudre: 

1. D = l!t, f (x) = ax2 +bx+ c 
l'eqnation f (x) = 0 a zero, uue ou deux solutions suivant le signe de A. 

2. D = IR+, f (x) = sinx. 

{ . 1 si x>0 3. D = l!t j(x) = Sl~X 
si X :s; 0. 

2.2 Separation des racines et approche graphique 

On commence par tracer la courbe et localiser !es racines. Separer les racines consiste 
a tronver pour chaque racine un intervalle ne la contenant qu'elle et elle seule. Soit 
[a, b] un intervalle contenant une seule racine a. on subdivise l'intervalle [a, b] de la 
maniere suivante a= xo < x1 < .... < Xn-i < Xn = b. On calcule / {x,) f (x,+iJ pour 
i = 0, ... , n - I jusqu'a ce que f (x,) f (x,+1 ) < 0. Alors a E [x,, Xj+1). On refait le 
miime travail sur l'intervalle [xi, x,~1) jusqu'a ce que lxi+1 - xii :S e:, E. etant l'erreur 
toleree. 

2.3 Methode de dichotomie 

On commence par rappeler le theoreme des valeurs intermediaires : 

Theoreme 8 Si f et continue ur [a, b] et si f (a) f (b) < 0, alors l'&]uation f (x) = 0 
admet au moins une solution a E Ja, b[. Si de plus, f est strictement moootone sur 
!a, b), alors a est unique. 
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Principe de la methode : Apres separation des racines, la methode de 
dichotomie consiste a partager l'intervalle contenant une racine a en deux intervalles 
de mEine longu.eur et A retenir co1nme nouvcl intcrvallc cclui ml f c.11.ange de signe. 

_ ao + bo 
On suppose que f (a) f (b) < 0, on pose ao = a et b0 = b. So,t x 0 = 

2 
le 

milieu de 1 'intervalle [a, b] , on calcule 

{ 

= 0, a = x0 fin 
f (ao) f (xo) > 0 a E ]xo, bo[ on pose a, = .To, b, = bo 

< 0 a E ]a0,x0 [ on pose a1 = ao, b1 = xo 

Done a E ]a1 , b1 [. On reprend le meme travail, on construit a.insi une suite ( a,,)nEl'I 
et (bn)nENqui convergent vers a. 

Les suites ( an )nEN et (bn)nEN sont definies comme suit : 

ao = a, bo = b 

Si f f(an) > 0 
an+ bn 

b,,+1 = bn an+l = 
2 

Si f f(a,,)<0 bn+i = 
a,. + b,, 

an+l = lln 
2 

Si f f(an)=0 
an + bn 

a= 
2 

Theoreme 9 La suite (xn)nEN construite par la methode de dichotomie converge vers 
a. Pour que cette suite approche a a c pres, on doit avoir 

(
b-a) n ::,: log -c- / log 2. 

Remarque 10 La deuxieme partie du the,oreme permet d'avoir une idee du nombre 
d 'iterations ne.cessaires pour avoir la racine a c pres. 

Proof. Montrons que les suites (an)nEN et (bn)nEN sont adjacentes : 

b an+ b,, b,, - an . (a,.+ bn) ( ) 
n+l - an+! = bn -

2 
= 

2 
SI J 

2 
J a,, > 0 et 

an+ bn bn - an . (an+ bn) ( ) bn+I - an+! = 
2 

- an = 
2 

SI f 
2 

f a,, < 0. 

D bn - an s· O 1 one, Vn E N bn+l - an+l = 2 . 1 on pose Un = bn - an, n a Un+l = 2Un 

et par suite Un= (½f uo-
bo - ao 

Done b,, - an = ----'------'-2n 
On remarque que u,, > 0 

La suite ( a,,) est croissante. 
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Approximatio11s successives 

OU an+I - an = 0. 

La suite (bn) est decroissante. En effet, bn+I - bn 
Un - 2 < 0 OU bn+l - bn = 0. 

bo - ao 
De plus, Jim bn - an = Jim _:__ _ _:: = 0. 

n---++oo n-+oo 2n 

13 

Les suites (an)nEN et (bn)nEN sont adjacentes et par consequent, elles convergent vers 
la meme limite I' E ]a, b[. 
La continuite def sur [a, b] implique 

Jim f (an)= Jim f (bn) = f (µ). 
n -+oo n-+oo 

Comme f (a,,) f (bn) < 0, alors (f (µ))2:,; 0. Ce qui donne f (µ) = 0. Par consequent, 

I'= a. 

Ve> 0 lb I 
. ln(b-a)-lnc 

n-an<E:Sln> I . ■ 
n2 

Exemple 11 Approximation de v'5 

Conclusion 12 Les avantages de la methode de dichotomie sont la certitude de sa 
convergence, sa progmmmation facile et la possibilite d'estimer a l'avance le nom­
bre d'iterations necessaires pour avoir la racine avec une precision donnee. Le seul 
inconvenient de cette methode est sa lenteur, elle necessite un tres grand nombre 
d 'iterations. 

Algorithme de la methode de Dichotomie 
Saisir a, b, E: tels que f (a)* f (b) < 0 

Tant que la - bl > E, repeter 
a+b 

c=--
2 

Si f (c) * f (a)= 0 arr8ter 
Sinon 
Si f(c) *f(a) < 0 
b=c 
Sinon a= c 
Fin de Si 

Fin de Si 
Fin de tant que 

2.4 Approximations successives 

R.esoudre !'equation f (x) = 0 revient a trouver Jes points fixes d'une fonction F, 
c'est a dire trouver x solution de !'equation F (x) = x, ou Fest une fonction qui doit 
verifier Jes conditions du theoreme du point fixe ci-dessous : 
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Theoreme 13 Si F est une fonction de [a, b] dans [a, b] et si F est contractante, 
c'est a dire 

3k E ]0, l[ tq Vx,, X2 E [a, b] 

A/ors, /'equation F (x) = x admet une solution unique a E [a, b]. De plus, la suite 
definie par 

Xn+I = F(xn) 

converge vers a quand n tend vers I 'co. 

2.5 Methode de Lagrange ou de la secante 

Pour determiner une racine de f (x) = 0, on choisit x0 et x1 au voisinage de la racine 
a et on trace la droite reliant f (x0 ) et f (x,). Soit :r2 le point d'intersection de cette 
droite avec l'axe ox, on a 

X1 - X2 ( Xo - X1) 

f (x,) f (xo) - f (x,) · 

(xo - x,) 
De cette relation, on tire x2 = x, - f (x,) f (xo) _ f (x,). On continue ainsi pour 

avoir une meilleure estimation de a. Ainsi, on construit une suite 

Exemple d'algorithme de la secante 
On se donne deux valeurs x 0 et x1 au voisinage de a 
R.epeter 

X2 = x, - f (x,) * (xo - x,) / [f (xo) - f (x,)] 
Xo = X1 

X1 = X2 

jusqu'a ce que If (x2)1 <sou E est l'erreur toleree. 

2.6 Methode de Regula-falsi ou de la fausse position 

Cette methode est similaire a la methode de bissection excepte qu'au lieu du milieu 
de l'intervalle, !'iteration est prise a !'intersection de la droite reliant deux valeurs de 
f (x) et ['axe ox. 

Algorithme de Regula-falsi 
Pour determiner une racine de f (x) = 0, on se donne deux valeurs x0 et x1 

encadrant une racine c-a-d telle que f (x0 ) f (x,) < 0 
- Repeter 

x2 = x, - f (x,) * (xo - x,) / [f (xo) - f (x,)] 



M~thode de Newum-&phson 

Si J (xo)f(x2) < 0 
X1 = X2 

Sinon ,x0 = x 2 

- Tant que If (x2)I < E oil E est l'erreur toieree. 

15 

Remarque 14 La ronvergence de cette methode est plw rapide que celle de la bis­
secNon. 

Nous donnons ci-dessous un tableau de comparaison des trois methodes : bis­
section, Regula-falsi et la methode de la secante pour la resolntion de 

f(x)=3x+sinx-ex 

On demarre l'algorithme avec x0 0 et Xt = 1. 

Iteration Bis.section Regula-falsi methode de la secante 
X J (x) X J (x) X J (x) 

1 0.5 0.330704 0.470990 0.265160 0.470990 0 265160 
2 0.25 -0.286621 0.372277 0.029533 0.372277 0.029533 
3 0.375 0.036281 0.361598 2.94* 10-3 0.359904 -1.29 * 10· 3 

4 0.3125 -0.121899 0.360538 2.90* 10-4 0.360424 5.55 * 10-6 

5 0.34375 -0.041956 0.360433 2.93 * 10-5 0.360422 3.55 * 10-7 

Erreur 0.01667 -1.17* 10-5 < -1 * 10-7 

La valeur exacte de la racine est 0.360421703. On observe que la vitesse de convergence 
de la methode de la secante est plus rapide alors que la methode de bissection est la 
plus lente, Regula-falsi est intermedaire. 

2. 7 Methode de Newton-Raphson 

Pour re.sondre f (x) = 0, on part de x0 E [a, b]. L'equation de la tangente au point 
(x0 , f (x0)) est donnee par y = (x - x0) f' (x0)+f (x0). Soit x1 L'intersection de cette 
tangente avec l' axe des x. on a 

x, f (xo) 
Xo - f' (xo) · 

On continue le schema par le calcul de x 2 

f (x,) 
X2 = Xi - f' (xi) 

On constnrit aiJJSi une suite ( Xn)nEN 

n = 0,1,2, ... 
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qui converge vers la racine de f ( x) = 0. 
Algorithme de Newton 

Pour determiner une racine def (x) = 0, on se donne un xo qui est assez 
proche de la racine. 

On calcule f (xo), f' (xo). 
Si (J (x0 ) # 0) et (J' (xo) # 0) 
Repeter 

Prendre x, = Xo 
Prendre xo = xo - f (xo) / f' (xo). 

Tant que lxo - x,I < e ou If (xo)I < e. 

Remarque 15 La methode peut converger vers une autre racine ou diverger si le 
point initial n'est pas assez proche de la racine. 

Theoreme 16 Soit f une fonction de classe C 2 sur l'intervalle [a, b] telle que f' ne 
s'annulle pas. Si c, est la seule racine def (x) = 0. Alors il exi.ste Ii tel que si pour 
x 0 E [a, b] on a la - x 0 1 < Ii; la suite definie par la relation de reccurence 

n = 0, l, 2, ... 

converge versa. 



Chapitre 3 

RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES 

Les systemes linea.ires sont peut etre les procedures les mieux adaptees du point 
de vue numerique pour la silmulation des situations reelles. On les rencontre dans 
!'analyse statistique et aussi pour la resolution d'equations differentielles ordina.ires 
et equations aux derivees partielles ... etc. 

3.1 Exemples d'application des systemes Iineaires : 

Dans cette section, nous presentons trois problemes rencontres en ingenierie qui sont 
resolus par des systemes d'equations linea.ires. 

Exemple 1 7 T'rouver la temptrature d'une dalle metalique dont /es bords sont main­
tenus a une temperature ronstante. On estime u 1, u2 , •.• , u9 la temptmture en dif­
ferents points d 'un mail/age. 

u u, u, 

u, u, u, 

u, u, u, 



18 Resolution des systemes liullaires 

La temperature u (x, y) satisfait a Fequation de la chaleur qui peut <'!tre sim­
plifiee en un systeme lines.ire a coel!i cients constants 

-4u1 + U2 + +1I4 + - -50 
U1 - 4u2 + U3 + +us - -50 

·u2 - 4u3 + +us - -150 
U1 4114 + U5 + +u1 - 0 

'IJ,2 + +u., - 4115 + 1l5 + +us - 0 
U3 +us -4us+ +u,, -100 

U4 - 4u7 +u8 -50 
U5 + U7 4us + U9 -50 

U5 + Ug - 4U9 - 150 

Exemple 18 La figu,·e ci-dessous montre un reseau electrique avec 7 resistances. Un 
voltage de 5.0 Volts est appliqv.e aux noeuds 1 et 6. On utilise les deu.x lois connues 
en electricite : 

2 
1r------..AJI/V\'v'----7\ 

E 

Loi de Kirchhoff's : La somme de toutes !es intensites da.ns un noeud est nulle. 
Loi de Ohm's : L'intensite i;k a travers une resistance est ega.le an voltage qui la tra­
verse divise par sa resistance, (½ - Vk) / RJk· 
Ce qui donne 11 ~4uations a 11 inoonnues. 

712 i23 - i24 - 0 
i23 + -i34 -i35 = 0 

i24 + i34 - i45 - 0 
i35 + i45 - iss - 0 

14i12 + V2 0 
2i23 ½+ Va - 0 

6i24 -½ + V. = 0 
O.li34 -V3+V4 = 0 

7i35 -½ + Vs 0 
15i45 V.+Vs = 0 

5ili6 -Vs - 0 



Exemples d'application des syst~mes lineaires : 19 

Exemple 19 Une poutre supportant des charyes est composee entierement de trian­
gles 
Dans cet exepmle, il y a 6 joints ( a

1 
b, c, d, e.i f) e.f. 9 m,t:m,hres. On cherche la force 

agissant en chaque joint dans le plan xy. Les forces agissant sur la poutre sont com me 
dans la figure. 

F1 
45" F3 

F5 

• 
F2 C F6 

De la loi de conservation des forces: Les sommes de toutes les forces agissant hori­
zontalement et verticalement sur les joints sont nulles, on dtduit les 9 equations 

sur b horizontalement cos 45° F1 - F2 - cos 30° F5 0 
sur b verticalement sin45° F1 + F3 + sin30° Fs -1000 

sur c horizontalement F2 F6 = 0 
sur c verticalement - F3 0 

sur d horizontalement F4 - sin45° F9 - 0 
sur d verticalement F7 + cos 45° F9 0 
sur e horizontalement cos30° F 5 + F6 - Fa 0 

sur e verticalement sin 30° F5 + F1 500 

sur f horizontalement Fa + cos 45° F9 0. 

3.1.1 Notations matricielles 

Une matrice A a n lignes et m colonnes est appelee matrice n x m, elle est notee 

A= 

L'ensemble des matrices n x m est note M (n, m). Quand on veut preciser qu'elle est 
a coefficients reels (resp. complexes), on la note MIR (n, m) (resp. Mc (n, m)). 

Remarque 20 Quand n = m, on dit que A est une matrice carree d'ordre n. 
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Operations elementaires 

Addition et soustraction: Soient A= (a;1) ISiSn et B = (b,j) lSiSn , alors 
1'.Sj$m 1'.;5j$m 

C =A+ B = (c,j)i'.;SiSn avec C;j = a;i + b,j• 
1$J'.5m 

Multiplication : Soient A= (a,j) 1s;sn et B = (b;j)i<;i<;m, alors 
1:$j$m 1$j~r 

C = AB= (c;j),Si<;n 
1:$j~r 

La relation generale de A:r = b est 

nb de colonues 

bi = L aikxk, 

k=l 

3.1. 2 Quelques matrices particulieres 

m 

avec C;j = L a,kbkj· 
k=l 

avec c.; = >.a,;. 

i = 1, ... , nb de lignes. 

Definition 21 Une matrice A = (a,ihSiSn est triangulaire superieure si aii = 0 
ISj:Sn 

pour tout i > j. 

Elle est triangulaire inferieure si a;; = 0 pour tout i < j. 

Elle est diagonale si a,; = 0 pour tout i # j. 

A= ( a~1 0 ~ ) . 

0 0 ann 

Une matrice diagonale e.st aussi notee A= diag (a;,),=,, ... ,n. 

Definition 22 Une matrice de permutation P est la ma.trice dans laquelle on permute 
des lignes. 
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Definition 23 La matrice Identite est donn~ par 

l
/ ~ .: 

P= 

() ... 0 

3.1. 3 Systeme lineaire 

Un systeme lineaire de n equations a n inconnues s'ecrit 

a11X1 + a12X2 + + ll1nXn b, 

ll21X1 + ll22X2 + + ll2nXfi b2 

lln1X1 + lln2X2 + + llnnXn b" 

que nous pouvons ecrire sous forme matricielle 

Ax= b 

OU 
X = (x;),95n. et b = (b;),-,;-,n . . 

Exemple 24 

est equivalent au systeme 

{ 3x1 + 2x2 + 4X3 14 
x, 2x2 -7 

-x, + 3x2 + 2x3 2. 

3.2 Methode d'elimination 

3.2.1 Generalites 
Les systemes a resoudre sont de la forme Ax = b ou A est une matrice carree d'ordre 
n, x est le vecteur a chercher et b est un vecteur donne. 

Definition 25 On appelle methode directe de resolution numenque d'un systeme 
lineaire, une methode permettant d'evaluer la solution en un nombre fini d'operations 
elementaires (+, -, :, *), en effectuant des transformations sur le systeme de depart. 
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Exemple 26 Methode de Cromer: Si A= (a;;)i,s;,sn. Pour trouver la solution x du 
l:S:J:Sn 

systeme lineaire A:i: = b, on calcule n + 1 detenninants et on a 

detA; 
x-- ---

1 - detA oit 
(A;);.= a;k si k -f j 
(A;);;= b; 

Remarque 27 C'est une methode 
necessite c:: n [ ( n + 1) !] operations 
406.868.000 operations. 

qu 'on n'utilise jamais dans la pratique car elle 
elementaires. Pour n = 10, on a besoin de 

3.2.2 Methode de resolution directe des systemes triangulaires : 

Supposons qu'on veut resoudre le systeme triangulaire superieur suivant 

5x1 + 3x2 - 2x3 -3 
6X2 + X3 -1 

2x3 10 

De la derniere equation on calcule x3 qu'on met dans la deuxieme equation. Ce qui 
nous pern1et de calculer x2• En mettant x 2 et x3 dans la premiere equation, on obtient 
x,. De maniere generale, Si A = (a,;) 1,s;,sn une matrice triangulaire superieure telle 

1$j$;n 

que a;; -f O 'ti= 1, ... , n. On a 

n 

Ax= b {c} L a;;x; = b; 
j=l 

Or, a;; = 0 pour i > j. Done 

Pour i = n, on obtient 

n 

Ax= b{c} La;;x; = b; 
j=i 

i = 1, ... , n. 

i = 1, ... ,n. 

. d bn ce qui onne Xn = -. 
ann 

Pour i = n - 1, on obtient 

xn etant deja calcule, on a 

Xn-1 = 
an-ln-1 

(3.1) 
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Ainsi de suite, on calcule Jes composa.ntes de x dans l'ordre decroissant des indices 
c-a-d de Xn a X1 par C€ qui suit : 
Supposons qu'on a calcule x 11 ,xn~1, ... ,;1:p-~-l- De la fonnule (3.1), on a pour i = p, 

n 

LapjXj = Op­

i=P 

En isolant le terme d 'indice p dans la somma.tion, on obtieut 

D'ou 

Algorithme : 
bn 

Xn = ---~ 
a,m 

Pour p = n l, ... , 1 
n 

bp - L UpjXj 
i=p+l 

aw 

" 
a,,,,xp + L UpjXj bP. 

Xp = 

j=p+l 

n 

bP- I; apJXJ 
j=p+l 

Exercise 28 Ecrire l'algorithme de resolution de Ax= b dans le cas ou A est tr-ian­
gulaire inferieure. 

3.2.3 Methode d'elimination de Gauss 

Cette methode consiste il. transformer le systeme a resoudre ii. un systeme tria.ngulaire 
superieur. Considerons l'exemple suiva.nt 

4x1-2x2+x3 15 
-3X1 - X2 + 4X3 8 

X1 - X2 + 3X3 - 13 

L'ecriture matricielle est 

On travaille avec la matrice augmentee 

( ~' 
-2 1 ':) A/b -1 4 

-1 3 13 
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Dans la premiere etape d'eliminatian de Gauss, on pose A(1l = A et b(1l = b et on 
elimine Jes coelli cients sous diagonaux de la premiere colonne 

(3/4)11+12 
- (1/4) I,+ /3 - ( 

4 -2 1 

0 -2.5 4.75 

0 -0.5 2.75 

15 l 19.25 

9.25 

En fait, a1i reste intact pour j = 1, 2, 3, a;1 = 0 pour i = 2, 3 et a;; devient a;;-··· "'1 
a1; 

a11 
pour i, j 2 et 3 . Ceci donne une nouvelle matrice qu'on note Ai2l et un nouveau 
second membre b(2l. Ensuite, on elimine Jes coeili cients sous diagonaux de la deuxierne 
colonne 

- (-0.5/ - 2.5) 12 + la ---, ( 

4 -2 1 

0 -2.5 4.75 

0 0 1.80 

15 l 19.25 

5.40 

Ce qui donne le systeme A(3lx = b(3) de ma.trice triangulaire superieure. 

Definition 29 On appelle pivot /'element afk de la c.olonne pour laquelle on veut 
faire apparaitre des zeros sous la diagonale. 

Remarque 30 Le pivot peut etre nul. Dans ce cas, on devra permuter deux lignes 
pour echanger le pivot cnntre un autre non nul. 

Algorithme de Gauss sans permutations 
Debut 

Pour k = 1 a n - 1 faire 
Pour i = k + 1 a n faire 

Pour j = k + 1 a n 
au; 

aiJ = aij - -akj 
akk 

Fin pour j 
b; = b, - ili',_bk 

akk 
Fin pour i 

Fin pour k; 
Pour calculer la solution par substitution par retour 

bn 
Xn = 

a,m 
Pour i = n - l a 1 

X; = b, 
Pour j = i + l a n 

Xi = Xt - °'1jXj 
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Fin pour j 
x, 

Xi= 
!lii 

Fin pour i. 
Fin 

Methode de Gaus avec stratllgie de pivot partiel 

25 

Si a une etape k le pivot est uni, afin d'eviter une division par 0, il est nkessaire de 
permuter la ligne du pivot avec l'une des suivantes. De maniere generale, on permute 
avec la ligne qni contient le plus grand pivot en valeur absolue. 

Algorithme de Gauss avec strategie de pivot partiel 
A l'algorithme precedent, on rajoute deux parties, une correspondant ii. la 

recherche du pivot et la deuxieme a la permutation des deux lignes. 
Debut 

Pour k = l a n - I faire 
Recherche du maximum (nouveau pivot) 
max lakkl 
l =k 
Pour i = k + I ii. n faire 
Si max < la.k I alors 

max=aik 
l=i 

Fin de Si 
Fin pour i 
Permutation de la k'"" ligne et de la 1•me ligne 
Pour j = k a n faire 

max= U.k 

a= a1; 

a1; = aki 
akj = a 

Fin pour j 
a=h 
bk= b1 

b1 = a 

Remarque 31 Lorsqu'on effectue la methode de Gauss sans sfmtegie de pivot, cela 
revient matriciellement a chaque etape k de multiplier la matrice A(k) par une matrice 
Af(k) 
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ou 
1 0 1 

M(k) = 0 1 0 aik 
avec l;k = -·-. 

-lk+lk ak, 
(3.2) 

0 0 1 

On a finalement 

A(») = M(»-l) J,,f("-2),,. },J(k) ... M(l) A= J.f A (3.3) 

3.2.4 Me.thode de Gauss Jordan 

Elle revient a chercher une matrice J.,f tel que .MA soit diagonale. On !'utilise pour 
le calcul de !'inverse d 'une matrice. 

Exemple 32 Calcul de I 'inverse de la matrice 

On augmente la matrice par la matrice identiU 

( 

2 -1 0 
-1 2 -1 
0 -1 2 

~ ~ ~). 
0 0 1 

A chaque etape, on ramene le pivot a 1 et on procede comme dans Gauss mais en 
eliminant aussi les elements surdiagona11.x. 
Etape 1: 

(; 
1 

0 
1 

0 

n 
--
i 

-1 
f 

1 
2 2 

-1 2 0 0 

Etape 2: 

1 0 
1 2 1 

0 
1 r 1 

0 1 
i r 1 

0 

0 0 1 .. 
3 3 3 
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Etape 3: 
3 1 1 \ ·- -

1 0 A t " u ~ 

u 0 1 0 1 
0 0 1 f 1 

4 2 

La matrice inverse est 
3 1 1 

-

t 2 i A-'= 1 r I ~ 
- -
4 2 4 

3.3 Factorisation LU 

Chaque matrice M(k) donnee par (3.2) est inversible. Sa matrice inverse est donnee 
par 

I 0 1 

0 1 0 

0 0 1 

Done la matrice M de (3.3) est inversible et on a 

A= :u-1 A(nJ = LU. 

U est la matrice trlangulaire de la derniere etape de Gauss et 

I 0 1 
{l) 

a2, 

w 
all 

1 0 

L= 
(k) 

aHlk 
a(k) 

kk 

a(I) {k) (n-1) 
nl ank ann-1 1 w a(k) - (n-1) 

a11 kk a;.,, 
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3.4 Methode de Cholesky 

Cette methode est pa.rticulierement arlaptee aux matrices definies positives. 

Definition 33 Une matrice A E Mn (JR) est symetr-ique definie positive si 'A A et 
1. 1x,4x > 0 Vx E Rn et 
2. 'xAx > 0 0 <;=} x = 0. 

Proposition 34 (Decomposition de Cholesky) Soit A E M,. (llli.) une matrice symetr-ique 
definie positive. A/ors, il existe une unique matrice B triangulaire inferieure d'elements 
diagonau:x tow positifs telle que A= BBT. 

La resolution du systeme Ax = b revient a resoudre Jes systemes A matrices 
triangulaires inferieure et superieure By = b et BT x = y. 

Trouver, par la methode de Cholesky, la solution du systeme A ma.trice symetrique 
defu1ie positive Au = b oil 

( _! 
1 -~) ( ! ) · A= 4 et b 
2 

Posons 
0 

B= l>.i1 ( b11 bz., 
b:) ba, ba2 

oil b;; > 0, 1 :C: i :C: 3, et cherchons Jes vecteurs colonnes de B. L'egalite A = BET 
implique 

Ce qui donne 

bf1 = 3, 
b~I + b~2 = 4, 
bi1 + bl2 + b53 

bn=A 

b22 = ✓4-bfi' If, 

4. 

b33 = j4 - ~1 - ~2 = /it[. 

/J..,1b11 = 1, b31b11 = -1, 
ba1 l>.i1 + b32/J..i2 = -1, 

b21 = 1/bu = ./3' b:i1 = -l/b11 

ba2 = (-l -ba1b2i)/bz., = *3, 

D'oil lama.trice B. L'applicatiou de la methode de descente a By bet de la methode 
de remontee a BT x y donnent respectivement 
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3.4.1 Algorithme de la methode de Cholesky 

Le calcul des elements d'une matrice triangulaire inferieure B telle que A = BET 
s'obtient par identification des elements de A et de BET. Eu effet, si nous posons 

( 

bn 

b21 
A= (a,j) et B = : 

bn, 

alors 
n min(iJ) 

0 

b22 j.) 
a,; = I:; b;,.b;i- = I:; b,kbjk, car b,1 = 0, i < j. 

k=1 k=l 

Ainsi, 
a;i = b,1b11, 1 Si Sn. 

Comme Jes elements diagonaux de B sont strictement positifs, on a 

b11 = y'au et bu= a;i/,/ii.11, 2 $ i Sn. 

Pour j 2:: 2, on a 

Algorithme de Cholesky 
Pour j = 1 an 

Pour i = .i il. n 

[

Pourk=la.i 1 
Ctij = aij - aik * Ujk 

Fin sur k 
Si i = j alors a,J = ,I¾ 
Si i i j alors a,j = a,j 

a11 
Fin du test 

Fin sur i 
Fin sur j 

Le tableau recupere A ( n, n) correspond a une matrice dont la partie triangu­
laire inferieure contient Jes elements de B. 

3.5 lMethodes iteratives 

3.5.1 Generalit&i 

Soit A une matrice inversible. On appelle methode iterative de resolution de Ax = b 
toute methode de construction d'une suite (xm)meN telle que Xm ~ x solution de 
Ax=b. 



30 Re5olution des syst~me.s lineaires 

3. 5. 2 M ethodes iteratives de type affi ne 

{ 
x0 donne 
Xm+l = Xm + Af (b - Aa,·m) 

,H est inversible, elle ne varie pas au cours des iterations. 
Nous enorn;ons ci-dessous une definition qui assure la convergence des meth­

odes itera.tives avec n'importe quel point initial. 

Definition 35 Une matrice A = (a;;)1<, ·<n est a diagonale strictement dominante - .:,_ 
si 

n 

la;;! > I: la.j I , 
j;/i.j=l 

Proposition 36 Sous la, condition que A est a diagonale strictement dominante, les 
methodes iteratives que nous verrons dans la suite convergent. 

3.5.3 Methodes iteratives associees a une decomposition de A 

Definition 37 On appelle decomposition de A tout decoupage de A en deux matrices 
M et N tel que A M - N oil. M est inversible. 

La methode iterative de type a.Iii ne associee a A s'ecrit 

{ 
xo donne 
Xm+l = Xm + M-l (b - Axm). 

En effet, 
Ax 

$} (Af 
$> Mx 
$> X 

N)x 
-
= 
= 
= 
= 
= 
-

b 
b 
b+Nx 
M-1b+Ji1-1Nx 
M-1b+ M-1 (Af -A)x 
M-1b + x - Af-1 Ax 
x+J..1- 1 (b-Ax) 

Definition 38 On appelle matrice d 'iteration et note B la matrice definie par 

Dans la suite, on note 
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( ~. 0 

E= 

a,,, l!nn-I 

On a 
A=D-E-F. 

Methode de JACOBI 

Exemple 39 Considerons le systeme lineafre 

6x1 -2x2 + X3 

x, +2x2 -5xa 
-2x1 + 7x2 + 2x3 

···-

-

31 

11 
-1 
5, 

On reorganise les e.quations de telle sorte a avoir une matrice a diagonale strictement 
dominante. 

6x1 - 2x2 + X3 11 

-2x1 + 7x2 + 2x3 - 5 
XJ +2x2 5X3 - -1. 

Des trois e,quations, on obtient 

X1 - Y: J:t ~ J:: X2 - l l l 
X3 = 5 + 5XJ + 5xz. 

On part d'une valeur iniale (xt xg, xg) qu'on met dans les e.quations pre.cedentes, on 
obtient ( x;, xt xD et ainsi de suite, on obtient un schema de la forme 

x;,n+1 - 11 + gxr - 'xll' 
x;n+1 f + f x"' _ fx"' 

1 1 1 l a 
xm+l = 1+1 m+ m 

3 5 5X1 5X2 · 

On s 'arrete lorsque la difference entre deux vecteurs successifs est inferieure ou t.gale 
a une tolerance E:. Pour notre exemple, en demarant de x 0 = (0, 0, 0), on obtient 

1 ereiteratiom 2ereiferafiom I ... 9ereiteratiom : 
I 

1.833 2,038 2,000 ' X1 ,, . I 

Xz 0.714 1.181 . " ; 1.000 i 
i X3 . 0,200 0.852 ... 

i 1.000 i 

La solution exacte est (2, 1, 1). 
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Dans la methode de Jacobi, on prend lt1 = D et N = E + F 
Le schema iteratif de la methode est 

Du schema iteratif, on tire 

D'oii l'algorithme suivant : 
Algorithme : 

x0 donne et N donne 
Pour m = 1, ... ,N 

Pour i l, ... ,n 

(Xm+1), = ~ [b; 
llii 

On calcule successivement Jes composantes de Xm+1 jusqu'a ce que la norme de. la 
difference de deux vecteurs successifs soit inferieure a un c donne ou lorsque m = N. 

Methode de Gauss-Seidel 

Exemple 40 On reprend le m/fme exemp!e que pour la methode de Jacobi. Les 
valeurs sont calcul<!es par le schema suivant : 

La methode ainsi est plus ropide comme on le voit sur le tableau suivant : 

I 1 ereiteratiom 2er•iteratiom , · · · I 5ereiteratiom 
i X1 1.833 2.069 i ... i 2.000 
l X2 1.238 1.002 i ... i 1.000 

I xa 1062 1.015 i · · · I 1.000 
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Dans la methode de Gauss Seidel, on prend /if = D - E et N = F 
Le schema iteratif de la methode est 

{ 

.LQ donne 
Tm+l =Tm+ (D-E)-I (b-Axm)-

Du schema iteratif, on tire 

Xm+l 

(D - E) •'m+l 

D'oil. 

Done, 

Tm+ (D - E)-I (b - ATm) 
(D - E) Tm+ (b - ATm) 
(D-E)Tm+ (b- ((D-E)-F)Tm) 
(D- E) Tm+ b- (D - E) Xm + Fxm 
b + Fxm 

j<i j>i 

D'oil. l'algorithme suivant : 
Algorithme : 

x0 donne et N donne 
Pour m = 1, ... ,N 

Pour i = l, ... ,m 

(Xm+1); = ~ [b; - I:_ a;; (:rm+1l; - I: a,; (:rm);] . 
Un J<t J>t 

33 

On calcule successivement !es composantes de Xm+I jusqu'a. ce que la norme de la 
difference de deux vecteurs successifs soit inferieure a un £ donne ou lorsque m = N. 

Remarque 41 Si A est une matrice definie positive alors la methode de Gauss_ Seidel 
converge. 

Methode de relaxation 
1 1-w 

On prend M = -D- E et N = --D + F avec w constante non nulle (constante 
w w 

de relaxation). 

Remarque 42 Avec w = 1 on retrouve la methode de Gauss-Seidel. 
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Le schema iteratif de la methode est 

{ 

x0 donne 

Xm+I = Xm+ (~D-E )-I (b-Axm)-

Du schema iteratif, on tire 

Xm+l 

D'ou 

Done, 

D'ou l'algorithme suivant : 
Algorithme : 

x0 donne et m donne 
Pour m = 1, ... , N 

Pour i = 11 ••• ,n 

( 
1 )-I 

Xm + -z:;D - E (b - Axm) 

( ~ D - E) Xm + b + ( - D + E + F) x,,, 

wb+ (D-wE-wD+wE+wF)xm 
= wb+((l-w)D+wF)xm 

wb +wExm+l + ((1 - w) D +wF) Xm 
(1 - w) Xm + wD- 1 (b + Exm+I + Fxm) 

(Xm+1); = (1 - w) (xm); + ~ [b; - I:; a;; (xm+1l; - I:; a;; (xm);] . 
aii i<i i>i 

Les matrices d 'iterations de 

Jacobi LJ = D-1 (E + F) 
Gauss - Seidel L,_ = (D - E)- 1 F 

( 1 )-l (1 -w ) Re laxatiom Lw = -z:; D - E ----::;- D + F . 
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Chapitre 4 

INTERPOLATIONS 

Soit f une fonction sur [a. b] dont on com1ait seulement Jes n+ 1 valeurs Yo, Y1, Y2, ... , y,, 
aux points distincts x 0, x1, x2 , ... ,. Xn- On interpole f aux points xi veut dire qu'on 
cherche un polyn6me P de degre n + 1 tel que P (x;) = Yi, pour i = 0, ... , n. 

Theoreme 43 fl e.xiste un polyn6me Pn unique de degre :S n tel qu.e P (xi) = Yi, pour 
i = o, ... ,n. 

Proof. Soit Pn = a0 + a1x + ... + anx". 

P (x,) = y,, pour i = 0, ... ,nest equivalent a 

Le probleme est de chercher a0 , a1, ... , an. 
Or, le determinant du systeme est 

1 Xo x2 
0 

x2 
n 

1 X1 x2 x2 
= IT (x; - x 1) ,f 0. 6. = 

1 n 

x2 x2 
i>j 

1 Xn n n 

Done, le systeme (S) admet une solution unique. ■ 

4.1 Construction de Pn 

4.1.1 Resolution de (S) 

Methode ra.rement utilisee dans la pratique. 
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.4-1.2 Interpolation de Lagrange 

Lei'"" polynOme de Lagrange i = 0, 1, ... , n est 

L; (x) = 
(x; - xo) ... (x; 

(x - xo) ... (.1: 

" Il
x-x· 

x·-;· j#-1 i j 

j=O 

On a d0 L; = n; L; (.1:,) 1; L, (c:cj) 0 si j j i. 
Le polyn6me P,, est donne par la formule 

II est facile de voir que 

n 

P,,(x) LYiLi(x). 
i=O 

Yk, k = 0, ... , n 
n. 

4.2 Approximation au sens des moindres carrees 

.4, 2.1 Introduction 

Interpolations 

En general, !es experiences fournissent une suite de valeurs Yi en des points x,, i = 
1, ... , n. La disposition de ces points donne une idee sur la fonction f telle que f (xi) = 
Yi, i = 1, ... , n. Par exemple lorsque Jes points sont presqne alignes, la fonction f est 
une droite qu'on peut ecrire f (x) =ax+ b. 

Remarque 44 La fonction f peut ~tre choisie sous diiferentes formes. Par exemple 

f (x) 
a1x + b1 

-
x+c1 

f (x) ao + a1x + ... + anxn 

f (x) = .,, +b i,,x t a1e 1e ... e c. 

La methode des moindres carrees co11Siste a chercher Jes constantes a, et b; 
telles qne 

n 

I: r1 ex,) -y.J2 
i=l 

soit minimum. 
Nous nous bornerons dans ce corns au ca.s d'approximation par une droite et 

par m1 polyn6me. 
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4.2.2 Droite aux moindres carrees 
Theoreme 45 Soit une suite (x,, y,), i = l, ... , n ou les x; sont tous distincts. fl 
exisie une droite unique rfulisant la 1neille·ure apprvx-inwtion de ees points au sens 
des moindres carrees. 

Proof. On cherche ii et b telles que la quantite 

1 n 

h (a, b) = 2 L (ax;+ b - y,)2 
i=l 

soit minimum. 
Si ii et b existent alors 

8h ( -) 8h ( -) 
Ba ii, b = Bb ii, b = 0. 

Ce qui donne !es deux equations 

n 

a I; x; + nb 
i=l 

n n 

a I; x; + b I; X; 
i=l i=l 

n 

= I;y; 
i=l 
n 

I; X;Y; 
1=1 

(4.1) 

Lorsque !es x; sont tous distincts, (4.1) admet une solution unique (ii, b). Pour 
s'assurer que ( ii, b) est un minimum, on fait le developpement de Taylor a l'ordre 2 
au voisinage de ( ii, b) . On obtient 

h (ii+ a, b + /3) = h (ii, b) + ~ ( o:
2 t, x; + 2af3 t, x; + f3

2
n) . 

Le deuxieme terme du second membre est toujours positif. Ce qui donne le resultat. 

■ 

4.2.3 Polynomes aux moindres carrees 
Theoreme 46 Soit une suite (x;, y,), i = 1, ... , n oil les x, sont tous distincts. fl 
existe un polyntime unique iio + ii1 x + ... + iipxP, p < n realisant la meilleure approxi­
mation de ces points au sens des moindres carr~s- C'est a dire que a = (iio, ii,, ... , iip) 
rend minimum la fonction 

n 

h (a)= L (a0 + a1x; + ... + apx; - y,)2. 
i=l 



Chapitre 5 

NOTIONS D'INTEGRATION NUMERJQUE 

5.1 Introduction 

Pour ses calculs en physique et en astronomie, Newton est le premier a utiliser 
des formules de quadrature, suivi parses successeurs anglais (Cotes 1711, Simpson 
1743). Euler, dans son gigantesque traite (Inst. Calculi Integralis 1768, 1769, 1770, 
Opera XI-Xiii), met toute son ingeniosite a rechercher des primitives analytiques. 

ex 
Cependant, de nombreuses integrales restent encore non resolues (exemples f -dx 

l x 
et f -dx), de nombreux calculs en astronomie (perturbations des or bites plane-

ln x 
ta.ires) contraignent Gauss (1814) a intensifier la theorie des formules de quadrature. 
Les programmes qui ont tourne sur Jes premiers ordinateurs furent en grande partie 
Jes calculs d'integrales: ces problemes sont Jes plus fa.dies a programmer. 

Probleme : Etant donne une fonction continue f sur un intervalle borne 
[a, b), on cherche a calculer l'integrale 

I(!)= lb f(x)dx. 

La primitive F de f est en general inconnue car f n'est connue qu'en un certain 
nombre de points x, E [a, b] , i = 0, ... , n ou bien f est connue, ma.is son expression 
est trop compliquee. 

5.2 Methodes classiques 

Soit f la. fonction continue a integrer sur l'intervalle [a, bl, connue seulement aux 
points a = x 0 < x 1 < ... < Xn = b. On considere Pn le polynbme d'interpolation de 
Lagrange de la fonction f aux points (x,) 

n 

Pn(x)= Lf(x;)L,(x), 
i=O 

oil L; (x), i = 0, l, ... , n sont Jes plynbmes de Lagrange. On integre Pn (x) sur [a, b) 
pour obtenir une valeur approchee de J (!) donnee par 

In+l (!)=lb Pn (x) dx = i= a;f (x;), 
a i=D 
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avec 

a;= 1b L; (x) dx. 

5. 2.1 Fo,mule des trapezes 
Pour n = l,on pose x0 = a, x, = bet h = b - a. Le polyn6me d'interpolation de 
Lagrange s'ecrit 

X - X1 X-Xo 
P, (x) = --·~ -J (xo) + --f (x,). 

xo - x, x, - xo 

La valeur approchee de l'integrale de f est 

I2 (f) = Jx' [ x - Xi J (xo) + x - Xo f (xi)] dx 
:t:o Xo X1 X1 - Xo 

h [ . = 2 f (xo) + f (xi)J. 

On obtient. done: 

Formule des trapezes. 

En ntilisant cette formule sur chaque intervalle [xj, X;+i] , j = 0, 1, ... , n-1, on obtient 

1b h [ n-1 l 
a f(x)dx:""2 f(a)+2~j(xj)+f(b) , Formule des trapezes generalisee. 

Exemple 4 7 La valeur exacte de J: ~ est 2. Par la formule des trapezes, on obtient 

Ir=: ( 5i + 74) = 225. 

Avec n = 4, on ah= 1;x0 = l;x1 = 2;x0 = 3;x0 = 4. Laformule des trapezes 
generalisee donne 

Pour n = 2, on pose x0 = a, x 2 = b, x1 = a + h et h 
d'interpolation de Lagrange s'ecrit 

b-a - 2 -. Le polyn6me 
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et 

lb f (x) dx c::, 1:2 

P, (x) dx. 

Calculons le premier terme de l'integrale de P, ( x) . On a 

1x2 (x - x,) (x - x2) (1a+2h ) f (:z;o) 
( )( )

f(x 0 )dx= (x-(a+h))(x-(a+2h))dx ~h2 ··• 
xo Xo - X1 Xo - X2 a 2 

On pose t = x - (a+ h). Done, 

1x2 (x - x,) (x - x2) f (xo) dx 
, 0 (xo - .1:,) (xo - x2) 

Apres calcul des deux autres membres, on obtient 

l
b h 

f (x) dx c:,,- [f (xo) + 4f (x,) + J (x2)], 
a 3 

Formule de Simpson. 

En utilisant cette formule pour a = x0 < x, < ... < Xn = b, on obtient 

h 
3 

[J (xo) + 4f (xi)+ 2j (x2) + 4f (x3) + ... + 2j (xn-2) + 4f (Xn-1) + f (xn)], 

Formule de Simpson generalisee. 

Remarque 48 Il faut un nombre impair de points pour pouvoir utiliser la methode 
de Simpson genemlisee, ce qui correspond a n pair. 

Exemple 49 On reprend le meme exemple. Par la formule de Simpson, on a x0 = 
5 3 

l;x, = 2;x2 = 4 et h = 2. On obtient 

3 ( 1 1 1 ) ls= 6 v'I + 4 y'5j2 + v'4 = 2.12. 

1 
Avec n = 6, on ah= fx 0 = l;x1 = 3/2;x2 = 2;x3 = 5/2;x4 = 3;x5 = 7/2 et 

x6 = 4. La formule de Simpson generalisee donne 

ls= 2.000468. 
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Erreur de la methode 

Definition 50 On appelle erreur eh la difj erene,e entre la valeur exacte I (f) et la 
valeur approchee notee Iapp 

l. Cas de la formule des trapezes : Si .f est de classe C 2 [a, b] , alors 

eh= -~;J"(0)(b- a), 0 E ]a, b[. 

Si on pose k = t,. (b- a) nax If" (x)I, ii est clair que 
xE[a,b) 

On dit alors que la methode est d'ordre 2. 

2. Cas de la formule de Simpson : Si f est de classe C 4 [a, b] , alors 

0 E ]a,b[. 

Si on pose k = 
1
~ (b- a) nax IJ(4

) (x)I, ii est clair que 
xE[a,b] 

La methode est d'ordre 4. 

5.3 Formules de quadrature de Gauss 

j
b n 

L'expression analytique def etant donnee, on approche f (x) dx par Lad (x;) 
a i=O 

en cherchant Jes coeffi dents poids a, et Jes abscisses x;, i = 0, ... , n. 

On commence par le cas simple de !'approximation de 1:f(x)dx par une 

formule a deux termes contenant quatre pararnetres inconnus a, b, x,, x2 , on ecrit 

1: f (x) dx = af (x,) + bf (x2). 

Cette formule est valable pour tout polynome de degre 3. Done, elle est vraie en 
particulier pour f (x) = x 3, f (x) = x2, f (x) = x et f (x) = l. Calculons l'integrale 



Formules de quadJ·ature de Gauss 43 

pour ces quatre fonctions : 

= 0 ,af + bx~ 

= 2 = axf +bx~ 3 

0 = ax1 + bx2 

2 =a+b 

Multiplions la troisieme equation par xr ct soustrayons la de la premiere equation, 
on obtient 

0 = 0 + b [x~ - x2xi] = bx2 (x2 - x1)(x2 + x1). 

Cette equation est satisfaite si b = 0, x2 = 0, x 1 = x 2 ou x 2 = -x1. Les trois premiers 
choix sont a exclure car ils reduisent notre fonnule de qua.drat ure a un seul terme. 
On prend alors x 1 -x2 • Ce qui donne 

a=b 1 

Xz = -X1 = Ji 0.5773 

Finalement, on obtient 

1: f (x) dx = f (-0.5773) + f (0.5773). 

Exercise 51 Trouver les six parametres de !'approximation par quadrature de Gauss 

a 3 te:rmes de 1> (x) dx. 

Nous donnons ci-dessous, la table des paramehes de la quadrature de Gauss 
jusqu'a quatre termes 

Nombre de termes Valeurs de x; poids a, 

2 
0.57735027 1.0 
0.57735027 1.0 
0.77459667 0.55555555 

3 0 0.88888889 
0.77459667 0.55555555 
0.86113631 0.34785485 

4 
0.33998104 0.65214515 
0.33998104 0.65214515 

i 0.86113631 0.34785485 
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Supposons que Jes bornes d'integration sont a et b. Pour pouvoir utiliser la ta­
ble de quadrature de Gauss, on doit faire un changement de variables afin de ramener 
!cs borncs d 'integration a -1 et 1. On pose 

(b-a)t+b+a b-a 
x = 

2 
ce qui donne dx = -

2
-dt. 

Done, 

f"f (x) dx = b_::- a11 f ((b- a)t + b+ a) dt . 
.I. 2 -1 2 

De maniere generale, la quadrature de Gauss peut l'!tre etendue a plus de deux 
termes. 

Definition 52 Une formule de quadrature a n termes est donnee par 

ou les valeurs Xi et les poids a:i , i = 1, 2, ... , n sont a calculer. 

En exprimant que la fonnule de quadrature de Gauss est vraie pour tout 
polynome de degre inferieur ou egal a 2n l, on obtient un systeme de 2n equations 
a 2n inconnues : 

pour k impair 
pour k pair. 

La resolution de ce systeme n'est pas facile. 

5.4 MEithodes numeriques pour la resolution des equations differentielles 

5.4- 1 Introduction 

A pres avoir presente le cadre thoorique, nous donnerons, dans ce chapitre, !es bases de 
la construction des schemas numeriques pour la resolution d'equations differentielles 
d'ordre l. 

5.1,.2 Probleme de Cauchy 

Soit U un ouvert de JR xJR» et f: U -" JR» une application continue. Soit (x0 , Yo) E U. 
On cherche un intervalle ouvert I de JR contenant x 0 tel qu'il existe y E 

C 1(I, JR") verifiant: 

1. y'(x) = f(x, y(x)) V(x, y(x)) E U, x E J, 

2. y(xo) = Yo 
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Ce probleme est appele probleme aux conditions initiales ou Probleme de 
Cauchy .. 

Remarque 53 Les methodes utili.sees donneront des solutions approximatiues. La 
difference entre les methodes rtside en l'erreur commise. 

Avant de demarer la resolution numerique d'un equation differentielle, ii faut 
s'assurer de !'existence et de l'unicite de la solution. Pour cela, on enonce le theoreme 
suivant: 

On suppose que f est continue par rapport a ses deux variables, elle est 
lipschitzienne en y uniformement par rapport a x,ce qui veut dire qu'il existe L > 0 
tel que 

llf (x, y) - f (x, Y)II ::=: L IIY - illl 1/x E J, Vy, y E Rn. 

Alors le probleme de Cauchy admet U11e solution rmique. 

Remarque 54 L s 'appelle la constante de Lipschitz. Si f admet une derivee partielle 
par rapport a y bornee, alors f est lipschitzienne. 

Principe : On pose le probleme 

y'(x) = J(x, y), 
y(a) = Yo-

x E [a,b] (5.1) 

On considere rme suite de points equidistants de [a, b], Xn = a+nh, n E {O, 1, ... , n} ,ou 
h = (b - a) /nest le pas de discretisation. On chercbe alors a approcber y (xi), y (x2), ..• , y (xn). 
Les valeurs approcbees seront notees respectivement y1 , Y2, ... , Yn· 

5.5 Methode de Taylor 

On suppose qu'il ya existence et unicite de la solution du probleme (5.1) . On fa.it 
rm developpement de Taylor de y au point x0 : 

y(x) = y(xo) + (x - xo)Y'(xo) + ~(x - xoJ2Y" (xo) + .... (5.2) 

BJ BJ 
On pose J = J(xo, Yo), fx = ox (xo, Yo), fy = By (xo, Yo)), alors 

y" = J' = fx + fyf 

{ 

y' = f 

~'.''..~ J" = fxx + 2fxyf + fyyj2 + fxfy + J;f 

Ce qui donne 



46 Notions d 'integration nwnfaique 

y(x) = Yo+(x-xo)f+~(.r,-.r,o) 2 (fx+ fyf)+~ (x-xo) 3 Uxx+2f,yf + fyyf 2+ f,fy+f;f)+ .... 

En posant 
x- x0 = h 

et 

h hk-I 
Tk(x, y) = f(x, y) + -/'(x, y) + .... + ~

1 
1•-1(x, y), k: = 1, 2, .... (5.3) 

2. k:. 

Pour trouver une approximation de la solution de !'equation differentielle (5.1), on 
utilise I' algorithme suivant : 

b-a 
1. On choisit un pas h = -~-. On pose Xn =a+ nh, n = 0, l, ..... , n 

n 

2. On calcule Jes valeurs approchees Yn de y(xn) par la relation de recurrence 

Yn+I = Yn + hT.(xn, Yn) n = 0, l, ... , n - 1 

ou Tk(x, y) est donne par (5.3). 

Remarque 55 Get algorithme est dit d'ordre k: 

Les algorithmes qui, pour trouver une approximation Yn+I de y( Xn+I), utilisent 
juste !'information sur y et y' aux points precedents Xn sont appeles des algorithmes 
a un pas. 

Exercise 56 Montrer que l'erreur CDmmise en passant den an+ l est donnee par 

hk+I 
y(Xn+1) - Yn+I = y(xn) -y. + (k: + l)!l+l((), 

La quantite E = 
hk+I 

(k: + l)!yk+1
(() est appelee l'erreur locale de la methode. 

5.6 Methode d'Euler 

On appelle methode d 'Euler la methode ci dessus avec k = l. 

Yn+I Yn + hj(Xn, Yn) 

E h2 y"(() 
2 
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Resoudre par la methode d'Euler: 

y' = y, y(0) = 1 

Si on prend h = 0.01 on a: 

Yn+l = Yn + hyn = (1 + h)Yn = l.0lyn et E = 5 * 10-5 

y(0.01) 1.0101 YI = l.Olyo = 1.01 

y(0.02) 1.0202 Y2 = 1.0201 

y(0.03) 1.0305 y3=l.0303 

y(0.04) 1.0408 y4=l.0406 

Si on prend h = .005 on a 

Yn+l = Yn + hyn = (1 + h)yn = l.0lyn et E"" 10-5 

YI 1.0050 

Y2 1.0100 

Y3 1.0151 

Y4 1.0202 

y5 1.0253 

YB 1.0304 

Y1 1.0356 

Ya = 1.0408 = y(0.04) 

On voit que pour h plus petit on a plus de precision au point 0.040 

Exercise 57 Resoudre par la methode de Taylor d'ordre 2 /'equation 

, 1 2 
y =-2-yx-y, 

X 
y(l) = -1 

dans l'intervalle [l, 2]. On prend pour valeurs de h = fi;, J2 , ti, I~s· 

5.6.J Estimation d'erreur et convergence de la mtthode d'Euler 

La methode d'Euler s'ecrit 

Yn+l = Yn + hf(xn, Yn) n = 0, 1, ... 

OU Xn = Xo + nh. 
On note l'erreur de discretisation 

47 
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Theoreme 58 On suppose les hypotheses donnant l'exi.stence et l'unicite de la solu­
tion sont verifiees. De plus, on suppose que y solution de {5.1) est de classe C2 sur 
[a., b]. On pose L la. con-stante de T,i1J.sr.h.;,t.z et. n = max 111" /t)I. Alors. on a 

., xE[a,b] ,.., ' ~' , 

lenl :::; ;1 ( eL(b-a) - 1) . 

Le developpement de Taylor de y(xn+i) donne 

y(x,,+i) = y(x,, + h) = y(x,,) + hy'(x,,) + ~ y"(E,,) ou x,,:::; E,,:::; X,,+1 

h2 
Le terme 

2
y"(E,,) est appele erreur de discretisation locale. C'est l'erreur commise 

en approchant y(x,,+1) a partir de la solution en x,, en supposant que y(x,,) et y'(x,,) 
sont connues de man.iere exacte. 

Or 

alors 

en+l y(x,,+1) - Yn+I = y(x,,) + hy'(x,,) + :
2 

y"(E,,) - Yn + hf(x,,, y,,) 

e,, + h[f(x,,,y(x,,)) - f(xn,Yn)] + :
2 

y"(E,,) 

e,, + h.(y(xn) - y,,)fy(xn, (,,) + ';
2 

y"(E,,) ou (,, E (y,,, y(x,,)) 

- e,, + he,,J.(x,,, (,,) + :
2 

y"(E,,) 

lf.(x,y)I:::; L et ly"(x)I :::; M, 

1 
len+,I:::; (1 + Lh) lenl + 2h2 

M. 

On considere !'equation aux differences finies 

II est cl air q ue 
Vn 2: 0, Un 2: lenl 

En effet, pour n = 0 c'est trivial. On suppose que c'est vrai pour n. Alors 

II sulli t done de chercher la solution de !'equation aux differences finies 

1 2 
Un+l = (1 + Lh)u,, + 2h M, Uo = 0 
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Ce qui donne facilement 

co1nn1e L2h2 
eLh = 1 + Lh + 

2
- + ., ~ 1 + Lh 

alors 
Mh( Lnh ) Mh( (b-a)L ) u <-e -1 =-e -1. 

" - 2£ 2£ 

5.6.2 Mtthode de la tangente amtlioree 

Elle consiste a utiliser le schema suivant 

ou Yn+, est donnee par la methode d 'Euler 
2 

5.6.3 Methode d'Euler Cauchy 

Le schema est le suivant 

ou Y~+1 est estime par la methode d'Euler 

Y~+1 = Yn + ~ f(xn, Yn)-

5.6.4 Algorithme de Runge Kutta d'ordre 2 RK2 

49 

L'idee est de passer de Xn a Xn+1 en introduisant un point intermediaire Xni = Xn + ah 
avec O :S: a :S: l. et approcher y(xn,) par Euler 

Ynl = Yn + /Jhf(xn, Yn) 

puis deduire Yn+1 a partir.de l'algorithme 

k, = hf(xn, Yn) 

k, = hf(xn + ah, Yn + (Jk,) 

Yn+1 Yn + ak, + bk2 

avec a, b, a, (3 verifiant certaines conditions. 
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Avec a= /3 = ~' done a= 0 et b = l. L'algorithme s'ecrit: 

k, - hf(xn, Yn) 
h k1 

k2 hf(xn + 2,Yn+ 2 ) 
h h 

Yn+I Yn + k2 = Yn + hj(Xn + 2, Yn + 2 f(xn, Yn)) 

On retrouve l'algorithme de la tangente amelioree. 

Avee a= 1, done a= b = ~- L'algorithme s'eerit: 

k, hj(xn,Yn) 

k2 hj(xn + h, Yn + k,) 
1 

Yn+l = Yn + 2(k, + k2) 

On retrouve l'algorithme d'Euler Cauchy. 

5.6.5 Methode de Runge Kutta d'ordre RK4 

On passe de Xn a. Xn+i en introduisant deux points intermediaires. On aura done 

k, = hf(xn, Yn) 
k, = hj(xn+ i,Yn + !J 
k3 = hj(xn + 2 ,Yn + :f) 
k4 = hj(xn + h,Yn + ¥) 
Yn+i = Yn + i(k, + 2k2 + 2ka + k4) 

e'est l'algoritme le plus utilise dans la pratique. 


