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Chapitre 1 

Rappels 

Dans tout ce chapitre 1K designera l'un des ensembles IR ou ([)_ 

1. 1 Integrale au sens de Riemann 

Soient a et b dcux nombres reels tels que a < b. 

1.1.1 Fonctions integrables au sens de Riemann 

Definition 1.1.l : Soit f une fonction definie de l'inter-ualle [a, b] dans IK. 

On dit que f est une fonction en escaliers s 'ii existe un entier nature/ n non nu/, des 

constantes reel/es ao = a < a1 < · · · < an-I < an = b et °'I,··· , °'n E JK tels que pour 

tout entier i tel que 1 <e:: i <e:: n et pour tout x E ]ai-l, ai[, on a f(x) = a,. 

Definition 1.1.2 : Soit f : [a, b] ------, 1K une fonction en escaliers. 

On appelle integrate de f sur [a, b] la quantite 

n 

I(!)=~ °'i (ai - ai-1) 
i=l 

Remarque 1.1.l 
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6 CHAPITRE 1. RAPPELS 

1. I(f) ne depend pas des (a,), ni des valeurs (f (a,)),. 

Dans toute la suite l(f) est notee 1b f(x)dx ou 1b f. 
2. Designons par£ ([a, bl, If>-1 /"ensemble des fonctions en escaliers de [a, b] dans 

IK. L 'application 

I £ ([a, b], 1K) --+ 1K 

f ---) 1b f(x)dx 

est une forme lineaire. Elle est de surcroit continue sur £ ([a, b], 1K) muni de la 

norme de fla convergence uniforme; En effet 
~--------

l
ib J(x )dxl :C: (b - a) sup IJ(x)l -

a xE[a,b] 

3. Pour f, g E £ ([a, bl, 1K), nous avons les proprietes suivantes 

(a) Si 1K = JR et f:,; g, alors 1b f(x)dx:,; J.b g(x)dx. 

(b) [.t f(x)dxl '.S 1b IJ(x)I dx. 

Definition 1.1.3 : Soit f : [a, b] --+ 1K une fonction quelconque. On dit que .f est 

integrable au sens de Riemann si 

Vs> 0, 3¢e E £([a, b], IK), 31/Je E £ ([a, b], IR+)/ 

If - ¢,I '.'o 'Pe et 1b 'Pe '.'o E. 

(1.1) 

Designons par I([a, b], 1K) !'ensemble des fonctions, definies sur [a, b] a valeurs clans IK, 

qui sont integrables au sens de Riemann. 

1 
~emarque 1.1.2 : Si nous prenons dans (1.1) E egal a-, alors il existe une suite de 

n 

fonctions en escaliers ( c/>n)n telle que la suite (J.b r/>n) n soit de Cauchy, done conver­

gente vers une limite (independante du choix de la suite (¢n)n). 

Ce constat nous permet de definir, et de noter, l'integrale de f au sens de Riemann 

sur [a, b] par 

{bf = lim {b 4'n-
Ja n Ja 

-- --- ------- -----------



1.1. INTEGRALE AU SENS DE RIEMANN 

On a Jes resultats suivants 

Proposition 1.1.1 To,,te fonction integrable au sens de Riemann est bomee. 

Proposition 1.1.2 1. L 'application 

I . I([a, b], lK) ·--+ 1K 

. f >-➔ 1b f(x )dr 

est une Jo.me lineaire continue. 

2 Pour f et g E I([a, b], IK), 011 a fg E I([a, bl, IK). 

Proposition 1. 1.3 : Soit f, g E I([ a, b], IR). 

1. On a 

J(f) - sup {J(I")/ \0 E [([a, b], JR) et \0 ~ J} 

~ inf{J(,P)/,jJE£([a,b],1R) etf ~¢}. 

2. Si f?: g, alors I(f)?: J(g). 

7 

Proposition 1.1.4 : Soit (fn)n une suite de Jonctions d'elements de I([a, b], IK). Si 

Un)n converge uniformement vers /, a/ors 

J E I([a, b], IK) et lb/= lim /; fn• 
a n la 

Remarque 1.1.3 J. Quelques exemples de fonctions Riemann-integrables 

{a} Les fonctions continues par morceaux; 

(b) Les fonctions monotones; 

(c) Les fonctions reglees ( c'est-a-dire les limites uniformes de suites de fonctions 

en escaliers). 

2. La limite simple d'une suite de fonctions Rie1nann-integmble n'est pas nel-essairement 

Riemann-inegrable. 

3. La compose.e de dew: fonctions Riemann-inte_grables ne /'est pas obligatoirement. 
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1.1.2 Resultats essentiels de l'integrale de Riemann 

Soit J E I([a, b], IK). II est clair que, pour tout x E [a, b], la fonction J est Riemann­

integrable sur [a,x]. Definissons, sur [a, b], la fonction F par 

Proposition 1.1.5 

En effet 

x E [a,b] e-----t F(x) = 1x f. 
1. La Jonction F est lipschitzienne sur [a, b]. 

'Ix, y E [a, b] : JF(x) - F(y)I .S IIJll,uplx - YI• 

2. Si J est continue a droite enc E [a, b[ (resp. a gauche enc E]a, bl), a/ors F esl 

derivable a droite (resp. a gauche) en c et 

F~(c) = J(c) (resp. F;(c) = J(c)). 

Corollaire 1.1.1 : Si J est continue sur [a, b], a/ors F est derivable sur [a, b] et pour 

tout x E [a,b], on a F'(x) = J(x). Dans ce cas, on dit que Fest une primitive def. 

Proposition 1.1.6 (Changement de variable) : Soient 'P E51 ([a, /3], IR) et J Ej( ip([a, /3]), IK). 

Alors 

l fi 1~(~) 
J(ip(u))ip'(u)du = J(x)dx 

a , . i.p(a) 

Proposition 1.1. 7 (Integration par parties) : Soient J et g E C1 ([a, bl, II(). On a 

1' Jg'= [Jg]! -1' j'g. 

Proposition 1.1.8 (Premiere Jormule de la moyenne) : Soient J E C([a, b], IR) et 

g E I([a, b], IR+)- 11 existe c E [a, b] tel_que 

1' Jg= J(c) 1' g. 

Proposition 1.1.9 (Deuxieme Jormule de la moyenne) : Soient J et g E C([a, b], III.). 

On suppose que J est positive et decroissante. Alors ii exi.ste c E [a, b] tel que 
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Pour les integrales dependants d'un parametre, nous avons la proposition snivante 

Proposition 1.1.10 : Soit la fonction 

f : J x [a, b] --+ 1K 

(t, x) >-+ f(t, x) 

ou J est un intervalle non vide de IR. 

1. Si f E C(J x [a, bl, IK), alors la fonction t >---+ F(t) = lb f(t, x)dr est continue 

S'UJ J; 

2. Si f et ~{ E C(J x [a, bl, IK), alors Fest derivable sur J et 

, lb iJJ 
Vt E J, F (t) = a iJt (t, x)dE. 

1.2 Elements de la theorie des cardinaux 

1.2.1 Cardinaux 

Definition 1.2.1 : On dit que deux ensembles X et Y sont equipotents s'il existe une 

bijection entre eux. Et l'on ecrit card(X) = card(Y). -
Remarque 1.2.1 : 

• ll est evident qu 'un ensemble est equipotent a lui mi!me 

• Si X, Y sont equipotents et Y, Z sont equipotents alors X, Z son! aussi equipotents 

Exemple 1.2.1 : On verifie par exemple que 

1. card(IN) = card(tZ) = card(/IJ), 

2. card(IR) = card([0, l]) = card([0, l[), 

3. Pour tout ensemble X, card(P(X)) = card( {O, l}x), 

4- Pour tout ensemble X, P(X) et X ne sont jamais equipotents. 
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Proposition 1.2.1 : S'il existe un~e X dans Y et une injection de Y dans 

X alors il existe une bijection entre X et Y. Done card(X) = card(Y). 

Definition 1.2.2 (-Notation-) : Soient X, Y deux ensembles 

1. S'il existe une injection de X dans Y, on note card(X) S card(Y), 

2. Si card(X) S card(Y) et si X et Y ne sont pas equipotents, on note card(X) < 

card(Y). 

Ainsi pour tout ensemble X, on a card(X) < card~(X)) < card(P(P(X))) · · · 

Theoreme 1.2.1 La relation S est une relation d'ordre total sur les cardinaux. 

Si X et Y sont deux ensembles quelconques, ils se trouvcnt toujours dans unc et unc 

seule des situations suivantes : 

card(X) < card(Y) ou bicn card(X) = card(Y) ou bien card(X) > card(Y) 

1.2.2 Denombrabilite 

Definition 1.2.3 : Soit X un ensemble quelconque, 

( a) X est dit denombrable s 'ii est en bijection avec IN 

{b) X est dit au plus denombrable s 'il est fini ou denomrable 

~---------­(c) Si card(IN) < card(X), X est dit infini non denomrable. 

Ainsi IN, 2IN, LZ, sont denombrables 

(:a(INJ, P(P(IN)) sont infinis non denombrables. 

Proposition 1.2.2 : 

~, Une reunionli!;dex3 par un ensemble au plus denombrable d 'ensembles, au plus 

denombrables est au plus denombrable 

• Un produi/ fini d',nsembles au plus denombrables est au plus denombrable. 
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1.3 Limite superieure et limite inferieure 

Dans la suite JR designera la droite achevee JR = IR U { -oo, +oo}. 

(i) JR est muni de l'ordre (<::) qui prolonge celui de JR pour Jes reels et tel que 

-oo <:: x <:: +oo 'Ix E JR 

(ii) JR est muni de la Joi ( +) commutative qui prolonge celle de JR et telle que 

x+(+oo)=+oo, x+(-oo)=-oo "lxEJR 

(+oo) + (+oo) = +oo et (+oo) + (-oo) ou (+oo) + (-oo) ne sont pas definis 

(iii) JR est muni de la Joi (.) commutative qui prolonge celle de JR et telle que 

x.(±oo) = ±oo six E JR~, x.(±oo) = =i=oo six E JR'_ 

(+oo).(+oo) = +oo , (+00).(-00) = -oo et 0.(±oo) = 0 

(iii) On munit JR de la topologie dont Jes ouverts sont Jes ensembles 

]a, b[, [-oo, b[, ]a, +oo] et toute reunion d'ensembles de ces types (a, b E JR) 

Definition 1.3.1 : Soit (xn)n une suite d'elements de JR. On definit la limite superie·ure 

de la suite (xn)n par 

limsupxn = limsupxn = inf(supxk) E JR 
· n 1:~Q k~n 

et on definit la limite inferieure de la suite (xn)n par lim inf fxn 

sup( inf xk) E JR 
n2:0 k2:n 

lirn inf Xn = 
n 

Remarque 1.3.1 En fait limsupxn est la limite de la suite decroissante Yn 

(supxk) 
k2:n 

et lirninf Xn est la limite de la suite croissante Zn= (inf xk) 
k2:n 
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Proposition 1.3.1 : Soit f : JR, ---+ m une fonction monotone et continue et soit 

(xn)n une suite d'elements de m. Alors 

f(limsupxn) =limsupf(xn) et f(Jiminfxn) =liminff(xn) 

f(limsup Xn) = liminf f(xn) et f(lim inf Xn) = limsup f(xn) 

si f est croissante 

si f est decroissante 

Remarque 1.3.2 : Comme consequence si on prend lafonction f(x) = -x decroissante 

on a les relations 

Jim inf ( -xn) = - lim sup Xn et lim sup ( -xn) = - Jim inf Xn 

Proposition 1.3.2 : on a aussi 

(a) Pour deux suites (xn)n et (Yn)n d'elements de fil+, .e<m·ultanement majorees dans 

[-oo, +oo[ ou bien simultanement minorees dans] - oo, +oo]. Alors 

Jimsup(xn +Yn) < Jimsupx,, +limsupyn 

Jim inf ( Xn + Yn) > lim inf Xn + Jim inf Yn 

{b) Pour deux suites (xn)n et (Yn)n d'elements de fil+, simultanement majorees dans 

[O, +oo[ ou bien simultanement minorees dans ]O, +oo]. Alors 

lim sup ( XnYn) < Jim sup Xn X Jim sup Yn 

Jim inf (XnYn) > liminfxn X Jirninfyn 



Chapitre 2 

lntegrale de Lebesgue 

2.1 Introduction 

L'enseignement, ·au premier cycle universitaire, de l'integrale de Riemann a permis de 

developper des outils permettant le calcul de surfaces ou de volumes, la resolution 

d'equations differentielles, !'estimation des sommes de series et bien d'autres choses. 

Neanmoins cette theorie ne peut repondre aux multiples attentes des mathematiciens, 

physiciens ou ingenieurs. 

Dans ce manuel, nous nous proposons d'exposer Jes principaux resultats de la theorie 

de l'integrale de Lebesgue. Ceci nous permettera de travailler sur une classe de fonc­

tions beaucoup plus riche que la classe des fonctions Riemann-integrables. Grace a la 

notion de mesure (qui sera definie par la suite), nous definirons la notion d'integrale 

de Lebesgue sur des espaces beaucoup plus generaux que ~, ~ 2 ou ~ 3 . 

Nous rappelons que toute fonction continue, continue par morceaux ou ~ est 

Riemann-integrable sur l'intervalle [a, b]. Toutefois le comportement des fonctions Riemann­

integrables vis-a-vis des limites pose probleme. En effet la limite f d'une suite Un)n 

de fonctions Riemann-integrables sur [a, b] n'est pas forcement Riemann-integrable sur 

13 
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[a, b]. C'est le cas par exemple de la suite Un)n>O telle que 

Jh)~ l 1 
0 si O:Sx:S-

n 
1 1 

SI -<x:Sl. 
X n 

Sa limite f definie sur [O, l] par 

f(x) = l 0 Sl x=O 
1 

si O<x:Sl 
X 

n'est pas Riemann-integrable sur [O, l]. Et meme si la limite fest Riemann-integrable 

sur [a, b], ii n'est pas siir quc 

lim lb fn(x)dx = lb lim fn(x)dx. 
n➔+oo a a n--++= 

Une illustration est donnee par la suite Unln>O telle que 

0 Sl x=O 
1 

fn(x) = n Sl 0 < X < -
n 

1 
0 si -:Sx:Sl. 

n 

On a Jim f
1 

.fn(x)dx = l et f
1 

lim fn(x)dx = 0. Bien entendu, si la suite Un)n 
n---++oo ) 0 ) 0 n➔+oo 

converge uniformement vers J, alors celle-ci est Riemann-integrable su, [O, l] ct 

Jim f' fn(x)dx = f
1 

f(x)dx. 
n➔+ooJo Jo 

Cependant, pour Jes integrales impropres, le resultat precedent est faux. ( cf. !es exer­

cices 2.8.l et 2.8.2) 

2.2 Ensembles mesurables. Mesures. 

Definition 2.2.1 Soit X un ensemble non vide et P(X) /'ensemble des parties de 

X. On appelle tribu (ou a-algebre) sur X, un ensemble AC P(X) qui possede les 

proprietes suivantes : 
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i)\~ EA· 

ii) Si A E A, alors Ac E A 

( ou Ac designe le complementaire de A dans X) ; 

fifN Pour toute Jami/le finie ou denombrable (A,);EfcN d'elements de A, LJ A; EA. 
V iEJ 

Remarques 2.2.1 1. fl re.suite de i) et ii) que X E A; 

2. fl decoule de i;J et iii) que toute intersection finie ou denombrable d'elements de 

A est un . element de A ; 

S. Si A, BE A a/ors A\B =An B 0 EA. 

Exemples 2.2.1 1. P(X) est une tribu sur X; 

2. Soient X = { a, b, c} et E = {a}. La Jami/le A= {~, X, E, Ee} est une tribu sur 

X. 

"- Definition 2.2.2 On appelle espace mesurable tout couple (X, A) oil X est un en­

semble et A est une tribu sur X. Les elements de A sont appeles ensembles mesurables. 

Remarque 2.2.1 1. L'intersection d'une Jami/le quelconque de tribus sur X est 

une tribu sur X. 

2. Soit :F une Jami/le quelconque de sous-ensembles dJtx}. L 'intersection de toutes 

les tribus contenant la Jamille :F est done une tribu contenant :F, no tee er (:F). 

C'est en Jait la plus petite tribu sur X contenant :F. fl est a/ors evident que 

toute tribu contenant :F contient egalement er (:F). 

Definition 2.2.3 La tribu cr(:F) est appelee tribu engendree par :F. 

Exemple 2.2.1 Prenons X = Rn muni de sa topologie usuelle et :F /'ensemble des 

ouverts de !Rn. fl est clair que :F n'est pas une tribu car le complementaire d 'un ouvert 

n'est pas en general un ouvert. La tribu er(:F) engendree par :F est appelee~ 

~l ou tribu Borelienne sur ~Elle est notee B (!Rn) et ses elements sont appeles 

des Boreliens. 
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En theorie d'integration, nous serons amenes a travailler dans !'ensemble IR = JR U 

{ +oo} U { -oo} muni des operations usuelles avec les conventions suivantes : 

1) a ± oo = ±oo pour tout a E JR; 

2) a. (±oo) = ±oo pour tout a> 0; 

3) 0 . (±oo) est egal a O (nous verrons que l'integrale d'une fonction infinie sur 

un ensemble de mesure nulle est nulle et l'integrale d'une fonction nulle sur un 

ensemble de mesure infinie est nulle); 

4) Les operations ( +oo) + ( - oo) et ( -oo) + ( +oo) ne sont pas definies. 

Definition 2.2.4 Soit (X, A) un espace mesurable. Une mesure positive sur (X, A) 

est une application µ : A --; R+ = JR+ U { +oo} telle que 

1. µ(!/J) = 0; 

2. Pour toute Jami/le finie ou denombrable (A,\ucN d'ensembles mesurables de X, 

deux a deux disjoints, on a 

Le triplet (X,A,µ) est alors appele espace mesure. 

Exemple 2.2.2 Soient (X,A) un espace mesurable et a EX. On considere /'applica­

tion 

definie pour tout A E A par 

fia :A--tR+ 

a EA 

a~ A. 

C'est une mesure sur (X, A) appelee mesure de Dirac au point a. 

Voici a present des proprietes importantes d'une mesure positive; 
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Proposition 2.2.1 Soit (X, A,µ) un espace mesure. 

1. Soient A, EE A. Si ACE, a/ors 

µ(A) :S µ(B). 

~c-,-... e::. 
2. Soient A, E EA. Si A c E et µ(A) < +oo, a/ors 

µ(B\A) = µ(B) - µ(A). 

3. Si (A,.)n;,,i est une suite quelconque d'elements de A, a/ors 

4- Si (An)n;,,i est une suite croissante d'elements de A, a/ors 

µ ( LJ An) = Jim µ(An). 
n-++oo 

n=l 

17 

5. Si (En)n;,,i est une suite decroissante d'elements de A tel le que µ (B1 ) < +oo 

a/ors 

Demonstration : 

µ ( n En) = Jim µ(En). 
n-++oo 

n=l 

1. On a E =AU (B\A) avec An (B\A) = 0. Done 

µ(B) =µ(A)+ 1,(B\A) 

et par consequent µ(A) :S µ(B). 

(2.1) 

2. Si µ(A) < +oo, on peut le soustraire des deux membres de (2.1), d'ou le resultat. 

3. Considerons 

Par une technique similaire a celle developpee dans la solution de l'exercice 

2.8.21, on verifie aisement que 
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• Tn E A et Tn c An pour tout n E N' ; 
+= +co 

• Les Tn sont deux a deux disjoints et LJ Tn = LJ An. 
n=l n=l 

Par consequent 

µ (Q, An) = µ (Q, Tn) 

+oo 

= L µ (Tn) 
n=l 
+oo 

< L µ(An)• 
n=l 

4. Posons 

E, = A, et En = An \An-1 pour tout n ~ 2. 

La snite (En)n::,i est telle qne (cf. exercice 2.8.21) 

+= += 
et LJ An LJ En. 

n=l n=l 

Les ensembles En etant deux a deux disjoints, ii vient 

n 

µ(An)= L µ(Ek)-
k=l 

Par passage a la limite, nous obtenons 

+= 
lim µ (An) = L µ (En) 

n➔+oo 
n=l 

5. Pour tout n ~ l, posons En = B1 \Bn; Puisquc la suite (En)n est croissante, 

alors 

µ (u En) = lim µ (E,.). 
n➔+oo 

"1=1 
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Or 
+oc 

u 
n=l 

En = B1\ (TI Bn), done 

µ (Bi) - µ (TI Bn) = n.!i!foo (µ (B1) - µ (Bn)). 

Comme µ (B1 ) < +oo, il en resulte que 

µ (n En) = lim µ(En). n-t+= 
n=l 

Definitions 2.2.1 Soit (X A,µ,) un espace mesure. 

1. Si µ(X) est finie, on dil q·ue µ est bornee (au finie). 

19 

2. Si X est reunion denombrable d'ensembles de mesures finies, on dit que µ est 

CJ-finie. 

3. Si µ(X) = 1, on dit que (X, A,µ) est un espace probabilise. Les elements de X 

sont appeles des eventualites et ceux de A des evenements. 

Definition 2.2.5 Un ensemble N E A est dit negligeable par rapport a µ (ou µ­

negligeable) si 11( N) = 0. 

Notons que s'il n'y a pa.c -:l'ambigu1te ·nous dirons que !'ensemble est negligeable au 

lieu de µ-negligeable. 

Proposition 2.2.2 Soient (X, A,µ) un espace mesure et (Sn)n2'.I une suite d'ensembles 
+= 

negligeables. A/ors S = U Sn est negligeable. 
n=cl 

Demonstration : 
+= 

On a S = U Sn E A avec µ (Sn) = 0 pour tout n 2 l. La proposition 2.2.1 entraine 
n=l 

+= 
0 :S µ(S) :SL µ(Sn)= 0. 

n=l 

Definition 2.2.6 On dim qu'une propriete P est vraie µ-presque partout (µ - pp) si 

~nsemble sur lequel P est fausse est contenu dans un ensemble µ-negligeable. 
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Definition 2.2.7 Soit (X,A,µ) un espace mesure. La mesure µ est dite complete si 

tout sous-ensemble d'un ensemble negligeable est mesurable. 

Theoreme 2.2.1 fl existe une tribu £ sur Rn et une mesure .\ sur (Rn,£) uniques 

tel/es que : 

• .\ (tJ ]a,, b;[) = tJ (b; - a,). 

• £ :::i ~) avec inclusion stricte. 

• .\ complete. 

£ est appelee la tribu de Lebesgue sur Rn et .\ est dite mesure de Lebesgue sur Rn. 

Pour plus de details sur la construction de la mesure de Lebesgue, on peut consulter 

[l]. 

Remarques 2.2.2 Soit l'espace mesure (Rn,£,.\). 

• Tout point de Rn est negligeable. 

Etablissons ce resultat dans le cas particulier ou n = 1. Le sous ensemble {a} 

de JR est mesurable car c 'est un ferme de JR. Pour tout p EN', nous avons 

Done 

et par consequent 

Finalement 

{a} C ]a- ~,a+~[-

.\({a})s.\(la-~,a+~[) 

.\({a}) S ~, \fp EN'. 
p 

.\({a})= 0. 

~ Toute partie finie ou denombrable de Rn est negligeable. Par exemple, dans 

(JR,£,.\), /'ensemble IQ) est negligeable {bien qu 'il soil dense dans JR). 

• La mesure de Lebesgue admet bien d'autres ensembles negligeables que les en-
n 

sembles denombrables. Par exemple, da frontiere du pave IT ]a;, b;[ ,est negiigeable 
i=l 

dans Rn sans etre denombrable. 
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2.3 Fonctions mesurables 

Soit (X, A) un espace mesurable. 

Definition 2.3.1 Une fonction f : X --+ IR est dite A-mesurable si pour tout a E lR 

1-1 (la, +oo[) = {x EX: f(x) > a} EA. 

Dans la suite, nous utiliserons la notation [J > a] pour designer !'ensemble 

{ x EX : f(x) >a} -

De meme, nous noterons 

• [J 2: a]= {x EX: f(x) 2: a}; 

• [J :Sa]= {xE X: f(x) :Sa}; 

• [J <a]= {x EX: f(x) <a}; 

• [J =a]= {x EX: j(x) = a}. 

Le lemme suivant donne quatre definitions equivalentes de la mesurabilite. 

Lemme 2.3.1 Soit f : X --+ JR. Les propositions suivantes sont equivalentes 

{a)VaEIR, A.,={xEX:f(x)>a}EA. 

{b} \faElR, fl.,={xEX:f(x):Sa}EA. 

(c) Va E JR'., C., = {x EX: f(x) 2: a} EA. 

{d} Va E IR'., D., = {x EX: f(x) < a} EA. 

Demonstration : 

Il est clair que (a)¢==> (b) car A., et B., sont complementaires. 

On a de meme (c) ¢==> (d). 

Montrons que (a)¢==> (c). 
+oo 

Puisque .C., = n A 1, alors (a)= (c). 
a--

n=l 'i 
+oo 

De la meme fa~on, l'egalite A 0 = LJ C 1 permet d'affumer que (c) = (a). 
a+-

n=l n 
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Remarque 2.3.1 Si f est a valeurs complexes, elle se decompose en parlie reelle et 

parlie imaginaire de la Ja9on suivante 

f = Re(!) + iim(f) 

ou Re(!) et Im(!) sont a valeurs dans JR. 

Definition 2.3.2 L 'application f : X --+ IC est dite mesurable si Re(!) et Im(!) 

sont mesurables. 

Definition 2.3.3 Soient (X, A) un espace mesurable et E un sous-ensemble quel­

conque de X. On appclle Jonction caractcristique de E, la Joncl·ion XE dcfinic par 

1
1 si x EE 

XE(x) = 
0 si x rt E. 

La fonction caracteristique possede les proprietes suivantes : 

1. X0 = o; 
2. Xx= i; 

3. XAnB = XA·Xs; 

4- XAuB = XA + Xs - XAnB ; 

Proposition 2.3.1 Soit Ac X. A/ors la fonction caractfristique de A est mesurable 

si et seulement si /'ensemble A est mesurable. 

Demonstration : 

Soit a E JR, on a 

Ao~{,a X,(,)>oJ~j ~ si a<O 

~ si 0:Sa<l 

SI a 2'. 1. 

On voit que A0 E A si et seulement si A E A. 

Donnons a present une classe importante de fonctions mesurables. 
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Proposition 2.3.2 On considere l'espace mesurable (Ifl.n, .C.) ou .C est la tribu de Le­

besgue et 1 : Ifl.n ---, IR. Si 1 est continue alors 1 est .C-mesurable. 

Demonstration : 

Pour tout a E !fl., l'intervalle ]a, +oo[ est un ouvert de R L'ensemble A,,= 1-1 (]a, +oo[) 

est done un ouvert de Ifl.n car 1 est continue. II en resulte que A0 E B (Ifl.n) et par 

consequent A,, E .C. La fonction 1 est done .C-mesurable. 

Remarque 2.3.2 fl existe des lonctions mesurables qui ne sont pas continues. C'est 

le cas par exemple de la lonction caracteristique de l'intervalle JO, l[ avec X = JR et 

A= .C. 

Proposition 2.3.3 Soient (X, A) un espace mesurable et 1, g deux applications A­

mesurables definies sur X et a valeurs dans iR. Alors /es lonctions suivantes sont A­

mesurables 

1. 1 + g, lorsque cette somme existe; 

2. ma:x(j,g) etmin(j,g); 

3. Pour tout {3 E JR, /31; 

4- I 1 I, f2 et 1 x g. 

Demonstration : 

Pour simplifier la demonstration on se limite aux fonctions a valeurs clans JR. Soit 

a ER 

1. Utilisant Ia densite de IQ clans JR, ii vient : 

[f + g > a] = U [f > r] n [g > a~ r]. 
rEQ 

Puisque Jes fonctions 1 et g sont A-mesurables et que IQ est denombrable, nous 

en deduisons que A,, E A. 

2. Les fonctions ma:x et min sont A-mesurables car 

[ma.x(j,g) >a]=[!> a] U [g > a] 
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et 

[min(f,g) >a]= [f > a] n [g > a] 

3. Soit /3 E IR. Nous avons 

0 OU X Sl /3 = O 

[/31 >a]= 
[1 > i l si /3 > o 

[1 < ~ l si /3 < o. 

Ou voit que pour toute valeur de /3, rensemble 

[/31 > a] 

est A-mesurable. 

4. • Montrons que I I I est A-mesurable 

i. Si a ;,- 0, alors 

[ll(x)I > a] = [l(x) > a] U [f(x) <-a]. 

ii. Si a < 0, alors 

Done I I I est A-mesurable. 

• Pour /2, on a 

i. Si a ;,- 0, alors 

[ll(x)I >a]= X. 

[l2 (x) > a] = [lf(x)I >val· 
ii. Si a < 0, alors 

[l2 (x) > a] = X. 

Done J2 est A-mesurable. 

• D'autre part Ix g = ~ {U + g)2 
- J2-g2}. Par consequent Ix g est A­

mesurable. 
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Proposition 2.3.4 Soient (X, A) un espace mesurable et Un)n~o une suite de Jonc­

tions A-mesurables definies sur X et a valeurs dans IR. Alors f = sup fn, g = inf fn, 
n n 

f' = lim inf fn et g• = Jim sup fn sont A-mesurables. 
n n 

Demonstration : 

Pour la function g, on a pour tout c, Eel!. 
+oo 

[g(x) ~a]= n l!n(x) ~a]. 
n=l 

De fac;on analogue 
+oo 

[f(x) > <>] = LJ lfn(x) > <>]. 
n=l 

Puisque toutes !es fonctions f n sont mesurables, alors f et g sont mesurables. 

On rappelle d'autre part que 

r = Jim inf fn = sup inf fm et g• = limsup fn = inf sup fm-
n n m?:n n n m?:n 

On en deduit que f' et g• sont aussi mesurables. 

Corollaire 2.3.1 Soient (X, A) un espace mesurable et Un)n~o une suite de Jonctions 

mesurables definies sur X et a valeurs dans iR. Si la suite Cfn)n converge simplement 

vers f sur X alors f est une fonction mesurable. 

Demonstration : 

Pour tout x EX, on a .f(x) = lirnfn(x) = limsupfn(x). Done fest mesurable. 
n n 

Definition 2.3.4 Soit (X, A) un espace mesurable. Une fonction e definie sur X est 

dite etagee {ou simple) s'il existe un nombre fini d'ensembles mesurables A 1 , A2 , •.. , An 

et n rfels a 1 , a 2 , ... 1 an tels que 

n 

e = L a,xA, (2.2) 
i=l 

On notera que l'ecriture (2.2) n'est P3'\~- Une fonction etagee est done une 

function mesurable finie et qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs. 

Notons que la somme, le produit et le module de fonctions etagees sont etagees. Le 

theoreme d'approximation suivant montre !'importance des fonctions etagees 

----· ......•.. ~ 
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Theoreme 2.3.1 Soit f : (X, A) ---+ IR+ mesurable. fl existe une suite de fonctions 

etagees positives ( e,,)n;,i tel le que 

i) 0 :S e1 :S e2 :S ... :S f, 

ii) Ppefr.tout x EX, la suite (en(x))n converge vers f(x). 
/ 

Auti-ement dit, toute fonction positive mesurable est limite simple d 'une suite croissante 

de fonctions etagees positives. 

Demonstration : 

i) Pour n EN, decoupons l'intervalle [O, n] en n2n intervalles de longueur --1:__ 
2" 

Considerons les ensembles 

[!_ < f(x) < k + 1] si O :S k < n2n 
2n - 2n 

I;,,k = 

[f(x) 2 n] 

Les ensembles In,k sont mesurables car f !'est. Les ensembles In,k sont deux a 
n2" 

deux disjoints et X = LJ In,k· Posons 
k=O 

( 

; si x E Ink avec O :S k < n2n 
en(x)= n ' 

n si x E In,k avec k = n2n. 

n2n k 
On voit que en 2 0 et que en(x) = L - X1 (x). La fonction en est done 

k=O 2n n,k 

etagee et par construction en :S f, pour tout n 2 1. Il reste a prouver que ( en)n 

est une suite croissante. Soit x E X. 

k k + 1 . 
1er cas: Il existe k, O :S k < n2n tel que 

2
n :S f(x) < ~- Cec1 donne 

k 2k 2k + 2 
e (x) = - et~ < f(x) < ~-. 

n 2n 2n+l - 2n+l 

2k 2k + 1 
• Si -- < f(x) < -- alors 2n+l - 2n+l 
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2k + 1 . 2k + 2 
• Si -- < j(x) < -- alors 2n+l - 2n+l 

Notons que k < n2n, entraine 2k + 1 < (n + l)2n+1 . 

2eme cas : On suppose que x est tel que f(x) 2'. n. 

• Si f(x) 2'. n+ 1 alors 

Pm consequent en+1(x) 2'. en(x). 

• Sin<:: f(x) < n + 1 alors 

27 

D'autre part, ii existe k' tel que k' <:: 2n+l f(x) < k' + 1, c'est a dire 
k' k' + 1 

-+
1 

< J(x) < --
1
- avec k' < (n + 1)2n+l_ 2n - 2n+ 

II en decoule que 
k' 

en+I(x) = 
2

n+l. 

L'inegalite k' + 1 > n2n+1 ou encore k' 2'. n2n+1 implique alors en+i(x) 2'. 

n = en(x). 

Finalement (e,,)n est nne suite croissante et pour tout entier nature! non nu! 

n 1 nous avons en~ f. 

ii) Pour montrer la convergence simple, considerons un point x E X. On a deux 

possibilites : 

f(x) < +oo OU f(x) = +oo. 

a) Si f(x) < +oo alors pour tout c > 0, ii existe n0 EN tel que 

1 
f(:p) < no et - < c. 2no 

D'autre part 
k' k' + 1 

\/n 2'. n0 , 3k' tel que - < f(x) < --. 
2n - 2n 
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On remarque que k' :S J(x)2n < n 02n :S n2n, ce qui entraine 

En resume, pour tout c > 0, il existe Tl{) E l\l tel que 

1 1 
'in 2'. no, len(x) - f(x)I < 

2
n :S 

2
no < €. 

Ceci prouve que la suite (en(x))n converge vers J(x). 

b) Si f(x) = +co alors pour tout n E N•, J(x) 2'. n d'ou en(x) = n. Par 

consequent lim en(x) =+co= f(x). 
11-,+xi 

Nous concluons que pour tout x EX, la suite (e,.(x))n converge vers J(x). 

2.4 Integrale de fonctions positives 

Toutes !es fonctions utilisees dans la suite de ce cours seront supposees mesurables. On 

defiuira l'integrale de Lebesgue uniquement pour !es fonctions mesurables. 

On considere (X, A,µ) un espace mesure. Commen~ons par considerer le cas d'une 

fonction positive €tag€e. 

n 

Definition 2.4.1 Soit e = L °'iXA, une Jonction etagee positive sur X. On appelle 
i=l 

integmle de e sur X par rapport a la mesure µ, le nombre positif ( eventuellement +co) 

note l e dµ egal at. a,µ(A,). 

(On admettm que la valeur de cette integrale est independante de la representation de 

e) 

Remarque 2.4.1 Si pour un indice i on a a, = 0 et µ (A,) = +co, a/ors le produit 

a,µ (A,)= 0. 

Definition 2.4.2 On dit que e est µ-integrable sur X par rapport aµ si l e dµ est 

finie. 
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Definition 2.4.3 Si E est un ensemble mesurable, on definit l 'integrale de e sur E 

par 

k edµ = [ eXEdµ. 

En particulier si EE A, alors J, dµ = µ(E). 
·E 

Exemple 2.4.1 On se place dans (JR,£,>.) et on considere la fonction e appelee fonc­

tion de Dirichlet et definie par 

e(x) = I 01 si 
si 

xE IQ) 

X rf_ IQ). 

La fonction e est positive etagee care= lX(! + ox()"' , 
Si E = [O, 1], alors 

f e d>. = >. ([O, l] n IQ)) = 0. 
110,1] 

La fonction e est done >.-integrable au sens de Lebesgue sur [O, l]. 

L'integrale d'une fonction etagee positive possede !es proprietes suivantes : 

Proposition 2.4.1 Soient f, g deux fonctions etagees positives et o: un reel positif. 

On a 

1. fxu+g)dµ= fx Jdµ+ fx gdµ; 

2. l o:f dµ = o: l f dµ; 

3. Si f :<: g, alors L fdµ :<: fxgdµ. 

Nous sommes a present en mesure de definir l'integrale d'une fonction mesurable posi­

tive en s'appuyant sur le theoreme 2.3.1. 

Definition 2.4.4 Soit f : X ---+ i'+ une fonction mesurable positive. L 'integrale de 

f sur X par rapport a µ est definie par 

fx f dµ = sup { fx e •dµ ; 0 :<: e :<: f et e etagee} . 

(La borne superieure est prise sur toutes les fonctions etagees positives qui minorent 

la fonction f) 
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Remarque 2.4.2 Toute fonction f : X ---, IR positive, mesurable, possede une integrale 

au sens de Lebesgue. Cependant, cette integrale est soit positive finie, soit egale a +oo. 

Definition 2.4.5 Soit f : X ---, R+ une fonction mesurable positive. La fonction f 

est dite integrable si fx f dµ est finie. 

Si E E A, on pose 

La proposition suivante contient des proprietes elementaires de l'integrale qui se demontrent 

par application directe de la definition. 

Proposition 2.4.2 Soient f, g : X ---, R+ deux fonctions mesurables et E, F EA. 

1. Si f :'.':: g alors JE f dµ :'.':: k g dµ ; 

2. SiEnF=0 alorsJ, fdµ=J, fdµ+J, fdµ; 
EUF E F 

3. Si E c F a/ors JE f dµ :'.':: h, f dµ. 

~

Nous donnons a present le theoreme de la convergence monotone appele aussi theoreme 

de (Beppo-LevDqui e.st l'un des principaux resultats de la theorie de l'integrale de 

Lebesgue. 

Theoreme 2.4.1 Soit Un)n une suite croissante de fonctions mesurables positives qui 

converge simplement vers une fonction f. Alors 

lim J, fndµ = J, fdµ. 
n-++co X X 

Demonstration : 

Si (An)n:o,o est une suite croissante d'ensembles mesurables alors 

µ (u An) 
n;?:O 

= lim µ(An). 
n➔+co 

Montrons le lemme suivant : 
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Lemme 2.4.1 Soit e une fonction etagee positive et (En)" une suite croissante d'en­

sembles mesurables avec X = LJ En. Alors on a 
n 

lim J, e dµ = J, e dµ. 
n--t+oo B,.. X 

Demonstration : 

On a e = t, a,XA,• done!,," e dµ = t, a,µ (A; n En)-

La suite (A, n En)n est croissante et A,= LJ (A, n En) d'ou 
n 

µ (A;) = Jim µ (A, n En). 
n➔+oo 

Par consequent 

Jim J, edµ = fa;µ (A;) = J, edµ. 
n--t+oo Bn i=l X 

Demontrons a present le theoreme 2.4.l : 

La fonction fest mesurable comme limite simple d'une suite de fonctions mesurables. 

D'une part, on a 

fn <'.'. f =* fxfndµ ::'. fxJdµ 

=} lim J, fndµ <'.'. J, fdµ. 
n➔+oo X X 

(2.3) 

D'autre part, soit e une fonction etagee positive telle que O <'.'. e <'.'. f et soit E E]O, l[. 

On pose 

En= {x EX/ fn(x)?: (1- c)e(x)}. 

L'ensemble En est mesurable et la suite (En)n est croissante. De plus on a X = LJ En. 
n 

En effet pour x EX, la suite Un(x))n converge vers f(x) : 

• Si J(x) = 0 alors e(x) = 0 et done x E En; 

• Si O < f(x) < +oo alors ii existe n0 EN tel que 

fn0 (x)?: (1- c:)f(x)?: (1- c)e(x), 

done x E E,.,, ; 

• Si f(x) = +oo, alors ii existe n 0 EN tel que 

fn
0
(x)?: (1 - c)e(x), 

---------··--·-·--- -------- ·-
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On constate que fn ~ (1 - c )e XB., done 

J, fn dµ 2: (1 - c) J, edµ. 
X En 

En utilisant le lemme 2.4.1, ii vient 

lim J, fndµ > (1 - c) lim { edµ 
n➔+oo X n--++oo} B,. 

:?: (l-c)J, edµ. 
X 

Ceci etant vrai pour tout E E]O, l[, on en deduit que: 

lim J, fn dµ ~ J, e dµ, 
n➔+oo x X 

et par suite 

lim J, fn dµ ~ J, f d/t. 
n➔+co X X 

(2.4) 

De (2.4) et (2.3), on ,1re 

lim J, fn dµ = { f dµ, 
n--++co X Jx 

ce qui termine la demonstration du theoreme. 

Remarque 2.4.3 Nous savons que toute fonction positive mesurable de X dans ID!.+ 

est limite simple croissante de fonctions etagees positives. La proposition 2.4-1 et le 

theoreme 2.4.1 permettent de demontrer /es proprietes suivantes de l'integrale d'une 

fonction mesurable positive. 

Proposition 2.4.3 Soient f, g :---+ ID!.+ dew; fonctions positives mesurables et a E 

ID!.+. 

1. fxu+g)dµ= fx Jdµ+ fx gdµ; 

2. l o:f dµ = o: l f dµ. 

Dans la suite, on designera par Af+ !'ensemble des fonctions mesurables de X clans R+. 
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Lemme 2.4.2 (Lemme de Fatou) Soit Un)n une suite d'elements de M+. On a 

J, liminf fndµ S liminfJ, fndµ. 
X n n X 

Demonstration : 

Soit la fonction 9n = inf fm- La suite (gn) est croissante, pour tout n la fonction 9n 
m~n n 

est positive mesurable et 

limgn = sup 9n = liminf fn-
n n n 

Le theoreme 2.4.1 entraine que 

J, lim inf f n dµ = lim J, 9n dµ = lim inf J, 9n dµ. 
X n n X n X 

Or 9n S fn done fx 9n dµ S l fn dµ et par consequent 

liminf J, 9n dµ S liminf J, fn dµ. 
n X n X 

Proposition 2.4.4 Si f : X -+ Itt+ est mesurable, a/ors /'application 

TJ: A -+ Itt+ 

A >--t ry(A) = i f dµ 

est une mesure sur (X, A). 

Demonstration : 

• Pour tout A E A, nous avons 

• 
ry(0) = hfdµ 

= fxodµ=O; 
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• Soit (Anln::-i une suite d'ensembles mesurables deux a deux disjoints. Montrons 

que 

+oo n 

Posons A = LJ An et fn = L fXA, = fX • . On constate que Un)n est 
n=I k=l u A1: 

J.:="1 

une suite croissante de fonctions positives et mesurables qui converge simplement 

vers fXA· Le theoreme 2.4.1 entraine que 

limt j fdµ 
n k=l A1: 

+oo 

= Lf fdµ, 
n=l An 

ce qui prouvc quc 

Proposition 2.4.5 Soit f E Af+. On a 

f = 0 µ - pp {=} L f dµ = 0. 

Demonstration : 

=) Soit En= {x EX/ f(x) ~ ~}- L'ensemble En est mesurable et on a f ~ ~XE.· 

Done 

J, f dµ ~ .!:_µ(En), 
X n 

ce qui prouve que µ( En) = 0. On a 

+oo 
{x EX/ f(x) > 0} = LJ En 

n=l 
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Cet ensemble mesurable est done negligeable comme reunion denombrable d'en­

sembles negligeables. 

=) Posons E = {x EX/ l(x) > 0}. II existe un ensemble N negligeable tel que 

E C N. Or E E A, done µ(E) = 0. Considerons la suite de fonctions de terme 

general ln = nXE· Nous avons 

J, lndµ = nµ(E) = 0. 
X 

Notons que l <:: Jim inf ln = Jim ln- En utilisant le lemme 2.4.2, il vient 
n n 

0 < fxldµ 

< J, liminf lndµ 
X n 

< lim inf J, lndµ = 0. 
n X 

Par consequent 

fxldµ=O. 

Proposition 2.4.6 Soit l E Af+ et N un ensemble µ-negligeable. A/ors, on a 

Proposition 2.4. 7 Soient l, g : X --+ lR+ mesumb/es. On a 

l = g µ - pp===:- { ldµ = J, gdµ. 
lx x 

2.5 Fonctions integrables 

Soient (X, A,µ) un espace mesure, l X --+ IR, 1+ et 1- !es fonctions positives 

definies par : 

l+(x) = sup{J(x), O} et r(x) = sup{-l(x), O}. 

j+ (resp. 1-) est <lite partie positive (resp. negative) def. On verifie que 
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1. f = j+ - 1-, 

2. Ill = J+ + 1-, 

3. j+ = ~ (lflx1,,.-=l + fX1u-=1)' 

4. 1- = ~ (l!lx1,,.+=1 - fx1,,.+=1) · 

Remarque 2.5.1 L'application f est mesurable si ct seulement si J+ et J- sont me­

surables. 

Definition 2.5.1 Soil f : X --+ lll. me.sumble. On r/it que .f est integmhle sur X pnr 

rapport ii µ, si j+ et J- le sont. L 'integrale de f est alors definie par 

Si E E A et f integrable, on definit : 

Proposition 2.5.l Soit f: X --+ lll. mesurable; 

f est integrable = Ill est integrable. 

Demonstration : 

==>) Les applications j+ et 1- sont integrables, done 

¢=) On a f mesurable et ix lfldµ < +oo. Les fonctions positives j+ et J- sont 

mesurables et verifient j+ :S Ill et J- :S Ill- On en deduit que ix j+dµ < +oo 

et ix f- dµ < +oo, done f est integrable. 
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Cette proposition est fausse pour l'integrale de fuemann. En effet la fonction f definie 

par 

\ 

-1 si :,, E Q 
f(x) = 

+l si X 't Q 

n'est pas Riemann-integrable sur X = [O, l]. Cependant I/I = 1 est Riemann-integrable 

sur X = [0, l]. 

Proposition 2.5.2 Soient f, g : X ----t IR integrables. Alors on a 

f = q p P- =? J, f d11 = J, q dJ1. 
X X 

Proposition 2.5.3 Soient f : X ----t IR integrable et N un ensemble negligeable. Alors 

Pour !es demonstrations des propositions 2.5.2 et 2.5.3 cf- !es solutions respectives des 

exercices 2.8.35 et 2.8.34. 

Proposition 2.5.4 Toute fonction f : X ----l il'i: integrable est finie pp 

Demonstration : 

Posons E = {x EX lf(x)I = +oo}. Nous avons E = n En OU 
nEN"' 

En={xEX: l/(x)l2:n}. 

L'ensemble En est mesurable car I/I !'est. On en deduit que E est mesurable. 

On a n XEn <:: I/I, done 

µ(E) <:: µ (En) <:: ! J, lfldµ, 'In 2'. 1. 
n X 

Comme J, lfldµ < +oo on en deduit que 
X 

11(E) = 0. 
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Ainsi, lorsqu'on fait du calcul integral, on peut se limiter aux fonctions a valeurs dans 

JR ou dans IC. Dans toute la suite, nous designerons par .Cl,(X, A,µ), .C1 (X) ou tout 

simplement .C1 !'ensemble des fonctions f : X --+ JR integrables sur X par rapport a 
la mesure µ. Notons que pour toute fonction f E £ 1 

IL fdµI ~ fx i!ldµ. 

Proposition 2.5.5 Soient f, g : X -----) JR. On suppose que f est mesurable et que g 

est integrable. Si I/I ~ g p.p. alors f est integrable et 

ix I/Idµ~ l gdµ. 

Demonstration : 

Puisque fest mesurable alors I/I est aussi mesurable. Considerons !'ensemble 

N = {x EX/ 1/(x)I > g(x)}. 

On voit que NE A et que µ(N) = 0. De la proposition 2.4.2, on tire 

J, lfldµ = 1 IJldµ + 1 lfidµ. X }N }Ne 

Comme j, lfidµ = 0, alors 

ix lfidµ 

~ lgdµ. 

Proposition 2.5.6 Soient f, g E .C1 et a E !ti.. On a 

1. af E .C1 et .l af dµ = a .l fdµ. 

2. f+gE.C1 et fxu+g)dµ= ixfdµ+ lgdµ. 
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Nous avons deja vu une justification du passage a la limite sous le signe somme pour 

une suite monotone (voir theoreme 2.4.1). Le theoreme fondamental suivant donne une 

antre justification 

Theoreme 2.5.1 {The.ore.me de convergence dominee de Lebesgue) 

Soient Un)n?.D une suite de Jonctions mesurables definies de X dans JR!. On suppose 

que 

i) La suite Un) converge simplement vers f; 

ii) fl ex-iste g E .C.1 telle que pour tout n E N, on a 

A/ors 

• Pour tout n, fn E .C.1 et f E .C.1 ; 

• Jim J, lfn - JI dµ = 0; 
n--++oo X 

• Jim J, fndµ = J, fdµ. 
n--++= X X 

Demonstration : 

eJ (2.5) 

• La fonction f est mesurable car c' est une limite simple de fonctions mesurables ; 

• L'inegalite (2.5) entraine que pour tout n, fn E .C.1 ; 

• De la convergence simple de Un) vers f et de l'inegalite (2.5) on tire lfl ~ g, 

d'ou f E .C.1 ; 

• On a lfn - fl :S 29. Definissons la suite de fonctions mesurables positives 

'Pn = 2g - lfn - fl· 

On a 2g = lim'Pn = liminf'Pn· L'application du lemme 2.4.2 conduit a 
n n 

fx2gdµ ~ Jim inf J, 'Pn dµ 
n X 

~ l 2gdµ + lim)nf (- fx lfn - JI dµ) . 
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On en deduit que 

Jim sup J, lfn - JI dµ :S O ou encore 
n X 

limf, lfn - fl dµ = 0. 
n X 

L'inegalite 

permet de conclure. 

Donnons une deuxieme version de ce theoreme 

Theoreme 2.5.2 Soient f : X -----+ It!. mesurable et Un)n une suite de fonctions 

mesurables telle que fn : X -----+ iii.. On suppose que 

i) La suite Un)n converge p.p. vers f; 

ii) Il existe g E £ 1 telle que pour tout n, on a 
--"'c->s. 

Alnrs 

• Pour tout n, fn E L 1 et f E L1
; 

• Jim J, [fn - f[ dµ = 0; 
n➔+CX) X 

• Jim J, fndµ = J, f dµ. 
n➔+CX) X X 

\ 

Ifni ::: g PP 

Terminons ce paragraphe par des resuJtats relatifs aux fonctions a vaJeurs complexes. 

Definition 2.5.2 Soit f : X ---+ IC mes·urable. La fonction f est dite integrable si If[ 

est integrable. 

Proposition 2.5. 7 Soit f : X ---+ IC mesurable telle que 

f =Re(!)+ iim(f). 

La fonction f est integrable si et seulement si Re(!) et Im(!) sont integmbles et nous 

avons 

ix fdµ = ix Re(f)dµ + i ix Im(f)dµ. 

• 
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Remarque 2.5.2 Si f est une fonction a valeurs complexes, integrable, a/ors on a 

Il est important de noter que le theoreme de Lebesgue reste valable pour les fonctions 

a valeurs dans IC. 

2.6 Calcul integral 

Soit (X, A,µ) un espace mesure. 

2.6.1 Integrales dependant d'un parametre 

Soit I un intervalle de JR borne ou non. On considere 

f: IxX --; JR 

(t, x) >-) f(t, x). 

Theoreme 2.6.1 On suppose que 

i) /'application x >-----t J(t, x) est mesurable pour tout t E J, 

ii} pour presque tout x EX, l'application t >-) f(t,x) est continue en to EI, 

iii} il existe g E £ 1 telle que pour tout t E J : 1/(t, x)I '.'o g(x) pp 

Alors, pour tout t E J, la fonction x >-) f ( t, x) est integrable et la fonction F definie 

par F(t) = L f(t,x)dµ(x) est continue en t0• 

• La notation dµ(x) signifie que la mesure porte sur l'ensemble dont la variable est x. 

Demonstration : 

L'inegalite lf(t, x)I '.'o g(x) p.p. entraine que la fonction 

X >-----t f(t, x) E £ 1
. 

Pour montrer la continuite de Fen t0 , on considere une suite convergente (tn)n d'elements 

de I dont la limite est t0 et on va prouver que la suite (F (tn))n converge et de limite 
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egale a F (t0). 

Pour tout n, posons hn(x) = J(t,,, x) et h(x) = J(t0 , x). Les fonctions hn et h sont 

mesurables, lhnl :S g p.p. et (hn)n converge vers h presque partont. L'application du 

theoreme de convergence dominee 2.5.2 implique que hn et h sont integrables et 

F (to) = l J (t0 , x) dµ(x) 

l h(x)dµ(x) 

limJ, h,.(x)dµ(x) 
n X 

limJ, J (tn, x) dµ(x) 
n X 

= lirn F (tn). 
n 

Theoreme 2.6.2 Soit I un intervalle ouvert de JR. On suppose que 

i) /'application x c--l J(t,x) est integrable pour tout t EI, 

ii) pour presque tout x EX, 
8

8
1 (t, x) existe, 
t 

iii) il existe g E £ 1 telle que pour tout t EI on a 

I!{ (t, x)I :S g(x) PP 

Alors, pour tout t E I, la fonction x c--l it (t, x) est integrable, la fonction F definie 

par F(t) = l J(t,x)dp(x) est derivable et on a 

F'(t) = l !{ (t, x)dµ(x). 

Remarque 2.6.1 Ces deux theoremes restent valables pour les fonctions J(t, x) a va­

leurs dans IC. 
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2.6.2 Integrale de Lebesgue et de Riemann 

La fonction f = XQr.[o,iJ n'est pas Riemann-integrable. Cependant elle est Lebesgue­

integrable car 

k f d>.. = >.. (IQ! n [o, 1]) = o. 

Theoreme 2.6.3 Soient [a, b] un intervalle compact de lfl. et f une fonction mesurable 

definie de [a, b] a valeurs dans lfl.. 

Si f est Riemann-integrable sur [a, b] alors f est Lebesgue-integrable sur [a, b] et on a 

l 'egalite 

l b f(x)dx = 1 f(x)d>..(x). 
a [a,bJ 

(2.6) 

Remarque 2.6.2 On voit que dans le cas des integrales propre , l'integrale de Le­

besgue est beaucoup plus generale que l'integrale delt'l!rnrmnmn. L'egalite (2.6) montre, 

toutefois, que l'on peut util-iser les techniques classiques {developpement en somme, 

integration par parties ou changements de variables, etc.) pour calculer l 'integrale de 

Lebesgue d 'une fonction Riemann-integrable. 

Theoreme 2.6.4 Soient I un intervalle de lfl. et f une fonction localement Riemann­

integrable sur I. Alors f est Lebesgue-integrable sur I si et seulement si l 'integrale de 

Riemann generalisee h f(x)dx est ~et on a 

J: f(x)dx = h f(x)d>..(x) (2.7) 

ou a, f3 E lfl. sont les extremites de l'intervalle I. 

Remarque 2.6.3 On constate que lorsqu'une··ntegrale generalisee existe, l'integrale 
_/ 

de Lebesgue existe si et seulement si l 'integrale e 

l'egalite (2.7). 

nt convergente et on a 

On voit que les integrales generalisees semi-convergentes echapperont ainsi aux theore­

mes d'integration. Ceci semble constituer une petite victoire de l'integrale de Riemann 

sur l'integrale de Lebesgue. Mais une integrale generalisee n'est pas a proprement parler, 

une integrale de Riemann. 
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Dans la suite, on notera 

d>.(x) = dx pour x E IR et d>.(x) = dx1dx2 ... dxn pour x E IRn. 

2.6.3 Theoreme de Fubini 

Nous enoncerons ce theoreme pour des fonctions de deux variables reelles. 

Theoreme 2.6.5 Soient f : IR2 ---+ IR une fonction mesurable et E x F un ensemble 

mesurable de IR2 • 

(i) Si f est positive sur E x F alors on a 

fExFf(x,y)dxdy = ldx jFJ(x,y)dy 

J,, dy l f(x, y)dx, 

( = eventuellement a +oo) ; 

{ii) f E £-1(E x F) ¢=} JE dx J,, lf(x, y)[dy ou JF dy JE lf(x, y) [dx est finie; 

{iii) Si f E £,1(E x F) alors on ales egalites (2.8). 

(2.8) 

Remarque 2.6.4 L'aspect pratique a retenir est que l'on peut calculer une integrale 

double en choisissant l'ordre d'integrabilite que l'on veut, pourvu que l'une au mains 

des integrales iterees en module existe. 

L 'existence des deux integrales 

JE dx JF f(x, y)dy et J,, dy k f(x, y)dx 

n'implique pas l'integrabilite def sur Ex F. 

2.6.4 Changement de variables 

Soient X et Y deux domaines de ]Rn et ¢ : Y ---+ X une fonction bijective telle que ¢ 

et ¢,-1 soient de classe C 1
. On note J¢(Y) la matrice jacobienne de ¢ au point y 

1.(y) = (!¢, (y)) 
Y1 19,J::::;n 
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ou pour i E {l, 2, ... , n }, ¢, est la ;i>m, application coordonnee de ¢. 

Theoreme 2.6.6 Une fonction f est integrable sur X si et seulement si f ( q,(y)) [<let 1¢(Y) [ 

est integrable sur Y et on a 

Exemple 2.6.1 Soient f une fonction mesurable definie de R a valeurs dans R et 

a ER'. On considere l'integrale 

k f(ax)dx. 

Soit 

1 
y >--------, X = -y 

a 

la fonction bijective de classe C1 et dont la reciproque , egalement de classe C1
, est 

definie pour tout x E R par 4i-1 ( x) = ax. Nous avons 

h f(ax)dx = 
1

!
1 

k_ J(y)dy. 

2. 7 Espaces J..J' 

Soit (X,A,µ) un espace mesure. L'ensemble £ 1 = £l,(X,.A,µ) ou £t(X,A,µ) est un 

espace vectoriel sur JR ou IC. 

Pour f E £ 1
, on pose 

11111, = fx i!ldµ. 

L'application f >----+ llflli n'est pas une norme. En effet, 

llflli = o <=- f = Opp 

C'est une semi norme sur £ 1 car pour tout f, g E £ 1 et °' E JR ou <C, nous avons 

1. II!+ 911, :s: 11111, + 11911,, 

2. llaflli = lalllflli-
\ 

/ 
I 

I~----------------- ----·-·-·-·~--·------··-··---~~~~-~-·--- ~=·-···----• 
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On sait ( cf. l'exercice 2.8.35) que pour tout f, g E .C1 

f = g pp ~ L f dµ = L g dµ. 

On introduit alors dans .C 1 la relation R 

JRg=f=g pp. 

On verifie que R. est une relation d'equivalence et on pose 

L1 = L1(X,A,µ) = .C 1/R.. 

C'est l'espace vectoriel quotient, des classes d'equivalence des fonctions de .C1 modulo 

l'egalitc pp 

L 1 ={j /E.C1
} 

Dans ce qui suit, on identifie f et f. Ainsi, si f E L', f designera !'ensemble des 

fonctions g telles que g = f pp 

Proposition 2. 7.1 L 'application 

11-111: L1 >----+ IR.+ 

f -t 11/111 = L lfldµ 

est bien definie et c'est une norme sur L1 . 

En effet, [l/11 1 est independant du representant choisi dans la classe de/. De plus, pour 

tout f E L1 

11/111=0 = /=Opp 

= i=o 
= /=0dansL1

. 

II est important de noter que 

• L1 est considere comme un espace de fonctions ( on ne distingue pas deux fonc­

tions egales pp). 

• L1 est un espace vectoriel norme. 



2.8. EXERCICES 

Definition 2.7.1 Pour p E [l, +oo[, on definit /'ensemble 

Nous avons !es resultats suivants : 

Proposition 2. 7.2 L 'application 

11-llp: LP --+ IR+ 

f --+ 11/llp = (fx 1JIPdµ) ½ 

est bien definie et c 'est une norme sur LP. 

Proposition 2.7.3 {Inegalite de Holder) 
1 1 

Soient p, q E]l, +oo[. Si f E LP et g E L" avec - + - = 1, a/ors 
p q 

f g E L' et II/ 911, :; 11/11,11911.-

47 

Theoreme 2.7.1 Pour 1 :; p < +oo, LP est un espace de Banach (espace vectoriel 

norme comp/et). 

Remarque 2.7.1 Si X = IR etµ est la mesure de Lebesgue, on definit !'ensemble des 

{classes de} fonctions localement integrables note L;oc par 

Lfoc = {! mesurable/'dK compact, [ lfldµ < +oo}. 

Muni de /'addition et de la multiplication par un scalaire, Lf
0
c est un espace vectoriel. 

2.8 Exercices 

Exercice 2.8.1 Soit Un)n?:l la suite de fonctions definie sur [l, +oo[ par 

SZ X > n 

fn(x) = I r s, 

: --·-~------------------------·-- --


