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Chapitre 1
Rappels

Dans tout ce chapitre JK désignera I'un des ensembles IR ou .

1.1 Intégrale au sens de Riemann

Solent a et b deux nombres réels tels que a < b.

1.1.1 Fonctions intégrables au sens de Riemann

Définition 1.1.1 : Soit [ une fonction définie de Uintervalle [a, b dans IK.

On dit que f est une fouction en escaliers s'il eviste un entier naiurel n non nul, des
constantes réellesa, =a < ) < - < Gp 1< ap=betay, - - ,0n € K tels que pour

tout entier 2 tel que 1 < i < n et pour tout T € |a;_1, 4], on a f(z) = ¢;.

Définition 1.1.2 : Soit f : [e,b] — IK une forciion en escaliers.

On appelle intégrale de f sur [a,b] la guantité
I(f) = Eﬂ&' (ﬂi - 0—5_1)
i=1

Remarque 1.1.1 :
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1. I{f) ne dépend pas des (a;); ni des valeurs (f (a,));.

b b
Dans toute la suite I{f) est notée j flz)dr ou f f.

2. Désignons par € ([a,b], IK) l'ensemble des fonctions en escaliers de [a,b] dens

K. L’application
I: E{ah, K) — K
b
;oo [ i

est une forme lindaire. Elle est de surcroit continue sur £ ([, b], IK) muni de la

norme deila convergence uniformej En effet

—

[ 1 < -0z 1760

8. Pour f, g € E([a,bl, IK), nous avons les propriéiés suivanies

b b
(o) SiIK=IRet f<g, aiorsj Flz)de ﬁ/ gl(z)de.

o | 10w < [0

Définition 1.1.3 : Soit f : [a,b] — IK une fonction guelconque. On dit que f est

intégrable au sens de Riemann si

Ve > 0, 3¢, € £([a,b], K), I, € £ ([2,b], Ry} /-

[f_¢£| ﬁ'ps et /:ﬂ": <eE. (1‘1)

Désignons par I({a, b, ) l'ensemble des fonctions, définies sur [a, 5] & valeurs dans K,

qui sont intégrables au sens de Riemann.

. oga 1 g .
@,emarque 1.1.2 - 8 nous prenons dans {1.1) € égal a ~, alors il existe une suite de
7

b
fonctions en escaliers (¢,), telle que la suite ( f q&,,) soit de Cauchy, donc conver-

gente vers une limite {indépendante du choiz de la suite (én),)-

Ce constat nous permet de définir, et de noter, l'intégrale de f au sens de Riemann

sur [a,b] par
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QOn 2 les résultats suivants
Proposition 1.1.1 Toute fonction inidgrable ou sens de Riemann est bornée.

Proposition 1.1.2 1. L'application

I I{[a,b], K} — K
5
Joes [
est une forme linéaire continue.

2 Pour fetpeZje b, Ky, on e fo e T bl K.

Proposition 1.1.3 : Soit [, ¢ € Z{{n, ], IR).
1 One :
I(f) = sup{l{p}/ pe&lfa b, IR} ety < f}
= mf{l{(¥}/ ¢ e E{fa,b], B} et f < %}.
2. 8i f z g, alors I(f) 2 Ig).

Proposition 1.1.4 : Soit {f,.), une suite de fonctions d’éléments de I(ja, bl, K). Si

{fn), converge uniformément vers f, alors
b 5
fe @K et [ f=tm [ fo
Remarque 1.1.3 1. Quelgues ezemples de fonctions Riemann-intégrobies
{a) Les fonctions continues par morcenus;
(b} Les fonctions monotones;

fc} Les fonclions réglées [c'est-a-dire lez imites uriformes de suiles de fonctions

en escaliers).

2. Le limile simple d 'ene susie de fonctions Riemann-intégrable n'est pas néeessairement

Hiermnann-inégrable.

3. La composée de deur fonctions Riemann-intégrables ne 'est pas obligatoirement.
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1.1.2 Résultats essentiels de ’'intégrale de Riemann

Soit f € ZI{([a, b], K). I est clair que, pour tout z € [a,d}, la fonction f est Riemann-

intégrable sur [a,z|. Définissons, sur [a, b], la fonction F par
T € [a,b]l—-)F(;r:):fzf.

Proposition 1.1.5 1. La fonction F' est lipschitzienne sur [a, b].
En effet
vz, y € (28] : [F(2) — Fy)| < | flowpl — 3]
2. Si f est continue & drotte en ¢ € [0,b] (resp. @ gauche en ¢ €)a,b]), alors F esi

dérivable ¢ droite (resp. & gauche) en c €t
Fylc) = f{c} (resp. Fyfc} = flc))-

Corollaire 1.1.1 : Si f est continue sur [a,b], alors F est dérivable sur [a,b] et pour

toutz € la,b], on g F'(z) = f(z). Dans ce cas, on dit que F' est une primitive de f.

Proposition 1.1.6 (Changement de variable) - Sotent 651([0, A, R) et f Eg(go([a, 8]}, K).
Alors '

[ fetwpetia= [ sz

o . p()

Proposition 1.1.7 (Intégration par pf;rtie.s) : Soient f et g € C'{[a,b],K). On a
b ] 5 ® :
[gg=Uak- [ 1o
a a

Proposition 1.1.8 (Premitre formule de ln moyenne) : Soient [ € C(|a,b], IR) et
g € I([a,b], Ry). I existe ¢ € [a,b] tel que

f:fg= f(C)f:Q-

Proposition 1.1.9 (Deuziéme formule de la moyenne) : Soient f et g € C([a,b], R).
On suppose que f est positive et décroissante. Alors il existe ¢ € [o, 8] tel que

f:fg=f(a+)f:9-
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Pour les intégrales dépendants d'un paramétre, nous avons la proposition suivante

Proposition 1.1.10 : Soit la fonction
f o Jxab — K
(t,z) — fit,z)

ou J est un intervalle non vide de IR.

[+

5
1. 8 f € C{J x [a,¥], K), alors la fonction t — F({) = / f(t, £)dr est continue

sur J ;.

a3
2.5 f et a—{ € C{J x [u,b], IK), alors F est dérivable sur J et

Vie J, F’(t]:]bgt—f(t,m)dn

1.2 Eléments de la théorie des cardinaux

1.2.1 Cardinaux

Définition 1.2.1 : On dit que deur ensembles X et Y sont équipotenis s’il existe une

bijection entre euz. Et l'on écrit card(X) = card(Y).

Remarque 1.2.1 -
o I est évident qu'un ensemble est équipotent & lui méme

s S5i. XY sont éguipotents et Y, Z sont équipotents alors X, Z sont aussi équipotents

Exemple 1.2.1 : On vérifie par exemple que
1. card(iN) = card{Z) = card(@),
2. card(iR) = card([0, 1]} = card{((0, 1]),
3. Pour tout ensemble X, card{P(X)) = card({0,1}%),

4- Pour tout ensemble X, P(X) et X ne sont jamais équipotents.
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Proposition 1.2.1 : 5% eziste unWe X dans Y et une injection de Y dans

X alors il eziste une bijection entre X et Y. Donc card(X) = card(Y).

Définition 1.2.2 {-Notation-) : Soient X,Y deux ensembles
1. 5l eriste une injection de X dans Y, on note card(X) < card(Y),

2. Sicard(X) < cerd(Y) et si X et Y ne sont pas équipotents, on note card(X) <
card(Y).

Ainsi pour tout ensemble X, on a card(X) < cardcg(X)) < card{P(P(X))})---

Théoréme 1.2.1 La relation < est une relation d'ordre iotal sur les cardinauz.
St X et Y sont deur ensembles quelcongues, ils se trouvent toujours dans unc et unc

seule des situations suivanies :

eard(X) < card(Y} ou bien card(X) = card(Y) oubien card(X) > card(Y)

1.2.2 Dénombrabilité

Définition 1.2.3 : Seit X un ensemble quelcongue,

{a) X est dit dénombrable s’il est en bijection avec IN

{t) X est dit au plus dénombrable 5’il est fini ou dénomrable
\"\____

{c) Si card(IN) < card(X), X est dit infini non dénomrable.

Ainsi IV, 2N, Z, sont dénombrables
@(INJ,'P('P(W)) sont infinis non dénombrables.

Proposition 1.2.2 :

&, Une réunionﬁ% par un ensemble au plus dénombrable d’ensembles au plus

dénombrables est au plus dénombrable

o Un produit fini d'ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.
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1.3 Limife supérieure et limite inférieure

Dans la suite J? désignera la droite achevée I? = RU {—co, +0co}.
(i) IR est muni de I’ordre (<) qui prolonge celui de IR pour les réels et tel que

—m<rl+oa Yee R
(ii) IR est muni de la loi (+) commutative qui prolonge celle de IR et telle que
g+ {+o0) =400 , z+(—o0)=—00c Vz€ER

(+00) + (+00) = +o0 et (+oo) + (—o0) ou (+ox) + (—o0) ne sont pas dé finis

(iii) IR est muni de la lof {.) commutative qui prolonge celle de IR et telle que
(ko) =% size R, z.(fo)=Foo size R

(+o0).(+o0) = 0o (—i—oo).(—oo) =—cc et 0.(+o0) =0

(iii) On munit % de la topologie dont les ouverts sont les ensembles

la, b, [—oo, b, la, +o0] et toute Téunion d'ensembles de ces types (a,b € IR)

Définition 1.3.1 : Soit (za), une suile d’éléments de TR. On définit la limite supérieure
de la suite (z,), par

Imsupz, = limsup:_r,, = inf(sup z;) € R

. n '}29 k>xn

et on définit la limite inférieure de la suite (z,), por liminf fx, = limninf Ty =
sup(inf zx) € R

ﬂglo)(-"?ﬂ k)

Remarque 1.3.1 : En fait imsupz, est la bmite de la suite décroissanie y, =
(sup zx)

k>n
et liminf z,, est la limite de la suite croissante z, = (gf Ti)
2T
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Proposition 1.3.1 : Soit f : IR — IR une jonction monoione el continue et soil

(z,)n une suite d’éléments de IR. Alors

Ff(imsupz,) =limsup f{z,) et f(liminfz,) =Iminf f(z,) sif estcroissanie
f(limsupz,) =liminf f{z,) e f(liminfz,) =limsup f{z,) 57 f est décroissante

Remarque 1.3.2 : Comme conséquence si on prend la fonction f(x) = —z déecroissante

on a les relations

liminf (—z,) = —~limsupz, ¢ limsup(—z,) = —liminfz,

Proposition 1.3.2 : on a eussi
{a) Pour deus suites (), et (y.), d’éléments de R, ~imultanément majorées dans

[—o0, +0o[ ou bien simultenément minorées dans | — co, +oo}. Alors

limsup (z, +4.) < limsupz, + limsupy.

liminf (2, +y,) = liminfez, +liminfy,

(b) Pour deuz suites (Tn)n et (yn)n d’éléments de R, , simultanément majorées dans

[0, +00| ou bien simulianément minorées dans |0, +oc). Alors

limsup (Z,y,) < limsupz, x limsupy,

liminf (z,y,) 2 liminfz, xliminfy,



Chapitre 2

Intégrale de Lebesgue

2.1 Introduction

L’enseignement, ‘au premier cycle universitaire, de. l'intégrale de Riemann a permis de
développer des outils permettant le caleul de surfaces ou de wvolumes, la résolution
d’équations différentielles, I'estimation des sommes de séries et bien d’autres choses.
Néanmoins cette théorie ne pent répondre aux multiples attentes des mathématiciens,

physiciens ou ingénieurs.

Dans ¢e manuel, nous nous proposons d’exposer les principaux résultats de la théorie
de l'intégrale de Lebesgue. Ceci nous permettera de travailler sur une classe de fone-
tions beaucoup plus riche que la classe des fonctions Riemann-intégrables. Grace a Ja
notion de mesure {qui sera définie par la suite), nous définirons la notion d’intégrale

de Lebesgue sur des espaces beaucoup plus généraux que R, R* ou K3,

Nous rappelons que toute fonction continue, continue par morceaux ou réglée, est

N2

Riemann-intégrable sur 'intervalle [a, b]. Toutefois le comportement des fonctions Riemann-

intégrables vis-a-vis des limites pose probléme, En effet la limite f d'une suite (f;),,

de fonctions Riemann-intégrables sur {a, b] n’est pas forcément Riemann-intégrable sur

13



14 CHAPITRE 2. INTEGRALE DE LEBESGUE

[a,8]. Cest: le cas par exemple de la suite (f,.),.q telle que

0 = USIEl
tulz) = 1 1 n
- 8 —<r<1l
x n
Sa limite f définie sur 0, 1] par
0 si z=0
fz)=9¢1
Z si 0<zr<]

n'est pas Riemann-intégrable sur [0,1]. Et méme si la limite f est Riemann-intégrable

sur fa, b], il n’est pas sir que

tm  f(5)ds = / bngrfm () ds.

n—++oo
Une illustration est dennée par la suite (f,.),,,4 telle que
0 si =0
: < 1
falz)=¢ n sl 0(:!:(;

0
0 si —<z=£1.
n

1 1
On a nLLTm/U folz)dz = 1 et fo nhr_ix}m fn(z}dz = 0. Bien entendu, si la suite (f,.},

converge uniformément vers f, alors celle-ci est Riemann-intégrable sur {0, 1] et
t—+-+00

lim fﬂ ' f(z)ds = ]0 ' Ha)ds

Cependant, pour les intégrales impropres, le résultat précédent est faux. (cf. les exer-

cices 2.8.1 et 2.8.2)

2.2 Ensembles mesurables. Mesures.

Définition 2.2.3 Soit X un ensemble non vide et P(X) Uensemble des partics de
X. On appelle tribu fon o-algébre) sur X, un ensemble A C P(X) qui posséde les

propriélés suivanies :
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PP e A
) SiA€ A, alors A€ A
(ot A® désigne le complémentaire de A dans X);

@! Pour toute famille finie ou dénombrable (A;),c; w d'éléments de A, | ] 4; € A
: el

Remarques 2.2.1 1. N résulte de i) et i) que X € A;

2. I découle de i} et iii} que toute iniersection finie ou dénombrable d’éléments de

A est un 'éiément de A ;

3. 8iA BeEAalors AB=ANBe A

Exemples 2.2.1 1. P(X) est une tribu sur X ;

2. Soient X = {a,b,c} et E = (a}. La fomille A = {0, X, E, EF} est une tribu sur
X.

Définition 2.2.2 On appelle espace mesurable tout couple (X, A) ot X est un en-

semble et A est une tribu sur X . Les éléments de A sont appelés ensembles mesurables.

Remarque 2.2.1 1. L’intersection d'une famille quelcongue de tridus sur X est

une trebu sur X.

2. Soit F une famille quelconque de sous-ensembles da{\]. L’intersection de touies
les tribus condenant lo famille F est done une tribu contenent F, notée o (F).
Clest en fait le plus petite tribu sur X contenant F. Il est alors évident gue

toute tribu condenant F condient également o {F).

Al

Définition 2.2.8 La ribu o(F) est appelée tribu engendrée par F.

Exemple 2.2.¥ Prenons X = R™ muni de 5a topologie usuelle et F l'ensemble des
ouverts de R™. Il est clair que F n’est pas une tribu cer le complémentaire d'un ouvert
n'est pas en général un ouwvert. La iribu o(F) engendrée par F est appelée gribu de .

Borel ou triby Borélienne sur R®,_Elle est notée B (R™) et ses éléments sont appelés

__..-—-"'f

des Boréliens.
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En théorie d'intdgration, nous serons amenés a travailler dans Vensemble K = R U

{+00} U {—00} muni des opérations usuelles avec les conventions suivantes :
1) a too = too pourtout a € R;
2) a.(foo) = Foo pourtouta> 0;

3} 0. (Xoo} est égal A 0 (nous verrons que l'intégrale d'une fonction infinie sur
un ensemble de mesure nulle est nulle et l'intégrale d’une fonction nulle sur un

ensemble de mesure infinie est nulle);

4} Les opérations (+oc) + (—cc) et {—oo} + (+o0) ne sont pas définies.

Définition 2.2.4 Soit (X, A} un espace mesurable. Une mesure positive sur (X, A)
est une application p: A — R, =R, U {+oo} telle que

1L p@)y=0;

2. Pour toute famille finie ou dénombrable (4;),.jcp d'ensembles mesurables de X,

deur & deur disjoinls, on a

2 (U 'Ai) = Z #(A;).

el H

Le iriplet (X, A, 11} est alors appelé espace mesure.

Exemple 2.2.2 Soient (X, .A) un espace mesurable et a € X. On considére Uapplica-

tion
Ja A — ﬁ.}.
définie pour tout A € A par
1 st ac A
d,( A} =
0 si ad A

C’est une mesure sur (X, A) appelée mesure de Dirac au poini a.

Voici & présent des propriétés importantes d'une mesure positive
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Proposition 2.2.1 Soit (X, A, u) un espace mesuré.
1. Soieni A, B€ A. 51 A C B, alors

j(A) < p(B).

e
2. Soient A, Be A 5i A C B et u(A) < +oo, alors

p(BA\A) = u(B) — u(4).
8. 51 (An)py, est une suite quelconque d'éléments de A, alors
- +oc
pl U An) €3 n{As).
n=1 n=_1
4. 51 (An)r121 est une sutle ecroissante d'éléments de A, nlors
+o0o
i U 4] = i )

5. 8 (Ba)nsy est une suite décroissante d’éléments de A telle que 1 (By) < 400
alors
+oo )
g (Ql Bn) = “Er-il}w tiBn).

Démonstration :

1. Ona B = AU (B\A) avec AN ({B\A) = 0. Done
p(B) = u(A) + u(B\A) (2.1)

et par conséquent u{A) < u(B).
2. Si p(A) < +oo, on peut le soustraire des deux membres de (2.1), d’olt le résultat.

3. Considérons
N n-1
=A e T,=A)\ UA;: pour n > 2,
k=1

Par une technique similaire & celle développée dans la solution de l'exercice

2.8.21, on vérifie alsément que
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s T, € Aet T, C A, pour tout n € N*;

+o0 +oo
o Les T}, sont deux & deux disjoints et |} T5, = | 4,
n=1 n=1
Par conséquent
+00 +o0
B U Ap = [ U /N
n=] n=1
+o0
= 3 u(T)
n=1
—+a0
< Y p(Al).
n=1

4, Posons

E,=A, et E, = A\A,_, pourtoutn > 2.

La suite (E,),.,, est telle que (cf. exercice 2.8.21)
n +oa +oo
Aan E at UAn=UEn.
k=1 n=1 n=1
Les ensembles E,, étant deux & deux disjoints, il vient
43
n(An) = 3 n(E).

k=1

Par passage & la limite, nous obtenons

+f 1 (E,)

n=1

#(gEn>
= p(g An)-

5. Pour tout n > 1, posons E, = B;\B;; Puisque la suite (E,), est croissante,

m p(An)

n—¥4oo

alors

+oo
#(U En) = lim u(E,).
A1
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n=1

+e +oo
Or |J E, = B\ (ﬂ Bn),donc

u(B) — p (Ff Bn) = tm (u(B)) ~ u(Bn)).

n=l

Comme p (B} < 400, il en résulte que
+oo
p{[Q Be )= B n ().
n=1

Définitions 2.2.1 Seit (X, .A, u) un espace mesuré.
1. 81 u{X) =st finie, on dit que p est bornée {ou ﬁu;u}e).
2. 81 X est réunton dénombrable d’ensembles de mesures finies, on dit que u est
a-finie.
3. 8i p{X) =1, on dit que (X, A, 1) est un espace probabilisé. Les éléments de X

sont appelés des éventualités et ceur de A des événemnents.

Définition 2.2.5 Un ensemble N € A est dit négligeable por rapport & p (ou u-
négligeable) si p(N) = 0.

Notons que s'il 0’y a pas A’ambignité ‘nous dirons que I'ensemble est négligeable an

liew de p—négligeable.

Proposition 2.2.2 Soient (j(,A, 1t} un espace mesuré et (Sy), ., une suite d’ensembles

+oo
négligeables. Alors S = ] 8. est négligeable.
n=1
Démonstration :
+oo
Ona §= U Sn € Aavec 4(S,) =0 pour tout » > 1. La proposition 2.2.1 entraine
n=1

0<u(&)< S uis) =0.

n=1

Définition 2.2.8 On dira qu’une propriété P est vraie p-presque partout (1 — pp) si

Lensemble sur lequel ‘P est fausse est contenu dans un ensemble p-négligeable.
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Définition 2.2.7 Soit (X, A, ) un espace mesuré. Lo mesure p est dite compléte st

tout sous-ensemble d'un ensemble négligenble est mesurable.

Théoréme 2.2.1 Il existe une tribu £ sur B et une mesure A sur (R L) uniques

telles que .

) (13 ]ai,b,-[) — f[l (b - 1)

» > avec inctugion siricte,
L R~ inclusi irict

e ) compléte.

L est appelée la tribu de Lebesgque sur R™ et A est dite mesure de Lebesgue sur R™.

Pour plus de détails sur la construction de la mesure de Lebesgue, on peut consulter

[1].

Remarques 2.2.2 Soit Pespace mesuré (R*, L, A).

s Tout point de R™ est négligeable.
Etablissons ce résultat dans le cas particulier oti n = 1. Le sous ensemble {a}

de R est mesuradle car ¢’est un fermé de R. Pour lout p € N*, nous avens

1 1
{a}C]a—E,a+;[.

1 l[
a——,a+ -
P r

, ¥pe N,

Donc

A{e A (
et par conséguent

A{{e}) <

2| b2

Finalement
Alfe}) =0.
Yo Toute partie finie ou dénombrable de B™ est négligeable. Par exemple, dans_
(R, £, ), Uensemble € est négligeable (bien qu il soit dense dans R).
e La mesure de Lebesgue admet bien d’auires ensembles négligeables gue les en-
sembles dénombrables. Par exemple, da frontiére du pavé ﬁ lai, bi[1est negugeable

i=1
dans B* sans élre dénombrable.
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2.3 Fonctions mesurables

Soit (X, .A) un espace mesurable.

Définition 2.3.1 Une fonction f:X — R est dite A-mesurable si pour tout & € R

F o, +oo]) = {z€ X: f(z) > a} € A

Dans la suite, nous utiliserons la notation [f > a] pour désigner 1'ensemble
{reX: flz)>a}.
De méme, nous noterons
[f2al=(ze X f(s) 2 a};
s [f<a]={zeX: f(z)<a};
e [f<a]l={zeX: f(z) <a};
e [f=a]={z€X: f(z}=al

Le lemme snivant donne quatre définitions équivalentes de la mesurabilité.

Lemmme 2.8.1 Seit f : X — R. Les propesitions suivanies sont équivalentes
{a)VaeR, Ay={z€X:flz)>a}cA
(b)VaeR, B.,={zeX:f(z})<a}cA
(c})VaeR Co={reX:flry>a}leA
{d)VaecR, D,={zxeX:f(z)<a}leA
Démanstration :
Il est clair que (a) < (b} car A, et B, sont complémentaires.
On a de méme (c) <= {d}.

Montrons que (a) <= {c).

+eo0
Puisque Ca = (| A 1, alors (g) = (c).
n=1 (x—z
+e0

De la méme fagon, 'égalité 4, = [ G .1 permet d’affirmer que (c) = (a).

n=1
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Remarque 2.3.1 5i f est & valeurs complezes, elle se décompose en partie réelle et

partie imaginaire de la fogon suivante
f=Re(f) +Im(f)

ot Re(f) et Im(f) sont & valeurs dans R.

Définition 2.3.2 L'application f : X — C est dite mesurable si Re(f) et Im(f)

sont mesurables.

Définition 2.3.3 Soient (X,.A) un espace mesurable et B un sous-ensemble quel-

conque de X. On appelle fonction caracléristique de E, la fonetion X g définde par

1 81 € F

Xsl) = 0 st z¢ L.

La fonction caractéristique posséde les propriétés suivantes :
L Xg=0;
2. Xy =1;
3. Xang = Xa-Xs:
4 Xass=Xa+ Xz~ Xans
5 Xae=1— X4

Proposition 2.3.1 Soit A C X. Alors Ie fonction caractéristique de A est mesurable

st et seulement si Uensemble A est mesurable.

Démonstration :
Soita €R,on a
X si a<i
)r‘ Aa={zeX X z)>a}=¢ A si 0€ax<]l
) 0 st o>l
On voit que A, € A si et seulement 51 4 € A.

Donnons i présent une classe importante de fonctions mesurables.
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Propaosition 2.3.2 On considére U'espace mesurable (R™, L) 0@ £ est la tribu de Le-

besgue et f + R® — R, 5i [ est continue alors [ est L-mesurabdle.

Démonstration :
Pour tout & € R, intervalle Ja, +oof est un ouvert de R. L’ensemble 4, = 7! (Ja, +-00[)
est donc un ouvert de R® car f est continue. I en résulte que A, € B(R") et par

conséquent A, € L. La fonction f est done L£-mesurable.

Remarque 2.3.2 I existe des fonctions mesurgbles qui ne sont pas continues. (est
le cas par exemple de la fonction caractéristique de Uintervaile 10,1 avee X = R et

A=L.

Proposition 2.3.3 Soient (X, A) un espace mesurable et f, g deur applicaiions A-
mesurables définies sur X et ¢ valeurs dans R. Alors les fonctions suivanies sont A-

mesurables
1. f+ g, lorsque cette somme existe;
2. max(f,¢) et min(f,g);
8. Pourtout GeR, 8f;
4- |fl, fPetfxg

Démonstration :
Pour simplifier la démonstration on se limite aux fonctions & wvaleurs dans R. Soit

a e,

1. Utilisant la densité de Q@ dans R, il vient :

U+9>ﬂ=({ﬁ>ﬂﬂb>a—ﬂ

Puisque les fonctions f et ¢ sont .A-mesurables et que Q est dénombrable, nous

en déduisons que A, € A.

2. Les fonctions max et min sont .4-mesurables car

[max(f,9) > o] = [f > a]U{g > af
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et
[min{f,g) >l ={f >aln[g > o

3. Soit 8 € R. Nous avons

'@ouX si f=0
f>% si A>0

[Bf>0]=1q " :

.

B

g1 g <.

f<
On voit que powr toute valeur de g, l'enseinble

[Bf > o

est _A-mesurable.

4. e Montrons que } f | est .A-mesurable

1 Siw>0,alors

(|f{z)} > a] = [f{z) > o] V[f(z) < —q].

il. Si @< 0, alors

[I7(z)| > af = X.

Donc | f | est .A-mesurable.
e Pour f% ona
i. Sie >0, alors
[F2(z) > a] = [|f(=)| > Vo]

il. Sia@<0,alors

[f2(z) > o] = X.

Donc f? est .4-mesurable.

s D’autre part f x g = % {(f +g)? -7 —92}, Par conséquent f x g est A4-

mesurable.
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Proposition 2.3.4 Soient (X,.4) un espace mesurable et (fn)nzo une suite de fonc-
tions A-mesurables définies sur X et & valeurs dans R. Alors [ = sup f,,, g = inf f,,,
T i

fr=lminf f;, et g* = imsup fn sont A-mesurables.

Démonstration :

Pour la fonction g, on a pour tout o ¢ R

o(e) > ol = [ fula) 2 al.
De fagon analogue
[f(:c > al U[fn(x)?»a]_

Puisque toutes les fonetions f,, sont mesurables, alors f et g sont mesurables

On rappelle d'autre part que

= hmmffn = sup mf fmet g = 11msupfn —mfsupfm

™Mo

On en déduit que f* et §* sont aussi mesurables.

Corollaire 2.3.1 Soient {X, A) un espace mesurable et (falono #ne suile de fonctions
mesurebles définies sur X et a4 valeurs dans R. Si lg suite (fn), converge simplement

vers f sur X alors f est une fonction mesurable.

Démonstration :

Pour tout £ € X, on a f(z) = lim f,(z) = limsup f,(z). Donc f est mesurable.
: m T >

Définition 2.3.4 Soit (X, A) un espece mesureble. Une fonction e définie sur X est

dite étagée {ou simple) s’ existe un nombre fini d’ensembles mesurables Ay, A, . .., A,
et n réels og, o, .. ., s lels gue
kr 3
€= Z aiXA..- (22)
i=1

On notera que Pécriture (2.2) n’est pas\uﬂlﬁ. Une fonction étagée est donc une
fonction mesurable finie et qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs.
Notons que la somme, le produit et le module de fonctions étagées sont étagées. Le

théoreme d’approximation suivant montre I'importance des fonctions étagées

PPN
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Théorgme 2.3.1 Soit f : (X, A) — R, mesurable. Il ezisie une suite de fonctions

€tagées positives (n),,, telle que
0L Legg...<f,
1i) Ppﬁfffgﬁi xr € X, lo suite (en(2)), converge vers f(z).

 Autrement dit, toute fonction positive mesurable est limite simple d’une suite croissante

de fonctions étagées positives.

Démonstration :

1
i) Pour n € N, découpons lintervalle [0, 7] en n2™ intervalles de longueur o

)

Considérons les ensernbles

k k+1
E;gf(x)<% si 0<k <n2
-rn,k =
[f{z) > n] 51 k=mn2"
Les ensembles J,  ‘sont mesurables car f l'est. Les ensembles [, ;. sont deux &
n"
deux disjoints et X = | ] Z,x. Posons
k=0

k

& S r €l x avec 0 <k <n2

en(x) - 2
n st zel, avee k=n2"

nin E
On voit. que e, > 0 et que ey{z) = jg _j?an,a(I)' La fonection e, est done
étagée et par construction e, < f, pour tout » > 1. Il reste 3 prouver que (e,),

est une suite croissante. Soit x € X.

k k+1
1%7 cas : Ilexiste k, 0 < k < n2" tel que 7 S flz) < QLH Ceci donne

k 2% 2k +2
Cn(ﬂ:) = 5-"- et gnl < f(:L‘) < -E';;-_;r

e Si

2k 2k+1
ot S f(f.ﬁ) < W alors

ent1(z) = = en(2);

ontl
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L 2k+1 2k+2
e 51 "-zm S f(I) < F alors

2%+1 k1

entr(Z) = oo = on + 5 > &()-

Notons que k < n2", entraine 2k + 1 < (n + 1)27+L.
as : On suppose que z est tel que f(z) > n.

e Si f(z) >n+ 1 alors

en(Z) =10, enpfz) =n+1.
Par conséquent eq41(z) > e,(x).

e Sin< flz) <n+1 alors

2™t <) < (n4 1)2M

D’autre part, il existe k' tel que &' < 2"!f(z) < k' + 1, c’est & dire
k}

f

+1
et < flz) < ST AVeC ¥ < (n+1)27tL
Il en déecule que
k?

en-{-l(x] 3 27?.1-1 .

L'inégalité k' +1 > n27%' ou encore &' > n2™*! implique alors e,,1(x) >
n = e,(x).

Finalement (e,),, est une suite croissante et pour tout entier naturel non nul
7., NOUS avons e, < f.

ii) Pour montrer la convergence simple, considérons un point # € X. On a deux
possibilités :

flz) < +o0 ou flx)

a) Si f(z) < +oo alors pour tout € >0, il existe ng € N tel que

1
f($)<nget%<s.

IFautre part

41
vn > ng, 3k’ tel que :—n < flz) < ;
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On remarque que ¥ < f({2)2" < ny2" < n2", ce qui entraine

enlz) = Qﬁn

En résumé, pour tout £ > 0, il existe ng € N tel que

1 1
vn 2 ng, len(z) - fle)l < op = o <
Ceci prouve que la suite (en(x)), converge vers f(z}).

b) Si f(x) = +oo alors pour tout n € N*, f(z} > n d’oh eq(x) = n. Par

conséquent ,J‘,Tm en(z) = +o0 = flx).

Nous concluons que pour tout z € X, la suite (e.(z)), converge vers f(z).

2.4 Intégrale de fonctions positives

Toutes les fonctions utilisées dans la suite de ce cours seront supposées mesurables. On
défiuira l'intégrale de Lebesgue uniguement pour les fonctions mesurables.
On considére (X, A, i) un espace mesuré. Commengons par considérer le cas d’une

fonction positive étagée.

T
Définition 2.4.1 Soite=> @ X 4, une fonction étagée positive sur X. On appelle
i=1

intégrale de e sur X par rapport & la mesure p, le nombre positif (éventuellement +00)

noté f edu égalay | ayp(Ay).
X i=1
{On admettra que la valeur de cette intégrale est indépendante de la représentation de

2)

Remarque 2.4.1 Si pour un indice 1 on ¢ o = 0 et u(A4;) = +oo, alors le produit

aip (4;) = 0. '

Définition 2.4.2 On dit gue e est p-intégrable sur X par rapport 4 p 81 fx e dp est
Jinie.
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Définition 2.4.3 51 E est un ensemble mesurable, on définit ['intégrale de e sur B

par
/:Eedu =fxeXEd,u.

En particulier si £ € A, alors f dy = p(E).
JE

Exemple 2.4.1 On se place dans (R, L, A} et on considére la fonction e appelée fone-
tion de Dirichlet et définie par

1l 58 z€0Q)
¢ s5i 2¢0Q.

La fonction e est positive élagée car e = gt UXQG.’
51 E =1{0,1], alors

e(z) =

fm‘u e dh = A([0,1]nQ) = 0.

La fonction e est done A-intégrable nu sens de Lebesgue sur [0,1].
L’intégrale d’une fonction étagée positive possede les propriéiés suivantes :
Proposition 2.4.1 Soient f, g deuz fonctions élagées positives et a un réel positif.
Ona
1.[ + d:f d f dys ;
X(f 9) du ( Fdp+ [ gdy
2./ afd,u=af fdy;
X X
3 5if<g, aiors[ fdu < f gdp.
X x

Nous somines 3 présent en mesure de déhnir I'intégrale d’une fonetion mesurable posi-
D gr

tive en s’appuyant sur le théeréme 2.3.1.

Définition 2.4.4 Soit f: X — R une fonclion mesurable positive. L’intégrale de

[ sur X par rapport & u est définie par

f fdpzsup{f edu;0<eL fete étagée}.

X X

La borne supérieure est prise sur toules les fonctions étagées positives gui minorent
D p G P q

la fonction f)
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Remarque 2.4.2 Toute fonction f : X —> R positive, mesurable, posséde une intégrale

au sens de Lebesgue. Cependant, cette intégrale est soit positive finie, soit €gale a +oo.

Définition 2.4.5 Soit f : X — R, une fonction mesurable positive. La fonction f

est dite iniégrable si f f du est finie.
X

Si E € A, on pose
J, Fdn= [ 5 Xsdn

Lz proposition suivante contient des propriétés élémentaires de I'intégrale qui se démontrent

par application directe de la définition.

Proposition 2.4.2 Soient f, g: X — B, deur fonctions mesurables et E, F € A.
1. Sif<y a!ors'/;: fdung gdu;
2. S§iENF =0 asmf fdp:f fd,u+/ Fay ;
EUF E F
3. SiECFanrsf fdugf 7 dp.
E F

! bl ’ - b - + A iy
Nous donnons & présent le théoréme de la convergence monotone appelé aussi théoreme

e EEE———
de |Beppo-Levi .qui est I'un des principaux résultats de la théorie de l'intégrale de

Lebesgue.

Théoréme 2.4.1 Soit (f,,), une suite croissante de fonctions mesurables positives qui

converge simplement vers une fonction f. Alors

n—too

lim /x fud = ]X jdu.

Démonstration :

Si {Ay), o 5t une suite croissante d’ensembles mesurables alors

Fl

p (U An) = lim (A},

n>0

Montrons le lemme suivant
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Lemme 2.4.1 Soit e une fonction étagée positive et {B,). une suite croissante d'en-

sembles mesurables avee X = U B,. Alors on a

LS

lim 'ed,u=/ e du.
X

n—toa fp

Démonstration :
™ bir}

On aezz a,-XAi,doncf e d,u=z a; e (A; N B,).
im1 Bn i=1

La suite {A; N B,),, est croissante et A; = U(A,‘ N B,) d’'ol
u(Asy= lim p(A;NB,).

[Par conséquent
n
lm o edy = gmn (A) = fx edj.
Démontrons & présent le théoréme 2.4.1 :
La fonction f est mesurable comme limite simple d’une suite de fonctions mesurables.
D'une part, on a

h<f = /Xfrl,dpgjxjd#

— Jlm [ fodu < [ fau.

n—400

(2.3)

D’autre part, soit e une fonction étagée positive telle que 0 < e < f et so0it € €]0,1].
On pose

B, = {1 € X/ fuls} > (1- )e(x)}
L'ensemble B, est mesurable et la suite (B,)_ est croissante. De plus on a X =1{ | B,.

En effet pour z € X, la suite (f.(z)),, converge vers f(z) :
» Si f{z) =0 alors e(z) = O et donc z € B,;

e 5i 0 < f(z) < +oo alors il existe ng € N tel que

fro(z) 2 (1 — ) f(z) 2 (1 — £)e(2),

donc x € B, ;

¢ Si f(z) = +o0, alors il existe ng € N tel que

Juo(2) 2> (1 —€)e(z},

&0t 7 € By,

— e G
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On constate que f, > (1 —¢)e X g , donc

Ell UtiliS&Iﬂ] le 1811’1]]1& 2.4:.1, il Vient

lim fx Fudu > (1—¢) lim [ edu

n—r+toc nricaf R,

> (1—5)/Xed,u_

Ceci étant vrai pour tout £ €]0,1[, on en déduit que :

mnAﬁmeLem

n—+o0

et par suite

lim j; f,,d,u:_vj:\_ f dp. (2.4)

n—+o0

De (2.4) et (2.3), on .ire
Jim [ fadu=[ fdu

ce qui termine la démonstration du théordme.

Remarque 2.4.3 Nous savons que toute fonction positive mesurable de X dans R,
est limite simple croissante de fonctions étagées positives. La proposition £.4.1 et e
théoréme 2.4.1 permeitent de démontrer les propriétés suivantes de Uintégrale d’une

fonction mesurable positive.

Proposition 2.4.3 Soient f, g :— R, deuz fonctions positives mesurables et o €
R,.

I—L(fﬂr)du:fx fd#+fx gdy;
2.]chfdu=afx Fdu.

Dans la suite, on désignera par M* ’ensemble des fonctions mesurables de X dans B,
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Lemme 2.4.2 (Lemme de Falou) Soit (f,), une suite d’éléments de M. On «

f lim inf f,dy < Liminf f [
X L] B X

Démaonstration : _
Soit la fonction g, = nigf' fm. La suite (g,),, est croissante, pour tout n la fonction g,
>0

est positive mesurable et
lim g, = SUD g = lim inf £y
Le théoréme 2.4.1 entraine que
f liminf f, dpg =lim / Gn i = lim inf f gn dpi.
X n n x n X
Or g, < f, donc -/x gn du < j;{ frn du et par conséquent
liminfj On dp < liminf f e dpt.
n X n x

Proposition 2.4.4 §i f: X — R, est mesurable, alors Uapplication

n: A — R,
A n(A)=fAfd.u

est une mesure sur (X, A).

Démaonstration :

e Pour tout A € A, nous avons

nA) = [ dn Ry

n (@)

il It
——
NH E
2< S
=

[
T
o
=
I
o

s e =
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# Soit (A,),,, une suite d’ensembles mesurables deux & deux disjoints. Montrons

que

1(ga) =g

o n
Posons A= { ] A, et f, = fofh = fX » . On constate que (f,), est
n=l k=1 U Ap
k=1
une suite croissante de fonctions positives et mesurables qui converge simplement

vers f) ,. Le théoréme 2.4.1 entraine que

i [ fodn = [ I

fﬂfdn

= h’l;n;;-/,;)_.fd“

= fﬁnfd#,

fi=1
ce qui prouve que

o(Us) = St
n n
Proposition 2.4.5 Seit f € M*. On o

f=0 #—ppi:rfx fdu=0

Démonstration :

1
<) Soit E,, = {:r e X/ fz) > %} L’ensemble F,, est mesurableetona f > EXE"'

Dane
1
d > - Eﬂ.r
o £z ZuB)

ce qui prouve que 4(E,) =0. On a

{(ze X/ f@)>0) = 1) En

n=1



2.5. FONCTIONS INTEGRABLES 35

Cet ensemble mesurable est donc négligeable comme réunion dénombrable d’en-

sembles négligeables.

=) Posons E = {x € X/ f(x) > 0}. Il existe un ensemble N négligeable tel que
ECN.Or F € A, done u(E) = 0. Considérons la suite de fonctions de terme
général f, = n’Y . Nous avons

j_;, fadp =npu(E) = 0.

Notons que f < 111%1 inf f, = 11)1111 fa. En utilisant le lemme 2.4.2; i vient

Dsfxfdu

[A

fx Jim inf f.du

I~

Km inf / fudu =0
fn . X
Par conséquent '

/xfdp — 0.

Proposition 2.4.6 Seit f € M et NV un ensemble u-négligeadle. Alors, en a

Lfdp:[].

Proposition 2.4.7 Soient f, g : X — R, mesurables. On o

f=g#—pp=>_£cfdp=fxgdp.

2.5 Fonctions intégrables

Soient (X,.A, ) un espace mesuré, f : X — R, fT et f~ les fonctions positives
définies par :

f¥(z) = sup{f{(z),0} et f~(z) = sup{~f(z),0}.

f* (resp. f7) est dite partie positive (resp. négative} de f. On vérifie que
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1. f= f+_f_s
2. lfl=Ff"+f",
1
3. ft= 3 (IfIX{fyi—m] "'fxua!-ml)’

1
¢ fm= 5 (|f[xlf#+°=] - fxu#ml) '

Remarque 2.5.1 L’application f est mesurable si et seulement si ft et f~ sont me-

surables.

Définition 2.5.1 SJoit f : X — R mesurable. On dit que f est intégroble sur X par
rapport & ji, si ft et f~ le soni. L'intégrale de | est alors définie par

j;(fd#=fxf+du—fxf'du-

St B € A et f intégrable, on définit :

[ fdu= [ fxedu=[ rran= [

Proposition 2.5.1 Soit f: X — R mesurable;

f est intégradle = |f| est intégrable.

Démaonstration :

==} Les applications f* et f~ sont intégrables, done

flridn = [ (4 s)an

= ]Xf"'dp+fxf‘d,u<+oo.

<=) On a f mesurable et [‘(U]d,u < +o00. Les fonctions positives f* et f~ sont

mesurables et vérifient f+ < |f] et f~ < |f|. On en déduit que fx Frdp < +oo

et f f~dp < too, done f est intégrable.
X
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Cette proposition est fausse pour Pintégrale de Riemann. En effet la fonction f définie
par

-1 si »eQ

+1 si z¢Q

fa} =

n'est pas Riemann-intégrable sur X = [0, 1]. Cependant | f| = 1 est Riemann-intégrable
sur X = [0,1].

Proposition 2.5.2 Seient f, g: X — R intégradles. Alors on a
_fz.qp-p-zbf_ fd;s=f g du.
X X

Proposition 2.5.3 Soient f : X — R intégrable et N un ensemble négligeable. Alors

/N Fdu=0.

Pour les démonstrations des propositions 2.5.2 et 2.5.3 ¢f. les solutions respectives des

exercices 2.8.35 et 2.8.34.
Proposition 2.5.4 Toute fonction f : X — R intégrable est finie pp

Démonstration :

Posons E = {x € X : {f(z)| = +oc}. Nous avons E = [] B, ol

nek~

E.={zxe X : |f(z)] 2 n}.

L’ensemble F, est mesurable car |f| ’est. On en déduit que E est mesurable.

Ona nXg < |ff, done
1
W(B) < u(Ba) < - [ |71, ¥a2 1.
nJx
Comme fx* |fldy < 400 on en déduit que

u(EY=0.
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Ainsi, lorsqu’on fait du calcul intégral, on peut se limiter aux fonctions & valeurs dans
R ou dans C. Dans toute la suite, nous désignerons par £:(X, A4, #), £Y{X) ou tout
simplement £! Pensemble des fonctions f : X — R intégrables sur X par rapport 4

la mesure u. Notons que pour toute fonction f € £!

|fxfdﬂ|5fxlf|ffu-

Proposition 2.5.5 Soient f, g : X — R. On suppose gue f esl mesurable et que ¢ .
est intégrable. 5i |f| < g p.p. alors f est intégrable et

[ 111 < [ ga

Démonstration :

Puisque f est mesurable alors | f| est aussi mesurable. Considérons 'ensemble

N={zeX/|fz)|>52)}.

On voit que V € A et que u{N} = 0. De la proposition 2.4.2, on tire

JoAgidie= [ Afidiat | iflan

Comme f |fldp = 0, alors
N

Jolrdu = [ ifidu
.

< di.

< [ odu

Proposition 2.5.6 Soient f, g L' et € R. Ona
1 o t/ dpt = f d.
afe Lt e Xaf 1t o:xf,u

2 f+gef? etl{(f+g}du=[gfdp+[xgdu.
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Nous avons déji vu une justification du passage & la limite sous le signe somme pour
une suite monotone {voir théoréme 2.4.1). Le théoréme fondamental suivant donne une .

autre justification

Théoréme 2.5.1 {Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)
Soient (fn),»o une suite de fonctions mesurables définies de X dons R. On suppose
que
i} La suite (f,) converge simplement vers f ;

it) Il existe g € £ ielle que pour tout n € N, on a

\

AR (2.5)

Alors
s Pourtoutn, fuelle fell;

e lim fx|fﬂ—f|dp=0;

f—r+o00
¢ g, [ fod= [ s

Démonstration :
o La fonction f est mesurable car ¢’est une limite simple de fonctions mesurables;
« L’inégalité (2.5) entraine que pour tout n, f, € £;
s De la convergence simple de (f,) vers f et de I'inégalité (2.5) on tire |f| < g,
d’ou f e £1;
e On a |f, — fl € 2¢9. Définissons la suite de fonctions mesurables positives

‘Pnzzg_lfn_fl-

Ona2g= lign @ = limninf vn. L’application du lemme 2.4.2 conduit &

f?gdpc < liminff Padpl

X " X

f?gd,u-f—ljminf (—f |fn—f]d;,;).
X n X

7
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On en déduit que

llmnsupj;(lf,,—f[d;sg[) ou encore hénfxm“ﬂd“:p'
L’inégalité
it — f <[ 15~
Mf . deu[_fxif Pl
permet de conclure.

Donnons une deuxiéme version de ce théoréme

Théoréme 2.5.2 Soient f : X — R mesurable et (f,}, une suite de fonciions

mesurables telle que f, : X — R. On suppose que
i) La suite (f,), converge p.p. vers f;

ti) Il existe g € L1 telle que pour tout n, on a

Alors

e Pourtoutn, fpe Ll et fc L!;
« Im f|fn—f|dp=0;
X

n-r+co

* i, f = [ S
Terminons ce paragraphe par des résultats relatifs aux fonctions a valeurs complexes.
Définition 2.5.2 Sost f : X — C mesurable. La fonciion f est dite miégrable si | f]
est intégrable.

Propaosition 2.5.7 Soit [ : X — C mesurable telle que
F=Re(f) +iIm(f).

Lo fonction [ est intégrable si el seulement si Re(f) et Tm(f) sont intégrables et nous

anons

j‘;{fdﬂ-=f;f??.e(f)dp+ifxfm(f)dp.
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Remarque 2.5.2 Si f est une fonction d valeurs complexes, intégrable, alors on a

/. fau

H est important de noter que le théoréme de Lebesgue reste valable pour les fonctions

< [ 17idu.

d valeurs dens C.

2.6 Calcul intégral

Soit {X, A, ) un espace mesuré.

2.6.1 Intégrales dépendant d’un parametre

Soit I un intervalle de R borné ou non. On considére
f: IxX — R
(t,z) s i, x).
Théoréme 2.6.1 On suppose que
i) Uapplication x — f(,x) est mesurable pour toutt € I,
ii) pour presque fout x € X, l'application t —» f(t,z) esi continve entpy € 1,
i) W existe g € L1 telle gue pour tout t € I : |f(, 5)| < g(x) p;;

Alors, pour tout i € I, la fonction © — f(i,x) est intégrable et lo fonction F définic
par F(t) = j;ff(t,x)dp(:c] est continue en ty.

La notation du(z) signifie que la mesure porte sur 'ensernble dont la varisble est 2.
Démonstration :

L'inégalité |f(Z, z)| < g{z) p.p. entraine que la fonction
z— f(t, 1) € L.

Pour montrer la continnité de ¥ en £, on considére une suite convergente {(f,), d’éléments

de I dont la limite est ¢, et on va prouver que la suite (F (2,)),, converge et de limite
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égale & £ (ip).
Pour tout n, pasons h,(z} = f(i,, ) et h{z) = f(to,x). Les fonctions A, et k sont
mesurables, |h,| < g pp. et (k,), converge vers i presque partout. L’application du

théoréme de convergence dominée 2.5.2 implique que h,, et % sont intégrables et

Fito) = [ f(to,z)du(z)
= [ (@du()
= li}}l/xh,,(:c)dp(a;}
= lim [ £(tn, ) dp(o)

= lim F'(t,}.

Théoréme 2.6.2 Soit I un intervalle ouvert de R. On Supﬁose que

i} Uapplication x — f(f,2) est intégrable pour toutt €1,

i) pour presque tout x € X, g—‘f(t, z) ezisle,

#3) il existe g € L' telle que pour toutt € I on @

%[i, )| < g(z) pp

Alors, pour tout t € T, la fonction © — ?a;-:(t, z) est intégrable, la fonction F définie
par F(t) = f flt.x)du(z) est dértvable et on a
x

F(t) = fx ‘Z—{(z, 2)du(z).

Remarque 2.6.1 Ces deur théorémes restent valables pour les fonctions f(t, 1) i va-

leurs dans C.
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2.6.2 Intégrale de Lebesgue et de Riemann

La fonction f = XQF‘-[D,I] n’est pas Riemann-intégrable. Cependant elle est Lebesgue-

intégrable car

f]RfdAxA{Qﬂ[O,l]) = 0.

Théoreme 2.6.3 Soient [a, b] un intervalle compact de R et f une fonction mesurable
définie de le,b] ¢ valeurs dans R.

Si f est Riemann-intégrable sur la.b] alors f est Lebesgue-intégrable sur [a,d] et on a
égalité

[ #@z = [ reiixa). (26)

[,

Remarque 2.6.2 On voit que dans le cas desntégrales propreg’ intégrale de Le-
hesgue est beaucoup plus générale que Dintégrale de Riemrann. L'égalité (2.6) montre,
toutefois, que Uon peut utiliser les techniques classiques (développement en somme,

intégration par parties ou changements de veriables, eic.) pour calculer 'intégrale de

Lebesgque d’une fonction Riemﬁnn-mtégmbie.

Théoréme 2.6.4 Soient I un intervalle de R et | une fonciion localement Hiemann-

intégrable sur I. Alors f est Lebesgue-intégrable sur I si el seulement si l'intégrale de

Riemann généralisée f f(z)dz est gbsolument convergentefei on a
I

[ 1@z = [ jaax) 27)

ou o, B € R sont les extrémités de Uintervalle 1.

Remarque 2.6.3 On consiate que lorsquune gniégrale généralisée existe, Uintégrale
de Lebesgue existe si et seulement si I’inténgmergeme et on a
Péqalité (2.7).

On voit que les intégroles généralisées semi-convergentes échapperont ainst auz théore-
mes d'tnlégration. Ceci semble constituer une petite victoire de Uintégrale de Riemann

sur l'intégrale de Lebesgue. Mais une intégrale généralisée n'est pas & proprement parler,

une intégrale de Riemann.
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Dans la suite, on notera

dMz) = dz pour x € R et d\(z) = dzydzs . .. dT, pour £ € R™.

2.6.3 Théoreme de Fubini

Nous énoncerons ce théoréeme pour des fonctions de deux variables réelles.

Théoréme 2.6.5 Soient f : R? — R une fonction mesurable ef E X F un ensemble

mesurable de B2,
(i) 8i f est positive sur B X F alors on a
[ f@ydsdy = [dof fzy)dy
: (2.8}
~ [ 4y [ =z )az,
F JE
= éventuellement 4 +00) ;
.. 1 o
(i) € B x F) += [ dz [ |f(zg)idy ou [ dy [ 1£(z,)ldo est finie;
(iii) Si f € LYE x F) alors on a les égalités (2.8).

Remarque 2.6.4 L’aspect pratique 4 retenir est que l'on peut calculer une intégrale
double en choisissant ordre d’intégrabilité que Uon veul, pourvu que 'une au moins
des intégrales itérées en module eziste.

Llerisience des deux intégrales

[z [ fevyayer [av [ fiz )

nimpligue pas Uintégrabilité de f sur E x F.

2.6.4 Changement de variables

Soient X et Y deux domaines de R™ et ¢ : ¥ — X une foncticn bijective telle que ¢

et ¢! soient de classe €. On note Jy(y) la matrice jacobienne de ¢ au point y

Joly) = (%(y)) 1 g <n
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oupour i € {1,2,...,n}, ¢; est la i*™* application coordonnée de g.

Théoréme 2.6.6 Une fonction f est intégrable sur X si ef seulement st f(¢(y)) \det Jq-,(y)]

est intégrable surY et on a
[ @)= [ £l [det Julw)] dv.

Exemple 2.6.1 Soient f une fonction mesurable définie de R & valeurs dans R et
a € R*. On considére | ‘intégrale
ax)dz.
/. f(az)
Soit

¢: R — R

1
y v z=-y
(11

la fonction bijective de classe C! et dont la réciproque , également de classe C', est

définie pour tout x € R par ¢~ 1(x) = ar. Nous avons

[ ftezdz= o [ s

2.7 Espaces I?

Sait (X, A, 1) un espace mesuré. L’ensemble £! = £L3(X, A, i) ou LE(X, A, ) est un

espace vectoriel sur R ou C.

Pour f € L', on pose
. dis.

L'application f+— |[fl; n’est pas une norme. En effet,

Ifli=04+= f=0pp

(C’est upe semi norme sur £* car pour tout f, g € £' et @ € R ou €, nous avons

L |If +ally < Hifl + ey,
2. lleflls = {ellifl.
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On sait (cf. 'exercice 2.8.35) que pour tout f, g € £!

f=g pp=>fx fdpx:fx g dp.

On introduit alors dans JCI- la relation R
fRg <= f=g pp.
On vérifie que R est une relation d’équivalence et on pose
L' = IMX, A p) = £YR.

(est I'espace vectoriel quotient, des classes d’équivalence des fonctions de £' modulo
I'égalité pp

L'={j rec}.
Dans ce qui suit, on identifie f et f. Ainsi, si § € L, f désignera I’ensemble des

fonctions g telles que g = f pp

Proposition 2.7.1 L’application

M L Ry
f o= ih= [ 1A

est bien définie et c'est une norme sur L.

En effet, [ f ||, est indépendant du représentant choisi dans la classe de f. De plus, pour
tout f € L!
Ifli=0 <= jf=0pp

= f=0

<=3 f=0dans L.
Il est important de noter que

e L' est considéré comme un espace de fonctions (on ne distingue pas deux fonc-
tions égales pp).

» L! est un espace vectoriel normé.
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Définition 2.7.1 Pour p € [, 00|, on définit l'ensemble

P={f: X —R/|fFeL'}.
Nous avons les résultats suivants :

Propasition 2.7.2 L application

Ip: L7 — Ry

£ Wl = ([, 1117a)

est bien définte et c’est une norme sur LP.

-

B

Proposition 2.7.3 (Inégalité de Holder)
1 1
Sotent p, g €]1,+oc[. §i f € LP et g € L7 avec 7 -+ 7 =1, alors

fge Ll et | fgll < Ifnllglle-

Théoréme 2.7.1 Pour 1 £ p < +oo, LP est un espace de Banach (espace vectortel

normé complet).

Remarque 2.7.1 Si X =R et p est la mesure de Lebesgue, on définit Pensemble des

(classes de) fonctions localement intégrables noté L}, par -
Ll = {f mesurable/ VK compact, /}; | fldu < +oo} i

Muni de Uaddition et de la multiplication par un scoleire, L}, est un espace vectoriel.

2.8 Exercices

Exercice 2.8.1 Soit (f,),., la suite de fonctions définie sur (1,400 par

8 T>n

fn(xj =

si l<z<mn

N~ o



