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Chapitre 1 

Espaces vectoriels normes 

Dans tout ce chapitre, les espaces vectoriels consideres sont sur JR. 

1 Notion de norme 

Soit E un espace vectoriel sur JR. 

Definition 1.1 Une application p de E dans JR+ est dite une norm,e sur E si elle 
verifie les proprietes suivantes : 

1. p(x) = 0 ~ X = 0 

2. p(>.x) = j>.jp(x) pou1· taus>. E JK et x EE 

3. p(x + y) ::s; p(x) + p(y), pour taus x, y EE 

Exemple 1.2 1. Sur JRn, l'application: 

est une norme 

2. Si E est l'espace vectoriel des fonctions continues sur [O, 1]. L 'application p 
definie sur E par : 

p(u) = fo1 

lu(x)jdx 

est une norme sur E. 

En general une norme sur E est no tee II II ou II II E 

Definition 1.3 Un espace vectoriel muni d 'une norme II II est appele espace vecto-
riel norme; et note (E, 11 11)-
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2 Proprietes des espaces vectoriels normes 

Soit (E, II II) un e.v.n. On ales proprietes suivantes : 

1. II-xii= llxll, pour tout x EE 

2. llx - YII S llxll + IIYII, pour tous x, y EE 

3. I llxll - llYII IS llx -yll 

Definition 2.1 On dit que deux normes II 11 1 et II 11 2 sur un espace vectoriel E sont 
equivalentes s 'il existe deux reels a > 0 et b > 0 tels que : 

a llxl1 1 S llxll 2 Sb llxll 1 , pour tout x E E. 

Exemple 2.2 Sur JFr, les normes definies par: 

ll(x1, · · · , Xn)ll1 = (x~ + · · -x~)½ 

ll(x1, · · · , Xn)ll2 = lx1I + · · · + lxnl 

ll(x1, · · · ,xn)ll3 = max(lx1I, · · ·, lxnl) 

sont equivalentes. 

Proposition 2 .3 Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont 
equivalentes. 

Demonstration. Soit B = (e1, • • • , en) une base de E. Pour tout x E E, il existe 
X1, · · · , Xn E JK tels que X = X1e1 + · · · Xnen. 

Soit N une norme quelconque sur E. Montrons que N est equivalente a la norme 
II II definie sur E par : 

On a: 
n n 

N(x) SE lxilN(ei) S llxll EN(ei) 
i=l 

n 

i=O 

si on prend b = EN ( ei), on obtient : 
i=O 

N(x) S bllxll, pour tout x EE 

D'autre part, on sait que E est isomorphe a JK'\ done la sphere unite de E est 
isomorphe a la sphere unite de JJ{'l qui est compacte. Done, la sphere unite S = 
S(O, 1) de E est compacte. 

D'autre part, on a: 

IN(x) - N(y)I S N(x - y) S bllx - YII 

Done, N est continue sur (E, II II)- Par suite, elle atteint sa borne inferieure sur S 
en un point x0 • On a: 

InfxEsN(x) = N(xo) =a> 0 
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On en deduit que pour tout x E E distinct de 0, on a : 

d'ou N(x) ~ allxll; cette inegalite est encore vraie pour x = 0. On conclut que : 

all.i:11 :s; N(x) :s; bllxll, pour tout x EE 

c'est-a-dire N et II II sont equivalent.es. 

Remarque 2.4 Ce resultat est faux en dimension infinie. 

En effet, si E est l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1]. Les normes Ni 
et N 2 definies par : 

et 
N2(u) = sup lu(x)I 

xE[D,I] 

1 
ne sont pas equivalent.es. car, si un(x) = x'1, on a N 1(un) = -- et N2(un) = 1, 

n+l 
pour tout n 

3 Espace produit 

Soit (E1, N1), • • • , (Ep, Np) des espaces vectoriels normes. Et, posons : 

E = E 1 x · · · x Ep = {(x1 , • · • ,xp) / Xi E Ei, Vi= 1, · · · ,p} 

Posons: 

i=l 

ll(x1,··· ,xp)l12=max(N1(x1),··· ,Np(xp)), 

ll(x1, · · · ,xp)ll3 = N1(xi) + · · · + Np(xp) 

Proposition 3.1 II 11 1 , II 11 2 , et II 11 3 sont des normes equivalentes sur E. 

Corollaire 3.2 Tout produit fini d'espaces vectoriels normes est un espace vectoriel 
norme. 

4 Suites et series dans un e. v .n 

Les suites se definissent comme dans le cas numerique. Et, on utilise les memes 
notations (xn)n, (Yn)n, · · · 

Exemple 4.1 Sur l'espace des fonctions continues sur [O, 1], si on pose un(x) = 
sin(nx) 
y'1+n, ( un)n est une suite de E. 
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Definition 4.2 Soit (E, II II) un e.v.n et (xn)n une suite d'elements de E. On dit 
que (xn)n converge vers x dans E si : 

VE> 0, 3N E JN tel que "In> N, llxn - xii < € 

Exemple 4 .. 3 Dans l'espace vectoriel des fonctions continues sur [O, l], la suite 
un(x) = xn, converge vers O pour la nome N1 definie par 

mais ne converge pas pour la norme N2 , definie par 

N2(u) = sup lu(x)I 
xE[O,lj 

Cet exemple montre que la notion de convergence ainsi que la valeur de la limite 
depend de la norme. 

Proposition 4.4 Une suite (xn)n converge vers x dans (E, II II) si et seulement si 
(llxn - xll)n converge vers O dans JJl. 

Definition 4.5 Soit (E, II II) un e.v.n. On dit qu 'une suite (xn)n est de Cauchy 
dans E si: 
'v< > 0, 3N E JN tel que Vn, m > N, on a llxn - Xmll < € 

Exemple 4.6 Dans l'exemple 4-3 la suite un(x) = xn est de Cauchy pour la norme 
N1 mais elle n'est pas de Cauchy pour N2, 

En effet, soit < > 0, ii existe N E JN tel que -
1
- < ~. Pour tout n, m > N, on a : 

N +l 2 

2 
N1(Un - Um)~ l + N < f 

Done, (un)n est de Cauchy pour N1. 
1 

Supposons maintenant que (Un)n est de Cauchy pour N2. Soit < = 2; ii existe 

NE JNtel que: 

lxn - xml < <, pour tous n,m >Net x E [0, l] 

Sim tend vers +oo, on obtient lxnl ~ <, pour tous n ~ N et x E [0, l.[ Si on fait 
1 

tendre x vers 1, on obtient 1 ~ 2; ce qui est absurde. 

Proposition 4. 7 Si deux normes N 1 et N2 sont equivalentes sur E, alors elles ont 
les memes suites de Cauchy et les memes suites convergentes. 

Proposition 4.8 Si (xn)n converge vers x, alors (llxnll)n converge vers llxll- La 
reciproque de ce resultat est fausse. 

Proposition 4.9 Toute suite convergente est de Cauchy 
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Definition 4.10 On dit qu'un e.,,.n est de Banach si toute suite de Cauchy est 
convergente 

Exemple 4.11 L ·espace 1•ectoriel des fonctions continues sv.r [O, I] muni de la norme 
II II= est un espace de Banach. 

n 

Definition 4.12 Soit (:r,,),, une suite d'elements d'un e.v.n et posons s,, = LX;; 
i=O 

la suite (s,,),, est appelee seri'.e de terme general :r:,,. 

oc 

Notations. La serie est notee L .1,,, et si elle converge sa limite est notee L 1•,, 
n n=O 

et appelee somme de la serie. 

Proposition 4.13 Si E est un espace de Banach, a/ors la seri'.e de terme general 
x,, est convergente si et seulement si pour tout e > 0, il existe N E IN tel que 

q 

II L x,,11 < e, pour tout q 2 p > N. 
n=p 

5 Applications lineaires continues d'un e.v.n clans 
un e.v.n 

Definition 5.1 Soient E et F deux espaces vectoriels normes. On dit que f : U c 
E ---+ F est continue en un point x0 E U si pour tout e > 0, il existe 11 > 0 tel que 
llx - xollE < 7J = IIJ(x) - f(xo)II < e 

Soient (E, II IIE) et (F, II IIF) deux espaces vect.oriels normes. 

Definition 5.2 Une application u E dans F est dite lineaire si : 

1. Pour taus x, y EE on a u(x + y) = u(x) + u(y) 

2. Pour taus x EE et a E IK, on a u(ax) = au(x) 

Exemple 5.3 Si E designe l'espace des fonctions derivables sur JR et F l'espace 
des fonctions de JR dans JR, alors I 'application : 

<p: E ---+ F 
u ---+ u' = derivee de u 

est lineaire 

Definition 5.4 Toute application lineaire de E dans JR est appelee forme lineaire 

Proposition 5.5 Soit u une application lineaire de E dans F. Les propositions 
suivantes sont equivalentes : 

1. u est continue 

2. u est continue en 0 

3. fl existe M > 0 tel que llu(x)IIF :S .MllxllE, pour tout x EE. 
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4. u est bornee sur la boule unite de E. 

Corollaire 5.6 Une application lineaire est continue si et seulement si elle est uni
formement continue 

Proposition 5. 7 Si E est de dimension finie, alors toute application lineaire u de 
E dans F est continue. 

Remarque 5.8 Ce resultat est faux si E n'est pas de dimension finie. 

Exemple 5.9 Soit E l'espace vectoriel des applications continues de [O, l] dans IR 
muni de la norme definie par : 

!lull= fo 1 

lu(x)ldx 

L 'application : 
'P : E ----l 1K 

u ----l u(l) 

est lineaire; mais elle n'est pas continue. 

En effet, si on pose un(x) = xn, on a llunll = 

cp(un) = un(l) = 1 ne converge pas vers cp(O) = 0. 

1 

l+n 
qui converge vers O ; rnais 

Definition 5.10 Soient E et F deux e.v.n; on appelle isomorphisme de E sur F 
toute application lineaire continue telle que 1-1 soit continue. 

Soit £.(E, F) l'espace vectoriel des applications lineaires continues de E dans F. 
Pour tout u E £.(E, F), on pose: 

!lull= inf{M > 0 llu(x)IIF:::; MllxllE, Vx EE} 

Proposition 5.11 Pour tout u E £.(E, F), on a : 

llu(x)IIE llu(x)IIE 
!lull = sup llu(x)IIF = sup II II = sup II II . 

llxl!E=l x,tO X E l!xl!E9 X E 

Proposition 5.12 (£.(E, F), II II) est un espace vectoriel norme. 
Si F est un espace de Banach, alors (£.(E, F), II II) est un espace de Banach. 

Definition 5.13 Soient Ei, • • • , En et F des espaces vectoriels normes. Une ap
plication multilineaire definie sur E = n~1 E; a valeur dans F {ou application 
n-lineaire) est une application qui est lineaire sur chaque facteur; c'est-a-dire : 
Pour tous a= (a1,··· ,an) EE etj E {1, ... ,n}, !'application 

L;: E; ----l F 
h ----l L;(h) = L(a1, · · · , a,_,, h, a;+1, · · · , an) 

est lineaire. 
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Exemple 5.14 1. 
]R,2 ------t JR 

(x. y) ------t xy 

est unc application bilincaire. 

2. 
12 x 12 

------t IR 
+oo 

( ( Un)n, ( Vn)n) ------t L Un'l.'n 
n=O 

est bilineaire. 

3. L 'application 

]R,2 X JR2 X JR2 ------t JR2 

(h, k, l) ------t (h.1k2 + 311, h2 + 5k1l2) 

avec h = (h 1 , h2), k = (k1 , k2 ) et l = (l1 , 12 ). est m11ltilineaire. 

Proposition 5.15 Soit L 11ne application mv.ltilineaire de E = .,,-~1 E; dons F. Les 
propositions s11ivantes sont eq11ivalentes : 

1. L est contirme 

2. L est contin11e en OE 

3. L est bornee s11r le prod11it des bo11les 11nites des espaces Ei. 

4. L est bornee s11r le prod11it des spheres 11nites des espaces E;. 

5. II existe A1 > 0 telle q11e 

po11r to11t (x1, · · · , Xn) EE. 

Exercices 

Exercice 1 Soient (Ei, II 11 1 ), · · · , (En, II lln) et (F, II II) des espaces vectoriels nor
mes et L une application multilineaire de E 1 x • • • x En dans F. Montrer que : 

ou E;' = E, - {O}, est une norme sur .Cn(E1 x · · · x En, F). 

Exercice 2 Montrer que si E 1 , • · · , En sont de dimensions finies, alors toute appli
cation multilineaire sur E 1 x • • • x En est continue. 

Exercice 3 Soient E un e.v.n et F un espace de Banach. Montrer que si u E 
+oo 

C(E, F) est telle que llull < 1, alors L un est convergente. 
n=O 

Exercice 4 Montrer que si E est de dimension finie, toutes Jes normes sur E sont 
equivalentes. 
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Exercice 5 Montrer que C([a, b], IR) muni de la norme de la convergence uniforme 
est un espace de Banach. 

n 

Exercice 6 Pour x = (x1 , • · • , Xn) E IRn, montrer que llxllk = (~::: lx,lk)¼ est une 
i=l 

norme. 

Exercice 7 Soit Eun espace de Banach et u E (.C(E), II II), Montrer que 1 - u est 
+oo 

inversible si et seulement si llull < 1 et que dans ce cas, on a: (1 - u)-1 = I; un. 
n=O 

Exercice 8 Notons I s(E, F) !'ensemble des isomorphismes de E dans F. 

1. Montrer que I s(E, F) est un ouvert de .C(E, F). 

2. Montrer que !'application u ----+ u-1 est continue. 

Exercice 9 Soit f une application multilineaire de E = ?rf-1 dans F et a = 
(a1,··· ,an) EE. 

1. Montrer que J(x1,c dots, Xn)- J(a,, · · · , an) = J(x1-a1, X2, · · · , Xn)+ J(a1, X2-

a2,, X3 • • • ,Xn)+f(a1,a2,X3-a3,X4,··· ,xn)+···+f(a1,a2,··· ,an-J,Xn-On) 

2. Montrer que !es propositions suivantes sont equivalentes : 

(a) f est continue en a 

(b) f est continue en 0 

(c) f est bornee sur le produit des boules unites. 

(d) 11 existe M > 0 telle que 

Exercice 10 Soit E, F et G des espaces vectoriels normes. 

1. Montrer que B(E x F, G) et .C(E, .C(F, G)) sont isomorphes. , 
2. Generaliser au cas multilineaire. 
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Chapitre 2 

Applications differentiables 

1 Notion de differentiabilite 

Soient (E, 11 IIE) et (F, II IIF) deux espaces vectoriels normes et U un ouvert non 
vide de E. 

Definition 1.1 Une application f : U --+ F est dite differentiable en un point 
a E U s 'ii existe une application lineaire continue L de E dans F tel le que 

Jim llf(x) - f(a) - L(x - a)JI = 
0 

,-,a llx - allE 

Si l'on pose h = x - a, on obtient 

Jim IIJ(a + h) - f(a) - L(h)II = 
0 

IHO llhllE 

Si L existe elle est appelee differentielle def au point a et note~ dfa ou J'(a). 

Proposition 1.2 fest differentiable en a si et seulement si IIJ(x) - f(a) - L(x - a)II = 
o(llx - all)-

2 Exemples 

1. Toute application constante est differentiable et on a df, = 0, pour tout x. 

2. Toute fonction a variable reelle est differentiable si et seulement si elle est 
derivable et on a df0 (h) = h.f'(a). 

3. Toute application lineaire continue f est differentiable et on a df0 = f sur E. 

4. Si B est bilineaire continue sur E x E alors elle est differentiable et on a 

Proposition 2.1 Si f est differentiable en a a/ors sa differentielle en a est unique 

Proposition 2.2 Si f est differentiable en a a/ors elle est continue en a. 
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Definition 2.3 On dit que f est differentiable sur U si elle est differentiable en 
tout point de U. 
Dans ce c.as, on obtient une application df 

df: U-; .C(E,F) 
x-;dfx 

df est appelee differentielle de /. 
Si de plus, df est continue, on dit que f est continument differentiable ou que f est 
de classe C1 

Remarque 2.4 La differentiabilite d'une application ne change pas si on remplace 
une norme par une norme equivalente. 

3 Operation sur les differentielles 

Proposition 3.1 Si f,g: UC E-; F sont differentiables, a/ors 

1. f + g est differentiable sur U et on a d(J + g ), d/, + dg,, pour tout x E U. 

2. Pour tout >. E JR, >./ est differentiable sur U et on a d(>.1)9 . = >.dfx, pour 
tout x EU. 

Preuve. Evidente. 

Corollaire 3.2 L 'ensemble des applications differentiables est un sous espace vec
toriel de i(U, F); et l'application d est lineaire de ce sous espace vectoriel dans 
.C(E,F). 

Proposition 3.3 Soient f : U C E -; F et g : V -; G. Si f est differentiable 
en x E U et g differentiable en y = f(x) E V, alors go f est differentiable en x; et 
on a d(go f)x = dgf(x)odfx 

Proposition 3.4 Soient J et g deux applications definies sur un ouvert non vide 
d 'un e. v. n et a valeurs dans JR ou C. Si f et g sont differentiables en x E U, a/ors 
f g est differentiable en x; et on a 

d(fg), = f(x)dg, + g(x)df, 

1 
Proposition 3.5 Si f: U-; JR est differentiable en x et si f(x) cf 0, alors f est 

differentiable en x et on a : d( 7)., = (/~~"'))2 , 

Corollaire 3.6 Si f et g sont differentiables en a et si g(a) cf 0, alors !.. est diffe-
9 

rentiable en a et on a : 
d(!_ )a= f(a)dga - g(a)dfa 

g (g(a))2 
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4 Derivee directionnelle 

Definition 4. I Soit f : U ------t F et a E U. On dit que f adrnet au point a une 
derivee directionnelle suivant la directfon h E E si /"application 

t ------t f(a +th) 

est derivable en 0. (On notera D1;J(a). 

3 

Exemple 4.2 Soit f dlfinie sur IR2 par f(.r, y) = "!!_ six# 0 et f(0, y) = 0. Pour 
X 

tout h = (a,b) E JR2
, 011 a 

t3b3 
f((0, 0) + t(a, b)) = -

ta 

pour a # 0 et egal a 0 pour a = 0. On en deduit que pour tout h, on a D1J(0, O) 
e1:iste et vaut 0. 

Proposition 4.3 Si f : U c E ------t F est dijjereniio.hle a.lnrs pour tout .r E U et 
h E E, l'o.pplication definie po.r 

g(t) = f(x + th) 

est derivable en 0; et on a. g'(0) = dfx(h). 
g'(0) est lo. derivee def o.u point x dans lo. direction de h. 

La reciproque est fausse 

y3 
Exemple 4.4 Soit f definie sur IR2 par f(x,_y) - sz x # 0 et f(0, y) = 0. 

• X 
L'application t ------t -y(t) = (t3

, t) est continue en t = 0 et-y(0) = (0,0). 
Si fest continue en (0, 0), fo-y serait continue en 0; mo.is fo-y(t) = 1 et fo-y(0) = 0. 
On en deduit que f est non continue en (0, 0); et done elle est non differentiable. 

5 Cas d'un espace produit 

5.1 Cas ou F est un espace produit 

Supposons que F = F 1 x F2 x · · · x Fn; et 

f: UcE------tF 
X ------t f(x) = (fi(x), · · · ,fn(x)) 

Proposition 5.1 fest differentiable enx si et seulement si les applications Ji,··· , fn 
sont differentiables en x; et dans ce cas, on a : 

dfx = (d(Ji)x, · · · , d(jn)x) 

Exemple 5.2 Soit F est un espace vectoriel de dimension n avec B = ( e1 , · · · , en) 
n 

une base de F. Si f(x) = L fi(x)e;, alors f est differentiable si et seulement si !es 
i=l 

f; sont differentiables; et dans ce cas, on a : 
n 

dfa(h) = L d(j;)a(h)e; 
i=l 
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5.2 Cas ou E est un espace produit 

Supposons que E = E1 x E 2 x · · · x En; et 

J: UcE---+F 
x =(xi,··· , Xn) ---+ J(x) 

et on definit !es applications partielles Ji par Ji(t) = J(x1, · · · , x;_1, t, X;+ 1, · · · , xn) 

Proposition 5.3 Si J est differentiable en x alors pour tout i = 1, • • • , n, /'appli
cation partielle J; est differentiable en x;; et on a : 

n 

dJx(h) = L, d(f;)x;(h;) 
j=l 

Remarque 5.4 La differentiabilite des applications partielles n'entmfne pas la diJ
Jerentiabilite. de J 

Proposition 5.5 Si J est differentiable dans V a/ors J est de classe C1 si et seule

ment si :; sont continues de V dans C(E;, F). 

5.3 Combinaison des cas precedents 

Soit J : V C E1 X · · · X En ---+ F = F1 X · • · X Fm. 
Soit Pi la projection de E sur E, et qi !'injection canonique de F; dans F definies 
par: 

Pi(X1,···,xn)=x; et 

Si J est differentiable en a E V, alors 

OU aa Ji (a) E C(E;, F;). 
Xj 

q·(y·) = (0 · · · 0 y· 0 · · · 0) 
t i • ' , ' " ' 

6 Cas de la dimension finie 

Soit E = JR.P, F = JR:', x E JR.P de coordonnees (x1 , • • • , xp) et y E JR:' de 
coordonnees (y1 , · • • , yp) E JR.P dans Jes bases canoniques. 

6.1 Derivees partielles 

Pour x EV de composantes (x1 , • • • , xp), on pose 

V;(x) = {t E JR./ (x1,··· ,Xi-1,t,X;+1,··· ,xp) EV} 

v; est un voisinage de x;. 
On suppose que J : V ---+ F est differentiable. 
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Proposition 6.1 L'appUcation 

g,: l,(x) ----t F 
t ----t f(.r1, · · · ,.r;_ 1,t,:r1+1, · · · ,:rp) f(x + (t- :t;)e;) 

est derivable en 1:;: et on a g!(x,) = dfx(e,). C'est la derivee def au point x dans la 
direction de e;. 
Notations. Il est d'usage de noter cette deri,,ee sous la forme 

aJ 
-
8 

(x). DxJ(x) 8;f(x) 
.r.i 

Definition 6.2 Ces derivees sont appelees derivees pa1tidles de f 

Proposition 6.3 Pour taus x EU ct h E E, on a 

Preuvc. Par linearite de dfx, on obtieut : 

p p p aJ 
dfx(h) = dfx(L,h;e;) = L,h;dfx(e;) = L,h;8 (x) 

i=l i=1 i=l Xi 

Si on designe par dx; : h ----, h1, on obtient une forme lineaire continue sur E. On 
obtient ainsi 

p a1 
dfx I:,-(x)dx; 

i=l 8x; 

Si f(x) = U1(x),··· ,f9(x)), on obtient 

dfx(h) t h;(afi (x), .. · , aJ. (x)) "-
i=l 8x; 8xi ; 

Theoreme 6.4 f : U c JR!' ----, IR/ est continument differentiable si et seulement 
si ses derivees partielles existent et sont continues sur U. 

6.2 Matrice Jacobienne 

Si 
f : U C JR!' ----t JR9 

x --;(J1(x),·--,fq(x)) 

est differentiable au point x, alors sa matrice Jacobienne est deflnie comme etant la 
ma.trice de dfx dans Jes bases canoniques; elle est donnee par : 

( 

ax,J1(X) ':' aXJ~'>(X) ) 
Df(x) = : : : E 9ne,p(IR) 

ax,h(x) · · · ax,fix) 

On obtient ainsi 
dfx(h) = Df(x)(h1, .. · , hp)t 

Sip= q, le determinant de D f(x) est appele Jacobien def en x. 
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Remarque 6.5 1. Sp= q dfx est un isomorphisma lineaire si et seulement le 
Jacobien est non nul. 

2. Les coefficients de la matrice jacobienne sont 

Df(x);; = 8xJ,(x) 

E rt . 1· · 1 DJ( ) t t · ·1· I \fi, ) • n pa icu ier si q = , x es une ma nee um igne I re., ' .i 
. l 

3. On note 'ilf(x), la transposee de la matrice jacobienne. Autrement dit 

('ilf(x));; = (8xJ;(x) 

ceci est utilise souvent dans le cas ou q = l. Dans ce cas, 'il f(x) est un 
vecteur colonne appele gradient de f au point x. 

4- D(gof)(x) = Dg(f(x))Df(x) 

7 Exercices 

Exercice 1 Si f est continue en a et si 

lim llf(x) - f(a) - L(x - a)II = 0 
x-+a llx - allE 

alors L e.st. continue. 

Exercice 2 Soit U un ouvert non vide d'un e.v.n et x 0 E U. Deux applications f 
et g definies de U dans un e. v .n F sont <lites tangent es en x0 si 

sup llf(x) - g(x)II = o(r). 
xEB(xo,r) 

C'est-a-dire 
lim SUPxEB(xo,r) llf(x) - g(x)II = O 
r➔O r 

Exercice 3 Si f et g sont tangentes en x0 , alors f - g est continue en x0 

Exercice 4 Une application f est differentiable en x 0 s'il existe une application 
lineaire continue L sur E telle que f(x) - f(x0 ) et L(x) - L(x0 ) = L(x - xo) soient 
tangent.es en x0 • 

Exercice 5 Toute application multilineaire continue est differentiable. si rp est une 
application multilineaire, on obtient 

n 

d,P(a1,-·•,a.)(h,, · · · , hn) = L rp(a,, · · · , a;-1, h;, U;+1, · · · , an) 
j=l 

En effet, si h = (h1, · · · , hn) et a= (a,,··· , an), on obtient : 

f(a+h) =f(a1+h1,··· ,an+hn)= L f(x,,··· ,xn) 
XiE{ai,hi} 

= f(a1, · · · , an)+ J(h,, a2 · .. , an) 
+f(a1,h2,a3,··· ,Un)+···+f(a1,a2,··· ,an-1,hn)+g(a,h) 
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ou g(a, h) est une somme de termes de la fonne f(1.: 1 , • • • , x,,) avec .T; = h; si i E J 
et :r; = a; si if/. I avec IC {1,2, · ·· ,11} tel que card! 2". 2. 
Par continuite de f, on a 

llg(r, h)II .s 11111 max llx;II; .s max lla;II; 7i;e[ Jlh;II .s llfll llall llhll 2 

:i=l,··· ,n 

II en resulte que g(a. h) = o(llhll)- D'ou le resultat. 

Exercice 6 Une fonction continue admettant des derivees directionnelles continues 
et non differentiable. 

{ 

xy2 

f(x, y) = ;• + y4 
si (x, y) -/ (0, 0) 

si x=y=0 

L'application g definie par : 
g(x, x2

) = lxl3 

et g(.10,y) = 0 si y-/ x 2 

Exercice 7 Soient E et F deux espaces de Banach et U = I s(E, F). Monter que 
!'application 'P definie sur U par rp(u) = u- 1 est differentiable et calculer sa diffe
rentielle. 

Exercice 8 Differentiabilte de la norme? llxll 2 =< x, x >; on trouve dfz(h) = 2 < 
x,h >. 

dgx(h) = < ;~~ > non cliff en 0 

la norme max sur IR2 n'est pas cliff pour x = y? 
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Chapitre 3 

Theoreme des accroissements finis 

0.1 Fonction d'une variable reelle a valeurs reelles 

Theoreme 0.1 (Theoreme de Rolle) Soit f : [a, b] ---+ JR, qui est continue sur 
[a, b] et derivable sur ]a, b[ et telle que f(a) = f(b), a/ors il existe c E]a, b[ tel que 
J'(c) = 0. 

Theoreme 0.2 (Theoreme des accroissements finis) Soit f: [a, b] ---+ JR, qui 
est continue sur [a, b) et derivable sur ]a, b[, a/ors il existe c E]a, b[ tel que f(b) -
f(a) = (b - a)J'(c). 

0.2 Fonction definie sur un espace de Banach a valeurs reelles 

On rappelle que 

[a, b] ={ta+ (1- t)b; 

]a, b[= {ta+ (1 - t)b; 

t E [O, l]} 

t E]O, l[} 

Definition 0.3 Une partie non vide C de E est dite convexe si pour tous a, b E C, 
on a [a,b] CC. 

Theoreme 0.4 Soit U un convexe de E, f : U ---+ JR, une application continue. 
Soient a, b E U telle que f soit differentiable en tout point de ]a, b[, a/ors il existe 
c E]a, b[ tel que 

f(b) - f(a) = dfc(b - a) 

Remarque 0.5 Ce theoreme est non valable pour les fonctions a 11aleurs non reel/es. 

0.3 Fonction d'une variable reelle 

Soit I un intervalle ouvert de Ill, F un espace de Banach et f : I ---+ F une 
fonction derivable. On suppose qu'il existe k tel que lf'(t)I :<::; k, pour tout t E I. 
Alors 

llf(x) - f(y)IIF :<::; klx - YI, pour taus x, y EI 

Remarque 0.6 On peut raffiner cette inegalite, en remplarant k par sup llf't)II 
!EI 
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Theoreme 0. 7 Soit f : I C m ---, F une fonction derivable sur un intervalle 
ouvert I de m a valeur dans un espace de Banach F. On suppose qu 'il e.-ciste une 
fonction 'P : I ---, JR derivable telle que 

IIJ'(t)IIF :C:: /(t), pour tout t E J 

Alors 11.f(T) - .f(y)II :C:: l<P(x) - 9(y)I, pour taus x, y E J. 

0.4 Cas general 

Supposons que E et F sont des espaces de Banach. 

Theoreme 0.8 Soit f : U C E ---, F une Jonction differentiable sur un ouvert 
convexe U. On suppose qu 'il e.r,i.ste u.n e consta.nte k telle que II df" II :C:: k, pour tout 
u E U. A/ors 

11/(T) - f(y)IIF :C:: k 11-T - YIIE, pour taus x, y EU 

Remarque 0.9 On peut raffiner l'inegalite en rempla9ant k par sup //dfx+t(y-x)// 
tE[O.l] 

et m.em.e par sup 1/dfx+t(y-x)II 
tE]O,l[ 

Proposition 0.10 Soit f: Uc E---, F et soient x, y E U tels que [x, y] C U. On 
suppose que J est continue sur [x, y] et differentiable sur ]x, y[. A/ors 

IIJ(x) - f(y)IIF :C:: sup l/dfx+t(y-x)/1 llx -yllE 
tE]O,l[ 

Corollaire 0.11 Soit U c E convexe et f : U ---, F de classe C1 . Si Af -
sup lldfxll < +oo a/ors J est lipschitzienne sur U. 
xEE 

1 Applications 

Proposition 1. 1 Soit f : U ---, F. Si U est un ouvert connexe non vide et si f est 
differentiable sur U avec df = 0 sur U, alors f est constante. 

Proposition 1.2 Soit f : U ---, F continue et differentiable sur U-{ a}. Si df : U
{ a} ---, .C(E, F) se prolonge par continuite en a en prenant la valeur L E .C(E, F), 
alors f est differentiable en a et on a dfa = L. 

Theoreme 1.3 Supposons que E = 1rf-iEi. Une Jonction f : U c E ---, F est 
continum.ent differentiable si et seulem.ent si pour taus i = 1, • • • , n et x E U, /'ap
plication partielle fi(Y;) = f(x 1, • • • , x;-1, y;, X;+i, • • • , xn) est differentiable en x, et 
sa differentielle est continue de U dans £,(Ei, F). 
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Chapitre 4 

Diffeomorphismes 

Definition 0.1 Soient U et V deux ouverts de E et F; on dit que l : U --+ V est 
un diffeomrphisme si 

- l est une bijection 
- l est continument differentiable 
- 1-1 est continument differentiable 

Proposition 0.2 Sil est un diffeomorphisme, a/ors sa differentielle en tout point 
x est un isomorphisme de E sur F; et la differentielle de 1-1 est liee a celle de l 
par 

Proposition 0.3 S'il existe un diffeomorphisme d'un ouvert de E sur un ouvert V 
de F, a/ors /es deux espaces sont isomorphes 

Theoreme 0.4 (Theoreme d'inversion locale) Si l : U --+ V est de classe 
l!:1 et si a E U est tel que dl0 est un isomorphisme de E dans F, a/ors ii existe un 
voisinage U0 de a dans U et un voisinage Vi, de b = l (a) dans V tel que la restriction 
de l a U0 soit un diffeomorphisme de U0 sur Vb. 

Corollaire 0.5 Soit l : U --+ F une application de classe C1
. Alors l est un 

diffeomorphisme de U sur l (U) si et seulement si 

1. l est injective 

2. sa differentielle est en tout point de U un isomorphisme de E sur F. 

Corollaire 0.6 Soit U un ouvert non vide de JR.P et l : U --+ JR.P injective et de 
classe e'.1 . A/ors l est un diffeomorphisme si et seulement si le determinant de sa 
matrice jacobienne ne s 'annule pas sur U. 

1 Theoreme des fonctions implicites 

Le theoreme traite la resolution des equations non lineaires de la forme 

l(x,y) = 0 

Soient E, F et G trois espaces de Banach. 
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Theoreme 1.1 Soit U un ouvert non vide de Ex F et f: U---+ G une application 
de classe i.!'.1 . On suppose qu •il e.riste (a, b) EU tel que f(a, b) = 0. Et, la differentielle 
partielle D,J par rapport a y est telle que 8,!(a,b) soit un i.somorphisme de F sur G. 
Alo rs il P.r:iste un l'Oi.sinage 01J.1>ert U(a,b) de (a, b) dans U et un voi,sinoge 01wert iva 
de a dans E et une fonction de classe 1.!:1 (H'a, F) 

;p : iv, ---+ F 

telle que 
(x, y) E U(a,b) et f(x, y) = 0 <==? y = ;p(x) 

Proposition 1.2 Sous les conditions du theoreme des fonctions implicites, on a : 

pour tout x E l V0 et pour tout h E E. 
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Chapitre 5 

Differentielles d'ordre superieur 

1 Differentielle d'ordre 2 

Definition 1.1 Une fonction f definie sur un ouvert non vide U d'un espace de 
Banach reel E et a valeur dans un espace de Banach reel F est dite deux fois diffe
rentiable en x E U si 

1. e/le est differentiable dans un voisinage ouvert U:c de x 

2. sa differentielle df: U:c ---, £,(E, F) est differentiable en x 

On dit que f est deux fois diff,J.rentiable dans U si elle est differentiable en tout point 
de U. 

Par definition, la differentielle de df en x que !'on ecrit d(dflx est une application 
Jineaire continue de E dans £,(E, F). 
Autrement dit, on a 

df: U---, £,(E,F) 

et 
d(df)x : U ---t £(E, £:(E, F)) 

mais elle s'identifie naturellement a une application lineaire continue sur Ex E grace 
au resultat suivant : 

Proposition 1.2 Soient E, F et G des espaces de Banach. Alors les espaces .C(E, .C(f}-;F)) 
et £(Ex F, G)) munis des normes naturelles ~ 

IIZIIJ!{E,£-(E,F)) = sup{lll(h)lii:(F,G)), llhllE ~ 1} 

ll'Plli:(ExF,G) = sup{llip(h, k)lla, / llhllE ~ 1, llkllF ~ 1} 

sont isometriques. 

Preuve. 

Definition 1.3 La differentielle seconde d'une fonction f : U C---, F deux fois 
differentiables est !'application definie par: 

<f-f : U --l- (! X J, 0 
X ---td2fx 

ou d2 fx(h, k) = d(dflx(h)(k), pour tout (h, k) EE x E 
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Remarque 1.4 On pent interpreter cette definition de la far;on sufoante (que l'on 
peut utiliser en pratique pour calculer d2 J) : 
Si Si f est de11;r fois differentiable sur U, alors pour chaque k E E, l'application 

g:U --.F 
X --t dfx(k) 

est d(fj'erentiable et 011 a dg,(h) = d2 f(h, k) 

Theoreme 1.5 (Theorem de Schwartz) Si f : U C E --. F est deux fois dif
ferentiable en :t, a/ors d2 fx est bilineaire sym.etrique; c 'est-a-dire pour tout (h, k) E 
Ex E, on a d2 f,(h, k) = ,flf,.(k, h) 

Prem'e. 

Exemple 1.6 1. Une application affine f(x) = l(x) + b avec l E £(E, F) et 
b E F est deux fois diferentiable et sa differentielle seconde est nulle. 

2. Une application quadratique f: x--. :p(x,x) avec ,p E £(Ex E, F) est deux 
fois differentiable et sa differentielle sefX!nde est constante; egale a 2,p si ,p 
est symetrique. 

1.1 En dimension finie 

Definition 1.7 (Matrice Hessienne) Soit f: UC JRP--. JR et soit (e1 , • • • ,e,.) 
la base canonique de IR!'. Si f est deux fois differentiable sur l'ouvert U, alors pour 
tout x EU et pour tous i,j E {l, • · · ,p} 

Alors la matrice 

[J2f 
-(x) 
OXi 

est appelee matri.ce Hessienne de f en x. 

Le theoreme de Schwartz montre que la matrice Hessienne est symetrique. 

2 Differentielle d'ordre n 

Pour Jes entiers n ?; 2, on definit par recurrence les notions suivantes, qui gene
ralisent le n = 2. 

Definition 2.1 Soit une fonction f definie sur un ouvert U d'un espace de Banach 
reel E et a valeurs dans espace de Banach F et n?; 2. On dit qu'elle est : 
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1. n fois differentiable en x E U si elle est differentiable dans un voisinage ouvert 
Ux de x et si sa differentielle dj : Ux ---+ .C(E, F) est n -1 fois differentiable 
en x 

2. n fois differentiable sur U si elle est n fois differentiable en tout point de U. 

Proposition 2.2 les applic,ations k-lineaires sont de classe ~ 

Proposition 2.3 Si f : U C E ---+ F est n fois differentiable en x et g : V C 

F---+ G est n fois differentiable en y = f(x) E V, alors gof est differentiable en x. 

Proposition 2.4 Si f est un diffeomorphisme de U sur V et si f est de classe 11:n, 
alors 1-1 est de classe e:n. 
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Chapitre 6 

Formule de Taylor 

1 Formule de Taylor avec reste integrale 

I.I Fonction d'une variable reelle a valeur reelle 

Theoreme 1. 1 Soit f une application de classe e+1 (I, m) et a, b = a + h E J, 
alors 

p // hP+I fl 
f(a + h) = f(a) + ~ k! Jlkl(a) + pl lo (1 - t)P J'P+l)(a + th)rt 

1.2 Fonction d'une variable reelle a valeur dans un espace 
de Banach 

Lemme 1.2 Soient I un ouvert de m, F un espace de Banach et g : J -----t F une 
fonction (n + 1) fois derivable. A/ors pour tout t E J, on a : 

Preuve. 

Proposition 1.3 Sig : [a, b] -----t F, a/ors 

2 Formule de taylor Lagrange 

2.1 Fonction d'une varaible reelle a valeur dans un espace 
de Banach 

Proposition 2.1 Soit I un intervalle ouvert de m contenant [O, 1], F un espace de 
Banach et g : J -----t F une fonction ( n + 1) fois differentiable telle que 

ll/"+Il(t)II :-,; M, pour tout t E [D, l] 
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alors 
n 1 

g(l) - g(O) - }::; 1gCP>(o) 
p=l p. 

M 
<~--
- (n + l)! 

Preuve. 

2.2 Fonction d'un espace de Banach a valeur dans un espace 
de Banach 

Theoreme 2.2 Soit U est un ouvert d'un espace de Banach et F un espace de 
Banach. Soit f: U ---+ F une fonction (n + 1) fois differentiable et (x, h) E U x F 
tel que [x,x + h] CU. 

Si sup 11,f'+l f,11 ::; M alors 
yE[x,x+h] £.+i(E,F) 

n 1 
f(x + h) - f(x) - }::; 1 d" fx(hl.Pl) 

p=l p. 
< M llhlln+l 
- (n+ l)! 

Cette inegalite generalise le theoreme des accroissements finis et connue sous le nom 
de la Formule de Taylor avec reste de Lagrange. (Le reste n'est connu que par une 
majoration contrairement au reste integral qui est entierement determine. 

3 Formule de Taylor Young 

Theoreme 3.1 Soit U est un ouvert d'un espace de Banach et F un espace de 
Banach. Soit f : U ---+ F une fonction n fois differentiable en x E U, alors 

n 1 
f(x + h) - f(x) - I:: Id" fx(hl.P1) = o(llhln 

p=l p. 
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Chapitre 7 

Ext re mums 

On etudie !es extremums d'une fonetion a valeurs reelles. L'objeetif est de de
terminer !es conditions necessaires et (ou) suffisantes pour !'existence de minimum 
selon le degre de differentiabilite. 

1 Extremums libres 

Definition 1.1 Soit f unefonction de.finie s1tr une partie D d'un espace de Banach 
E a valeurs reelles. Un point a E D est dit un minim.um local s ',:Z existe un voisinage 
ouvert Va de a dans D tel que 

f(x) <". J(a), pour tout x E Va 

Dans le cas ou Va = D, on dit que c 'est un minimum global. 
Si de plus, 

f(x) > J(a), pour tout x E Va - {a} 

on dit que c'est minimum strict. 

Proposition 1.2 Soit g une fonction de.finie sur un intervalle ouvert I de IR dans 
IR, derivable en a EI. Si a est un minmum local deg, alors g'(a) = 0. Sig est deux 
fois derivable en a, alors g"(a) ;:=: 0. 
Re.ciproquement, si b EI est tel que g'(b) = 0 et g"(b) > 0, alors b est un minimum 
local deg. 

Plus generalement, on a : 

Theoreme 1.3 Soit f est une fonction definie sur un ouvert U d 'un espace de 
Banach E a valeurs reelles, differentiable en a E U. Si a est un minimum local de 
f, alors df0 = 0. 
Si de plus, f est deux fois differentiable en a, alors d2 fa(h, h) ;:=: 0 pour tout h EE. 
Inversement si b E U est tel que df6 = 0 et s'il existe c > 0 tel que d2 J6(h, h) ;:=: 
c llhll 2

, pour tout h E E, alors b est un minimum local de f. 
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2 Extremums lies 

Definition 2.1 Soit f, g1 , • • • , gP des fonctions definies sur un ouvert U d'un espace 
de Banach E et a valeurs reelles. Un point a E U tel que g1 (a) = g2 (a) = · · · = 
gp(a) = 0 est un minimum local def sous les contraintes g1, · · · ,9p s'il existe un 
voisinage ouvert V0 de a tel que 

f(x) 2: f(a), pour tout x E V0 verifiant 91(a) = g2(a) = · · · = gp(a) = 0 

Definition 2.2 On dira que les contraintes g1 , • • • , gp sont independantes au point 
a si la famille des formes lineaires continues 

{ d(gi) 0 , • • • , d(gp)a}estlibre. 

Theoreme 2.3 Soit f, g1, · · • , gp des fonctions de classe C~l sur un ouvert U d'un 
espace de Banach E et a valeurs reelles. Soit a E U tel que g1(a) = g2 (a) = · · · = 
gp( a) = 0 et les contraintes g1 , · · · , gP sont independantes au point a. 
Si a est un minimum local def sous les contraintes g1, · · • , gP alors il exi.ste >-1 , · · · , ,\P 
reels tels que 

dfa = >-1d(g1)a + · · · + Apd(gp)a 

Les reels >-, sont appeles multiplicateurs de Lagrange. 
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