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Chapitre 1

Espaces vectoriels normés

Dans tout ce chapitre, les espaces vectoriels considérés sont sur IR.

1 Notion de norme

Soit E un espace vectoriel sur IR.
Définition 1.1 Une application p de E dans IR" est dite une norme sur E si elle
vérifie les propriétés suivantes :

1 pla)=05=0

2. p(Az) = |A[p(z) pour tous A\ € IK et z € E

3. plz+y) < p(z) +p(y), pour tous z,y € B

Exemple 1.2 1. Sur IR®, Uapplication :
n %
(1,00 y2q) — (fo)
i=1

est une norme

2. Si E est l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1]. L’application p
définie sur E par :

p() = [ lu(@)lda

est une norme sur E.

En général une norme sur E est notée || || ou || |z
Définition 1.3 Un espace vectoriel muni d’une norme || || est appelé espace vecto-
riel normé; et noté (E,|| ||).



2 Propriétés des espaces vectoriels normés

Soit (£, | ||) un e.v.n. On a les propriétés suivantes :
1. ||—z|| = ||z||, pour tout z € E

2. ||z =yl < =l + [lyll , pour tous z,y € E

3. =l = Nyl < llz = vl

Définition 2.1 On dit que deuz normes || ||, et || ||, sur un espace vectoriel E sont
équivalentes s’il existe deuz réels a > 0 et b > 0 tels que :

allzll; < llzll, < bllz|,, pour toutz € E.
Exemple 2.2 Sur IR", les normes définies par :
I s za)lly = (aF + - -20)3
I(z1, < s @n)lly = || + -« +|2n]

"(31? TR si:n)lla = mﬂ‘x(lxll: ' |mﬂ|)

sont égquivalentes.

Proposition 2.3 Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.

Démonstration. Soit B = (e,--- ,e,) une base de E. Pour tout = € E, il existe
L1, - ,Zn € IK tels que £ = z1€; + - - - Tpen.
Soit N une norme quelconque sur E. Montrons que N est équivalente a la norme
|l || définie sur E par :
llzll = max(|z,[,-- - , |zal)

On a:

k) T

N(z) <3 |zl (es) < llall - N(es)
i=1 i=0

si on prend b= Y_ N(e;), on obtient :
i=0

N(z) < b||z||, pourtoutz € E

D’autre part, on sait que E est isomorphe a K"; donc la sphére unité de E est
isomorphe & la sphére unité de K™ qui est compacte. Donc, la sphére unité S =
5(0,1) de E est compacte.

D’autre part, on a :

IN(z) — N(y)| < N(z —y) < bllz — yl|

Done, N est continue sur (E, || ||). Par suite, elle atteint sa borne inférieure sur S
en un point 4. On a :

InfoesN(z) = N(zo) = a> 0
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On en déduit que pour tout x € E distinct de 0, on a :

N(m)ia

d’ott N(x) > al|z]|; cette inégalité est encore vraie pour x = 0. On conclut que :
allz]| < N(x) < bl|z||, pour tout z € E

c’est-a-dire N et || || sont équivalentes.

Remarque 2.4 Ce résultat est faur en dimension infinie.

En effet, si E est ’espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1)]. Les nornmes N,
et N, définies par :

M) = [ lufa)ldz
et

No(u) = sup |u(z)]
z€[0,1]

1
ne sont pas équivalentes. car, si u,(z) = z”, on a Ny(u,) = = et No(u,) = 1,

+1
pour tout n

3 Espace produit
Soit (Ey, Np),--- ,(Ep, Np) des espaces vectoriels normés. Et, posons :

E=E]X“'XED={(:I:1,---,2:IJ) / -;EiEEis Vi:l:"')p}

Posons : "
[(z1, = szp)l = (zNi($1)2)§>
i=1
”(:Bla e 1313)"2 == ma.x(N1 (‘Bl)s SEEY Nﬂ(xﬁ‘))a
(@1, s 2p)ls = Na(z1) + - - + Np(ap)
Proposition 3.1 || |;, || Il5, et || ||5 sont des normes équivalentes sur E.

Corollaire 3.2 Tout produit fini d’espaces vectoriels normés est un espace vectoriel
normé.

4 Suites et séries dans un e.v.n

Les suites se définissent comme dans le cas numérique. Et, on utilise les mémes
notations (n)n, (¥n)a, -

Exemple 4.1 Sur Uespace des fonctions continues sur [0,1], si on pose uy(r) =
sin(nz)

v1+n

s (un)n est une suite de E.



Définition 4.2 Soit (E,| ||) un e.v.n et (2,)n une suite d’éléments de E. On dit
que (To)n converge vers z dans E si:

Ve> 0, IN€ IN tel que Yo > N, |lz, —z|| <¢

Exemple 4.3 Dans Vespace vectoriel des fonctions continues sur [0,1], la suite
un(x) = 2™, converge vers 0 pour la nome N; définie par

1
Nyw) = [ fulz)l
mais ne converge pas pour la norme Ny, définie par
Na(u) = sup [u(z)]
z€(0,1}
Cet exemple montre que la notion de convergence ainsi que la valeur de la limite
dépend de la norme,

Proposition 4.4 Une suite (z,), converge vers z dans (E, |} ||) si et seulement si
{l|zn — Z||)n converge vers @t dans IR.

Définition 4.5 Soit (E,| ||} un e.v.n. On dit qu'une suite (xn), est de Cauchy
dans E si :
Ye>0, AINe€ N tel que Y/n,m >N, ona g, — T, <¢

Exemple 4.6 Dans U'ezemple 4.3 la suite un(2) = r" est de Cauchy pour la norme
Ny mais elle n’est pas de Cauchy pour N,.

€
< =. Pour tout n,m > N,ona:

. o 1
Eneffet,so1te>0,1]ensteNEWtelqueN+l 2

2
N. - <
1Un = tm) S T <€

Done, (u,)y, est de Cauchy pour N;.
1
Supposons maintenant que (up), est de Cauchy pour Nj. Soit € = 7 il existe
N ¢ INtel que:

|z™ — z™] < €, pour tous n,m > N et x € [0,]]

Si m tend vers 400, on obtient |1"] < ¢, pour tousn = N et x € [0,1.[ Si on fait

tendre z vers 1, on abtient 1 < 5 ce qui est absurde.

Proposition 4.7 St deuz normes Ny et Ny sont éguivalentes sur E, alors elles ont
les mémes suiles de Cauchy ef les mémes suites convergentes.

Proposition 4.8 S (z,), converge vers z, alors (||z,|])n converge vers ||z||. La
réciproque de ce résultat est fausse.

Proposition 4.9 Toute suite convergente est de Cauchy

i



Définition 4.10 On dit quun e.v.n est de Banach si toute suite de Cauchy est
convergente

Exemple 4,11 L 'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] muni de la norme
| 1l est un espace de Banach.

7t

Définition 4.12 Soit (x,), une suite d’éléments d’un e.v.n et posons s, = in;
=0
la suite (8,), est appelée série de terme général x,,.

oo
Notations. La série est notée > x,, et si elle converge sa limite est notée > _ x,
n n=0
’ F
et appelée somme de la série.

Propaosition 4.13 Si E est un espace de Banach, alors la série de terme général
ry est convergente si ef seulement si pour toul ¢ > 0, il existe N € IV tel que

g
| Z-’LnH < ¢, pour tout g > p > N.
n=p
5 Applications linéaires continues d’un e.v.n dans
un e.v.n

Définition 5.1 Seient F et F deux espaces vectoriels normés. On dit que f : U C
E — F est continue en un point xg € U si pour tout € > 0, il existe 5 > 0 tel que

e — zollg <= f(x) - fzo)l <€
Soient (E, | ||z} et (F, | | z) deux espaces vectoriels normés.

Deéfinition 5.2 Une application u E dans F est dite linéaire si :
1. Pour tous z,y € E on a u(z + y) = u(z) + u(y)
2. Pourtousx € E el o € K, on a u(az) = au(z)

Exemple 5.3 Si E désigne {’espace des fonctions dérivables sur IR et F Pespace
des fonctions de JR dans IR, alors Papplication :

p:E — F
u — o = dérivée de u

est linéaire
Définition 5.4 Toute application linéaire de E dans IR est appelée forme lindaire

Proposition 5.5 Soit u une application linéaire de E dans F. Les propositions
suivanies sont éguivalentes ;

1. u est continue
2. u est continue en 0}
8. Il existe M > 0 tel que |[u(z)||r < M]|2||g, pour tout x € E.
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4. u est bornée sur la boule unité de E.

Corollaire 5.6 Une application linéaire est continue si et seulement si elle est uni-
formément conlinue

Proposition 5.7 Si E est de dimension finie, alors toute application linéaire u de
E dans F est continue.

Remarque 5.8 Ce résuliat est feuz st E n'est pas de dimension finie.

Exemple 5.9 Soit E Pespace vectoriel des applications continues de [0,1] dans R
muni de le norme définie par :

ol = [ futz)ldz

L’application :
p: B — K
u — u(l)

est linéaire ; mais elle n'est pas coniinue.

1
En effet, si on pose un(z) = z°, on a ||lu,|| = T qui converge vers 0; mais

@l{ug) = ua(1) = 1 ne converge pas vers (0) = 0.

Définition 5.10 Soient E et F deuz e.v.n; on appelle isomorphisme de E sur F
toute application lindatre continue telle que f~" soit continue.

Soit L{E, F) l'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F.
Pour tout v € L{E, F), on pose :

lul| = inf{M >0 |lu(z)|r < Mjz|le. VzeE}
Proposition 5.11 Pour tout u € L{E,F), ona:

u
flull| = sup ||u(z)1[F=5upM§,__ lutz)llz
g~ w0 lelle  jeies ells

Proposition 5.12 (L(E,F),!| ||) est un espace vectoricl normé.
§i F est un espace de Banach, alors (C{E,F),|| |) est un espace de Banach.

Définition 5.13 Soient E,, -, E, et F des espaces vectoriels normés. Une ap-
plication mullilinéaire définie sur E = 7 E; d valeur dans F (ou application
n—linéaire) est une application qui est linéaire sur chague facteur; ¢’est-a-dire :
Pour tous a = (a1, - ,an) € E et j € {1,--- ,n}, Uapplication

L,:E, — F
h — Lj(h)‘-:L(ala'”:aj—lah)aj+la“'aa'ﬂ)

est linéaire.



Exemple 5.14 1
R — R
(z.y) — 2y

est unc application bilinéaire,
Pxl? —- R

Foo

((un)ﬂ.a (Un)n) — Zu’ﬂpn

n={}
est bilinéaire.
3. L’application
RxRxRE — R
(h, k, I) e (h'lkﬁ <+ Sfl, h,g + 5;:?1!2)

avec h = (hy, ha), k= (ky, ke) et 1 = (U1, 1y). est multilinéaire.

Proposition §.15 Soit L une application multilinéaire de E = n]_, E; dans F. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

1. L est continue

2. L est continue en Og

3. L est bornée sur le produit des boules unités des espaces E;.
4. L est bornée sur le produit des sphéres unités des espaces E;.
5. I existe M > 0 telle que

| L{1, - 1 Za)llp £ M ||-'*‘51||,=:1 ”332”32 v “-Tn”E“
pour tout (ry,--- ,x,) € E.
Exercices

Exercice 1 Soient (Ey, || ||}, +« ,(Fu, |l |I,.) et (F,f| ||) des espaces vectoriels nor-
més et L une application multilinéaire de E; x --+ x E, dans F. Montrer que :

L e
"L” e sup " ('T'ls =$ﬂ)“
{z1, 2n)EET XX E}, 1l "-752"2 T ”-Tn“n

ol B = E; = {0}, est une norme sur £,{E; x --- x E,, F).

Exercice 2 Montrer que si £, , E, sont de dimensions finies, alors toute appli-
cation multilinéaire sur Ey x ... x E, est continue.

Exercice 3 Soient F un e.vn et F un espace de Banach. Montrer que si u €

+oo
L(E, F) est telle que ||u| < 1, alors > _ u" est convergente.

n=0

Exercice 4 Montrer que si E est de dimension finie, toutes les normes sur F sont
équivalentes,



Exercice 5 Montrer que C([a, 8], IR) muni de la norme de la convergence uniforme
est un espace de Banach.

n
Exercice 6 Pour z = (21, -+ ,Z,) € IR", montrer que ||zfj, = (3 |z:|%)* est une
norme. =t

Exercice 7 Soit E un espace de Banach et u € (£(E), || ||). Montrer que 1 —u est

inversible si et seulement si [Ju|| < 1 et que dans ce cas,on a : (1 —u)™" Z u®

n=0

Exercice 8 Notons Is(E, F) Pensemble des isomorphismes de E dans F.

1. Montrer que Is(E, F) est un ouvert de L{F, F).

2. Montrer que application u — u~! est continue.
Exercice 9 Soit f une application multilinéaire de £ = #j., dans F et ¢ =
(a1,--- ,an) € E.

1. Montrer que f(x;,.dots, x,)—Flar, ++ ,an) = f{z1—a1, s, -+, Zn)+f{a1, Ta—

2,,%3°+ , Zn)+ f{01,02, T3 — 03, By, -+, Zp)+- -+ f(01,82. 4+ 1 81, Tn—0n)

2. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
{a) f est continue en a
{b) f est continue en (
{c) f est bornée sur le produit des boules unités.
{d) Il existe M > 0 telle que

||f(xls E P xﬂ)“ S M "'Tl ”l ”3:2”2 ot ||Iﬂ”n

Exercice 10 Soit E, F et G des espaces vectoriels normés.
1. Montrer que B(E x F, G) et L(E, L(F, G)) sont isomorphes.
2. Généraliser au cas multilinéaire.
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Chapitre 2

Applications différentiables

1 Notion de différentiabilité

Solent (E, || |Ig)et (F,|| |l5) deux espaces vectoriels normés et U un ouvert non
vide de E.

Définition 1.1 Une application f : U — F est dite différentiable en un point
a € U sl existe une application linéaire continue L. de E dans F telle que

lim W) = fe) ~ Lz —a)| _

T lz = alfz

81 lon pose h. = x — a, on obtient

e+ R fl@) =L
2 Thllz =9

S5i L existe elle est appelée différentielle de f ou point a et notée df, ou f'{a).
Proposition 1.2 [ est différentiable en a si et seulement si || f{x) — f{a) — L{z — a)|| =
ofl|z - al}}.

2 Exemples

1. Toute application constante est différentiable et on a df, = 0, pour tout z.

2. Toute fonction & variable réelle est différentiable si et seulement si elle est
dérivable et on a df,(h) = k.f'(a).
3. Toute application linéaire continue f est différentiable et on a df, = F sur E.

4. Si B est bilinfaire continue sur E x E alors elle est différentiable et on a
dBa, a5) (1, h2) = Blay, ha) + B, a2)
Propasition 2.1 i f est différentiable en a alors sa différentielle en a est unique
Proposition 2.2 S f est différentiable en a IaZors eile est continue en q.
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Définition 2.3 On dit que [ est différentiable sur U st elle esi différentiable en
tout point de U.
Dans ce cas, on obtient une application df

df - U — L(E, F)
z — df,
df est appelée différenticlle de f.

Si de plus, df est continue, on dit que f est continument différentiahle ou que f est
de elasse C

Remarque 2.4 La différentiabilité d’une application ne change pas sf on remplace
URE NOTME par une norme éguivalente.

3 Opération sur les différentielles

Proposition 3.1 S f,4: U C E — F sont différentiebles, alors
L f+g est différentiable sur U et on a d{f + g}z = df; +dg,, pour tout x € UL

2. Pour tout X € IR, Af est différentiable sur UV et on e d(Af)y = Adfy, pour
tout z € U~

Preuve. Evidente,

Corollaire 8.2 L’ensemble des applicotions différentiables est un sous espace vee-
toriel de F(U, F), et Uapplication d est hindaire de ce sous espace wvectoriel dons
2(E, F).

Proposition 3.3 Seient f 1 U CE —3 F el g: V ~3 G. 5 f est différentiable
enx € U et g différentiable en y = f(z) € V, alors gof est différentiable en z; et
on a d{gof)s = dgy(e)0dfs

Proposition 3.4 Soient f ¢i g deuz applications défindes sur un ouvert non vide
d'un e.v.n et 4 valeurs dans IR ou £. §i f et g sont différentiables en x € U, alors
fg est difféventiable en z; ¢t on a

d(f9)z = f(z)dg: + g{.’.")dfx

Proposition 8.5 Si f : U — IR est différentiable en z et s¢ f(x) # 0, alors -} est
dfa

différentiable enx el om o : d(-lm}: = e

f (Fm))

Corollaire 3.8 S f et g sont différentiables en a et ¢i gla) # 0, alors -‘; est diffé-

rentiable ena et on a

f(af)dga - Q(Q)dfa
(9(e))?

12
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4 Dérivée directionnelle

Définition 4.1 Soit f : U — F et e € U. On dit que f admet au point a une
dérivée directionnelle sutvant la direction h € E si lapplication

t — f(a+*h)
est dérivable en 0. (On notera D f(a).

Exemple 4.2 Soit f définie sur R? par f(r,y) = % stx#0 et f(0,y) =0. Pour

tout = (a,b) € IR*, on a
313
1 = —_—
7(0,0)+ 1(a, 1)) = =

pour e # 0 et égal & 0 pour @ = 0. On en dédust que pour tout k, on a D: f(0,0)
eriste et vaui 0.

Proposition 4.3 §i f : U C E — F est différentiable alors povr fout x € U ef
h € E. 'application définie par

g(t) = flz +th)

est dérivable en 0; et on a g'(0) = df.(h).
¢'(0) est ln dérivée de f au point x dans la direction de h.

La réciproque est fausse

Exemple 4.4 Soit f définie sur IR? par f(z,y) = § stz # 0 et f(Oy) = 0.

Llapplication t — (1) = (¢3,t) est continue en t = 0 et v(0) = (0,0).
33 f est continue en (0,0), foy serait continue en 0; mais foy(t) = 1 et foy(Q) = 0.
On en déduit que f est non continue en (0,0); et donc elle est non différentiable.

5 Cas d’un espace produit

5.1 Cas ou F est un espace produit

Supposons que FF = Fy x Fy x --- x Fy; et
f: UcE—F
£ — fz) = ([(z), -+, fulz))
Propaosition 5.1 f est différentiable en x si et seulement si les applications fy,--- |, f,
sont différentinbles en x; et dans ce cas, on a :

dfm = (d(fl)x; o ad(fn)z)

Exemple 5.2 Soit F est un espace vectoriel de dimension n avec B = (ey,- -+ , e,)
n
une base de F. Si f(z) = > fi(z)es, alors f est différentiable si et seulement si les
i=t
/i sond différentiables; ¢t dans ce cas, on a :
™
dfa(h) = Z d{fi)a(h)es
i=1

13



5.2 Cas ou F est un espace produit

Supposons que E = E; X E; X -+ X Ey; et

f: UCE—F
I=($1,-",In)—}f(I)

et on définit les applications partielles f; par fi(f) = f(z1, - ,Zic1,8,Zie1," ", Zn)

Proposition 5.3 5t f est différentiable en x alors pour tout : = 1,--- ,n, Pappli-
calion partielle f; est différentioble en x;; et on a :

n
dfz(h) = E d(fJ)I;(hJ)
3=1
Remarque 5.4 Lo différentiabilité des applications partielles n'entraine pas la dif-
férentiabilité de f
Proposigion 5.5 5% [ est différentiable dans U alors f est de classe C* si et seule-
/ sont continues de U dans L(E;, F).

Ti

ment st

5.3 Combinaison des cas précédents

Soit f:UCE, X+ XE, —F=Fx---xF,.
Soit p; la projection de E sur E; et ¢; 'injection canonique de F; dans F définies
par :
pi(z, - -~ v Ia) =2 et qiy) ={0,--+,0,4;,0---,0)

Si f est différentiable en a € U, alors

Z Z 41 (a) ap;

j=1i=1

. Ok
ol 3_1:;;(0') e L(E;, F).

6 Cas de la dimension finie

Soit E = RP, F = IR*, = € IR® de coordonnées (x1,---,2z,) et y € IR? de
coordonnées {(yi, -+ ,yp,) € IR® dans les bases canoniques.

6.1 Dérivées partielles

Pour z € U de composantes {z,,--- ,7,), on pose
Vi) ={te B/ (21,--+,%1,t, 201, -+ ,%;) € U}

V; est un voisinage de z;.
On suppose que f: U — F est différentiable.

14



Proposition 6.1 L’application
g Vi{z) — F
t — f{:}fl, SERTNE SRR TS I TP B'Tﬁ) = f(ﬂ' 4~ (f - .'I"-;)?.,—)

est dérivable en zy; el on a gi(a,) = df{e;). Clest la dérivée de f au peint © dans iz
direction de e;.
Notations. Il esi d'usage de noier cette dérivée sous la forme

g,_{;(x): 8, f(x) Buflx)

Définition 6.2 Ces dérinées sont appelées dérivées particlles de f

Proposgition 6.3 PourfousrelU etheé E, ona
dfz(h} = ; 11'?
Preuve. Par linéarité de df,., on obtlent :
dfx(R} = dfzizh &) = Zh:dfx(ﬂ: ;h*i

Si on désigne par dz; : & — h;, on obtient une forme linéaire continue sur E. On
obtient ainsi :

z 3 (sc )dz;
g=] i
S j(ﬁ) = (f]_(-'{-'); T 9fq(3:)), on obtient
oy AT a7, e
dalh) = Sl (@) 5@ = N %

Théoréme 6.4 f: U C B — R est continument différentiable si et seulement
si ses dérivdes partielles exisient et sont continues sur U

6.2 Matrice Jacobienne

Si
fUVCRR — IR

x — Efl(x)s e 3fq{z))

est différentiable au poiut z, alors sa mairice Jacobienne est définie comme &tant la
ruatrice de df, dans les bases canoniques ; elle est donnée par :

amfl(:c) T az:;f"’(x)

Di{a) = 5 : ! € My, (R)

a::,fh_(m) v O, fylz)

On obtient ainsi
dfe(h) = Df(2)(he, - By’

8i p = g, le déterminant de D f{z) est appelé Jacobien de f en z.
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Remarque 6.5 1. 8 p= g df. est un isomorphisma linéaire si et seulement le
Jacobien est non nul.

2. Les coefficients de la matrice jacobienne sont
Df(z);; = 8, fi(z)
- Y, W
En particulier si g =1, Df(x) est une matrice uniligne ( IL: ENER
3. On note Vf(x), lo iransposée de lo matrice jacobienne. Auirement dit
(VS(z))s = (8. 15(2)

ceci est utilisé souvent dans le cas o ¢ = 1. Dons ce cas, Vf{z) est un
vecteur colonne appelé gradient de f au point x.

4. D(gof)(z) = Dg(f(z))Dj{z)

7 Exercices

Exercice 1 8i f est continue en ¢ et si

i W@ = fla) — Lz —a)ll _

a8 |z —ellz

alors L est continue.

Exercice 2 Soit U un cuvert non vide d’un e.v.n et zy € U. Deux applications f
et g définies de U/ dans un e.v.n F sont dites tangentes en g si

sup [|f(z) — 9(z)]| = o(r).
zeBlze.r)
C’est-a-dire
lim SUP:EB(:o,f) Hf(x) - g(m)“ —

r—0 r

0

Exercice 3 Si f et g sont tangentes en x4, alors f — g est continue en zy

Exercice 4 Une application f est différentiable en zy s'il existe une application
lindaire continue L sur E telle que f(x) — f(zq) et L{z) — L{zg) = L{z — xq) soient
tangentes en zg.

Exercice 5 Toute application multilinéaire continue est différentiable. si ¢ est une
application multilinéaire, on obtient

d‘P(ah---,uﬂ}(hl:'” :h'n) = pr(an”' 1aj—1:hja Q1. ,ﬂ»n)

i=1
En effet, si h = (hy,--- ,hy) et a = (&, -- ,a,), on obtient :
fla+h) =fla+h, antha)= 3 flz1,:-,Zn)

zie{a; i}
=f(ala“' 7aﬂ)+f(h1:a2"' :an)
+f(a1)h2;a3!"' ,%)'f‘"""‘f(ﬂ],ﬂ.g,"' 5a11—13hﬂ)+g(a}h)
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ou g{a,h} est une somme de termes de la forme f{zi, -+ ,2,) avec x; = h; sii € J
etx;=o;sii g Javecl C{1,2,---,n} tel que card ] > 2.
Par continuité de f, on a

lgCe, I < Nf Nl max Haill; < maxc faglly wer Ml < 171 el 12)°

Il en résulte que g(a. k) = of||k{]). D’ou le résultat.

Exercice 6 Une fonction continue adimettant des dérivées directionnelles continues
et non différentiable.

4
- si (29) #(0,0)
0 si r=y=0

L'application g définie par :
oz, %) = |2

et g(z,y) =0siy £ 22

Exercice 7 Soient E et F deux espaces de Banach et U = /s(E, F). Mouter que
l'application ¢ définie sur U par p(u) = u? est différentiable et calculer sa diffé-
rentielle.

Exercice 8 Différentiabilté de la norme? ||zl|* =< z,z >; on trouve df. (k) = 2 <

T, h >
dg.(h) = S—ﬁ;ﬁ—> non diff en 0

la norme max sur JR? n’est pas diff pour z = y?
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Chapitre 3

Théoréme des accroissements finis

0.1 Fonction d’une variable réelle 4 valeurs réelles

Théoréme 0.1 {(Théordme de Rolle) Soit f : [a,b] — IR qui est continue sur
[a,b] et dérivable sur |a,b| et telle que fla) = f(b), alors il existe ¢ €]a,b| tel gue
f(e) =0.

Théoréme 0.2 (Théoréme des accroissements finis} Soit f : [a,b] — R gqui

est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b, alors il existe ¢ €]a, b tel que f(b) —

fla) = (b~ a)f'{c).

0.2 Fonction définie sur un espace de Banach a valeurs réelles

On rappelle que
[@,6) = {ta+ (1 =2)b; ~ t€[0,1}}
Ja, b= {ta+ (1 —1)b;  t€)0,1[}

Définition 0.3 Une partic non vide C de E est dite conveze si pour tous a,b € C,
on a[a,b] CC.

Théoréme 0.4 Soit U un convere de E, f : U — IR une application coniinue.
Soient a,b € U telle que f soit différentiable en tout point de |a, b, alors il eziste

c €|a, b| tel que
f(8) = fla) = dfe(b—a)

Remarque 0.5 Ce théoréme est non valable pour les fonctions & valeurs non réelles.

0.3 TFonction d’une variable réelle

Soit I un intervalle ouvert de IR, F un espace de Banach et f : I — F' une
fonction dérivable. On suppose qu'il existe & tel que |f'(t)] < k, pour tout ¢t € I.
Alors

[f(z) = f(Wlip < klz —yl, pourtousz,y e’

Remarque 0.6 On peut raffiner cette inégalité, en remplagant k par sup || f'1)}|
tel

18



Théoréme 0.7 Soit f : I € IR — F une fonction dérivable sur un intervalle
ouvert I de IR i wvaleur dans un espace de Banach F. On suppose qu'il existe une
fonction ¢ : I — IR dérivable telle que

lF (Ol < (2), pourtouttel

Alors | f(z) — f()} < |(e) ~ (y)]. pour tous z,y € I.

0.4 Cas général
Supposons que E et F sont des espaces de Banach.

Théoréme 0.8 Soit f : U C E — F une fonction différentiadble sur un ouvert
conveze U. On suppose qu’il eriste une constante k telle que ||df, || < k, pour tout
u e U. Alors

1) = flr S klx—yllg, pourtousz,yel

Remarque 0.9 On peut raffiner Uinégalité en remplagant k par sup Idfm_,_,_{y_z]
]

1€[0.1

el méme par sup ”dfz-i—i(y—:c)"
t€)o,1(

Proposition 0.10 Soit f : U C E —+ F et soient x,y € U tels gue [z, C U. On
suppose que f est continue sur [z, y] ef différentiable sur |z, y[. Alors

Iz — vl

172} = Flip < sup |[dfesuy—e)
t€]o,1]

Corollaire 0.11 Soit U C E convexe et f : U — F de classe C'. Si M =

sup ldfzll < 400 alors f est lipschitzienne sur U.

T<

1 Applications

Proposition 1.1 Soit f : U — F. St U est un ouvert connexe non vide et si f esi
différentiable sur U avec df = 0 sur U, alors f est constante.

Proposition 1.2 Soif f : U — F continue et différentiable sur U—{a}. Sidf : U—
{a} — L(E, F) se prolonge per continuité en @ en prenant la valeur L € £(E, F),
alors f est différentiable en o et on a df, = L.

Théoréme 1.3 Supposons que E = 7 F;. Une fonction f : U C E — F est
continument différentiable si et seulement st pour tousi = 1,--- ,n et x € U, l'ap-
plication partielle f;(y;) = f(z1, <+, Tic1, Y1, Tigr,++ , Tn) est différentiable en z; et
sa différentielle est continue de U dans L(E;, F).
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Chapitre 4

Difféomorphismes

Définition 0.1 Soient U et V deur ouverts de F et F; on dit que f : U — V est
un difféornrphisme si

— f est une bijection

— f est continument différentiable

— F7! est continument différentioble

Proposition 0.2 Si f est un difféomorphisme, alors sa différentielle en tout point
x est un isomorphisme de E sur F et lo différenticlle de f~' est lide & celle de f
par

d(f_l)y = (dff—l(w)_l, pour tO'h_',t Y E 174

Proposition 0.3 57 exisie un difféomorphisme d’un ouvert de E sur un ouvert V
de F, alors les deuz espaces soni isomorphes

Théoréme 0.4 {Théoréme d’inversion locale) St f : U — V est de classe
€' et st a € U est tel que df, est un isomorphisme de E dans F, alors il existe un
voisinage U, de a dans U et un voisinage Vj de b= f{a) dans V tel que la restriction
de f a U, soit un difféomorphisme de U, sur V,.

Corollaire 0.5 Soit f : U — F une application de classe C'. Alors f est un
difféomorphisme de U sur f(U)} si et seulement si

1. f est injective

2. sa différentielle est en tout point de U un isomorphisme de E sur F.

Corollaire 0.6 Soit U un ouvert non vide de IRF et f : U — IRF injective et de
classe €. Alors f est un difffomorphisme st et seulement si le déterminant de sa
matrice jacobienne ne s’annule pas sur U.

1 Théoréme des fonctions implicites

Le théoréme traite la résolution des équations non linéaires de la forme

fz,p)=0
Soient E, F et G trois espaces de Banach.
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Théorédme 1.1 Soit U un cuvert non vide de EXF et f : U — G une application
de classe €', On suppose qu'il existe (a,b) € U tel gue f{a,b) = 0. Et, la différenticlle
partielle o f par rapport d y est telle que &, f(o ) soit un isomorphisme de F sur G.
Alors 4l existe un voisinage ouvert Uy, ) de (a,b) dans U et un voisinage ouvert W,
de a dans E et une fonction de classe €' (W,, F)

o W, —+ F

telle que
(xﬂ y) € U{u,b) et f(m:y) =0 = ¥y= ‘rrg(z)

Proposition 1.2 Sous les conditions du théoréme des fonctions impliciles, on a :
dipz(h) = —~(d2fir o)) D firiotan{h)

pour tout x € W, ef pour lout h e E.

21



Chapitre 5

Différentielles d’ordre supérieur

1 Différentielle d’ordre 2

Définition 1.1 Une fonction f définie sur un owwvert non vide U d’un espace de
Banach réel E et & veleur dans un espace de Benach réel F est dite deur fois diffé-
rentiable enz € U st

1. elle est différentiable dans un voisinage ouvert U, de z

2. sa différentielle df : U, — L(E, F) est différentiable en x

On dit que | est deus fois différentiable dans U si elle est différentiable en tout point
de U.

Par définition, la différentielle de df en x que Fon écrit d4(df}, est une application
linéaire continue de E dans & E, F).
Autrement dit, on a
df : U — £(F, F)
gt
d{df )y : U — LE,L{EF))

mais elle s'identifie naturellement 4 une application linéaire continue sur £ x E grdce
au résultat suivant :

Proposition 1.2 Soient E, F ¢t G des espaces de Banach. Alors les espaces L(E, £(E, F))

et £{E x F,G)) munis des normes nalurelles
Wil aem0om, ey = Sup{ll (Bl ggpay WPl < 1}

ol aexre = supilie(h, ki, /  [hie < Lkl < 1}
sont isomélrigues.

Preuve.

Définition 1.3 La différenticlle seconde d'une fonetion f: U C—— F deur fois
différentiobles est Uapplication définie par :

dPf:U —ExXEG
x> dif,

ot & f.(h, k) = d(df ) (h)K), pour tout (h,k) e EX E

22
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Remaraue 1.4 On peut interpréter celte définition de la fagon suivante {yue Uon
peut ytiliser en protigue pour calculer d°f)
Si 8i f est dewr fois différentiable sur U, alors pour chague L € E, Papplication

g —sF
x> dfolk)

est différentiable ¢t on a dg (k) = & f{k k)

Théoréme 1.5 (Theorem de Schwartz) 5i f : U € E — F est deux fois dif- -
férentiable en x, alors d° f. est bilindaire syméivigue; ¢’est-d-dire pour tout (b, k) €
ExE, onad folhk)=df(kh

Freuve.
Exemple 1.8 1. Une application affine flx) = Ha)+ b avec | € L{E, F) et
b€ F est deur fois diférentiable et su différentielle seconde est nulle.

2. Une application guadratigne f : r — o(x, %) avec g € £(E x E, F) est deus
fois différentiable et sa différentielle seconde est sonstante; égale & 2p i ¢
est symétrique.

1.1 En dimension finie

Définition 1.7 (Matrice Hessienne) Soit f 1 U ¢ B — IR et soit (€1, ,6n}
fa base canonigue de P, §i f est deur fois différentinble sur Pouvert U, olors pour
tout v & U ef pour tousi,5 € {1,--- ,p}

Aftees) =~ gh 20

Alors Lo matrice

arf Ff
FreiC R

d2f, = Hessf, = : : :
9% f g f
&t?azlfx) "5;%(33)

est appelée matrice Hessienne de | en z.

Le théoréme de Schwartz monire que Ja matrice Hessienne est symétrique.

2 Différentielle d’ordre n

Pour les entiers 1 > 2, on définit par récurrence les notions suivantes, qui géné-
ralisent le n = 2.

Défipition 2.1 Soit une fonction J définie sur un owvert I d'un egpace de Banach
réel B et & valeurs dans espace de Banach F et n > 2, On dit gu’elle est :
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1. n fois différentiable en x € U si elle est différentiable dans un voisinage ouvert
U, de = el st sa différentielle df : U, —> £(E, F) est n— 1 fois différentiable
en T

2. n fois différentiable sur U si elle est n fois différentiable en tout poini de U.
Proposition 2.2 les applicaiions k-linéaires sont de classe €°

Proposition 2.3 §i f : U C E — F est n fois différentiable enxz et g : V C
' — G estn fois différentiable en y = f(x) € V, alors gof est différentiable en z.

Proposition 2.4 5i f est un difféomorphisme de UV sur V et si f est de classe €,
alors 1 est de classe €™.
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Chapitre 6

Formule de Taylor

1 Formule de Taylor avec reste intégrale

1.1 Fonction d’une variable réelle 4 valeur réelle

Théoréme 1.1 Soit f une application de classe €I, R) et a,b = a+ h € I,
alors

fla+h) = f(a)+z f“"()+— [ 195+ iy

1.2 PFonction d’une variable réelle & valeur dans un espace
de Banach

Lemme 1.2 Secient I un ouvert de IR, F un espace de Banach et g: I — F yne
Jonction (n + 1) fois dérivable. Alors pour toutt € I, on a :

((ﬂ+2 — 1) (p)f )) Q%Q:Q(HIJ(Q

Preuve.

Proposition 1.3 8i g: [a,b] — F, alors

< [leylr

H _/a ’ gl{t)axt

2 Pormule de taylor Lagrange

2.1  Fonction d’une varaible réelle 4 valeur dans un espace
de Banach

Proposition 2.1 Soit I un intervalle ouvert de IR contenant [0, 1], F un espace de
Banach et g: I — F une fonction (n+ 1) fois différentiable telle que

lo

(“-"")(t)“ <M, pourtoutt € [0,1]
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alors
N

o(1)— 9(0) - 3 ﬁg"’(ﬂ)” < T

p=1

Preuve.

2.2 Fonction d’un espace de Banach a valeur dans un espace
de Banach

Théoréme 2.2 Soit U est un ouvert d’un espace de Banach et F' un espace de
Banach. Soit f: U — F une fonction (n+ 1) fois différentiable et (z,h) € U X F
tel que [z,x + h] C U.

; +1
& yelS:Brh] ”dﬂ g Lat1(E,F) < M alors
flz+h)— flz) - i ‘l-dpfz(h[”]) < 14"

Cette inégalité généralise le théoréme des accroissements finis et connue sous le nom
de la Formule de Taylor avec reste de Lagrange. (Le reste n’est connu que par une
majoration contrairement au reste intégral qui est entiérement déterminé,

3 Formule de Taylor Young

Théoréme 3.1 Soit U est un cuvert d'un espace de Banach et F un espace de
Banach. Soit f: U — F une fonction n fois différentiable en x € U, alors

= o([|A]")

fa+B) = f@) = 3 1)

p=1F"
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Chapitre 7

Extremums

On étudie les extremums d’une fonction a valeurs réelles. L’objectif est de dé
terminer les conditions nécessaires et {ou) suffisantes pour l'existence de minimum
selon le degré de difféerentiabilité.

1 Extremums libres

Définition 1.1 Soit f une fonction définie sur une partie D d’un espace de Banach
E 4 woleurs réelles. Un point a € D est dit un minimum local s'il existe un voisinage

ouvert V, de a dans D tel que
f{zx) = fla), pour tout x € Vy

Dans le cas ou V, = D, on dit gue c’est un minimum global.
St de plus,
f(@) > fla), pour tout z € V, — {a}

on dit gue ¢’est minimum strict.

Proposition 1.2 Soit g une fonction définie sur un intervalle ouvert I de IR dans
IR, dérivable en a € I. §i a est un minmum local de g, alors g'(a) = 0. Si g est deux
fois dérivable en a, alors g"(a) > 0.

Réciproguernent, si b € T est tel gue g'(b) = 0 et g”(b) > 0, alors b est un minimum
local de g.

Plus généralement, on a :

Théoreme 1.3 Soit f est une fonction définie sur un ouvert U d’un espace de
Banach E & valeurs réelles, différentiable en a € U. Si a est un minimum local de
f, alors df, = 0. _

St de plus, f est deux fois différentiable en a, alors d*fy(h, k) > 0 pour tout h € E.
Inversement si b € U est tel que dfy = 0 et 5%l existe ¢ > QO tel que d°fiy(h,h) >
c||h?, pour tout h € E, alors b est un minimum local de f.

27



2 Extremums liés

Définition 2.1 Soit f, g1, , 9, des fonctions définies sur un ouvert U d’un espace
de Banach E et & valeurs réelles. Un point a € U tel que g1{a) = g2(0) = -+ =
gp(a) = 0 est un minimum local de f sous les contraintes g,--- ,gp $'i existe un
voisinage ouvert V, de a tel gue

f(x) = f(a), pour tout x € V, vérifiant ala)=gla)=--= gp(a) =0

Définition 2.2 On dira gque les contraintes ¢, - , 9, sont indépendantes au point
a st la famille des formes linéaires continues

{d(g))a,- -+ ,d(gy)a estlibre.

Théoréme 2.3 Soit f,g1,- -+, gp des fonclions de classe Cgl sur un ouvert I d’un
espace de Banach E et d valeurs réelles. Soit a € U tel que gi{a) = gofa) = --- =
go{a) = 0 et les coniraintes gy, -+ , g, sont indépendantes au point a.

Si e est un mintmum local de f sous les contraintes g1, -+ , gp alors il exisie Ay, --- | Ay

réels tels que
dfﬂ = Ald(gI)a + A;r.-d(.‘;"}'.')‘cl

Les réels A; sont appelés multiplicateurs de Lagrange.
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