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Exercice 1
Donner ia négation des propositions suivantes :
(@) x<4
(byx>2etx<4
(c)(PetQ)ouR
(d) (Pou Q) etR

- (e) (P et non(Q))= R
(f) V xeX P(x) et non Q(x)
(@ VxelR,3yelR x=y?
(h)3xelR JyelR x=y?ety>0
Exercice 2

Soit xe IR . Trouver toutes les implications et les équivalences existant entre les
propositions suivantes : '

A:x>0 B:x<3 C:x2<9 D:|x|<3

_Exercice 3 :

Soit f une fonction de IR dans IR . Ecrire les propositions suivantes a l'aide de symboles
logiques et de quantificateurs

(a) f est décroissante sur IR ..

{b) f est croissante sur IR _.

(c) f admet un minimum en a

(d) f admet un minimum .

(e) f admet un maximum en a et n'est pas minorée .

(F) si f estipositive en -1 et négative en 1 alors f s'annule entre 1 et -1 .

(g) f n’est jamais nulle . ‘ :



Exercice 4

Soit a et b deux entiers ,donner a 'aide de symboles logiques et de quantificateurs une

" expression des propositions suivantes , puis donner leur négation

(a) a divise b

(b) a et b sont de pante différente .

Exercice 5

Soit x et y deux réels . Montrer que si ( x+ 1Yet(y+1)alors (xy+1-x-y=#0)
Exercice 6

Demontrer par Fabsurdeque (Ve>0 a<b+e)= a<b

Exercice 7

Soit les quatres assertions suivantes :
f(@3xelR vyelR x+y>0 b)vxelR JyeR x+y>0
v ©)vxelR vyelR x+y>0 (d)I3xelR VyelR y?>x

1) Les assertions a ,b, ¢, d sont-elles vraies ou fausses ?

2) Donner leur négation .

Exercice 8

On cherche a determiner 'ensembie des applications de IR vers IR telles que :
vx,yelR fO)f(y) - fixy) = x+y

(a) On suppose qu’une telle foction f existe ,démontrer que necessairement f(0) = 1

(b} En déduire dans ce cas lexpression de f

(c) Conclure

Exercice 8

Compileter les pointillés par le connecteur logique qui s'impose : =, = ,

1) xe IR x?=4 = x=2

2zeC z= E..,,(.,.»:;/.,.z e IR

3)xelR x=rm.....=n 8% =1

Exercice 10

Dans IR? , on définit les ensembles F, = {(x,y) « IR%, y < O }etF,=

{x.y) e R xy2 1,x20}
Evaluer les propositions suivantes :

2)3M, eF, 3MseF, /Ve > 0 NMM ”<s

3)3£>0/VM16F1 VMzGFZ

iM M ”«:

4)YM eF, YMyeF, T¢>0 f“M M l

quant elies sont fausses , donner leur negation .
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Série d’Algebre N- 2
-SMI-
Exercice 1

Soient 4, B et C trois parties d’'un ensemble £. Montrer que :
1. AcB=ANBE=0.
2. AAB = (zB\(xA.
3. U-C)NB-C)=(ANB)-Cet(4-C)U(B-C) = (4UB)-C.

4 ANB=ANC <= ANB=4nC.
Exercice 2

Soit £ un ensembie. Pour toute partie 4 de E, on définit I'application caractéristique de 4
par

X4 - E — [0"1]
1 sixe d
X ;
0 sinon.
Montrer les affirmations suivantes :
1. ACB= ya< x5,
2. '}f}fus = XA+ XB— XANB-
3. ri= 1~ XA
4 xans = YAYB-
Exercice 3

Soient 4 et B deux parties d’'un ensemble E. Notons A AB = (4-B)U (B-4) la
différence symetrigue de 4 et B.

1. Vérifierque 4 A B = B A 4 et que A est associatif.
2. Montrerque 4 AB = (4 B) - (4N B).

3. Montrerque 4 AB=A4AAB
4

. DémontrerquesiA AB=4ACalors B =C.



Exercice 4

Soient £ et F deux ensembles, 4 une partie de E et B une partie de F. Soit fune
application de E vers F. Montrer que :

1. lAnf'(B)) =A4)NB.
2. 4 c fY(f{4)) et que linclusion peut étre stricte. Montrer que
[V4 < E, 4 = f1(fl4))] < finjective.

3. /'(B)) < B. A quelle condition nécessaire et suffisante y-a-t-it égalité pour
tout B < F? Justifier votre réponse.

Exercice 5

Soient £, F et G trois ensembiles, f: E — Fetg: I — G. On pose h = gof. Montrer
que

1. Si h est surjective et g est injective, alors f est surjective.
2. Si h est injective et fest surjective, alors g est injective.

3. Sihest bijectibe, alors f est surjective si et seulement si g est injective.

Exercice 6

Parmi les applications suivantes, déterminer les injections, les surjections et les
bijections :
fi:R >R g:R, - R h:R — R, u: R, — R,
2 *

3 3
X = X x e x2 x w x2 x - x?

Exercice 7,

Les applications suivantes sont elies injectives, surjectives?
f: R? — R f R2 — R? f R2 — R2
(ry) = x+y @y xrpx-y) | ny) ~ (x+pat P
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TD 3 D'ALGEBRE 1 SMA SMI

Exercice 1 Démonstraions par récurrence

1) Montrer que Z:g:‘1k(k+1) =—13-n(n—1)(n+1) pour tout entiern > 2

k+1
k=2n {-1) _ k=n 1 e 4
- " 2 “t 1K .+ pour tout entier n > 1

3) Montrer que 2" > n?’. pour tout entiern> 5

2) Montrer que Y

n

3 ’
4) H::J( 1473 4 128"y = r pour tout entier n > 1 et pour tout réel r = 1

Exercice 2 Calcul de sommes téléscopiques

. K=
1) Question de cours : montrer que Zk,:,”k+1 Uy = Up, g -Upy,
2) Calculer les sommes suivantes :
K - -
IULE D IEED Vv TP St
K==t k k=1 (k + 1) k=1 4k2 -1
' ke=tr-1 . .
Zk=1 (Ujss -3Uz+2Ug;)  avec (U,) o UNe Site quelcongue

n{n+1)
2
a) Calculer de deux manieres différentes la somme :

K= 313 . 5 K=n1 2
2 (k+1)3-k3 et endeduire 3 "'k

2) On admet que :'k =

b) En utilisant ia méme méthode caiculer : Z::: K3

Exercice 3 Calcul de sommes doubles , produit et produits doubles
Calculer les sommes et produits suivants :

> 2t 24 Ti Xu ks [Tu [

1<igjzn 1=hj=n 1sisjsn 1ghjzn tsk<n tstjsn 1 <i<j<n



Premiere partie.

Exercice 1 (Démonstrations par récurrence). .

1. Pour tout entier n > 2, on note
n-1
A= k(k+1).
k==1

La propriété est vrai pour n = 2. H. R. On.suppose n > 2 et que la propriété
est vral pour tout entier k: 2 < k< n— 1. Pour un tel n on a:

An = nilc(kd;»l)

k=1

= A, ,+(n-1)n

2R %(n—;)(n—z)m(n-—nn
1

= g(n~1)<(n—2)n+3n>
1 ' ‘

=" 3n-bn(n+1)

2. Pour tout entier n > 1, on note

On a: Bl — Z — 4+ (—1)3 =,,

H. R. On suppose n > 1 et que la propriété est vrai pour tout:entier k :
1 <k <n-—1. Pour un tel n on a:



2n (__1)k+1

B, = .
k==l k
(..1)271 (__1)2n+1
= B‘n.- 2 +
YT on -1 2n
n-1
HR 1 1 -1
- ,;(n—nm*'zn_ﬁ on
n—1 1 A 1 -1
k=17’b+(k—-1) 2n—1 2n
1 n—1 1 1 -1
= — e -
n 1§2R+(k—1)+2n—1+2n
. +T§ : -+ ! -+ ! (chan ement d’indice)
= E— c
n jimn+h 2n-1 2n p
n—2 1 1 1

- 3. Notons que 2* = 16 = 42 (il y a égalité). Pour tout entier n > 5, on pose
) Cn = 27 - S '
On a: C;=2=32> 52

La propriété est donc vrai pour n = 5. H. R. On suppose n > 5 et que la
propriété est vrai pour tout entier £: 5 < k< n - 1. Pour un tel n on a:

¢, =. 2

= 2x2"! :
T ax(n—17? (=n+n(n-4)+2)
>

n?.



4. Pour tout entier n > 1 et pour tout réel r % 1, on note

n-1
Rp = JJ(1+r% =72,

k=0

3 —1

R1:1+?‘+T2= :
r—1

La propriété est alors vraie pour n = 1. H. R. On suppose n > 1 et que la
propriété est vraie pour tout entier k: 1 < k< n— 1. Pour un tel n on a:

n—1
R, = H(l +T3‘° + szs")
k=0
= Ry x (147577 47287
Tanml .
= i (1 472
-1 (1+
?,,3""1 -1 4 ,‘,,.I'!-X.?}"'“1 -1
o -1 At — 1
A
== 0
r—1

1 + T2X3n—1:)




Exercice 2 (Calcul de sommes télescopiques). (u,).>o désignera
une suite de nombres réels.

1.

2. {(a) On prend u, =1In (n(n + 1)), et on a:

Yhn (k ']'; ) = 3 (e +2) — )

k=1 - k=1
= 5 (In(k+1)(k+2) - Ink(k + 1))
k=1
= 3 (s =)
ke==1
= Upgr — U
- (n+1)(n+2)

5 .

n k- L 1
2 G T > )

ZNE+1) T (k+ 1)

k=1
k3
= Z ( - Ug + U:k+1)~f
k. k=1 . .
= Upgl — Uy
1
-1
(n+1)!
(c) Notons que 7725 = 527 — 57— On pose alors u, = 52, et on a:
LYol - S
=2} e = (g1 — uk)
k=1 4k2 -1 k=1
' = Upgpp — UL
T oon+1
_ —2n
T o2+l
(d)
-1 . n-1 :
Z(uk-i—l —3ug + 2ug—1) = Y, <(uk+l — ) + 2(up—y — ‘Usc))
k=1 k==l

= (Un —w) = 2(ua_1 — uo)
= Uy — DUn1 — Up + 2Ug.



3. (a) D’une part
S ((k+1° - k) =(n+1)°~1=n+3n" + 3n.
k=1

D’autre part

k23

Z((k+1)3-k3)'=i(3k2+3k+1)=3ik2+3ik+n.

k=1 k== k=1 k=1

Ainsi

6> k¥ = 2n(n®*+3n+3)—3n(n+1)~2n
k=1 .

= n(2n®+ 3n+1)
= n2n+1(n+1).

(b) D’une part

> ((k+1)4»k4) =n+1)*-1=n*+4n+6n* +4n.
k=l : ‘e ’

. D’autre part

S ((h+1) —k*) = D (4% +6k2+4k+1) = 4 S kP46 > k*+4 > k+n.
k=1 k=l 7 k=1 k=1 k=1
Ainsi

A3k = (n*+4n® +6n'+4n)—n(n+1)(2n+1)~2n(n+1)—n

= n'+2n®+n?
= n?(n+1)>2.0



Exercice 3 (Calcul de sommes doubles, produit et produits doubles).

Etant donnés une application f:Nx N — N et un entier n > 1, on a:

S ) =3 (S 56.9)

1<i<ign j=1 =

n

2 Jen= z(; £6.5)).
T 7 =TT (T #60d)).
1<H< 76,5) = IiI1 (f[lf(i,j)).

Si de plus, il existe des applications g¢g,h: N —= IV telles que f(i, 3) = g()h{(y),
- alors

S i) = Zhw)(Z.@(? )

1<i<jign j=1 gm=]
{ 1<Z< f(z i) = (;hm(zlg(u)

i
s

i
s
N N N PaamN
o~
S
A o~
[
\../
A
s,
N
"
><

, Kn( 16.) [l l:Ilg(wh(J))
- H f[lg@hm)

(9(@h()) x ... x (g(n)h(3)))

o,
Il
=

i
'

[
i
-
o
il
-

i

-3

J=1



Calculons maintenant les sommes et produits proposés:

1.
’ o n J
Z iar - ZQJ(ZT
1<i<i<n j=1 =1
- izf(z x (27~ 1))
J=1
= 23 (e¥ - )
= 2(i4f—i2j)
J=1 7=1
= 2(4x 4 —1-—2><(2"—1))
8 n | i .%
;
T = (T()
. ES!,]/S"I Je=1 =1
= 4(2" - 1)%
3
N 7 i
S o= ZJ(Z )
1<igj<n J- i
- §(Zj3+2j2)
© =1 J=1
2 2 7 +
\ %(n (n; 1) +n(n » 1)6(2”‘ ' 1)) (vu au deuxieme exercice)
_ gzn(rw 1)(n+2)(3n + 1).
K

o= (22

1<4,58n J=1 g=1




5. On calcule d’abord sans connaitre préalablement le résultat:

1T k&

k=1

(2122) x (313%) x (414%) x ... x (nIn™)

n—1 termes

@x2)x(2x3x%x3%) x (2x3x4x49) x ... x (2% ...nxn")

n~2 termes

n-2 termes
2(n-—l}+2>< (3 X 33) X (3 x 4 x 44) X X (3 X...mX n“) (regroupement des 2)

n—3 termes

n-3 termes

22 5 BN (4 x 4h) X (A x5 X BP) X ... X (4X ... XNY)  (desd)

"

n-—4 termes

o(n=1)42 o gln-2+3 L 4(n-3)+4 o sln—5 o o 14n

(nl)™*.

(jusqu’a n})

Ceci ouvre la voie pour une deuxiéme méthode par récurrence.

n n

IS ij = ((Qv:)qjlj))"
- (n*)"’”
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Exercice 1 Trouver le reste de la division euclidienne de 100'°% par 13

Exercice 2 Sachant que I'on a : 96842 = 256 x 375 + 842 , déterminer le reste de la

division euclidienne de 96842 par chacun des nombres 256 et 378

Exercice 3 Démontre que le nombre 7" + 1 est divisible par 8 si n est impair ; dans le

cas pair donner le reste de sa division euclidienne par 8 .

Exercice 4 Montrerque VneN

n(n+1)(n+2)(n+3) est divisible par 24 et n(n+1)(h+2)(n+3){n+4) est divisible par 120 .

Exercice 5 Montrer que si n est un entier naturel somme de deux carrés d’entiers alors

le reste de la division euclidienne de n par 4 n'est jamais égal a 3 .

Exercice 6 1) Montrer que le reste de la division euclidienne par 8 du carré de tout
nombre impair est 1 .

2) Montrer de méme que tout nombre pair vérifie :n? = 0 {8 ] oun? =48]

3) Soit a , b et ¢ trois entiers impairs .Déterminer le reste de la division euclidienne par 8
de a2+ b? + c? et celui de 2(ab +ac + bc)

4) En déduire que ces deux nombres ne sont pas ces camrés puis que ab +ac + bc non
plus .

Exercice 7 Montrerque v n e N 7/32™1 4 2m2 11/32m1 4+ 203 et 6/5n3+n

Exercice 8 Calcuier par l'algorithme d'Euclide le PGCD de 18480 et 9828 .En déduire

une ecriture de 84 comme combinaison linéaire de 18480 et 9828 .

Exercice 9 Soita=1111 111 111 et b = 123 456 789
a) Calculer le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b .
b) Calculer p = pgcd(a,b) .



C) Déterminer deux entiers relatifs u et v tels que au + bv=1p .

Exercice 10 a) Déterminer tous les couples d'entiers naturels de pgcd 18 et de somme

360 .
b) Déterminer tous les couples d’entiers naturels de pged 18 et de produit 6480 .

Exercice 11 Résoudre dans Z2 I'équation : 1665x + 1035y = 45 .

Exercice 12 Démontrer gue si a et b sont deux entiers premiers entre eux alors il en
©st de méme des entiers a+b et ab

Exercice 13 Combien 15! admet-il de diviseurs ?

Exercice 14 On considére le nombre m=2"p, avec n un entier naturel et p un nombre
Premier.

Déterminer la somme des diviseurs de m.

5 On appelle nombre parfait tout entier naturel m dont la somme dies diviseurs est égal a
m

‘montrer que-si m = 2"(2™'- 1) et 2™1- 1 est premier alors m est parfait
Endéduire 4 nombres parfaits

Exercice 15 Soit a et b sont deux entiers naturels non nuis . Montrer :

a) 22 - 1 divise 2% - 1
By (22-1)a(2P-1)=(22-1)
C) ( 22- 1) premier = a premier .
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Série d’Algebre Ne 5
-SMI-Semestre 1

Exercice 1

1. Montrer que R ~ {1} muni de la loi * définie par zxy = {z — 1} (y — 1) = 1. est un
groupe abélien.

T -+

) J , est un groupe abélien.

2. Montrer que |~1,1[ muni de la loi * définie par z xy = p
+

3. Soit E un ensemble, montrer que (P (£), A) est un groupe abélien.

/ *

4. Montrer que ({(Z/nZ)", x) est un groupe abélien.

Exercice 2

On définit sur Rlaloi x par : zxy =z +y — zv.
1. = est elle une loi de groupe?

2. Calculer z * z * - - z (n facteurs), en fonction de z et n.

Exercice 3

Décrire tous les groupes & 1, 2, 3 ou 4 éléments.

Exercice 4

Montrer que les racines n**™¢* de I'unité forment un sous groupe de {C*, x) .

Xercice

1. Montrer que z — — est un endomorphisme de groupes de R*. Déterminer son noyau
iz sl
et son image.
2. Montrer que Papplication de R dans C* qui & 4 fait correspondre e est un homomor-
phisme de groupes. B

Exercice 6

Seit G un groupe et a € G. Montrer que I'application £ — ara™! est un automorphisme
de groupes de G.

Exercice 7

Soit (G, *) un groupe

1. Soient H,et H,; deux sous groupes de G. Montrer que H; N Hy est un sous groupe de
G.



2. Onnote G, = {z € G/Vy € G : z xy=y=*z}. Montrer que G, est un sous groupe de
G ( G, est appelé centralisateur de G). :

- Exercice 8

~ Soit I un intervalle de R non réduit & un point. Soit F (I, R) I’ensemble des applications de
I dans R.

1. Montrer que (F (I,R),+, x) est un anneau commutatif. Quels sont ses éléments in-
versibles? Existe-t-il des diviseurs de 0.

2. (F(I,R),+,0) est il un anneau?

Exercice 9

1. Montrer que I’ensemble des suites réelles, muni de la somme et du produit terme par
terme, est un anneau. Quels sont ses éléments inversibles?

2. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous groupes ou des sous anneaux?

(a) suites bornées.
(b) suites monotones.

(c) suites convergentes.
Exercice 10 |
Montrer que I'ensemble Z [iv/2] = {a + ib+/2/ (a,b) € Z*} est un sous anneau de C.
- Exercice 11

Soit E un ensemble,

1. montrer que (P (E),A,N) est un anneau. En préciser les éléments neutres et les
gléments inversibles et leurs inverses.

2. L’anneau (P (E),A,N) est il intégre?
3. Si F C E,est ceque (P(F),A,N) est un sous anneau de (P (E),A,N).

~ Exercice 12
On définit sur R deux lois T et L par

zly = z+y-1
rly = zr+y-—zy.

Montrer que (R, T, 1) est un corps commutatif.

Exercice 13
1. Soient a € Q7, tel que /o ¢ Q, et
‘ Q(Wa) = {r+rva: (nr) e @)
Montrer que (Q (/@) ,+, x) est un corps.

2. Montrer que Q (i) = {p+gi: (p,q) € Q*} est sous corps de C.
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TD 6 D'ALGEBRE 1 SMA SMi
Exercice 1
Effectuer les divisions euclidiennes de A par B
a) A=3X3+4X%+1  B=X*4+2X+3 PYA=X*-X3+X-2 B=X2-2X+4
Exercice 2
Effectuer fa division de A= X8 - 2X4 + X3 + 1 par B= X® + X? + 1 suivant les puissances
croissantes .a l'ordre 4

Exercice 3

Déterminer te PGCD des polynémes suivants :
X3+3X4+ X34+ X2 +3X+1 et X4 +2X3 + X+ 2

Exercice 4

Déterminer le PGCD , D, des polynémes A et B et trouver deux polyndmes U et V tels
que AU+ BV=D ‘
A=XE-2X542X4-3X3+3X2-2X efB=X*:22X3+X2-X+1

Exercice 5
Décomposer danx IR[ X ], sans déterminer ses racines , le polyndme P = X* + 1
Exercice 6

Décomposer danx IR[ X ] et dans C[ X ] les polyndmes suivants :
X3-8 , X841, X2+ X6+ X341 |

Exercice 7



Résoudre dans IR X ] a)PXH=X2PX) byP=P' P
Exercice 8

Soit A et B deux polynémes tels que A divise B .Montrer que si a est une racine de A
alors ¢ est une racine de B
Dans quels cas X" + X" + 1 est divisibie par X2 + X + 1

Exercice 9

a) Pour n € N* déterminer ordre de multiplicité de la racine 2 du polyndéme suivant :
nX™2 - (4n +1)X™ 4+ 4 + 1) X" 4X1
b) Pour quelles valeurs de a le polyndéme : (X + 1)7 - X7 - a admet - il une racine
multiple réelle ?

Exercice 10

1)Deécomposer en élements simples dans IR(X) :
X2+ X'+ 1 X%+ X 41

x> v

a) 4
-X X(X-1)

2) Décomposer en élements simples dans IR(X) et dans C(X) :
A X° + X 4 1 b) X*-3
X* (X2 + 1) X+ 4)
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- Série N° 6 d’Algebre

Exercice 1. Effectuer la division euclidienne, dans R[X], du polynéme A par le
polynéme B :

1. A=3X5+4X2+1, B=X2+2X +3.

2. A=X4- X33 X -2, B=X?-2X+40

Exercice 2. Effectucr la DE, dans R{X], du polynéme A = X6 —-2X%4+ X341 par
le polynéme B = X3+ X2+ 1 suivant.les puissances croissantes, a ’ordre 4.0

Exercice 3. Déterminer, dans R[X], le PGCD des deux polynémes

A=X13X4+ X3+ X?+3X+1 et B=X*+2X3+ X +20

Exercice 4. Donner une expression du PGCD des deux polynomes
A=X%-2Xx% 192X -3X3+3X%2-2X et B=X*-2X3+X?-X +1

sous la forme. AU+ BV ou U,V € R[X].0

Exercice 5. Décomposer dans R[X], sans déterminer ses racines, le polyndme

P=X*+10

Exercice 6. Décomposer dans R[X] et €[X] les polynomes

xX3-8, X%+1, X°+Xx%+Xx%*+10O

0o



Exercice 7. Résoudre dans R{X] :
1. P(X?) = X?P(X).
2. P=PP'O

Exercice 8. Soient A et B deux polynémes dans €[X] tels que A divise B. Montrer
que si @ € € est une racine de A, alors o est une racine de B. Préciser dans quels cas le
polynémes X" + X™ + 1 est divisible par X? + X +1.C

Exercice 9.

1. Soit n un entier non nul. Déterminer 'ordre de multiplicité de la racine a =2 du
polynéme

Py(X) = nX™2 - (4n+ DX 44(n+1) X" — 4x" 1.

2. Pour quelles valeurs de a € R le polyndme Qq(X) =(X+1)"— X" —a admet-t-i
une racine Multiple réelle 7 O

Exercice 10. .

1. Décomposer en éléments simples dans R(X) :

a)
o XA+ XA
FO= "%
b) ’
XS+ X441
G(X)“ X(X -1

2. Décomposer en éléments simples dans R(X) et €(X):

a)
5
F(X)zg.%f_f%l
? GX) = o oZ3 -
X2+ DX+ 4)
(‘ i



W

Corrections.

Remarque. Soit T, = {z = c:<:cs2-';“-£'—'r +isin?T . 0 < k < n =1} le groupe des
racines n®¢ complexes de 'unité. Le polyndme X™ —1 admet n racines distinctes dans
€ a savoir les éléments de T, etona

n-1
Xt —1=J[(X - ).
k=0

Les racine cubiques complexes de 'unité sont 1, j = -5 + z% et 7 = j2 On a
14+j+42=0.0

Exercice 5.

X441 = (X24+1)2-2x?
(X% +V2X + 1)(X? - V2X +1).0

A <0 A <0
Exercice 6.
1. ‘
X -8 = 8(5P-1)
X X X -
= 8('2- X 1)("2“ _3)(‘5‘ - 7)

= (X -2)(X - 25)(X - 27)

= (X -2)(X +1—-iV3)(X +1+1iV3) décomposition dans C'[X]
= (X =2)(X*-2G+NX+47)

= (X - 2)(X®+2X +4) décomposition dans B[X]

2. (a) Premitére méthode. Ona: X2 —1=(X®%—1)(X®+1), donc les racines
complexes de P(X) = X%+ 1 sont les éléments de T'y9 — I'g. Ce sont les

2k .. 2k N . .
Zp == CO8 & + isin kil ot 0<k<11l avec k impair.
12 12
V3 i

a = 53

z3 = 1 -

Zy = —z1

7 = -z

Zg = Z3

211 = 71



N.B. Pour bien visualiser dessiner le polygone régulier & n cotés inscrit dans
le cercle unité complexe. Ainsi les éléments du groupe Gamma,, sont bien mis
en évidence avec les relations de conjugaison et d’opposition correspondantes.

On a:

X%4+1

(X — 20)(X = 20)(X — z3)(X —F)(X + 20)(X + 21) décomp. dans C[X]

(X% -

(1 + )X + 2 7)) (X* -

(23 + )X + 2273) (X* +

{z1 + E’Y)X + Zl'fﬂ

(X2 - V3X + 1){(X%*+ 1)(X*+v3X + 1) décomposition dans R[X].
R M, et

A<O A<O

(b) Deuxiéme méthode.

X%4+1

:(a) Premiére méthode. On a: X' —
les racines du polynéme P(X) =
Ce sont les

T2 ~Ts.

= (X*)° - (-1)®
= (XZ+1)(x* -~

A<D

X2+ 1)

= (X7+1)((X2+1)* - 3x?)

= (X?4+1)(X? -

V3X + 1)(X?+V3X +1).

1= (X3-—1){X9+X6+X3+1) Done
XO+ X8+ X3 +1

sont les Qlements de

T kxr .
Zk == CO3 3 + isin—é- ot 0 < k<11 n’est pas un multiple de 4.

On a:

X8+ X84+ X3 +1

2y o=

il

Z3

Z5

Zr = =21

29

Zig = %2
211 = 71

k#0,4.8

I
|
&

i
&

= H (X — z;) décomposition dans C{X]

0<k<11

= (X2 —VBX +1)(X* + 1)(X2+ VBX + 1)(X

- )X

—Z)(X +1

= (X2 VX + DX+ DX +VBX 4+ (X2 - X+ 1)(X +1).

decomposition dans [[X)



(b) Deuxiéme méthode.
X0+ X0+ X441 = (XP+ 10X+
= (X4 DX - X+ D)(X2+1)(X2 - V3X + D)X+ V34+1).0

Exercice 7 (1) On remarque que P{0) = 0 et P s’écrit

p(.X>:aan+---+a1X.

Ainsi

an X2+ +aX® = XPX)
= P(X?)
= ap(XH" 4+ ..+ gy (X?)
= @XM Fa X3
Ceci donne n = 2 et aj = 0. Par conséquent P(X) = ax X°. L
(2} Notons n = deg(P). L’égalité des degres dans P = P'P” domne n = (n—1)+(n—2).
Donc n = 3 ct deg(P") = 1. Soit alors @ € R une racine de P”, alors a est une racine de

P. D’autre part il existe a € R* tel que P"(X) =a(X —a)etona: P"(X)=a€ R,
PY(X) = 0. La formule de Taylor appliquée & P en o« donne: -

PX) = P<a>+X1 Pla) + Ko priay . K pny
= (X -@)Pla)+ (X - a2
Ainsi
POX) = Ple)+5(X - a)
PUX) = a(X—-cr)
et on a:

. 2
P'P" = aP'(a)(X — @) + %(x —a)® =P
Ceci donne (a, P/(a) = (37%,0) c’est & dire

— o)

Exercice 8. Onpose P(X)=X+X"+1 cton a:

n=0(3) = P@H=;"4+"+1=3.
n=1(3) = P(j}—gqin DF2 4 =D+ g = 52 +g-1«1-0.
n=2(3) = PGH=70"DH_ 004204 20120

6



Ainsi

P est divisiblepar X2+ X +1=(X— ) (X-7) & P(j)=0(« P est i coefficients réels).
& n¢3ND

Exercice 9.
1. On a:

(a)

P(X) = X®-5X%248X —4.
P{(X) = 3X?-10X +8.
P{(X) = 6X - 10.

Py(X) = 2X*-9X3+12X% —4X.
PyX) = 8X°=27X* +24X — 4.
P(X) = 24X*-54X +24.

(¢) Sin>3ona

PiX) = nX"? - (4n+1)X"H! +4(n + I)Xh _4xnL :
PAX) = n(n+2)X" (a4 1)(n + X" + dn(n+ X" = 4(n - )X
Pr(X) n(n+ Dn+2)X" = n(n + 1)(4n + 1) X1 |

+4n(n? — )X~ 4n(n - 1)(n — 2)X™2.

Dans tous les cas on obtient P,(2) = F,(2) =0 et PJ(2) = (2n-1)2" #0.
Donce 2 est une racine de P, d’o:dre 2 pour tout n € IN*.

Autre méthode. on a )
Pa(X) = X*HnX® - (4n+ )X+ 4(n+1)X - 1)

= XX - 2)(nX2 —(2n+1)X + 2)
X HX —2)2(nX - 1)). '

2. Soit @ € R une racine multiple de Qu(X) = (X + 1)” — X7 — a, alors « est une
racine de :

QLX) =T7(X +1)% - 7X8.
Donc a = —1. L'égalité Qu(e) = 0 donne alors a = & = .0

25 = B4-

7



Exercice 10. .

1. a)

X5+ X441
X3-X

Xexs1+24 P 0
-+ TX+X~1+X+1

F(X) =

a = (XF(X))XZS
o XP X4
- X2 — l )X’:O
= —].

i<
fl

(X — 1)5’(}{));&1
X5+ X441
X(X + 1) )X:l

pI] L T

(X + 1}FA(X))X:_

X5+ X4+ 1)
X(X —*vl) X=m]

-2
i
P

B b

b) Onpose ¥ = X —1 et l'on effectue la division suivant les puissances croissanctes

de
X5+ X+ 1=3+40Y +16Y2 + 14Y3 4+ 6Y4 4+ V°
par X =1+Y alordre n=4-1=3. On trouve

34+9Y +16Y2 + 1Y+ 6V 4+ VS = (1 + V)3 +6Y +10Y2 + 4Y3) +2Y4 4 Y5

et on a:’

X+ X441
34+ 9Y +16Y2 + 14Y3 +6Y4 4+ VD
(1+ Y)Y+

G(X) =

8



(1+Y)(B+6Y +10Y? + 4y +2v* Y5

(1+Y)Y?
_ 3+6Y+10Y2+4Y3+2+Y
B Y 14+Y

1 4. 10 6 3

Y+1 Y vy Ty3T oy

U R S (I 6 3
T XTX 1T X S T -1 T (x — )Y

2. Décomposer en éléments simples dans R{X) et €(X):

a)

F(X) =

o g . Vv A
X-1 X+1TX—1'+X+Z' ou Oij,ﬂ}'y_lﬁe@_

On'trouve (a,8,v,0) = (3,5, -3+ 5, -3 - %).
b) ..

_ X?-3

T XD+

- RN S A o
o B X-;:+X+é+kX—2i+X+2i ol & 4,7,6€C.
Co‘mmeQ(‘«-X)lz QX)eR(X), ona: f=—-a=3
(avd):(%&y—%) i.e.

Q(X)

et § = —y =7%. On trouve

n o= =Ti T
, Q(X) = Xg—z' + X:i + X]fQi + Xf% décomposition dans ¢'(X)
) : -4 -

X23+ : + X2§+ 2 décomposition dans R{X).Od

Il




SERIE 4

Exercice 1. Calculer le pged des nombres suivants :
1. 126, 230.
2. 390, 720, 450.
3. 180, 606, 750.

Exercice 2. Combien 15! admet-il de diviseurs?
Exercice 3. Trouver le reste de la division par 13 du nombre 100109

Exercice 4. Sachant que 'on a 96842 == 256 x 375 + 842, déterminer, sans
faire la division, le reste de la division du nombre 96842 par chacun des
nombres 256 et 375.

Iixercice 5. Démontrer que le nombre 7% + 1 est divisible par 8 si n est
impair ; dans le cas n pair, douner le reste de sa division par 8.

Exercice 6. Montrer que vn € N :
n(n + 1)(n + 2)(n + 3) est divisible par 24,

n(n+ 1)(n+ 2)(n + 3)(n + 4) est divisible par 120.

Exercice 7. Trouver tous les entiers relatifs n tels que 7 +n+7 soit divisible
par 13.

Exercice 8. On considére le nombre m = 27p, dans lequel n désigne un
entier naturel quelconque et p un nombre premier. Dresser la liste des divi-
seurs de m, y compris 1 et m lui-meéme, et calculer, en fonction de m et p,
la somme S de tous ces diviseurs.

Exercice 9. Montrer que sl n est un entier naturel somme de deux carrés
d’entiers alors le reste de la division euclidienne de n par 4 n'est jamais égal
a 3.
Exercice 10. Montrer que pour tout n > 0 :

1. 7 divige 3%+1 4 gnt2

2. 11 divise 25713 4 g2n+1

3. 6 divise 5n® +n

4. 8 divise 5™ +2.3""1 1.

Exercice 11. Montrer que pour chaque n € N, 4 ne divise pas n? + 1.



Exercice 12. Moutrer que pour chaque entier positif n, 49 divise 2373 —
Tn — 8.
Exercice 13. Montrer que :

1. Si un entier est de la forme Gk -+ 5, alors il est nécessairemient de la
forme 3k — 1, alers que la réciproque est {ausse.

2. Le carré d'un entier de la forme 5k + 1 est aussi de cette forme.

3. Le carré d'uu entier est de la forme 3k ou 3k + 1, mais jarnais de la
forme 3k + 2.

4. Le carré d'un entier est de la forme 4k ou 4k + 1, mais jamais de la
forme 4k + 2 ni de la forme 4k + 3.

5. Le cube de tout entier est de la forme 9k, 954+ 1 ou 9k 4 8.
6. Si un entier est & la fois un carré et uu cube, alors ¢’est une puissance

sixiéme, el il est de la forme 7k ou Tk -+ 1.

Txercice 14. Déterminer les entiers n € N tels que :

1. njn +8.
2. n— tn-+11.
3. n -3 - 3.

Exercice 15. Montrer yue V(a,b) € N x N* il existe un unique r{a) €
{0,...,b—1} tel qu'll existe ¢ € N avec a = bg + 7{a).
1. BEn utilisant cect pour b = 13, déterminer les entiers n ¢ N tels que
13n? +n--7.
2. Sia € Net b =7, déterminer les valeurs possibles de r(a?) (on rappelle
que r(a?) doit appartenir a {0,...,b - 1}).
Montrer alors que V(x,y) € N2 (7]z? + 4%) sst (7]z et 7]y).
3. Montrer qu'un entier positif de la forme 8% -+ 7 ne peut pas étre la
sounne de trois carrés d'entiers.

Exercice 16. 1. Montrer que le reste de la division euclidienne par 8 du
carré de tout nombre impair est 1.

2. Montrer de méme que tout nombre pair vérifie 22 = 0 (mod 8) ou
z? = 4 (mod 8).

3. Soieut a,b, ¢ trois entiers impairs. Déterminer le reste modulo 8 de
a® 4+ b2 + c? et celui de 2(ab + be + ca).

4, En déduire que ces deux nombres ue sont pas des carrés puis que ad +
be + ca non plus, -



Correction 1. Il s'agit ici d’utiliser la décomposition des nombres en fac-
teurs premiers,

1. 126 = 2.3%.7 et 230 = 2.5.23 donc le pged de 126 et 230 est 2.

2. 390 = 2.3.5.13, 720 = 24.3%2.5, 450 = 2.32.5% et donc le pged de ces
trois nombres est 2.3.5 = 30.

3. pged(180, 606, 750) = 6.

Correction 2. Ecrivons la décomposition de 15! = 1.2.3.4...15 en fac-
teurs premiers. 15! = 2!1.36537211.13. Un diviseur de 15! s'écrit d =
293857 7°.115.137 avec 0 < @ < 11, 0 < 3 < 6,0 < v < 3,0 <5 < 2,
0<e<1,0< 7 <1 Deplustout nombre d de cette forme est un diviseur de
15!, Le nombre de diviseurs est donc (114+1)(6+1)(34+1)(2+1){(1+1)(1+1) =
4032.

Correction 3. Il sagit de calculer 1001 modulo 13. Tout d’abord 100 = 9
(mod 13) donc 1001990 = 9199 (1504 13). Or 92 = 81 = 3 (mod 13), 9% =
929=39=1 (mod 13),0r9* =939 = 9 (mod 13), ¥ = 9*9 =99 =
3 (mod 13). Donc 1001990 = g1000 = @3.333+1 = (g3)333 g = 13339 = 9
(mod 13). ~

Correction 4. La seule chose & voir est que pour une division euclidienne
le reste doit étre plus petit que le quotient. Donc les divisions euclidiennes
g’écrivent : 96842 = 256 x 378 + 74 et 96842 = 258 x 375 + 92.

Correction 5. Raisonnons modulo 8 :
7=-1 (mod §).

Donc
+1=(-1)"+1 (mod 8).

Le reste de la division euclidienne de 7* 4 1 par 8 est donc (—1)™ 4+ 1 donc
Sin est impair alors 7% + 1 est divisible par 8. Et si n est pair 77 4+ 1 n’est
pas divisible par 8.

Correction 6. 1l suffit de constater que pour 4 nombres consécutifs il y a
nécessairement : un diviseur de 2, un diviseur de 3, un diviseur de 4 (tous
distincts). Done le produit de 4 nombres consécutifs est divisible par 2 x 3
4 = 24,

Correction 9. Ecrire n = p?+¢2 et étudier le reste de la division euclidienne
de n par 4 en distinguant les différents cas de parité de p et q.

Correction 16. 1. Soit n un nombre imnpair, alors il s'écrit n = 2p+ 1
avec p € N. Maintenant n? = (2p+1)2 =4p? +-4p+ 1 =4p(p+ 1)+ 1.
Donc n® = 1 (mod 8).

y \J~§

N\



2. Si n est pair alors il existe p € N tel que n = 2p. Bt n? = 4p?. Si p
est pair alors p? est pair et donc n? = 4p? est divisible par 8, donc
n? = 0 (mod 8). Si p est impair alors p? est impair et donc n? = 4p?
est divisible par 4 mais pas par 8, donc n? = 4 (mod 8).

3. Commne a est impair alors d'apres la premiére question a? = 1 (mod 8),
et de méme ¢ = 1 (mod 8), ¢® = 1 (mod 8). Donc a? + b + ¢? =
14+ 141 = 3 (mod 8). Pour I'autre reste, écrivons a = 2p + 1 et
b=2q+1, c=2r-+1, alors 2ab = 2(2p+1)(2q+1) = 8pg+4(p+¢q)+2.
Alors 2(ab + be 4 ca) = 8pq + 8¢r + 3pr + 8(p + q + ) + 6, donc
2(ab + be+ ca) = 6 (1od 8).

4. Montrons par Pabsurde que le nombre a®4b%+¢? n'est pas le carré d’un
nombre entier. Supposons qu'il existe n € N tel que a? + b? + ¢ = n?.
Nous savons que a2 402 4-¢* = 3 (uiod 8). Si n est impair alors n? = 1
{(mod 8) et si n est pair alors n?2 = 0 (mnod 8) ou n? = 4 (mod 8).
Dans tous les cas n? u'est pas congru & 3 modulo 8. Donc il y a une
coutradiction. La conclusion est que 'hypotheése de départ est fausse
donc a? 4 b2 + ¢% n'est pas un carré. Le méme type de raisonnement
est valide pour 2(ab + bc + ca).

" Pour ab-be-t-co 'argument est similaire : d’une part 2(ab +be+ca) = 6
(mod 8) et d'autre part si, par absurde, on suppose ab+ bc -+ ca = n?
alors selon la parité de n nous avons 2(ab+bc+ca) = 2n? = 2 (mod 8)
ou a 0 (mor 8). Dans les deux cas cela aboutit a une contradiction.
Nous avons montrer que ab -+ be + ca n'est pas un carré.





