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Exercice 1 
Donner la negation des propositions suivantes : 
(a) X < 4 

(b) x >2 et x :s 4 
(c) (P et Q) OU R 
(d) (Pou Q) et R 
(e) (P et non(Q)}=> R 
(f) V xeX P(x) et non Q(x) 

(g) V XE IR ' 3 YE IR X=y2 

{h) 3 XE IR :l YE IR x=y2 et pO 
Exercice 2 

Departement de mathematiques 
et d'lnfonnatique 

Sl\~A SMI 

Soit XE IR . Trouver toutes les implications et les equivalences existant entre !es 
propositions suivantes : 

A: x > O B : x < 3 C : x2 < 9 D: Ix I < 3 

. Exercice 3 

Seit f une fonction de IR dans IR . Ecrire les propositions suivantes a !'aide de symboles 
logiques et de quantificateurs 

(a) fest decroissante sur IR , ., 
(b) fest croissante sur IR __ . 

. -. 

(c) f adrnet un minimum en a . 

(d) f adrnet un minimum . 
(e) f adrnet un maximum en a et n'est pas minoree. ,.~:~i 
(f) si f estlpositive en -1 et negative en 1 alors f s'annule entre 1 et -1 . 
(g) f n'est jamais nulle . 



E.xercice 4 

Solt a et b deux entiers ,donner a !'aide de symboles logiques et de quantificateurs une 
· expression des propositions suivantes , puis donner leur negation 

(a) a divise b ,- .. ! i 

(b) a et b sont de parite differente . 0 : ; . - __ .., .:. \ -

Exercice 5 -, + 1.:::,, _ < 
. , •. 

Soit x et y deux reels. Montrer que si ( X* 1) et ( y * 1 ) alors (xy + 1 - x - y * 0) 
Exercice 6 

Demontrer par l'absurde que (Y e > O a < b + s ) ⇒ a -s b \ --

Exercice 7 
Soit les quatres assertions suivantes : 

r (a) 3 x e IR 'vy EIR x + Y_> 0 (b) Y x E IR 3y elR x + y > 0 V 

': (c) 'rt x e IR 'vy elR x + y > O (d) 3 x E IR 'vy EIR y2 > x 
1) Les assertions a ,b , c, d sont-elles vraies ou fausses ? 
2) Donner leur negation . 
Exercice 8 

On cherche a determiner !'ensemble des applications de IR vers IR telles que: 
'vx , y e IR f(x)f(y) - f(xy) = x+y 

{a) On suppose qu'une telle foction f existe ,demontrer que necessairement f(O) = 1 
(b) En deduire dans ce cas !'expression de f 
(c) Conclure 
Exercice 9 
Completer les pointilles par le connecteur logique qui s'impose : -::: , ⇒ , <=:>-

1) xe JR x2= 4 ·d..=···x = 2 
2) z e C z = z .. ;. -;.··z e IR 
3) XE IR x = ,r ..... :::.~.e21x = 1 
Exercice 10 

Dans IR2 , on definit les ensembles F 1 = {(x, y) E IR 2 , y < O} ·et F2 = 
{ (X , y) E /R2, xy 2: 1, X 2: 0 } 

Evaluer les propositions suivantes : 

1) 've > O 3 M1 E F 1 3 M2 E F 2 / 11-M-1M-2 JI< s 

2)3M 1 eF1 3M2eF2 /'vs> 0 IIM 1 M2 jl<s 
3) 3 s > 0 / 'v M1 E F 1 'v M2 E F 2 II~ II< s 

4)t:IM 1 Ef 1 'vM 2 eF 2 3s,> 0 1 j!M 1 M2 !\<s 
quant elles sont fausses , donner leur negation. 
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Exercice 1 

Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E. Montrer que : 

1, __ A c B .;:::::, !f n l3 0. 

2. A\B = CEB\CEA, 

3. (A - C) n (B - C) = (A n B) - C ~et '{A - C) U (B - C) = (A U B) - C. 
·····-··-·•-- -----.~----·--·-- "'-• .. ....,.._, .. _~_.,. . --

4. A n B = A n C ~ A n B = A n 

Exercice 2 

Soit E un ensemble. Pour toute partie A de E, on definit !'application caracteristique de A 
par 

XA : E -+ [O, 1] . 

Montrer !es affirmations suivantes: 

1. A c B ⇒ X;i,:S: XB-) 
,./ -

2. 'XAuB = XA + XB - XAnB• 

3. XA = 1 XA• 

4. XAnB XAXB-

Exe rcice 3 

{ 

1 Six EA' 
X ._ 

O sincm. 

Soient A et B deux parties d'un ensemble E. Notons A A B = (A B) u (B A) la 
difference symetrique de A et B. 

1. Verifier que A Ll B =BA A et que Ll est assodatif. 

2. Montrer que A AB · (A u B) - (A n B). 

3. Montrer que A Ll B A AB 

4. Demontrer que si A AB= A AC alors B = C. 



Exercice 4 

Soient E et F deux ensembles, A une partie de E e1t B une partie de F. Soit/une 
application de Evers F. Montrer que : 

que 

1. f{A nf1 (B)) = fi_A) n B. 

2. A c 1-1 (/(A)) et que !'inclusion peut etre stricte. Montrer que 

[VA c E,A = f 1 (/{A))] ~ /injective. 

3. _r-1 (/(B)) c B. A quelle condition necessaire et suffisante y-a-t-il egalite pour 
tout B c F? Justifier votre reponse. 

Exercice 5 

Soient E, F et G trois ensembles, f: E - F et g : F __,. G. On pose h = g O f Montrer 

1. Si h est surjective et g est injective, alors/ est surjective. 

2. Si h est injective etf est surjective, alors g est injective. 

3. Si h est bijectibe, alorsfest sur~ective si et s1:!ulement si g est injective. 

Exercice 6 

Parmi les applications suivantes, determiner les inj1:!ctions, les surjections et les 
bijections : 

/ : !It ---+ IRl g : IRl + ---+ IRl 

X ..,,.. x 2 X ...,,. x 2 X .,.. x 2 X ..,,.. x2 

Exercice 7. 

Les applications suivantes sont elles injectives, surjectives? 

/: i2 ---,. [It /: [Rl2 ---,. ~2 /: oc.2 ---,. oc.2 

(x,y) - x+y (x,y) ...,,. (x+y,x-y)' (x,y) ...... (x+y,x2 -y2 ) 
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Exercice 1 Demonstraions par recurrence 

1) Montrer que L k=n-1 1 
k(k+1) =-n(n-1)(n+1) 

k=1 3 

Departement de mathematiques 
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SMA SMI 

pour tout entier n ~ 2 

k+1 

2) Montrer que I: k=Zn (-1) = I: k=n - 1- - pour tout entier n ;;t 1 
k=1 k k=1 ."J;i +k , 

I 

3) Montrer que 2n > n2 /. pour tout entier n ~ 5 
3n 

4) rrk-n-\ r+-r3" + r2x3k) = _i:__::_:l_ pour tout entier n;;:,. 1 et pour tout reel r :::f; 1 
k=0 r - 1 

Exercice 2 Calcul de sommes telescopiques 

1) Question de cours : montrer que L::: uk ... 1 -uk un ... 1 -um 

2) Calculer les sommes suivantes : 

1::: In( k:2) 
'°"k~n k 

• L.,;k=1 (k + 1) ! 

1:::-1 
(u1.i+1 -3ut,+2uf1) avec (un)n?O une suite quelconq~e 

2) On admet que '°"k-nk = n(n+1) 
L.,;k•1 2 

a) Calculer de deux manieres differentes la somme : 

""k=n(k+1)3-k3 et endeduire ""k=n k2 
L.,;k=1 L.,;k=1 

b) En utilisant la meme methode calculer : '°" k=l'l k3 
~k=1 

Exercice 3 Calcul de sommes doubles , produnt et produits doubles 
Calculer les sommes et produits suivants : 

I: zi+j 

1s:sj:sn 
I: ii L ij I1 k!kk IT ij TT ij 

1 :Sij::s:n 1 ::sl<:91 1 $1,j::s:n 1 ~i::;j::;n 
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Premiere partie. 

Exercice 1 (Demonstrations par recurrence). 

1. Pour tout entier n ~ 2, on note 

n-1 

An= L k(k + 1). 
k=l 

La propriete est vrai pour n = 2. H. R. On .suppose n > 2 et que la propriete 
est vrai pour tout entier k : 2 ::; k ::; n - 1. Pour un tel n on a: 

n-1 

An = Lk(k+l) 
k=l . 

- An-1 + (n ·- l)n 
HR 1 

3(n -:-_ l)(n - 2)n + (n - l)n 

1 ( n - 1) ( ( n - 2) n + 3n) 
1 ' 

3(n - l)n(n + 1). 

2. Pour tout entier n ~ l, on note 

On a: 

2n (-ll+l 
Bn=I:--

k=1 k 

2 (-1)1'+1 (-1)2 , (-1) 3 1 l 1 
Bi= I:--= -- -t- -- = - = I:--. 

k=l k 1 2 2 k=l 1 + k 

H. R. On suppose n > 1 et que la propriete est vrai pour tout :entier k : 
1 ::; k ::; n - l. Pour un tel n on a: 

2 

1/ 



2n (-l)k+l 
Bn = I:--

k=1 k 

= 

, (-1)2n ...L (-1)2n+l 
Bn-l ' 2n - 1 ' 2n 
n-l 1 1 -1 

~ ( n - l) + k + 2n 1 + 2n 

n-l 1 1 -1 I: . ...L--..l..
k=l n + ( k - 1) ' 2n - 1 ' 2n 

1 n-l 1 1 -1 
= -+I:---+--+

n k=2 n + (k - 1) 2n - 1 2n 

1 n-2 1 1 -1 
- +I:--+---+ - (changement d'indice) 
n h=l n + h 2n - 1 2n 

n-2 1 1 1 
I:-+--+
h.=1 n + h 2n - 1 2n 

n l 
= I:--

h=l n + h 

3. Notons que 24 = 16 = 42 (il y a egalite). Pour tout ent\er n ~ 5, on pose 
Cn = 2n.· 

On a: 

La propriete est done vrai pour n = 5. H. R. On suppose n > 5 et que la 
propriete est vrai pour tout entier k : 5 ::; k ::; n - l. Pour un tel n on a: 

Cn -. 2n 

- 2 X 2n-l 

HR 
> 2 x (n - 1)2 

( = n2 + n(n - 4) + 2) 

3 



4. Pour tout entier n ~ 1 et pour tout reei r =I= 1, on note 

Ona: 

n-l 
Rn= n (1 + r3lc + r2x31c). 

k=O 

r3 - 1 
R1 = l+r+r2 = ---. 

r 1 

La propriete est alors vraie pour n = 1. H. R. On suppose n > l et que la 
propriete est vraie pour tout entier k: 1 ~ k ~ n - 1. Pour un tel non a: 

n-1 

TI (1 + r3k + r2x3") 

k=O 

Rn-1 X (1 + r3n-1 + r2x3n-l) 

3n-l : 
HR r - 1 ( 3n-l '>x3n-l) ----x l+r 'r- · 

r 1 
1 

· 

r3n -1 
---.□ 
r-1 

4 
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Exercice 2 ( Calcul de sommes telescopiques). ( Un)n::::o designera 
une suite de nombres reels. 

1. 

2. (a) Onprendun=ln(n(n+l)),etona: 

n 

- L(ln(k+l)(k+2) lnk(k+l)) 
k=l 

n 

- I:(u1e+1-uk) 
k:=1 

- Un+l - U1 

_ ln ( n + 1) ( n + 2) . 
. 2 

(b) On prend Un= -} , ~ton a: n. 

n k 
I:-··-
k:=l (k+l)! 

n 

L ( - Uk+ Uk+1) 
k:=l 

- Un+l - U1 

1 
- 1----

(n + 1)!' 

( ) N t -2 - 1 1 0 . al - 1 t . c o ons que 4k2_1 - 2k+l - 2k_1 . n pose ors Un - ~' e on a. 

(d) 

n-1 

n . n 1 

-'2 L 4k2 -1 -
k=l 

I:(u1e+1 - u1e) 
k:=l 

- Un+l - U1 

1 
---1 
2n+l 
-2n 

= 2n+ 1· 

n-1 

I:(u1e+1 - 3u1e + 2uk-1) - L ((uk:+1 - u1e) + 2(uk:-l - u1e)) 
k:=1 k=l 

= (Un - u1) - 2(un-1 - uo) 

5 



-
I 

3. (a) D'une part 

n 

L ((k + 1)3 
- k3

) = (n + 1)3 -1 = n3 + 3n2 + 3n. 
k=l 

D'autre part 

n 

L ((k + 1)3 - k3) 
k=l . 

Ainsi 

n 

6 Lk2 
k=l 

n n n 

L(3k2 + 3k + 1) = 3 L k2 + 3 L k + n. 
k=l k=l k=l 

2n(n2 + 3n + 3) 3n(n + 1) - 2n 

n(2n2 + 3n + 1) 
- n(2n + l)(n + 1). 

(b) D'une part 

n 

L ( (k + 1)4 
- k4

) = (n + 1)4 
- 1 = n4 + 4n3 + 6n2 + 4n. 

k=l 

. D 'autre part 

n n 

L ((k+1)4 -k4
) = I:(4k3 +6k2 +4k+l) 

n n n 

4 L k3 +6 L k2+4 L k+n. 
k=l k=l k=l k=l k=l 

Ainsi 

n 

4Lk3 
- (n4 +4n3 +6n2 +4n) n(n+1)(2n+l) 2n(n+l)-n 

k=l 

n4 +2n3 +n2 

- n2(n + 1)2.0 

6 



Exercice 3 (Calcul de sommes doubles, produit et produits doubles). 
Etant donnes une application J: '/N x '/N-. '/N et un entier n 2:: 1, on a: 

n j 

I: J(i,J) = L (I:JCi,j)). 
l:S_i$j:s;n j=l i=l 

IT J(i,j) 
1$i:0:5n 

n j 

11 (ITJCi,i)). 
j=l i=l 

n n 

IT J(i,j) 
1$i,j$n 

11 (11JCi,J)). 
j=l i=l 

Si de plus, il existe des applications g, h: '/N-+ '/N telles que J(i,j) = g(i)h(j), 
alors · 

11 J(i, j) 
l::,i,j$n 

n j . 

L J(i,j) = L_h(J)(I:g(j)). 
1$i;0::,n j=l i=l . 

n n 

L J(i, j) = ( L h(j)) ( L g(i)). 
l::,i,j::,n . j=l i=l ·. 

n n 

= II ( II g(i)h(j)) 
j=l i=l 
·n n 

= II ( II g( i)h(j)) 
j=l i=l 

n 

= II ( (g(l)h(j)) x (g(2)h(j)) x ... x (g(n)h(j))) 
j=l . 

n . n 

II ( h(jt 11 g(i)) 
j=l i=l 

n n 

( II g(i)f ( II h(jf) 
i=l j=l 

n n 

CII g(i) r ( II h(j) r 
i=l J=l 

n n n n 

= ((IIg(i))(II h(j)) r la puissance ne du produit de Ilg(i) par II h(j). 
i=l j=l i=l j=l 

7 



Galculons maintenant les sommes et produits proposes: 

1. 

3. 

4. 

I: i+j 
lSiSJSn 

n j 

I: 21 (I:i) 
J'=l i=l 

n 

= L2j(2 X (2j -1)) 
j=l 

n 
= 2 I::(22j - 2j) 

j=l 
n n 

= 2(I:4j-I:2j) 
j=l j=l 

4n -1 
- 2(4x 

3 
2x(2n-1)) 

8 4 
- X 4n - 4 X 2n + 
3 3· 

n n 

I: 2i+j _ (I:2i)(I::i) 
1:Si,j':;n j=l i=l 

4(2n - 1)2. 

n j 

I: ij - I:i(I:i) 
lSiS:iSn j=l i=l 

~. j(j + 1) = 6J x---
j=l . 2 
l n n 

(I:i3 _._ I:l) 2 j=l j=l 

~(n2(n+1)2 n(n+l)(2n+l)) 
2 4 . + 6 ( vu au deuxieme exercice) 

1 . 
= 24n(n+l)(n+2)(3n+l). 

I: ij 
19,j:Sn 

(ti) (f>) 
j=l i=l 

8 



5. On calcule d,abord sans connaitre prealablement le resultat: 

6. 

7. 

n 

II k!kk = (2122
) X (3!33

) x (4144
) x ... x (nlnn) 

k=l 

n-1 term.es 

- (2 X 22
) X (2 X 3 X 33 ) X (2 X 3 X 4 X 44) X .•. X (2 X ... n X nn) 

n-2 termes 
n-2 termes 

- 2(n-l)+2 X (3 X 33) X (3 X 4 X 44) X ... X (3 X •.. n X nn) (regroupement des 2) 

n-3 termes 
n-3 termes 

= 2(n-l)+2 X 3(n-Z)+3 X (4 X 44) X (4 X 5 X 55) X ••. X (4 X •.. n X nn) (des 3) 

n-4 terme.s 

- 2(n-1)+2 X 3{n-2)+3 X 4{n-3)+4 X 5{n-4)+5 X ..• X nl+n (jusqu'a n) 

- (nlt~1. 

Ceci ouvre la voie pour une deuxieme methode par recurrence. 

n n 

,. II ij = ( (II i)(Il j) f 
1$;i,j:;S;n i=l j=l 

= . (n!)2n_ 

n j 

II ij - II(ITij) 
199::;n j=l i=l 

n j 

- II (1j IT i) 
j=l i=l 

n 

- IIj1ji 
j=l 

(nl)(n+l).o 

9 
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TD 4 D'ALGEBRE 1 SMA SMI 

Exercice 1 Trouver le reste de la division euclidienne de 1001000 par 13 

Exercice 2 Sachant que l'on a : 96842 = 256 x 37:5 + 842 , determiner le reste de la 

division euclidienne de 96842 par chacun des nombres 256 et 37ei 

Exercice 3 Demontre que le nombre 7n + 1 est divisible par 8 s.i n est impair ; dans le 

cas pair donner le reste de sa division euclidienne par 8 . 

Exercice 4 Montrer que "v' n E ~ 

n(n+1)(n+2)(n+3) est divisible par 24 et n(n+1)(n+2}(n+3)(n+4) est divisible par 120. 

Exercice 5 Montrer que si n est un entier nature! somme de deux carres d'entiers alors 

le reste de la division euclidienne de n par 4 n'est jamais egal a 3 . 

Exercice 6 1) Montrer que le reste de la division euciidienn& par 8 du carre de tout 
nombre impair est 1 . 

2) Montrer de meme que tout nombre pair verifie: n2 = 0 [8 J ou n2 4 [8 J 
3) Soit a , bet c trois entiers impairs .Determiner le reste de la division euclidienne par 8 

de a2+ b2 + c2 et celui de 2(ab +ac + be) 
4) En deduire que ces deux nombres ne sont pas des cam~~s puis que ab +ac + be non 

plus. 

Exercice 7 Montrer que "v' n EN 7/32n+1 + 2n+2 11/32n+1 + 26n+3 et 6/5n 3 + n 

Exercice 8 Calculer par l'algorithme d'Euclide le PGCD de 1848:0 et 9828 .En deduire 

une ecriture de 84 comme combinaison lineaire de 18480 et 9828 . 

Exercice 9 Soit a = 1 111 111 111 et b = 123 456 789 
a) Calculer le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b . 
b) Calculer p = pgcd(a,b). 



c) Determiner deux entiers relat'ifs u et v tels que au+ bv = p. 

Ex.ercice 10 a} Determiner tousles couples d'entiers naturels de pgcd 18 et de somme 

360. 

b} Determiner tousles couples d'entiers naturels de pgcd 18 et de produit 6480. 

Exercice 11 Resoudre dans Z2 !'equation : 1665x + 1035y = 45 . 

Exercice 12 Demontrer que si a et b sont deux entiers premiers entre eux alors ii en 
est de meme des entiers a+b et ab 

Exercice 13 Combien 15! admet-il de diviseurs ? 

Exercice 14 On considere le nombre m=2np, aver:; n un entier nature! et p un nombre 
prernier. 

2m 

Determiner la somme des diviseurs de m. 
On appelle nombre parfait tout entier nature! m dont la somme aies diviseurs est egal a 

rnontrer que si m 2°(2°+1- 1) et 2n+1 - 1 est premier alors m est parfait 
En deduire 4 nombres parfaits 

E.xercice 15 Soit a et b sont deux entiers naturels non nuts. Montrer: 

a) 28 - 1 divise 2ab - 1 
b) ( 2 8 

- 1} A ( 2b - 1) = ( 28/1.b - 1) 
c) ( 2 8 

- 1) premier~ a premier. 
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Universite Hassan II-Mohammedia 
Faculte des Sciences Ben M'sik 
Departement de Yl:athematiques et d'Informatique 

Serie d' Algebre N° 5 
-SMI-Semestre 1 

Exercice 1 
1. Montrer que JR - {1} muni de la Joi * definie par x ~ y = (x - 1) (y - 1) l. est un 

groupe abelien. 

X + y t b'li , es un groupe a e en. 
l +xy 

2. Montrer que ]-1, 1[ muni de la loi * definie par x * y 

3. Soit un ensemble, montrer que (P (E), 6.) est un groupe abelien. 

4. Montrer que ((Z/nZ)". x) est un groupe abelien. 

Exercice 2 
Ou defuut sur JR la loi * par : x * y x + y - xy. 

L * est elle une loi de groupe? 

2. Calculer x * x * · · · x (n facteurs), en fonction de x et n. 

Exercice 3 
Decrire tous les groupes a L 2, 3 ou 4 elements. 

Exercice 4 
Iv~ntrer que les racines niemes de 1'11nite forment un sous groupe de (C"', x) . 

Exercice 5 
X 

1. Montrer que x - jxi est m1 ~nggmorphisi-ge de groupes de JR*. Determiner son noyau 

et son image. 

2. :Montrer que l'application de JR dans C* qui a 0 fait correspond.re ei6 est un homomoi;:
pl:gsme de groupes. 

Exercice 6 
Soit Gun groupe et a E G. Montrer que l'application x --+ axa-1 est un automorphisme 
de group es de G. 

'~, Exercice 7 
Soit ( G, *) un groupe 

l. Soient H1et H2 deux sous groupes de G. Montrer que H 1 n H2 est un sous groupe de 
G. 

1 
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2. On note Ge= {x E G/Vy E G: x * y = y * x}. Montrer que Ge est unsous groupe de 
C ( Ce est appele centralisateur de G). 

Exercice 8 
Soit Jun intervalle de IR non reduit a un point. Soit F (I, IR) l'ensemble des applications de 
J dans R 

1. Montrer que (F (I, IR),+, x) est un anneau commutatif. Quels sont ses elements in
versibles? Ex.iste-t-il des diviseurs de 0. 

2. (F (I, IR),+, o) est il un anneau? 

Exercice 9 
1. Montrer que l'ensemble des suites reelles, rnuni de la somme et du produit terme par 

terme, est un anneau. Quels sont ses elements inversibles? 

2. Parrni les ensembles suivants, lesquels sont des sous groupes ou des sous anneaux? 

(a) suites bornees. 

(b) suites monotones. 

( c) suites convergentes. 

Exercice 10 
:r•vfontrer que l'ensemble Z [iv2] = {a+ ib-v'2/ (a, b) E 2 2

} est un sou~ anneau de C. 

Exercice 11 
Soit E un ensemble, 

1. montrer que (P (E) , .6., n) est un anneau. En preciser les elements neutres et les 
elements inversibles et leurs inverses. 

2. L'anneau (P (E), 6., n) est il integre? 

3. Si F CE, est ce que (P (F), 6., n) est un sous anneau de (P (E), 6., n). 

°' Exercice 12 
On definit sur IR deux lois T et 1- par 

xTy = x +y- l 
xJ...y = x + y - xy. 

Montrer que (IR, T, ..l) est un corps comrnutatif. 

Exercice 13 
1. Soient a E Q:, tel que .Jo, i Q, et 

Q ( v'a) = { r + r\/a : (r, r') E Q2
} . 

Montrer que (Q (.Jo,),+, x) est un corps. 

2. Montrer que Q (i) = {p + qi : (p, q) E Q2
} est sous corps de C. 

2 
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UNIVERSITE HASSAN II MOHAMMEDIA 
FACUL TE DES SCIENCES BIEN M'SIK 

CASA.BLANCA 

TD e; D'ALGEBRE 1 

Exercice 1 

Effectuer les divisions euclidiennes de A par B 

Departement de mathematiques 
et d'lnformatique 

SMA SMI 

a) A== 3X5 + 4x:i + 1 , B X2 + 2X + 3 b} A X 4 - X3 + X - 2, B X2 - 2X + 4 
Exercice 2 
Effectuer la division de A= X6 - 2X4 + X3 + 1 par B= X 3 + X 2 + 1 suivant les puissances 

croissantes ,a l'ordre; 4 

Exercice 3 

Determiner le PGCO des polyn:6mes suivants : 

X5 + 3X4 + X3 + X2 + 3X + 1 et X 4 + 2X3 + X + 2 

Exercice 4 

Determiner le PC:iCO , D, des polynomes A et B et trouver deux polynomes U et V tels 
que : AU + BV = D 

A"" X 6 - 2X5 +2X4 
- 3X3 + 3X2 - 2X et B = X4 :. 2X3 + X2 - X + 1 

Exercice 5 

Decomposer danx IR[X] , sans determiner ses racines , le polynome P = X4 + 1 

Exercice 6 

Decomposer dam< IR [ X J et dans C [ X] les polynomes suivants : 

X3 - 8 , X6 + 1 , X9 + X6 + X3 + 1 

Exercice 7 



Resoudre dans !IR[X J a) F>(X2) X2 P(X) b) p P' P 11 

Exercice 8 

Soit A et B deux polynomes tells que A divise 8 .Montrer que si a est une racine de A 

alors a est une racine de B 
Dans quels cas X 2n + xn + 1 est divisible par X 2 + X + 1 

Exercice 9 

a) Pour n E N*, d1atenniner l'orclre de multiplicite de la racine 2 du polynome suivant : 
nxn+2 - (4n + 1 )Xn+1 + 4fi + 1) xn -4xn-1 

b) Pour quelles valeurs de a le polynome : (X + 1) 7 - X 7 - a ad met - ii une racine 
multiple reelle ? 

Exercice 10 

1 }Decomposer en elements simples dans IR(X) : 

X
5 + X 4 + 1 xs + X4 + 1 

a)---- b)----
X3 - X X( X- 1 )4 

2) Decomposer en elements sil'nples dans IR(X) et dans C(X) : 

xs + x + 1 x2 
- 3 

a) 4 b) 2 2 
X ·· 1 ( X + 1 ){X + 4 ) 
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Universite Hassan II-Mohammedia 
Faculte des Sciences Ben M'Sik 
Departement de Mathematiques 

et Informatique 

Serie l'l0 6 d'Algebre 

Filiere : SMA-SMI 

Exercice 1. Effectuer la division euclidienne, dans IR[X], du polynome A par le 
polynome B: 

1. A=3X5 +4X2 +1, B =X2 +2X+3. 

2. A= X 4 - X 3 + X - 2, B = X 2 - 2X + 4. □ 

Exercice 2. Effcctucr la DE, dans /R[X], du polynome A= X 6 - 2X4 + X 3 + 1 par 
le polynomc B = X 3 + X 2 + l suivant.les puissanccs croissantcs, a l'ordre 4.D 

Exercice 3. Determiner, dans /R[X], le PGCD des deux polynomcs 

A= X 5 + 3X4 + X 3 + X 2 + 3X + l et B = X 4 + 2X3 + X + 2. □ 

Exercice 4. Donner une expression du PGCD des deux polynomes 

A = X 6 - 2X5 + 2X4 
- 3X3 + 3X2 

- 2X et B = X 4 
- 2X3 + X 2 

- X + l 

sous la forme AU+ BV ou U, VE /R[X].D 

Exercice 5. Decomposer dans IR[X], sans determiner ses racines, le polynome 

P = X4 + 1. □ 

Exercice 6. Decomposer dans IR[X] et (L'[X] les polynomes 

x 3 - s, X 6 + 1, x 9 + X 6 + x 3 + 1. □ 

2 

, 



Exercice 7. Resoudre dans lR[X] · 

L P(X2) = X 2 P(X). 

2. P P1P11 • □ 

Exercice 8. Soient A et B deux polynomes dans <L'[X] tels que A divise B. Montrer 
que si a E (}J est une racine de A, alors a est une racine de B. Preciser dans quels cas le 
polyn6mes X 2n + xn + 1 est divisible par X 2 + X + UJ 

Exercice 9. 

1. Soit n un entier non nul. Determiner l'ordrc de multiplicite de la racine a = 2 du 
polyn6me 

Pn(X) = nxn+2 (4n + l)Xn+l+4(n+l)xn - 4xn-l_ 

2. Pour quelles valeurs de a E lR le polynome Qa(X) = (X + 1)7 X 7 - a admet-t-il 
une racine multiple reelle ? □ · 

Exercice 10. 

1. Decomposer en 616ments simples dans lR(X) : 

a) 

b) 

F(X) 

G(X) 

x 5 + x4 + 1 
X 3 -X 

2. Decomposer en elements simples dans "/R(X) et '1J(X) : 

a) 

F(X) = X5 + X + 1. 
X 4 -l 

b) 
x 2 3 

G(X) = (X2 + l)(X2 + 4) .c 

• 
3 



Corrections. 

Remarque. Soit r n = {zk = cos 2
~" + isin 2~" : O ~ k :::; n - 1} le groupe des 

racines nemes complexes de l'unite. Le polynome xn 1 admet n racines distinctes dans 
q; a savoir les elements de r n et on a 

n-1 

xn - 1 = IT (X - z,c). 
k=O 

Les racine cubiques complexes de l'unlte sont 1, j 
l+j+j2 = 0.D 

Exercice 5. 

Exercice 6. 

1. 

X 4 + 1 (X2 + 1)2 
- 2x2 

= (X2 + v2X + l)(X2 
- v2X + 1).0 

v 
.c,. < 0 

X 3 8=8((~)3 -1) 
= 8(x - l)(x -j)(x -}) 

2 2 2 
= (X - 2)(X - 2j)(X - iJ) 

(X - 2)(X + 1 iV3)(X + 1 + iv3) decomposition d~s IL'[X] 

= (X - 2) (X2 2(j + })X + 4f}) 

= (X 2)(X2 + 2X + 4) decomposition clans lR[X] 

2. (a) Premiere methode. On a: X 12 - 1 = (X6 - l)(X6 + 1), done les racines 
complexes de P(X) = X 6 + 1 sont les elerµents de r 12 - r 6 . Ce sont les 

2k1r .. 2k1r 
Zk cos n + ism n OU O $ k So 11 avec k impair. 

Jg i 
Z1 = -+-2 2 
Z3 = i 

Z5 

Z7 -z1 

Zg Z3 

Zn = z1. 
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N .B. Pour bien visualiser dessiner le polygone regulier a n cotes inscrit dans 
le cercle unite complexe. Ainsi les elements du groupe Gamman sont bien mis 
en evidence avec les relations de conjugaison et d'oppositio~ correspondantes. 

On a: 

X 6 + 1 (X z1)(X - z1)(X z3)(X - z3)(X + z1)(X + zi) decomp. dans <V[X] 

= (X2 
- (z1 + z1)X + z1z1)(X2 (z3 + z3)X + z3z3)(X2 + (z1 + z1)X + z1z1) 

= (X2 hx + l)(~(X2 + hx + 1) decomposition dans IR[X]. 

6.<0 A<0 6.<0 

(b) Deuxieme methode. 

X6+1 = (X2)3-(-l)3 

= (X2 + l)(X4 X 2 + 1) 

= (X2 +l)((X2 +1)2 -3X2) 

cx2 + 1)(x2 - hx + 1)(X2 + hx + 1). 

3. (a) Premiere methode. On a: X 12 

les racines du polynome P(X) 
f12 - f3. Ce sont les 

1 = (X3 - l)(X9 + X 6 + x3·+ 1). Done 
X 9 + X 6 + X 3 + 1 sont les elements de 

k1r .. k1r 
Zk = cos 6 + i sin 6 ou O $. k $. 11 n'est pas un multiple de 4. 

v'3 i 
z1 = 2 + 2 

Zz 
1 .h 
-+i-
2 2 

Z3 = i 

Z5 = -z1 

Z6 = -1 

Z7 = -z1 

Z9 = Z3 

zw = z2 

zu z1. 

On a: 

k,eO,4,8 

X9 + X 6 + X 3 + 1 = II (X - Zk) decomposition clans <V [XL 
O:Sk$ll 

(X2 hx + l)(X2 + l)(X2 + V3X + l)(X - z2)(X z2)(X + 1 

= (X 2 -v'3X + l)(X2 + l)(X2 + V3X + l)(X2 -X + l)(X + 1). 

decomposition dans lR[X] 
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(b) Deuxieme methode. 

x 9 +X6 +X3 +1 = (X3 +1)(X6 +1) 

(X + l)(X2 X + l)(X2 + l)(X2 
- V3X + l)(X2 + V3 + l).'.J 

Exercice 7 (1). On remarque que P(O) = 0 et P s'ecrit 

P(X) = anXn + ... + a1X. 

Ainsi 

anxn+2 + ... + a1X3 = X 2 P(X) 

= P(X2
) 

= an(X2 )n + ... + a1(X2
) 

Ceci donne n = 2 et ai, 0. Par consequent P(X) = a2X 2 . 

(2). Notons n = deg(P). L'egalite des degres dans P = P1 P" donne n = (n-l)+(n-2). 
Done n = 3 ct deg( P") = 1. Soit alors o: E lR une racine de P", alors o: est une racine de 
P. D'autre part il existe a E ur tel que P"(X) = a(X - o:) et on a: P'"(X) = a E lR*, 
pl4)(X) = O. La fonnule de Taylor appliquee a Pen a donne: 

Ainsi 

et on a: 

P(X) = P(o:) + ~ 
1 

a: P'(a) + (X -, a:)
2 

P"(a) + (X -, a:)
3 

p 111 (a:) 
1. . 2. . 3. . . a 

(X - o:)P'(o:) + (X - a)3 

6
. 

P(X)' 

P"(X) 

P'P" = aP'(a:)(X 

a 
P'(a:) + 2(X - a:)2 

a(X o:) 

Ceci donne (a,P'(cx) (3-1,0) c'est a dire 

P(X) = (X - o:)3 . □ 
18 

Exercice 8. On pose P(X) = x 2n + xn + 1 et on a: 

n = 0 (3) => P(j) = j2n + jn + 1 = 3. 

n = 1 (3) => P(j) = j2(n-l)+2 + /n-l)+l + 1 = j2 + j + 1 0. 

n = 2 (3) =} P(j) = j2(n-2)+4+ in-2)+2 + 1 = j4 + j2 + 1 = 0. 
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Ainsi 

P est divisible par X 2 + X + 1 = (X - j)(X - }) {::} P(j) = 0 

{::} n ¢ 3TN. □ 
P est a coefficients reels). 

Exercice 9. 

1. On a: 

(a) 

(b) 

Pi (X) = X 3 5X2 + 8X - 4. 

Pf (X) = 3X2 
- lOX + 8. 

P{' (X) 6X - 10. 

P2(X) = 2X4 
- 9X3 + 12X2 

- 4X. 

P;(X) = 8X3 
- 27X2 + 24X - 4. 

P;1(X) = 24X2 - 54X + 24. 

( e) Si n 2 3 on a: 

P.,.,(X) = nxn+2 - (4n + l)Xn:+1 + 4(n + l)Xn - 4Xr1,-l _ 

P~(X) = n(n + 2)xn+l - (n + 1)(4n + l)Xn + 4n(n+ l)Xn-l.:.... 4(n - l)Xn-z_ 

P;:(X) = n(n + l)(n + 2)Xn...:. n(n + 1)(4n + l)xn-l 

+4n(n2 - l)Xn-2 - 4n(n - l)(n - 2)Xn-3 _ 

Dans tousles eas on obticnt Pn(2) P:i(2) = 0 et P,::(2) = (2n - 1)2n f= 0. 
Done 2 est une raeine de Pn d'ordrc 2 pour tout n E !J:f'. · 

Autre methode. on a 

· Pn(X) = xn-l ( nX3 
- (4n + l)X2 + 4(n + l)X - 4) 

= xn-1 (X - 2)( nX2 
- (2n + l)X + 2) 

= xn-1(x - 2)2(nX-:- 1)). 

2. Soit a E rR une raeine multiple de Qa(X) (X + 1) 7 X 7 - a, alors a est une 
raeine de 

Q~(X)=7(X+l)6 7X6
. 

Done a ::C L'egalite Qa(a) = 0 donne alors a=~= J4 • □ 
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Exercice 10 . . 

l. a) 

On a 

F(X) X 5 +X4 + 1 
X3 X 

X 2 +X + l + a /3 'Y 
+ X-l + 

a (XF(X))X=O 

(x5 + X 4 + 1) = X 2 - 1 X=O 

-1. 

/3 (ex l)F(X)) X=l 

X 5 + X 4 + 1 
( X(X + 1) ) X=l 

3 
= 

2 

"I = (ex+ l)F(X)) X=-1 

x 5 +x4 + 1 ·· 
= ( X(X - l) ) X=-1 

1 
= 

2 

b) On pose Y X - l et l'on effectue la division suivant !es puissances croissanctes 
de 

x 5 + X 4 + 1 = 3 + gy + 16¥2 + 14¥3 + 6¥4 + ¥ 5 

pa.r X = l +Y a l'ordre n 4 -1 = 3. On trouve 

3 + 9Y + 16¥2 + 14¥3 + 6¥4 + ¥ 5 = (1 + ¥)(3 + 6Y + 10¥2 + 4¥3
) + 2Y4 + Y5 

et on a:· 

G(X) = 

= 

X 5 +X4 + 1 
X(X 1)4 

3 + 9Y + 16Y2 + 14Y3 + 6Y4 + y5 

(1 + Y)Y4 
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= 

= 

(1 + Y)(3 + 6Y + 10Y2 + 4Y3) + 2Y4 + y 5 

(1 + Y)Y4 

3 + 6Y + 10Y2 + 4Y3 2 + Y 
y4 + 1 + y 

1 4 10 6 3 
1 + + 1 + y + y2 + + 

= l, ~ _4_ + 10 + 6 , 3 
'X + X - 1 ' (X - 1)2 ' (X -1)3' (X - 1)4 . 

2. Decomposer en elements simples dans IR(X) et (C(X) : 

a) 

F(X) = X 5 +X + 1 
X 4 - l 

x+ t3 

on·trouve (a,/3, 1 ,0) = (¾, },-½ + ¼, - ¼)-

b) .. 

Q(X) 
X 2 3 

= (X2 +1)(X2 + 4) 

0 
OU o:, /3, 1, o E (/). 

+i 

o: .· t3 · ·1 o 
= -x : +-x · + x ·2· +-x 2· ou o:,!3,i,SE(/). 

-i +i - i + i 

Comme Q(-X) = Q(X) E IR(X), on a: t3 = -o = a et o = '-1 = 7y. On trouve 
( . ) ( 2i 7i) · o:, 1 = :f, - 12 i.e. 

. Q(X) 
2i 

= 3 -x .+ 
-i 

7i 

. + -=--- + 12 decomposition dans (f)(X) 
+i -2i X + 2i 

=-1 7 

= xz \ 
1 

+ xz 3+ 
4 

decomposition dans IR(X).o 
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FACULTE: DES SCIENCES BEN MSIK 

SERIE 4 

Exercice 1. Calculer le pgcd des nombres suivants : 

1. 126, 230. 

2. 390, 720, 450. 

3. 180, 606, 750. 

Exercice 2. Combien 15! admet-il de diviseurs? 

SMA SMI 
ALGEBRE 1 

Exercice 3. Trouver le reste de la division par 13 du nombre 1001000 . 

Exercice 4. Sachant que l'on a 96842 256 x 375 + 842, determiner, sans 
faire la division, le reste de la division du nombre 96842 par chacun des 
nombres 256 et 375. 

Exercice 5. Demontrer que le nombre 7n + 1. est divisible par 8 si n est 
impair; dans le cas n pair, dormer le reste de sa division par 8. 

Exercice 6. Montrer que \:/n EN: 

n(n + l)(n + 2)(n + 3) est divisible par 24, 

n(n + l)(n + 2)(n + 3)(n + 4) est divisible par 120. 

Exercice 7. Trouver tousles entiers relatifs n tels que n2 +n+ 7 soit divisible 
par 13. 

Exercice 8. On considere le nombre m = 2np, dans lequel n designe un 
entier naturel quelconque et p un nombre premier. Dresser la liste des divi
seurs de m, y compris 1 et m lui-meme, et calculer, en fonction de m et p, 
la somme S de tous ces diviseurs. 

Exercice 9. Montrer que si nest un entier naturel somme de deux cam~s 
d'entiers alors le reste de la division euclidienne de n par 4 n'est jamais egal 
a 3. 

Exercice 10. Montrer que pour tout n > 0 : 

1. 7 divise 32n+l + 2n+2 

2. 11 divise 26n+3 + 32n+l 

3. 6 di vise 5n3 + n 

4. 8 divise 5n + 2_3n-l + 1 . 

Exercice 11. Montrer que pour chaque n EN, 4 ne divise pas n 2 + 1. 
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Exercice 12. Montrer que ponr diaque entier positif n, 49 <livise 23n+3 -

7n- 8. 

Exercice 13. Montrer que : 

1. Si nn eutier est de la forme Gk + 5, alors il est. necessairement <le la. 
forme 3k - 1, alors qne la reciproque est fausse. 

2. Le earn~ d'un entier <le la fonne 5k + l est aussi de cette fonne. 

3. Le carre d'uu entier est. <le la forme 3k ou 3k + 1, rnais jamais de la 
forme 3k + 2. 

4. Le carre d'un entier est de la. forme 4k ou 4k + 1, mais jamais de la 
fonne 4k + 2 ni de la forme 4k + 3. 

5. Le cube de tout entier est de la forrne 9k, 91;; + 1 on 9k + 8. 

6. Si uu entier est a. la foi8 un carre et llU cube, alors c'est. une puissance 
sixieme, et ii est de la forme 7 k 011 7 k + L 

Exercice 14. Determiner Jes entiers n E N tels que : 

1. nln + 8. 

2. n - lln + 11. 

3. n 3ln3 -- 3. 

Exercice 15. Montrer 11ue V(a, b) E N x N* il existe un unique r(a) E 

{O, ... , /J - 1} tel qu'il existe q EN avec a bq + r(a.). 

1. En utilisant ceci pour b 
1;1► ln2 + n + 7. 

13, determiner !es entiers n C N tels quc 

2. Si a E Net b = 7, determiner les valeurs possible8 de r( o.2) (on rappelle 
que r(a2) doit apparteuir a {O, ... , b l} ). 
Muntrer alors que V(x, y) E N2 (7j:c2 + y2 ) ssi (7lx et 7ly). 

3. Montrer qu'un entier positif de Ia fonne 8k + 7 ne peut pas etre la. 
8omme de t.rois carres d'entiers. 

Exercice 10. 1. Mont.rer que le restc de la division eucli<liennc par 8 du 
cane <le tout rrnmbre impair est 1. 

2. Montrer de meme que tout nombre pair verifie x2 = 0 (mod 8) ou 
x2 = 4 (mod 8). 

3. Soient a., b, c t.rois entiers impairs. Determiner le reste modulo 8 de 
a 2 +Ii+ c2 et celui de 2(ab +be+ ca). 

4. En de<luire que ces deux nombres ue sont pas des carres p1.1is que ab+ 
be+ ca non plus. · 

2 
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Correction 1. 11 s'agit ici d'utiliser la decomposition des nombres en fac
teurs premiers. 

l. 126 = 2.32 . 7 et 230 = 2.5.23 done le pgcd de 126 et 230 est 2. 

2. 390 = 2.3.5.13, 720 = 24 .32 .5, 450 = 2.32 .52 et done le pgcd de ees 
trois nombres est 2.3.5 = 30. 

3. pged(l80, 606, 750) = 6. 

Correction 2. Ecrivons la decomposition de 15! 1.2.3.4 ... 15 en fae-
teurs premiers. 15! 211 .36 .53.72 .11.13. Un diviseur de 15! s'eerit d 
2°.3i1.5"'1.7°.U'.13'7 avec O S: o; S: 11, 0 S: .6 S: 6, 0 S: 1 S: 3, 0 S: 6 S: 2, 
0 S: e S: 1, 0 S: TJ S: 1. De plus tout nombre d de eette forme est un diviseur de 
15!. Le nombre de diviseurs est done (11+1)(6+1)(3+1)(2+1)(1+1)(1+1) = 
4032. 

Correction 3. Il sagit de calculer 1001000 modulo 13. Tout d'abord 100 = 9 
(mod 13) done 1001000 = 91000 (mod 13). Or 92 81 = 3 (mod 13), 93 = 
92.9 3.9 = 1 (mod 13), Or 94 = 93.9 = 9 (mod 13), 95 = 94 .9 = 9.9 
3 (mod 13). Done 1001000 = 91000 93.333+1 (93)333_9 = 1331.9 9 
(mod 13). 

Correction 4. La seule chose a voir est que pour une division euclidienne 
le reste doit etre plus petit que le quotient. Done les divisions euclidiennes 
s'ecrivent : 96842 = 256 x 378 + 74 et 96842 = 258 x 375 + 92. 

Correction 5. Raisounons modulo 8 : 

7 -1 (mod8). 

Done 
7n + 1 = 1r + 1 (mod 8). 

Le reste de la division euclidienne de r + 1 par 8 est done (-1 r + 1 done 
Si n est impair alors r + 1 est divisible par 8. Et si n est pair 7n + 1 n'est 
pas divisible par 8. 

Correction 6. Il suffit de constater que pour 4 nombres eonsecutifs il y a 
ueeessairement : un diviseur de 2, un diviseur de 3, un diviseur de 4 (tous 
distinets). Done le produit de 4 nombres eonseeutifs est divisible par 2 x 3 x 
4= 24. 

Correction 9. Eerire n p2 +q2 et etudier le reste de la division euclidienne 
de n par 4 en distinguant les differents eas de parite de p et q. 

Correction 16. 1. Soit n un nombre impair, alors il s'eerit n = 2p + l 
avee p E N. Maintenant n2 (2p + 1)2 4p2 + 4p + 1 4p(p + 1) + l. 
Done n2 1 (mod 8). 
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2. Si n est pair alors il exist.e p E N tel que n = 2p. Et n 2 = 4p2 . Si p 
est pair alors p2 est pair et done n2 = 4p2 est divisible par 8, <lone 
n2 0 (mod 8). Sip est impair alors p2 est impair et <lone n 2 = 4p2 

est divisible par 4 mais pas par 8, done n 2 = 4 (mod 8). 

3. Comme a est impair alors d'apres la premiere que,stiou a2 l (mod 8), 
et de meme e2 l (mod 8), e2 = l (mod 8). Done a2 + b2 + c2 = 
1 + 1 + 1 = 3 (mod 8). Pour l'autre reste, ecrivons a. 2p + 1 et 
b 2q+ 1, e 2r+ 1, alors 2ab 2(2p+ l)(2q+ 1) = 8pq+4(p+q) +2. 
Alms 2(ab +be+ ca) = 8pq + 8qr + 8p1· + 8(p + q + r) + 6, done 
2(nb +be+ en)= G (mod 8). 

4. Montrons par l'absurde que le nombre a2 +b2 +c2 n'est pas le carre d'un 
nombrn entier. Supposons qu'il existe n EN tel quc a 2 + b2 + e2 = ri2. 
Nous savons qne a 2 + b2 + c2 = 3 (mod 8). Si nest impair alors n 2 = 1 
(mod 8) et si n est pair alors n 2 = 0 (mod 8) ou n 2 4 (mod 8). 
Dans tous les cas n 2 u'est pas congru a 3 modulo 8. Done il y a une 
contradiction. La conclusion est que l'hypothese de depart est fo.usse 
douc n2 + b2 + c2 n'est pas nrr carre. Le rnerne type de raisonnement 
est valide pour 2(al1 +be+ m). 

· Pour cib+bc+ca !'argument est similaire: d'une part 2(ab+bc+ca) = fl 
(mod 8) et d'autrc part si, par l'absurde, on suppose ab+lJc+ca = n 2 

alors selon la parite den nous avons 2((tb+bc+ca) 2n2 2 (mod 8) 
on a O (mod 8). Dans les deux cas cela aboutit a unc contradiction. 
Nous avous moutrcr que ab+ be+ ca n'est pas un carre. 
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