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Diéfinition 1.1, Soit Ny une partic infinie de IV,
Foute application u de Ny dans R est appelée une suite numérigue.

Pour n € Ny, le réel u(n) est dit le terme général de la suite u &b sern noté u,. La
suite u est notée (i, tneps,.
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Qpérations sur les suites

Définition 1.2. Soient (un)new, ¢ (Unlnemn, deut suites réelles ef X € .
Légalité de deux suites :

{unlneM, = (Un)ner, <= (¥n € Ny,  up = up).

La somme de deux suites :

(“ﬂ)nemx + (Vn)nem; = (u, + Un)ngN, -
La multiplication par un réel :

A (un)ﬂ&'}m = (X e, -

La multiplication de deux suites :
(n)neryy, X (Un)nem, = (8o X Unlnem,-

Suilte extraite

Definition 1.3, Soit {u hen, une suite et h une application strictement crois-
sante de N, dans IN;y.

La suite {vnnem, définde par 1 Vn € Ny, vy = Ung) 25t appelde une suite erbraile
de fa suite (Un)new, -



Suite convergente, suite divergente

Deéfinition 1.4. Une suite (‘un)nﬁlNg est convergente §i, el seulement 31, il existe un
réel o tel que

Ve, 3n,eWN : VneMNi, (n>ne) = (Jup—aj<e).

Une suite gui w'est pas convergente est dite une suite divergente.

Théoréme 1.1. 5 une suite (Unlnem, et convergente, le réel a est unique.
On Vappelle limite de la suite et on le note o =limu,, 2 = _1&1{_1 Uy 0% @ w= 01,
ft kg O

51 (¥n)new, est une suite extroite de (up)new, el a= lim up, slorsa= lm v,
: B340 fi—bfo

Déhpition  1.5. Soit (u,)nem, une suite divergente.

Siona:VA>0INelN; . YnZ2 N, u, > A,

on dit que cetle suite a pour limite 400 ef on ferit L“.f} tiy = +0Q.
- n 00

Siona:¥YB<03INeN; :¥n> N, u, < B,

on dit gque cetle suile o pour limite —o00 et on derit _Iim Uy =5 0O
00

Suites bornées

Deéfinition  1.6. ® (Un)nem, 65t constante &= Jc € M, Vn € Ny, u, = ¢,
o {un)new, est majorde <= IM € R, V¥n € Ny, u,, £ M.
® (unjnem, eot minorde <= Im € R, ¥n € Ny, m < un.
o (Un)newy st bornée == Im, MY € R, Ve W, m<u, S M.

Proposition 1.1. ~ Toute suite convergenie est bornée.
— Une suite extratte d’une suite bornée est bornée.

Suites monotones (4 partir d’un certain rang)

Définition 1.7, o (Un)nem, €St croissante <= dn, € Ny, Vn € Ny et n 2 n,,

Upn41 ™ Tn 2 a.
& (Un)new, est striclement croissante <= In, € Ny, ¥n € Ny et n 2 n,,
Ung1 = Un > 0.

o (Uninew, et déeroissante <= I, € Ny, Vi E Ny e 1 2 Ny, tngy ~ Un < 0.
® {Unlnem, est strictement déoroissante <= 3n, € Ny Vn € Ny et n 2> n,,
Ungl — Un < O

Théoréme 1.2.

2. Toute suite décroissante ef minorde est convergenle.

1. Toute suite croissante ei majorée est convergente.

3. Toute suite croissante non majorée o pour limite oo,

4. Toute suite décroissante non minorée o pour limite —oc

2

Suite arithmétique

Definition 1.8, Une suite (1n)nyn, est dite une suite arithmétique 5%l exister ¢ |t
tel que :

V2> n, Uapl =ty =7
Le réel v est appelée la raison de la suite (un)npp,

Propriétés 1. 1. (Undnzn, est une suite arithmétique 3i et seulement si
Unpz + Un

5 .
2. (tin)upn, est une suite arithmétigue de rcuson’ v si et geulement st

Y2 p2 0., un=up+(n-pr.

V2 Ney Uper o=

+o0 sir>(Q,

En particulier un = u,, + (n—ngjr et lim wuy,=¢{ u,  sir=40q,
Nty . .
06 gir<0.
3. 8i (unlnwn, est une suite arithmétique, alors ‘ B
YpeN 1 n>p> noptl
PEN: A2 P27y, Upt+Uppar - F Uy = m(up+nn)

Suite géométrique
Deéfinition 1.9. Une suite (un)nzn, est dite une suite géoméirigue s'il existe g € R
tel que :
YR 2 floy  Ungl = GUin
Le réel g est appelée la raison de lo suite (wydnyn, -
Proprigtés 2. 1. (unlnyn, est une sm‘te géarriétrique si et seulement si
Yn 2 n,, u?'x-{-l = Up4y X Un.

2 (un)nzn, €8t une suite géométrigue de raison g i:r Vp EN': n>p>mn,,
Uy = ¢ Puy,. En particulier pour p = n, ;

+00 Csig>1etu,, >0
00 sig>letu,, <0
— T, . — SN
S e o Mt = gn, ::q_ilccq<1

pas de limite sig< —letu, #0
3. i (e )nzn, st uneﬁsuite géomdirique de vaison g {g5¢ 1), alors

1 - qnwp«b]

VRZPZONE Uyt Upis F o Uy = ety

Suites récurrentes

Définition 1.10. Si (un)npa, €8t une suite telle que : il cxiste une fonction de IR
dans IR et Vn > np, Ungy = flu,), on dit que c'est une suite récurvente (simple)

assoctée & la fonction f.
Proposition 1.2. Soit (un)upn, une suite récurrente associde a f.

1. 8 f est une fonction croissante, alors (tinJnpn, €8t croissente fresp. décrois-
sante)

iU < f(ua) =11 (resp. uo 2 fluo) = m).
"



t

2. Siu, €1 un intervalle de B avee f(F) C 1 et f continue sur I, alors lo limite

. Enoncés de ices
de (tto)nzn, i elle existe, elle est une racine de Péguation f (z) = z. 1.2 des exercice

Remarque 1.1, Etont donnée une suite récurrente wérifiant un,; = aup + b ef tel . Bxercice 1.1, Caleuler ies limites des suites suiventes :
que o # 1, la suite v, définie par v, = un + 25 est une suite glométrique vérifiant 9 — Sn 42 (=1)* +n ) a® — bt )
T te o | i B T
La suite (vy). est dite lo suite auzilinire asacciée 4 lo suile (n)n. neinn 1
Le colewl de vy est ramend & celui de v, o : 4. Uy =sin(n) +n Bty = e Erp—— 6. 1, = nsin 5
——— 1\ )
Toln = vn?4+3n—-n 8_1572‘3(1-!-*)‘ QAH.“:M

Suites adjacentes ﬂ»v 7
Définition 1.1%. Deuz suites (wn)nzn, € (tn)nzn, sont dites adjacentes si elles EBxercice 1.2, Déterminer les limites des suites suivanies :
vérifient : n 1« il -

1. L'une est croissante et Pautre est décroissante. Laug =) e e 2 iy = Z 7 3. u, = Z 7

2 lim (v, — ) =0. PRI bl el VE

oo ) . V"L\ 7
U, =
Théoréme 1.3, Deus suifes adjacentes sont convergenies el ont lo méme limife. " Lﬂ n+k
e

Propri¢tés utiles Exercice 1.3, Soit (un)y lo suite définie par ug = a > 0 et uppq = WQ(SI :;:}_

Propriéiés 3. Ftant donnés deus réels | et U, des suites (Un)npng, (Unlnzn, €

1. Montrer que Yno e IN, u,, > 0.
{Wn)non., alots on a les résultats : ,

1

W2 o, it~ 1] < v : 2. Montrer que Vn € N, fupey ~ 1} < §§un ~1].

2w Thoy n " = Un o .

. - = lim =X '
{ et nl‘,mm U =10 e i 3. En déduire que Vn € N, juy ~ 1] < (%}"Ea - .
Y1 Z Ny Vn S Ba Y 4. Déterminer la Umile de lo suite {tn)n.
=p =l <l
hm Uy =Lt lnn Y = N .
VN> e, Tn S U W , Exercice 1.4. Posons u,, = Z T pour n & N*.
111:1’ *un = lim z;; -] =P I‘m up =1 pe)
Theb 0 n neddoe & b

1
proass ke S T T b
= 4 == )] == . inai ;
nll{ilm Up = +00 nl,“fw Up, = 00 8. En déduire . nglmun.
Vn 2 T, Vn X< Unp Exercice 1.5, Soit {1y, ) une suite arithméiique de premier terme ug et de raison v
th}w Uy = ~00 L}x_‘t_}w . R telle que ug = 3 ef uyz = 15

{ 1, Chercher a et b tels que
{ YN 2 Mg, Un S iy

1. Galevler ug et r.
2. Caleuler ln sommfe § = uy +ug 4+« -+ g,

Exercice 1.8, Calculer en fonction de n lo somme S, =3+ 6+ 904+ 4 3n.

Exercice 1.7. Soit la suite (un)n définie par wg = 0 €t unqq = {1+ e*). On pose
= e¥ Y ¢ IN.

1. Montrer que la suite (vy, )y, est arithraétigue.
2. En déduire une expression de u, en foncfion de n.

Exercice 1.8. S0it (4n)n lo suile définic parup = 0 &l gpgq = }—\KIQ + w2,
1. Monirer que la suite (vn),, définie par v, = v2 — 4 est gdomeétrique.

- 4 5



2. En déduire ln limite de la suite (1), puis celle de lo suite (Un)a-

Exercice 1.8. Soient les deus suites (tn)nza et (v )uypg définies por

T

T+
Upy == gcos{@} el vy =y, sm(zn).

1. Montrer que la suite (v )np2 est géométrigue.

2. Ecrire v, puis u, en fonction de n et en déduire lo Limite de (un)nz2.

. X 3
Exercice 1.10. Soit la suite {un)n définie porug = ~4 &t Upyq = Z(unwﬁj, ¥Yn € .
On pose v, = up + 6.
1. Montrer gue (v,,), €5t une suite géométrique.

2. En déduire une expression de (s}, en fonction de n et déterminer Luf e
ki3 o

n
8. Caleuler S, = ;‘uk en fonction de n puis ngr.gmsn.

TE
. . . . . '
4. Bn déduire S, = ;uk en fonction de n et ,;E’Emgﬂ'
Un
Exercice 1.11. On considére la suite (), définie par tpq = 5 + 1 etup = 1.
1. Définir la suite auviliatre (v, )n associde & (tn)n.
2. Montrer que (vn)n est une suite géométrigue.
8. Ezprimer v, puis u, en fonction de n.

4. En déduire Lm v, e Hm u,.
B0 Frmp 00

Exercice 1.12. Ftudier la monotonie des suites suivantes :

n+1 an 3
" 2oug=n+1l—/n 3.unmm,nem
e !

1oty =

ki3
1 " Vr+3
4’”"’";;{% RENT - B =TT

7
1
Exercice 1.18, Soit {1,)nn1 lo suite définie par w, = Z B

k)

1 1 1
. frg : > ot K e e
E. Vérifier que pour lout entier k > 2, ESECT

2, En dédwire une majoration de la suite {2y )y

8. Montrer gue lo suile (un)n est convergente et donner un encadrement de sa
Hanite.

Exercice 1.14. Soit (uy,)y la suite numérigue définie par :

ug = 3,
{ YUngl = Vaun + 4, Vnz0
&

i

1. (a} Montrer que lu suile (uy,), est mujorée par 4.
(b) Montrer que (un)n est strictement croissonte.
(¢} Bn déduire gue la suite (u, ), est convergente et déterminer so lmite,

2. o) Montrer que Vn € IN, 4 — Uy < ‘12-(4 — ).
(b) Retrowver le résultat de 1.{c).
(¢} Etudier la convergence de In suite (v,), définie par vn =124 ua).

Exercice 1.15. Soit (un )y lo suite numérigue définie par up € Ry et pour toul entier

1
naturel n, tngy =4/2+ —iuﬁ

1. Montrer que si ug < 2, olors la suile (uy), est croissante et majorde. On
déduire gqu’elle est convergente et calculer sa limste.

2. Montrer gue si ug > 2, alors Io suile (un)n est décroissante ef minorée, puis
déduire qu'elle est convergente et déterminer sa limile.

"
, . 1
Exercice 1.16, Soit (uz)ny1 lo suite définie par u, = E 5
b k=X
1. Montrer gue la suite ()}, est croissante. |

2. Montrer que pour tout entier n > 1, tgp — Uy 2> %
3. En déduire lo limite de lo suite (u,)n.

Exercice 1.17. Etudier la convergence des suites suivantes : .

(2n)! ] up > 0,
C Uy T et L Yy o= o |
1. 1, 22‘“(7%!}2 2 sy kz Kk Upp] == Uy A =
=1 Un
‘ {uuzo, {osueszt,
" Unr = 24 1y et = In(1 + up)

Exercice 1.18. Dans chocun des cas suivants, montrer que les deus suites {Un)n et
(v )n sont adjacentes :

™
n 1 1
1“!1-;;”5314*”""‘, Un=m 2.2,&“:2 7‘3, 1Jn="~un+;£
* gml .
= 1 1 N SR
3'%:;-’5’ o= U+ — 4.zgﬂm§~’;x«ln(r§),' y"%?‘“-_‘;

§

Exercice 1.19. On considére les deur suites (uq)n et (vn)y définies pdr :

up =3, v =4,

Uy T+ U U ,
i 2 et vn+3”—*-—ﬁizéi“—r"', ¥n 2 0.

1. Montrer que ln suite (w,),, définie par wy = v, — ., €5t gdoméirique et
déterminer sa bimgte.

2. Montrer que les sustes (ty)a et (vn)n sont adjacentes. Que pewt-on dédwire ?

Unpy =

7



3. On considére la suite (s,,), définie par s, = Un + 2‘*’7{

. 3
{a} Démontrer que la suite (8,), et constante.

(b) En déduire la limite des suites (ug)n €t (Vn)n.

Exercice 1.20. Sovient a et b dewr réels fels que 0 < o < b. On définit deuz suites
{(Un)n et (vo)n par:

3.
4.

Exercice 1.21. Soienta € R et (un), la suite définie par u,, =

ug=a, vg=b

Uy, + Un

Uny = g et Untr = Uttty Y20

Montrer que Vn € N, 0 < u < vn.

Démonirer que lo suite {uy,), est croissanie el gue lo suite (v,)n est déorois-
sante.

1
Démontrer que ¥n € N, vpa1 — Uni1 < 5(@,‘ - Uy ).

En déduire que (un)n €t (vn)n sont adjocentes.

Etudzer,

il 1]“

susvant les valeurs de o, 1 ln suite (u, )y converge.

Exercice 1.22. Montrer que st les suites (ugn)n, (Ugns1)n €8 (Uan)n convergend, alors
la suite (13, )y, converge.

1.3

Solution 1.1

Solutions détaillées des exercices

1. Par simplification on a
o’ —Gn+2 n@n-3+2%) . W-3+%
neidoo L —n - n—-l>+m n(% ~ 1} o ;1; ~1 ’

cor lim (In—3+ 3)m+<x; et lim {E——i)m~1,
n—t+oo T R R 7 A

~ten SN ~ ~1)" 1
2. Ona( ik =B Pudsque lim (1) i= lm — =0, alors
(-])“ s -y 1 n=boo{ N | n-ryoon
- e
m (=17 =0 et done hm w =1
nodoo 7 ~ee (=1
o bn 1 e
3 Silal > (b, elors lm olll LR, A% w——(w}w =1, car lim (8" =@
r—=tdpo QM 3 Ht rv—H—w} 4 ( )ﬂ n—+oo ®
puisque |21 < 1.
A , N it T € 3 L O
De méme, sila] < (b}, alors n&ﬁlmm = n—»?mW @ ],
4. On asin(n} > ~1. Ce gui donne u, > ~1+n. Comme 2&1 {—1-+n)= +oo,
T {0
on en déduil gue lim u, = oo :
=y
nsinn gnn
5. En simplifiant par n®, on éerit = B
? plifiant par n’, on éeri n?+cosm L+ <5t
sinn cosn 1 1 H
<iZ—l g 2,0 — = lim ==
Et puisgue 0 [ < , 0 [ 1 < p et hri;wn nggz_lm 5 0,
alors hm m»« im 922»:0, et hm u,n,n(l,
+oe 1 T~ 0 n
sinx 1
6. Sachont que bm —— =] et lm -~ =
T Tt OO T
| gin &
on éerit lim msin— = lim ~pf =]
Hpoep o $H 7 o poy
7. En multipliont por 'expression conjugude, on a
, VaZ 4+ 3n b n) (vl + 31 -~ n)
fim (/n?+3n-n) = lim ( 2
e ) oo VoI dnobn
=  Jm ‘3n
n—>+m v’nﬁ + 3n +n
» ) 3
O —
ket gl l+ % +1
_ 3
= 5
8. Sachant gue a® = €% on gorit
1 . ) (1 + =
lim (14 =)= lim "0t = 1m e =g, cor lim n(1+3) =1
M0 n Thomb 06 Fesosk o K EoRty] 4
9

. Puisque nv2 — 1 < B(nv2) < nv3, alors 2 — Leu, V2

Comme lim {(vVZ—1}= lim v4= V2, on obtient lim u, = V2.
Thob ot 00 ne-t | oo Thy ot



Solution 1.2, :

1. On a d’aprés les implications suivantes

1<k<n = Mrrenf+k<n®+n
= \/‘713 1<\/n3+§c<~,{n3+n

=

< <
\/E3+n v’n3+k s,fn3+1 ‘
n l " 1 k13 1
< <
= g: Wn“-i—n"ze/nﬁ‘-&-k”}:%nﬂ«l

T

Jn3+n<zxfn3+k I+ 1

(’En passant & la somme en veriant k de 1 an).

e = 1
n-@»i-oo n +n ﬂ—'&+mal+__]_§
1w

1

k1

i e == TN, e =
el n—lj-;l-;:}oo S+ 1 ﬂ——i—{-co 3fl + é

Dod lim vy = 1.
[ S vl

2. On o d’aprés les implications suivantes

0<k<m4l = nf<nf+k<n’+intl=n+1)°

i 1 1
e € e &
= (1x+1}2_ﬂ2+k_n2
n- n n
LT A A
P arlE w4kl
(2n+ 2)n <2”'+1 n (2n+2)n
= n+1) "kﬂ0n3+k“ ne
2n+1
2n n n+2
PUF B A Tl
= n+1_§}n2+k_ n

(En passant & lo somme en pariant k de D 6 2n+ 1, on a 2n + 2 termes).

n 2n+2

b = 2, en déduit gue
Comme hm N nL}:erw - on qu

. on.+1 n
ng{}r—loo go etk
3. n N
1 1 L h -
"R 7 T 72 § VA~ VR

Dot lim \/A = +oo, car Hm /n=

nn—i—}-oo [ B ]

10

) n n n
< <7 =
E<n=n+kx2n== PR Zn+k"'n2n 3

id n
Ornhm ~ﬁ+w,doun}i§w2mw—+m
Solution  1.3. 1. En raisonnant par récurrence ¢
On 6 ug == a > 0. Supposons que 1, > 0. Alors 3+ 1, > 0 ef 1 2, > 0.
Par suite W > 0.
Untl 200+ u)
Doncu, >0,¥YneN.
3+ I~ un) 1Ly

2 1 = | 1'“-««~———~< Qa2 2.
2 s — 12(1%,,} ‘ 2 e, = g @itz

S. En raisonnant por récluﬁ*encs ;
fio 1/ = Ja 1] £ (5)°%e ~ 11,
Supposons que ju, — 1} < (1)"|a - 1],
iu‘a E _1_ Lo = (L
<3G a1 = () a1
Par suite ju, - 1 < (-2-)"111 1], ¥n € N.

alors funey — 1 <5

) ol . _ . _
4. Puisque nhﬁlm( E} = (), alors ngxfwiuﬂ ~1} =0, et done ngxﬁwu,, =1.

Solution 1.4. 1. Par des éguivalences, on a :

LS. 5 1 ZKa+b)a-b
Wi moi tmrr FEN ® e T geor o ReER

<> a+b=0§ta—bm1

i 1
& awgetb—«mi’-

2. On peut donc écrire

= L UV
B S g o -
oo Yy2 e 1/2  1/2 1/2 1/2
= Gt ST TG ST )
Ly 12 /2 1/2 1/2 1;2
= G-y -t g Ty T 5k D)
1 1 «
= -5
Dot Tim up = .
Bedon 2

Solution 1.5. 1. La suite étant arithmétique, on a

Yy == Uy 0T, YR E N. Donc ug = g + 67 = 3 eiul:, Vmﬂo-i'lf)'ra'»: 15’ Dod
ula—usx(l3~5)rw.;8rm12, '

i
A i
N .

1 |



1
Par suite, r—-B—»«§ EBtug=wus~5r=23~ 5r——~§,
s ) ; n—p+1
2. D’aprés lo formule du cours Uy +Upiy + - + 1y = W...(up_{,un), ona:

] 19 -7+1 2
5=U7+us+"'4‘U19'"~="2_(u7+lt19)
D’ods

13, 9 3 9 3
P | Y - 9N =
S 2,( 5 (2)+( 2—l—l 2)} 195

Solution  1.6. Considérons la suite définie per 4, = 3n, Vn € N. La suite (un)n est
arithmétique de premier terme uy = 0 et de raisonr =3. On e

In{n+1
Sp=up+uy+ U, = --——~(uo+ ) == —~*~(-§~w~l
Solution 1.7, 1. Por définition de (Un)n on @ Upqy = €%+ = 14+ e =1+,
donc lo suile (v,), est arithmétique de raison 7 = 1 et de premier terme
Uy =e¥e =1,

2. Par suite vp = Vo + nr =1 4+ 0 € Uy = In{vy) = In(1 4+ n}.

Solution 1.8, 1. En remplagent, on trouve
1 w4 v
2 2
Upgp = Uiy — 4= 1(12+un)~4z “4 = I"
Done (v,,)ﬂ est une suite géométrique de raison ¢ = 1/4 et de premier terme
P == 'u% ——4 -
1 .
2 vp=¢q vng;;( ~4) = Z—-«««.D’oﬂ lim vn=0 et
hm Uy, = hm \/
n—++00
Solution 1.9. - 1. Calculons le rapport Unl .
KR “ Un4y 80 ey cos oy min Eﬁ:
T T unsin g == 8in g
4 ain(2- —,ﬂ'rr) isin(-n-)
= sin ﬁ: sin 5f
D'ou (v,,)y, est une suite géométrigue de raison q = 1/2 et de premier terme
L F A S |
= Uy ——— — _— R,
up 28in 7 =cos psing =5
2. On en dédui e .
. Un en uth que v == Vag =550 T pnni
) Up, 1

Par suite u, = — = . o
singe  2""lgin o

w21 2

lim up = lm =
n-3toa a-—++oo§in ——— w2 T

Solution 1.10. 1. En remplagant, on écrit

N 3 9 3
M »Un+1—un+;+6—"—(’un-—~2)+6——%Un+-——(un+5) "vn

. 3 .
DPone (v)n est une suite géométrique de raison ¢ = i et de premier terme
vy =ug+6=2

| 12

2. On en déduit que v, = vpq" =

23y,

: L 3
Et par suite u,, = 2(2)” —6 et lir,1_1 Uy, = —G,
Foo

Tp

] — g+l lmé
AP el

)n+1

Sn“‘-—f'Uu

1~—gq

Done lim S, =28.
ft—r4-o00

S,':l = uUg+up-+---

i

D’ow lim S, = —oo.
n—+toe

Solution 1.11. 1 Pour tout n € N, on pose uy, =

Sp — 6(n +1) = 8(1

1323

+ Up = v~ G+ vy

- (Z)"'H)

3

1 =801~
4

(3.

Ay - B
—6(n +1).

lequatzonl~§l+1 Alors 1 =2 et v, = u, — 2, ¥n e IN.

2. Pour toutn € WN, vpp1 = wypq — 2 = él—(un —-2) = ~1—

2

tn 1 0t ! est la solution de

Un. La suite (v,), est

géomélrique de ruison g = 3 et de premier terme vy = —1.

1
3. v, = ugg” = —(5)”. Do uy, =

. . 1
4 lm vy = lim —(-2~)“=:O et lm wu,

n—+oo n—+oo

Solution 1.12. 1 Upgy — Uy =

400

n+4 2

1 n
—(5) + 2.

= nBI-Il-lco(U" +2)=2.

_n+l  all-e)+2-e

en.+1

e > 22> 1. Donc (uy,), est décroissante.
2. Pour toutn € N, u, > 0, ef

VATI- VAl

Untr vn+2
Un vn +1

(Vo F 2~ VaF (VAT 24+ /a+ 1) (Va+1+vn)

AT

e

entl

(Va+24 v+ 1) (vR+1 - yR)(va + 1+ /R)

VET I+

<

Donc {4, ), est décroissante.

3. Pour toutn € IN*, on a

VR+24n+1
1

u ot
ntl o2 <1
Up, (m1)2% 1~
D'ot: {uy,), est décroissante.
13
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Solution  1.14,

e

(n+1)2~

La suite (Un)n est cmzssante et majorée par 8, donc elle est convergente.

Puisque 1 < up <2, alors 1 < lm u, <2.
Ti-3$+00

1. (o) Por récurrence, on a

0 <ug < 4.

Sugposons que 0 < u, < 4,

alors 0 < 4 < 3u, +4 < 16, et done 0 < upy; < 4.
Don0<u, <4, VneN,

14

= 1 + 1 . b 1 1 ‘- L)
Ynkl T Un = Y2 R+ 3 mrz " Grit e 2n
1 1 1
== -4 —
n+l 2n+2 =n+l
1
2n+ D){2n+ 1)
Dot (1, )y, est croissante.
. Congidérons la fonction
f:]R.+ — R
42
T .
T+ 3
On o z+3 /
() —7;? T+ 2 ~g 1
T =
{z+3)2 24/¢ + 2{z + 3)?
La fonction f est donc décroissante, Do
n<n+l= f(n)= fn+1) = u, > Uapy,
et la suite {un)n est décroissante.
1 1 k—(k-1) 1 -1 111
i 13, 1 e e — = 2=
Solution 1.13 F—1 k kk-1) kEE-1k kF ®
1
2 up=1+ 515 +§15+ R v D’apres la guestion 1., on a
1 1 1
— < —_Z
22— 1 2
1 11
2 - 2 3
L o BNl
n? 7 an-1 n
11 1 1 1 1
1.7’01152-+§3+ +;§SI—;,etdoncun<1+1~—;—~2—-;<2
1 1 1 !
un«»(1+ Ttk T+ =+ +2) >0.

(b)

Stup+4d—1Z (4 -l 4u)
Unp1 — Un = VBUp + 4 — Uy = e B 2o PR Un)
" V3, + 441, 3u, +4+u,

Done (un)n est strictement croissente.

{¢) La suite (un). est croissante et majorée, done elle converge vers un cer-
tain t € R. La fonction z — +/3z + & étant continue sur son domaine
de définition, on en déduit que | = 3[+4. D'od I® — 3| — 4 = 0, soit
(I-4)(+1)=0. Doncl=4 oul=~1. Maisl = /3 +4>0, doncl=4

2. (a)
12 ~ 3u, 3

d—Upp1 =4 —V3u, +4 = -
R TR e S TR e S
01‘
Uy 20 =>4+ /3u, +4 > 6= 3 <-1-.
4+ B, +4 72
s 1
D‘ou4-un+1$§(4-un).
(b) Puisque
1
4-u, < '2"(4—11:1—1)
1
4—tpy < (4 Un—3)
1
4—-u1 < 5(4—'1&0)

alors 4 — un<( )"(4 ~ug), et done 0 < 4— un<( )“ Or hm ( )" =

done hm | Up = 4

(c)0<y, < % Or

2
In(2) = 2la(n) - nln(2) = n(2 1“1‘1)\ ~ In(2)).

2 2 '

. n T 2
In(—) = —oo. oty i —_— = i In( =
n—lirf n(2n) . Dot ﬂglmen n.l.l.lf e = 0 et on

Done
conclut que’ im vy, = 0.
n— 400

Solution 1.15,

Sl |

Loug > 0etvVn € N, upyy = ,/2+%ui > 0. Donc u, > 0,
Yn e IN. '

Supposons que uy < 2 et montrons que u, < 2, ¥n € N. Si u, < 2, alors

2+§un§4

et donc uny1 = /2 + %uﬁ <Vi<a.

15



Dot un €2, VR e N,
Montrons que (u,, est croissante. On g

s 2-% (2 = 1) (2 + wn)
Untr — Un =

\/2+ U2 + un 2(\/2+%uﬁ+un,)

> 0.

* {cect puisque O < u, < 2).
La suite (un )y est croissante et majorde, donc elle est convergente.

12
- % o f 2
Posons | = ﬂHI_}_l Un, alors ] = 2+ 22, Dot — =2, cad ] = £2.

Orl= /2412 >0, doncl=2.

2. On suppose que up > 2. Siu, > 2, alors 2+ 1ul > 4 et done unyy > 2. Doi
u, > 2, Vo IN. ‘
(2 = un)(2 + un)
2(4/2 + 3u2 + up)
(un)n est décroissante et minorde par 2, d’oit elle est convergente. Posons

D'aprés la quesiion 1, on @ Unpy1 ~ Up = < 0, done

I= lim wu,, elors est solution de ! = /2 + ?. Doncl=2.
400

Solution 1.16. 1.

1 1 1 1
- —_— —_—] ED e D
Upt1 (1+2+ - + ) (1+ + - n) n+1>
Done {(un)n est crotssante. -
2.
1 1 1 1 1 1
- = —L... — RSO ) — (1 — P S
Uzn = Un (1+2 -{Pn*}"n+1‘I +2n) (+2+ n)
1 L1 -,
T ontl n+42 M
1 1 1
> S e
2 mtmt ey
> D
- 2n
> L
- 2

3. La suite (uq ) est croissante, donc soit elle converge, soit elle tend vers +oo.
Si lim u, =1 € R, olors lim ua, == l ef, en passant & la limite dans
T~ 00 n--+o0

Vinégalité )
1 . . —
Upp —Un 2 5 onaura(G=1{-12> 5 ce qui est ebsurde. Donc n}_}rfwu“ = +00.

Solutionn 1.17. 1. La suite {uy),, est positive & termes non nuls et s'éerit comme
produit. Il vaut mieus étudier le ropport 25 En effet

Unp1 (n+2)  22(nl)?
Uy 2:F((n+ 1)) (2n)!
\ Grn+2@n+ D) 2P0 (a)?
(2n)! 2225 (n+ 1)2(n!)?
(@n+2)(@n+1) 2+l
dn+1)?2 T my2- 7

16

Done {(un)n est décroissante ef puisqu’elle est minorée par 0, alors elle est

convergente,
2. La suite ()}, s'6erit comme somme, on étudie alors lu différence wpas — ty.
En effet
Uppl — Up, ("W >0, done (1y), est croissante. De plus
1 n 3yn
1 1 1—-(5}
"‘Z 1 -~ — . (L1)~~_1’_( )n<1
k2 ﬁ’ * 31—}

La suite (u,), st majorée par 1, donc elle est convergente.

1
3. Par récurrence, on a @ uy > O et 9t up > 0, alors upyy = tp + ~~ > 0.
Un

R . 1 )
Donc ny > 0, ¥n € N, D0l ttny1 ~ tn = ~— > 0 et la suite (un), est
) Ty
croissanie. Supposons gue (U, ), est majorée, alors elle converge vers un réel 1

L I L
quz vérifie | = [+ 7o e qul est absurde. Done lha Uy, = $-00.
To—+400

4. Etudions In différence Ung] — Uy = 2+ /Up — Up = (2 /U0 (3 + T5).
1% cas : ug > 4. Par récurrence © st uy, > 4, olors #,.q = 2+ lUn 2 4,
Donc up > 4, Ve N et tpqy ~ 2y < 0.
La suite (uqn est olors décroissante ef minorée par 4, donc elle est conver-

gente. - "

Notons I = lim u,. Alors | = 24 /1 et par suite (v~ 2)(vI+ 1) = 0.
R~k d-O0

Dot l =4,

28 cag ug < 4,

On montre de lo méme maniére que u,, < 4, ¥n € IN, que (up)n est crots-
sante
et que hm . Un = 4.

5. Conszdewns la fonction

f 01 — 0,1
r = In(l4ax)

. 1
Puisque f'(z) = Tz >0, alors f est croissante et on en déduit que la suite
(tin )5 8t monotone. Posons

¢ — In{l+z)-a

—z

Onagl(z) = ——— < 0. Donc g est décroissante et comme g(0) = 6, alors
glz) < 0,Vx € [0,1]. Par suite m(1+2} < 2, Vz € {0,1]. DMonu; = In(14yg) <
up et lo suite (un), est donc décroissante. De plus el par récurrence, on a
up 2 0 el siu, 20, alors vpyg = In{l +u,) 20 et donc u,, >0, ¥ne IN.

La suite (uy ), est ainsi décroissante et minorée par 0, done elle est convergente.

Solution 1.18. I @ tUppy —Up = e e e e < (]

= <
(n+1) nl Y (na1)t
done (un). est déeroissante.

17



n+1 n 1

On a — = - — >'0, Solution 1.19. 1. Ona
¢ T T YT Tl (n+ Bnt2) © R Sy u b bew
done (vy)n est croissante. Wt = Upg] — Upy) = —2 5 T.n 5 L 7 LA 215
. . 1 noy
* En plus n—lilfm(u" —tn)= n}—{x-fl—loo(l + . nt 1) =0 Donc (1n)n est géométrigue, et ¥n € N, w,, = (l)ﬂw‘) = (%)"
Par suite (1), et (v,)n sont adjacentes. Dot lim w, =0. 4
1 n—++co
— . . 1
2. % Upyg —Un EESE >0, 2. Puisque v, — u,, = (Z)" 20, dlorsv, > un, YneN. On o
donc {up)p est croissante.
1 1 —1 : Uy, + v Uy —
= - = <0, =t Ve~
$ Unt1 T Un (n+1)>2 + n+l n arn+1)2~ tntl = Un 2 - 2 20,
t décrot. te.
donc (un)n est décroissante _ 1 donc (uy)n est croissante. Et
e Enplusone lim (v, ~up)= lm - =0
PisraripSy T~ 400 7 Mptvn 4 g Uy — U
Par suite (Un)n et (vn)n sont adjucentes. Vpp1 = Up = Mz_{___rl _ A _“3"4__1_1‘ <0,

S e Upyy —Un

\

=TT 2 0: :
(n+1)! donc (vn)q est décroissante. Enfin, nlj;rfw(vﬂ —up)= km (%)n =0,

donce (u, est croissanie, nt+oo
(Un)n ] 1 1 -1 <0 On conclut que (1,)y €t (v,)y sont adjacentes.
® Uy = Up = CEB] + CEN Ny or s m < Puisque (uy, ), et (vn)n.sant adjacentes, alors elles sont convergentes et conver-
donc {(v,),, est décroissante. gent vers ls méme Limite. ‘ i
. . 1 8. (a) Pour tout n€ N, on a ' B
e En plus on a nng_lm(vn - Ugy) ﬂiufmm = 0. . .
Par suite, (Un)n et ('Un)n sont adjacentes. . _ Upy1 + 2'“n-f‘l &E% + 23;”;‘1-32 Uy + 20,
1 n A Bp+1 = 3 =% 3 = 3 = 8p.
4o @ Uppy Uy = —— +In( ).
n-1 n+1 - D’od ., ;
Considérons la fonction : ot (8n)n est uns suite constante.
R (b) Notons ] = ngglwun = n.]jl}rzwu,‘.
fo {L+oo] — . . o o1 d Uy +2u, 11
T — ---—+h’1(-———-) . naSnmso——‘g‘, once '-'—m——-3 .':?_
+1 z+1 . I+ 1 11
Par passage § lo limite, on obtient =3 soft { = 5
1 ‘ ] .
4 . $ 3 . s )

fl(z)= TET 1) >0 donc f est croissante sur Uintervalle {1, +oo] | Solution 1.20. 1. Par récurrence on o :
Bt puisque lim  f(z) =0, on déduit alors que f(z) <0, ¥z € [1, +ool. : 0 < up < 2. Sﬁtmfsons que 0 < up < Une -

\ v, Uy +1 S
Dot unyy — up <0 et la suite (uy,), st décroissante. Alors upyy = -2 ; %50 et Uppy = U T Un < Un, -: Un . v,

o Upgy — v = — 4 In(—n 7)- D0t vngr = UiV > \Uni st = Unga. i T

- ’ > . »
Considérons Ia fonction : On en déduit que 0 < u, < vn, Vo € IN.

: ‘ Up + ¥ Up + Uy
9: [ytodf — 1? T L 0naunyy =2l > By o {(2n)n €5t croissante.
- — - + m(t - 1). Bt vniy = S Vs < /Tnly = Un, d'0t (vn)n est décroissante.
3. Pour toutn ¢ N
-1 ‘
Onag{z)=———-—<bet lim g{z)=0. On en déduit que g{z) > .2
) ( ) 1‘2(.’1," + 1) Totea Ung) — Uppl = VUng1Up =~ Uppy = M
Yz € [1, +o0f. : VU r1ln + Ungt
D’'0% vpp1 — g 2 0 et la suile (v,), est croissante. — -btv 1 o
: . _ = Ungpy oo = gy — e L
* BN ° nlﬂlw(u"” —tn) = nEI«Eoo;?—, =0. Vini1Tn + Ungs 2 Y iU + U

On conclut que les suites (un)n € (Vn)n s0nt adjacentes

AN

3 (Un — un).
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4. Ona

D<tp~tun < Z(Ppaoy = thpea)

b DO b

0 < Upe-1 — Un—1

i

E{t’n»‘z ~ U2}

O~y < -l?:(vowuo).

1 T .
Donc 0 S vn —u, S (E)n(‘l}() ~ ). Dod n—l-lrl‘lt‘locn(ﬂn —tty) = U el por suite
(tn)n b (Un)n sont adjucentes.

Solution 1.21. Jia # 0, alors

lim =0 et lim = i ! =1
noteoln4+a - n-««;»m%“ﬂ - u-}s?cs%lzi +a a

lm wup, =
Nt 00 m

Done (1,)y, diverge (car si elle avait une limite, celle-ci serast unigue).
Si ¢ = Q, alors Iun L Ugny = 00, Donc Yo € R, lo suite (u,), diverge.

Solution 1.22. Posons lm wg, =1, lim ugpat1 =ls et Hm g, = I3 el consi-
n—p--oo P o 03 T 00

dérons les deur suttes (ten)n €f (Uenia)n
La suite (Uga)n st une suite exbraite de (U )y

Ugn * Uo, g, UL, - € Uan T Ug, Ug, Ug, Uy "7, "
et aussi evtraite de la suite (uan)n : 7
Ugn © Up, Ug, UL, - ef ugy Uy UGS, Uy, UL, 5

donc lim = Hm #9, = Bm ugn. ol =13,
el +wuen T Uon = NI U 1 3

De méme, lo suite (Ugnia)n €8t extraite de (uan)n €8 de (Upntiln,
done 1 = Bm uz, = lm = Dot lp = Ig.
¢ u——y{?oouen'{“s w400 3n 11> b 0 241 2 8
On en déduil que Hm ug, = Hm uonyy £t on conclut gue lo suite (u,)n est conver-
¢ b 400 [t S e }

gente.

20
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1.4 Exercices supplémentaires

Exercice 1.23. Caleuler les limites des suites suivanies :

‘e O E8 9 4 _ sin(n™ 4+ m) - n? -+ cosn
TP en?an 1 TP n2 4 T on® fsinn
n nt2 __3n n+(-1)"
4Aun=1‘:5ﬂ-‘-4 . 5un=m 6uﬂﬁ’—m
1. [Fer:34) 1
T.u.,,:(gsmn.)" 8.%=§{§)— 9, 1y = R

Exercice 1.24. Déterminer les limites des suites suivanies :

) 1 2n )
gy = Zlvn . Zm‘-{-k uﬂuagwmmﬁ)

1
4‘“"*EW 5. Uy = 2

k=1 kg T f

1 .
Exercice 1.25. 1. Vérifier que (1 + Wf,{)n > 14+ v/n, Yo € N,
LXOL ;

2. (Qu’en déduit-on ?

Exercice 1.26. On pose u,, = Z
=1 Vv

1. Vérifier que vk +1— vk = =R pour tout k € IN,

Vi +1
2. En déduire que vk + _féf

9. Veérifier que vn + 1~ 1 < u, pour tout n.
4. Donper lim w,.
R0

pour tout k€ N,

Exercice 1.27. Soit (u,), une suite arithmétique telle que us = 4 el uz = 9. Colculer
le premier terme et lo raison de cette suite.

Exercice 1.28, Svit lo suite {1, ), définie parup = 1 of tpqy = o 23{3— On pose

1 4 By
Up == — ¥V & N, >
Ty,

1. Montrer que (v,,), est une suite orithméiique.

8. FEn déduire une expression de uy en fonction de n.

Exercice 1.29. Soit (u,)n lo suite définie par unyy = @i, ok p € IN*. Posons
= In{tn }-

1. Vérifier que vpq4q = —

2 En déduire le terme général de {uy)n.

Exercice 1.30. On considére lo suife {(u, )y, définie por un.y = %ﬁ + :li ef up = 1,
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1. Définir la suite auziliaire (vy), associée & (U )q.
2. Montrer que {,)n est une suite géoméirique.
8. Ezprimer vn puis u, en fonction de n.

4. En déduire lim v, et lim u,.
T~} 0O -3 400

n

Exercice 1.31. Etudier lo monotonie des suites suivantes :

n

2 1
1. = -1)* 9, n = . —_ 1 "
Uy =20+ (1) U 1 3 un——)! li( CTAnE] 1), nelN

Exercice 1.32. On considére la suite (un )y définie par ug =0 ef uny1 = Vg + 2.
1. Démontrer que pour toutn € N, 0 < u,, < 2.
2. Montrer que lo suite (uq)q est croissante. Que peut-on déduire ?

3. (a) Montrer que 2 Un 2
) n > — P B
OTITET qUE tni1 Vi F2+2
1
(b) En déduire que, pour tout n € W, o1 — 2| < *2*|un -2,
. 1
puis que, ju, — 2| < T
{c) Que peut-on déduire ¢

Exercice 1.33. 50it (un)nzo lo suite définie par up = 1 et la relation
Uny1 = /12 ~ 1, valable pour toutn € N.
1. Montrer que si (in ), converge, alors sa Bmite est égale & 3.

2. Pour tout n € N, on pose tn = uy — 3.
1
{a) Montrer que pour tout entier n, |vn41] < §|'un§

1
(b) En déduire que pour tout entier n, ju,| < 2(5)“.

3. Déduire de la question précédente gue la suste (un)n converge vers 3.

"
: 1
Exercice 1.34. Soit (uy, )y, la suite de terme général u, = E wﬁ
=1

o
1. Montrer que uz, ~ U, > —=, ¥n € N¥.
g 2; n m

2. En déduire la limite de (Un)n.

Exercice 1.85. Dans chacun des cas suivant, montrer que la suite (u,), est crois-
sante ef majorée par le véel M, puis déterminer sa limite :

4, — 3 .
1ty = V6 4+, ug =0, M=3 2. Upy1 = T =2, M=3
n
M+ u,
Unt1 "t ug ’

22

Exercice 1.36. Dans chacun des cas suivant, montrer que la suite (uy), est décrois-
sante et minorde par le réel m, puis déterminer sa timite :

Lty = — 2, ug =1 =0 -t
. n+1—un+2y 0 = 1, m = 2.un+;-——m,uo>l, m=1

1 1
3'uﬂ+1=§(un+;")a u >1, m=1
o

Exercice 1.87. On considére les suites (tn)n € (Un)n définies par ;

‘LLQ=2, 'U()ml,

Un + 2,
Ungy = e 3 2 et v = 1—!1}“%'3:22, Yn > 0.

1. On pose wn = vy — Upn, Yn € IN. Montrer que {wn)n est géométrique et déter-
miner sa limite.

2. Monirer que (tn)n €t (Un)n sont adjacentes.
3. En posant iy, = 3u, + Bu,, déduire la limite commune de (un) et (vy).

Exercicg 1.38. Soient a et b deux réels tels que 0 < @ < b. On définit deuz suites
(ha)n €t (Un)n por ;

pITRE T Up + v
U = = -ﬁ'.._...?.
n+1 Ty + Un et Un41 2 ] Vn 2 0.
i

1. Monirer que Yn >0, 0 < u, < v,. |
2. Montrer que la suite (u, ), est croissante et la suite (vn)n est décroissante.
3. Démontrer que ¥n > 0, toy1 — tgyy < %(un — Up).
4. Déduire que les deus suites convergent vers la méme limite. y
5 Onnotel= Hm u,= lim v,

n—+00 n—¥+4-00

(a) Montrer que la suite {(Untn)n est constante et expliciter la constante.
(b) En déduire lo valeur de {.
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1.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solu‘ tion 1.23. 1. En faisant une simplification par n ¢ vérifier que
. fn+3

LW s

)

sin(n” 4+« 1
8. Utiliser la majoration 0 < jua} = fsin ) <

n?+3 T ni+d
montrer que lim . Un = 0. :
3. Ssm;aizﬁer par n2 pour éerire
n?+coan 1+ 5P
2n? +sinn 24 4807
o8 T 1 ginn 1 I . 0,
utiliser les majorations 0 < 3-—;15"{ <= 73 , et < ]--«4 <=5 et lim =

Yim n? + cosn _1
pour déduire que noiboodnd Fenn | 2

4. Berire que 5® — 4" = 51 — ()"} puis déduire ngrfms" — 4™ sachant que

n—>+m 5)
) ont2 _ gn i 4( ) —
5. Simplifier par 3% pour écrive gue h{smm = J$m——§-{§}ﬂ i
L_z_
. n+ (~1)" . 1
6. Simplifier parn pour écrive iufmw = ngrizw ey pms déduire

n 4 (-1}
n-i%—loo n? +1 )

1
7. Vérifier gque 0 < |un| < T

7 n .
8. Posser por |cosn] S 1 et E{Z) >~ 1, pour avoir 0 < e} < oY

. S
; 4 s In(n] ... p
9. Ecrire que nt = eh M) Sachant que ‘1_1_1’!.1"100-«S;;z == {1, donner ngrfwn«

Solution 1.24: - 1. Vérifier les implications :
o o 1 1 1

- <
Vrdtn o /i kT veit+l

L 1gk<n =

n 1 o
. . N PO -
= Uiin “gxfn?%»k vnt+1
Caleuler i R o e fim
é et n—:r-{}m nt4n n-d-too 1/ 7pd +1
2. Comme précédemment vérifier que ;

is déduire DBm u,.
s purs Ao

n n S n2
k£n=>k§;1 =% % T

En déduire ensufte Hm ug.
N n-ddoo

1
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3. Vérifier que :

1
1<k<on = 0 e € e gm = <1
Vin y’n% Vn ik
Pusser par la décraissance de la fonction cosinus sur (0,1}
Feire la somme de 1 ¢ 2n pour dédudre gue
chos(?;%ﬁ) < cos( =g} < 2ncos(7%;}

Donner ensuite Hm .
T it

4. Veérifier que

n
1<k<n = g—g - Zikﬁ é;;i%fi"
k==l
S
Puis donner “E&nmkz A
5. Vérifier que ; A
0<k<s<n = -t = < !

??“*"\/— n+vEk o n

Passer & la somme de 0 an ((n+1)- termes).

Sachant gue lim U I limp ntl

L -\,""7_7- - Thods 0

=1, donner Hm 1,.
ey

Solution 1.25. 1. Soit a > 0. Vérifier d’abord por récurrence que
{(I+a)*>1+na
Chuoisir e o convenable pour avoir le résultot cherché.

1
2 - - * 7
8. Déduire ensuite n}-])rfm(l + »——vfﬁ) .

Solution 1.26. 1. Fuire le produit (VE + | — VE)(VE + L+ VE).
2. Vérifier que W+i+ﬁ <

3. Pagser ¢ la somme de k =1 & k= n pour avodr

My 2 ym” 1.

4. Puis donner Hm o,
i & - o)

Solution 1.27. Suchani que u, = u, + nr, ¥n E N, écrive les deux dguations obte-
nueg pour up of uy el en déduire v et u,.

Solution 1.28. 1. Vérifier que vpi1 — vy est une constanfe indépendonte de n
et donc (U, )y €3t une suite arithméiigue.
En déduire v, en fonction de n.

2. Donner ensuite 4, en fonction de n.

Solution 1.20. 1, Ezprimer v,y en fonction de vy,
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2. En déduire que {v,)y est une suile géoméirique ef donner son terme général,
pude celui de (tn)n-

Solution_ 1.30. 1. Poser vy == tn — } 6 vérifier que vy, = l e .
Choisir 1 tel que vniq = Lvn.
2, Déduire que la suite (vg )y, et géométrique.
3. Ezprimer u,, puis tn.
4. En déduire Bm v, et Hm ug.
Pt 00 L s 2otd
Solution 1.31. 1 Vérifier que tinsg ~ Un 2 O

n2"
e e T 4 Uatl = 1)
" 2)(ﬂ+1J =0 (ou que *23 2 1)

3. Remarquer que (1— girg) = 5.

2. Vérifier que tupyy — tn =

Un41 i1 Unt1
2= ] - et déduire gque
U 2n -+ 3 Eh Usy

4. Colculer Unyq — Uy €t voir son signe.

Vérifier que

Solution 1.32. 1. Montrer par récurrence gue 0 < u, < 2.
2. Vérifier que Upyy =~ Un = %ﬁt&"—— et utiliser la question précédente pour
déduire la monotonie de u, ef sa convergence.
3. (a) Ecrire que tinqy — 2 = Vtin + 2 — 2 et mulliplier par Uerpression conjugué
ity 2+ 2
(b) En utilisant iip + 2+ 2 2 2, vérifier que funs ~ 2 < 8l
I
et que par récurrence ftun — 2| £ ST

(c) Passer & lo limite sur n pour défiutr‘e ngr?mu%,

Solution 1.33. 1. Remarquer gue st 1im  Un = | alors ]irj_l Uy = L.
En passant & lo limite sur n des dem wtes en déduire que
D= M gy = lim 1 190, = V12—
¥i
Déduire 1 sac)umt que l > 0.

8. (u} Eerire que [nq1| = WIZ = iy, — 3] et multiplier par P'ezpression conjugué
\/_i Uy - 3.
3ty lun
Mujorer =25 par .

1
(b) Vérifier par récurrence que fun| < 2 5)“

3. En déduire Hm |v.| et ensuile Hm uy.
Ny Temr=00

Solution  1.34. 1. Caleuler gy, — 4y et passer por Uindgolité
:%}yg 2 ﬁ pour tout k tel guen+1 <k < 2n.

Ly ¥ T \jﬁ

Deduire en passant 4 la somme que tg, — Up 2 —m= = —=.

? et Tt = Fan T VR

2. Bn supposant que (U, )y, converge vers une limite finde { déduire une absurdité
T
en passant & lo limite sur Pinggalité ug, — s 2 %

B vérifient que lo suite (tn)n est croissante déduire gue Ln_{x Up, = 0.
hts o0
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Solution 1.35. 1. e Muontrer par récurrence que 0 < u, < 3, Vo e .

o Vérifier gue tigyy ~ (3 ‘/&"ml(g ::'“) .
n

et que la suite (uﬂ}ﬂ est croissante el majorde.
® Poser ! “}jﬁ;mun et donner Uéguation vérifide par |, puis caleuler 1,

2. e Montrer que2 < u, <3, VvnelN.
o Vérifier que Ungy ~ Un = 0.
« Déduire que lo suite {(1,)n est convergente et calewler | = lm uy.
oo

8. & Montrer que 1 Su, <2, ¥neN.

b

L. 3
o Vérifier que 0 < 2 — tinqy € — ef déduire lim uy,.
n b

Solution  1.36. 1. e Vérifier qgue uy, > 0, ¥u € IN.
o Montrer que wny1 — tn < 0 ef en déduire gue (u,,),, est convergente.
o Poger “_lirfmun = { et résoudre Uéguation vérifice par I

2. s Vérifler que uy, > 1, ¥/n € W,
o Monirer que
oty — U S 0 et en déduire gue (un)n est convergente.
o Posger n.ilemu" = | et résowdre Péguation vérdfide par .
3. & Vérifier gue un 2 1, Vn € IN,
o Monirer gue uny; — tn < 0 ef déduire que (u,)q est convergente.
e Poser ni}%ﬁun == | ¢l résoudre l'équation vérifide par |.

Solation 1.37. 1. Exprimer wp41 en fonction de u, ef v,, puis en fonchion de
Wy
Donner w,, en fonction de sa raison et trowver lim 1w,.
Fomdop-0G
2. Bn utilisont le signe de wy,, donner celui de upqy — w, &t de Dgi) — Uy, DULS
conclure.

8. Ezprimer tny en fonction de t, pour voir que (L,), est consiante.

Poser1 = n}f_{xw Up = n—li]?mv” et utiliser lo limite de (§,), pour déterminer .

Solution_ 1.38. 1. Montrer par récurrence que 0 < u,,?( U, Y€ N,
2. Fn utilisant le résultat précédent vérifier que ‘
Unt Uy > 0 ef que vnyy S v <0 {utiliser v, —ug >0, u, >0 etv,, )())
8. Erprimer ty41 — Uniy €0 fonctwn Up — Uq puis majorer
suchant que v, ~ tn < Vo + Un.

1 .
4. Montrer que 0 < v~ Uy & T {ug —ug} et en déduire que fes deuz suites (up )y
et (v, )y sonit done adjoacentss.
8. {a} Montrer gue U, U = Uy, = ab, Vn € IN,
(b) Poserl= fim wy = Tim v, el uliliser la limite de (t,)n = (U )n pour
déterminer L.
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Chapitre 2

Limite, continuité d’une
fonction sur R

2.1 Rappels de cours

Dans tout ce résumé :
F est une fonction réelle de variable réelle définie sur un intervalle I (I peut avoir des
bornes infinies), et soit @ un &lément de I on une extrémité de J.

Limite en un point

Définition  2.1. :
1} fF admet b € R pour liméte en a ¢ {—o0, +-00} lorsque

Ye>»0, 3a>0, Veel, 0<|jz—a] <o=>|f{z)-bl <e).

2) On se place dans le cas ot I @ 400 on —00 pour etirémité.
a- f admet & € R pour limite en +oo (resp. en —ox) lorsque

Ve>0,dJAc R, Voel{z>A=>|fla)~b<e) (en +oo).
Ye>0,34€R, Veel,(z<A=>|f(z)~b<e) (en ~o0).

b~ f admet +oo pour limite en o lorsgue

VBEM, Ja>0, VreLL{0<|jz—~al<a=flx)>B) (aeR).
YBelR,34¢ R, veel, (2> A= f(r) > B) {a est + o).
VBelR,JAcR, Vzel(z< A== flz) > B) (2 est — oo).

e~ f admet —oo pour limile en o lorsque
VBeR, Ja>0, Vzel,(0<|z~a <o=> flz)<B) (ecR).

VBeR, 34 R, Vzel (z> A== f(z)<B) (a est -+ oo).
VBeR,34e¢ B, Vel (< A= f(x)<B) {a est —o0).
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Propriétés 4. et notation !

— 8i f admet une limite réelle en a, alors [ est bornée au voisinage de a.

— S f admet b et b pour limiles réelles en a (o réel, +00 ou —00), alors S
{la limite lorsqu’elle existe est unique).

— Lorsque f admet une limite b en o on it b= 1im foub= ilgo Fm).

Continuité

Définition 2.2. On dit que f est confinue en a 3 fla) = xlx_rgl Fl=z).
{Vest & dire

ve>0, da>0, vzel, (jz—af <am>if(w)-f(a‘)t<5)

Caractérisation & Paide des suites

Propriétés 5. f admet b pour limile ena {réel, +oo ou ~oo) si et seulement 8, pour
toute suile (Tn)n d’'éléments de I — {a}, '

on & Uimplication ﬂgrfw In =0 =% ﬂ}i{fw flan) = b)-

Corollaire 2.1, Si (zn)n est une suite d'dléments de I admettont une limite [ € 1
et si f est continue en l, alors lo suite (f{zn)ln converge vers f(1).

Remarque 2.1, Pour montrer que' f n'a pas de limite (ou non continue) en a, i
suffit de donner U'ezemple de deus suites (Ty)n €t (Yn)n vérifiont Vn 2. # ¢ et Yo #a
et telles que i , "

. - ) _ . . ‘ o flz
ﬂ}_}g}m Ty = a et n—grfw Yn = 0 OIS nkg}m flan) # ﬂﬁgxmf(yn) {ou Wt
fla) pour la non continuité).

Limite ou continuité & gauche ou & droite

Deéfinition 2.3, Pour a € R, on dit que [ admet b (fini ou infini) comme limite &
droite en g lovsque

e >0, Ja>0, Veel (0<z-aca=>|f{r)-b <z bhe R.
¥B > 0, 3a >0, veeL{0<z—a<a=f{z)>B) {b est + 00).
¥B >0, 3a >0, Ve eI {B<z=a<a=%fz)<B) {(best — oo).

On définit de méme la limite & geuche en vemplagant partout Uindgelité 0 < z—a < ¢
par Vinégalité 0 <o —x < a. o ' )

f est dite continue & droite (resp. & gauche) lorsque lo lmdle & droite (resp. & geuche)
est égale & fla).
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Propriétés 6. el notations :

~ Lorsqu’elle existe, lo limite & droite (resp. & gauche) de f en a est notée lim f
at
ou lim f(z) ou f(a™) (resp. lim f ou lim f(z) ou f{a™)}.
@ ey <

a0 b 243
— [ @ powr limite b en a si et senvlement st les limites & droile el & gauche en a
sont égales & b. )

— [ est continue en o st et sevlement si les limites & droite et & gouche en g sont
égales & f(a).

Tableau résumant les résultats sur les limites infinies :

lim f [ limg | him(f +g) | lim(fg) | lim I [ lim <
+oa | oo 400 +o0 0 K
- | =00 -0 F00 0 7
+00 | -00 ? -0 0 7
—o0 | oo ? X 0 ?

0 o0 . oo 7 0 0
+o0 ] +oo 7 ? ?

Propriétés 7. :

Soit I =]a,b un intervalle de R et z, € {a,8] et soient f, g, h et u des fonctions
définies sur I ~{z,} =1 :

\ { voel, (f@)-1 < ul)

et xlggb w(z) =0

= Jim J) =1

- S xl_i}ga F(2) =1 #0, alors il existe g > 0 tel que :

Veeletl<lz—a,)<e=flz) x{>0
(F{z) et ont méme signe}.

veel, flz)<glx)
T Jim fla)=1et lim gla) =k = 1<k

Yeel Az} < fiz) € glx) b fg) =1
. . e 1 — == g Bl
Jim hiz) = lm g(z) = I’ o+
Ces propriétés restent vraies méme iz, est infini (o= —oo0 ou b = +oo).
Bt s’appliquent ausst dans le cas de limite & droite ou de limile & gauche.

- Si f est continue sur I et g continue sur J avez f{I) C J, alors go f est
continue sur I,

i

I'image d’un intervalle par une fonction continue i

Proposition 2.1, :

39 f est continue sur Pintervalle {a,b), alors f{{a,B]) = [m, M)

weem = inf fla) et M= sup f(z). o
reied] wglarb] ' S
En particuiier : : ‘
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Si f est continue et croissante alors m = f(a), M = f(b) et f({a,¥]) = [f(a), F(B)]. " :
8i f est continue et décwissant‘: al:rzlm = ?(b}, M= f()a§ et f ({i'f” b)) = {f (&), Fla)}. 2.2 Enonces des exercices

E Exercice 2.1. :

Théoréme 2.1. : 1} Préciser quelles sont lex upplications f définies sur B telles gue

- g 2, o S
5i f est continue sur Uintervalle [a,b] et B un réel compris endre f(a) et f(b), alors Vgéry) E'IR d" bf Erfi)f ég; ff {:;‘%:) =E
il eziste au moins ¢ € [a,b] tel gue f(c) = B. (Détermaner d'abord f(0) et /(1)) )
Autrement dit - 2,() Pﬁ;éczst;{r{ :?veﬂes(sont {es a;{plzmtz)omég défintes sur B telles que
. . 5 I " Viz.y) € 2ogle by - gle — ) = day.
e o i ame soltione il IO < O sl Hlgetin S = (Remarguer que (5 +3)* = (@~ y)° = ey, puis ronsformer 'gabité donnée,)

Exercies 2.2, :
Trouver toutes les fonctions défintes sur B felles que

W) € B2 5 |f() ~ Fi)l = lz - yl.
= Exercice 2.3.
‘ 1) On définit sur IR” lo fonction f par f(z) = sin($).
En utilisent lo définition, montrer gue f w'admet pis de limite en 0.
2] Soit o € [~1, 1. Trouver une suite (@,)n de R* telle que ngmw L= 0
et lim flz,) = a.
LT =)

Exercice 2.4. -
~ Soit f une fonction définie de R dans R périodique de période T > 0.
. : Montrer gue si a:llg}m flz) =1, dlors f est constante.

En déduire gue la fonction g{z) = sinz n'a pas de limife en +oc.

Exercice 2.5, -

Déterminer lg limite de la fonction f en 5, dans les cus suivants :

1 flz)= %% et 2o = 1.
2 flz)= :‘Z"%{% et 2,=10.
3 flz)= V{%» \;/;1; et 2, = 0.
4 f@) = FE R

Vet A e =0

Exercice 2.6. . »*
Calculer les limites suivarnies :

lim V2 w§~a,2‘.aéq fm 2201 2 1)’ i i —aging
Tt \;‘:1:2+5§mb" x»-&xz - cos "t ,_I,r% (15 .wx)z

ot a et b sont deux réels tel que a > (.
Exercice 2.7.
1} Caleuler les limites suivantes :
: ' im wB(u) et lim uE(w)
- o Wb 0 [rerecy
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(E(u) étant lo partie entiére du réel u).
2} En déduire les limites suivantes :

i 1 - 1y
' Bz B
z>0 T<h

Exercice 2.8. : 7
On considere lo fonction numérigue f définie par :

_ tanzy/lanz - sin 2/sinxz

Soit D =0, §[.
1) Monirer que pour toutz € D on 4

t i i i i—cos 1
f(ib‘) = ( 8;” + Y tan;ismz + 82”@) * \/a}%:_c X T % - con el Jronmdl) "

8) En déduire lim, f(z).

Exercice 2.9, :
On congidére la fonction définie par
caido 2 —n

flz) = A , meNT)

1) Déterminer la kimate lim szl pourk € N,
2) En déduire il_{?l Fl=).

Exercice 2.10, :
On considere lo fonction définie par

{1 —ging){t —si®2)-- (1 ~sin"z)
- c0s*"™

Fl=)

, (nelN)

I}Montmrque}ij%%ﬁ%%‘;;%=§ pour k € IN".
2 ire i o) = 2.
2) En déduire T]Lr'% flz) =3

Exercice 2.11. : :
On consideére ln fonction numérique [ définie sur IR por -

{ Jle) =sinZsin T siz#letz#l

1~z

Hoy=7(1)=0
Etudier lo continuité de f.

Exercice 2.12. ¢
On considére la fonction f définie sur I = [~5, 5] par :

)
{f(a:):sinw-i—}ﬁ-gi-f%i siz skl
f0)=v2
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Etudier la continuité de f sur I.

Exercice 2.13. :

Soit f une fonction continue de R dans R. On suppose gqu'il existe L et I’ deux réels

tels que
3 ] seen H 7]
th+ f(z}ul‘et Ehm__ fl@y="r,

Montrer que la fonction [ est bornée.

Exercice 2.14. .
Déterminer les fonctions continues sur IR telles que
V(z,y) €R® = fl2)+ f(y) = flz+y).

En déduire ensuite les fonctions continues sur R ielles gue

PRAY-2N
Vg €RE O gley) = glx)+gly)try (remarguer que zy = gc_c_j‘_ylz ad
Exercice 2.15, :
Soit [ une fonetion continue sur [0, +ool et positive, telle gue
hm i'("g';—)' <1 {
z—4d00 X i
{
Montrer que : 3z, € [0, +oof / Fz,) = 2.
Quel résultat on obtient si on o Phypothése tm {2 < aveca>07
x-ttog  F )
Exercice 2.16. :
On. considere les deux fonctions numérigues
f R -+ R g ‘R ~— R
1 siz#0 zsin®l siz#0
=7 {0 siz=0 £ {0 g = 0

1) Btudier lo limite de f en 0.
2) Ftudier lo continuité de ¢ en 0.
3} La fonction f o g a-t-elle une limite en 0 ¢

]
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Exercice 2.17.

Dans chacun des cos sutvants, étudier si la fonction donnée est prolongeable par conti-
nuité sur R -

2) g(x) = sinzsin 1.
3) h(z) = sin{z + 1) In{l + z|.

Exercice 2,18,

On considere lg fonction flx) = —3% + 25 + 1 définde sur Vintervalle { = {1,2).

1) Etudier le signe de f{w) ~ f{y) pour & # y deux réels de I, puis en déduire la
menotonie de f . o

8) Mondrer que Uéguation f(z) = 0 admet une solution unique dens I,

Exercice 2.19.

On considére la fonction f{z) = 47° — 3z — .

1) Caleuler f(~1), 7(~3), £(0) et f(1).

2) En déduire que Uéguation f{x) = 0 admet au moins frois solutions dans Pintervalle
{~1,1].

8) Erprimer cos 3o en fonetion de cosa.

4} En posent a = cos o, déduire les trois solutions de éguation f{z) =0

Exercice 2.20. :

Montrer que ['éguation :

1 1
= COBT ~

2 (1+xz)2 =
a au moins une solution daens IR.

0

Exercice 2.21.

Soient o et b deuz véels non nuls de meme signe (ab > 0) ef § une fonction définie et
continue de [, b] dons {a,b].
Montrer gue : 3z, € {6, 8] [ zof{z.) = ab.

Exercice 2.22. \
Soient f et g deus fonctions continues sur Uintervalle la, b] et telles que :

R Yz € o8] glz) < f(z).
Monsrer que : (3m € RA). (Vo € [a,B), f(z) > glx) +m.

Exercice 2.23. :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R pour laguelle

kel : Yoel, fiz)=k )

1) Montrer que f est une fonction constante sur [. :

2) Bst-ce que cetie propriéié reste wraie a1 I n'est pos un intervalle ou si f n'est pas
continue ¢
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Exercice 2.24. :

Soit f une fonction continue sur R telle que :
lim flz)=a et lim f(z)=10bavecab< 0.
Lot A OD T O

1) Monirer que : (3(zo,y0) € RY) / £(2,) f () < 0.
2} Bn déduire que Udguation f(z) = 0 admel au moins une solution dana R.

Exercice 2.25. :°

Soient f et g deuz fonctions continues sur Uinterpalle [0,1] ef ielles que

(F(0) - g(ON(£(1) ~ gl1)) < 0.
Montrer que : (Jx, € 10, 1]} / F(z0) = g(z,).

Exercice 2.26. ©
Soit f une fonction définie et continue de [0,1] dans {0,1].
Montrer quil exisie zs € [0,1] tel que f(z,) = z,.

Exercice 2.27.

On considére f une fonction numérigue définie et continue sur Dintervalle [0, 1]
Montrer que :

Eeelo1) /fo) =L+ ;.

Exercice 2,28,
Soit f une fonction continue sur un segmend [a,b] &t ¢, d deus réels fizés de Vintervalle
ia, b].

Monirer qu'il existe & € |, b] tel que flo) = fle) ';f(d).



2.3 Solutions détaillées des exercices

Solution _ 2.1. : :
1} Etant donné que ¥(z,y) € R® & f ) - flzy) =z +y,

prenons r =y = () on obtient :

FOYF(0) — fF(0) = FIN[F(O) ~ 1] = 0 et done f{0) =0 ou F(0) =1 (1).

Ensuite avec z = 1 et y = 0 on obtient :

F)F0) - £0) = FOUID) 1] =1 (2).

Ce qui implique que f(0) # 0 d’apres (2) et que f(0) = 1 d'eprés (1),

Dot - pour tout z € R, f{z)f(0)— f(0x) = f(z) ~ 1=z 40

cad, Vz € R, f(z) =z +1.

Inversement :

le fonction f(z) =z + 1 vérifie la propriété

Viz.y) eR® © f@)f(y) - flay) =@+ Dy+ 1) - (sy+ D=z +y.

Finalement, la fonction f(z) = z+1 est U'unique solution vérifiant la condition posée.
2) En utilisant la remarque, on aura

glz+y)—gle—y) =day = (z+y)* — (z—y)*

ce qui donne g(x +y) —(z +y)* = glz —y) — (z — v}~

u v
T ==
=X Lo N
Pour u et v quelconques, on pose { z’-_ :1: tg ce gui éguivaut & { u 2 v
= y =
2

On aura g{u) — u? = g(v) — v° cect pour u et v guelconques.

Par suite Uapplication f(u) = g(u) — u? est constante g{u) — u® = ¢ avec ¢ € R.
Doti Fe € R tel queVu € R, g(u) =u? 4 c.

Inversement :

les fonctions de la forme g(z) = =2 + ¢, avec ¢ € IR constante, vérifient bien
gle+y)—glz—y) = [(z+v)* +c| - [(z—9)* + ¢| =4y, Y(z,y) € R%.
Finalement, une fonction g vérifie lo condition demandée 8i et seulement si elle est
de la forme g{(z) =2? + ¢, Yz € IR (0d ¢ est une constante dans ).

Solution 2.2. :
Soient v et v non nuls quelcongues tels qgue u > v.
On aura |f(uw) ~ f(e)] = ju—~vf=u—v (1)
Avee x = et y = 0 dans Pégalité de Uhypothése, on a |f{u} — F(0)} = |l
et avec z = v et y = 0 dans l'égalité de UPhypothése on a eussi }f(v) — f(0) = |v].
1T cas :
{ flu) = f(0)=u
fv) = F(0) = ~v
ce qui donne par différence |f{u) — flv)t = |u + v] (2}.
Il o’en suit d’aprés {1) et (2) que ju+ v| =u — v.
Ce qui impligue que u +v=u—v 04 ~U~V=1U "~V
et donc v =0 ou u = 0. Absurde avec le fait que u ¢t v non nuls.
28Me gg
{ Fu) ~ f(0) = —u
Flo)=f(0)=v
On arrive g la méme obsurdité.
Il nous reste
flw) = F(0) = u et £(v) = £(0) = v
et donc f(u) = u-+ £(0) et f{v) = v+ F(O)
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ou bien

F(w) = £(0) = ~u et f(s) ~ F(0) = —v

et done f(u) = ~u+ F(0) et f(v) = —p + f(0)

Par suite, Ve € R, f(z) =z +c, ou bien ¥z R, f(z)=-z+d (otcetd sont
des constentes dans IR).

Inversement :

une fonction de la forme f(z) = x + ¢ vérifie

(@) = fW)] =@+~ (y+0)| = |z -y

et une fonction de la forme f(z) = —z +d vérifie

(@)~ f@) = (-2 +d) = (~y+d)| = |~z +7 = |z~ yl.

Finalement les fonctions vérifiant la condition donnée sont celies de la forme
g(z) =z +c et celles du type h(x) = —z+d (c et d des constantes quelcongues).

Solution 2.3, :
1) Roisornons par Ushsurde :
supposons qu’il eziste | € R tel que lim sin( ;1;) =,

T

%70
On awra donc Ye > 0, In> 0,: Ve, jz—0| <= [sin{l) - 1f <e.
Prenons g5 = 3. Pour 1) > 0 quelconque, posons Ty = e ebyy = roorr 0Lk est un
entier naturel el que ﬁ%; < k (e’est possible avec k = E(E#) + 1)2

lp o Ol 1 o 1
0<|(5q 0}-2,?ﬂ_<1]6f. 'ynﬁolmmir-(?kl;(n.
On aura done [sin{g-) — Il <e =1 et [sin(k) -l <e=1.
T - - . "
Comme sm(ﬁ) =sin(2km) =0 et sin(y-) = sin(§ + 2kn) = 1, on obtient f<iet
i1-1 <3, .
ebdonel=|l+ (1D <+l < g+i=1
ce qui est impossible fon ne peut avoir 1 < 1 J)- On arrive done & une absurdité.
Ou on peut traduire I < § et |1~ 1| < srarle]l-L 4let(1-1) ¢l ~ 3,3 Ce qui
donneruit | €] — 4, 1] et L €], 3[. Ce qui est impossible |,
Ainsi la fonction f(z) = sin(1) n'sdmet pas de limite en 0, |
|

‘3) qu’ta € [--1,7r 1}.1T Puisque la. fonction sin(z) est une bijection de ~%, 5] dans [-1,1],
w eziste § € [—Z, 2] tel que sin(f) = a. ,
Pourn e IN*, posons z,, =

#5mm- Onax, € RY, nHI_szn=0, :

B T : iyv_ g N . ' '

et ng&lm Fan) = JHm sin(gh) = ,_,}ﬂlm sin{é + 2nn) = sin(#) = o T,
Ce qui co'nﬁrme que f(z) = sin(%) na pas de limite en 0. Cer si lg limite existe, elle
serait unigue et non pas égale & chague a € [-1, 1].

Sojution 2.4. :

Sm:t I une fonction définie de IR dans R périodique de période T > 0.
Soit z € R. Pour chaque n € N, posons up =z +nT. Ona lim Uy, = 400,
) =400 '

Comme z}_{r_'r_xm f(z) =1 on o d’aprés les propriétés des limites Hm Flun) =1.

N . B . i 00O
Or lim_ flun)= lim_f(r)=f() (f étant périodiue).
Doavz e R f(z) =1.
Ainsi f est constante, - -
On sait que la fonction g(z) = sing est périodique et n'est pas constante.’ Donc elle
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ne peut admetire une limite en +oo (sinon elle serait constante !},

Solution  2.5. :
5i on posse aus calculs de ces imites directement on g des formes indéterminées. On
essaie donce d'enlever ces indéterminations suivant les cus.

1. En multipliant par les ezpressions conjuguées, on a

@) = (Vr+8-3(ve+8+ (V2 +2+2)

T VA 2-DVz+8+3)(VIz+2+2)
(@48 ~-N(vix+2+2)

T (s +2) - 4{Ve+8+3)
(=D +I+2)

T 2z — (Ve +8+3)
-w--——————(\‘r2x+2+2) our £ # 1
T e I

s VBT (/ITE4Y)
) = i (Ve rEe3) 2ViTB8)

&

Doy

!
5

2. Remarquons gue pour z £t a réels, on a
2%~ = {2~ a)(z® + az + 7) et done = (Y58 —29)
pm’smm(mwz)(\3/a:+83+2\“/:z;§+4) {ovec z =Yz +B eta=12)
. s e ,
ce qui donne Y+ 8- 2 Y
et l'ona2? —a® =(x~a){2+a) et donc o? = AT 22~ 22
| puis 27 = (Vi + 27 ~2)(\/4+x7+2)2{a,veczwv4+x2 eta=2)

. c _ T
Of) qui dﬂ?’l‘ne: (\}4.+;Y3§ —-2) = 'E':/m
Poar suite, pourx # 0
: Yri8-2 x (V4422 +2)
flz) = = 3 s b 2
Vatzi-2 (YrT8 +2¥zF8+4) T
_ V4 +x%+2 ‘
‘ o(Vz 78 + 29z +8+4)
Dot
lim f(z) =400 et lm f(z) = —o0
gy "o

3 Pourz#0ona

(VI Ty BE B = (BT —yE)=1

o eect d’aprés Pegercice précédent {ou en multipliant par expression conjugué).

Parvsiu'te FEy=Ja+l-y/ b= ?“‘““’Jﬁ;. 75

Et done 1 '
lm f{x) = Hm s o= ()
: + ot 1

;Ho VS S A |
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4. L'expression Az + | — Y3z + 1 = {4z + 1}% ~ (3z + 1}§.

On pose done m = 6 = ppem(2,3) (le plus petit commun multiple de 2 et 3)
et U'on utilise Videntité v — o8 = (o — v){f + ule + 1% + v?0% 4 uv? + %)

: 6_8
; S, wl—y
qui donme u — v [N R ey e

avec s Az £ 1= {4z +1)3 etv= ¥z 5 1= {8z + 1}% pour aveir
{4z +1)2 -9(3;c —i— 1% = {4z 1~ &3z + 1)h{z)
et done ﬁi@-—%%g%tﬁﬁ = (A +1— 3z +1)

ot Az} = (dz+1)3 +(dz+1)8 3o+ 1) +(Az+ 1) F Bz + D+ (dz+ 1) ¥ (3z+1)E

e+ 143z + 1D + Bz + D)
et im Az} = 6,
=20
De méme Uezpression 22 ¥ 1~ ¥5z + 1= (22 + 1) ~ (5z + 1)k

On pose done n = 4 = ppem(2,4) (le plus petit commun mulliple de 2 et 4)

et 'on utilise Didentité s* ~ t* = (5 — £)(s3 + 5% + st® + 17)
avec s = 2z + 1 = (2o + 1)% et t = Y5z & 1 = (5 + 1}% pour gvoir

(22 +1)* — (62 +1) = (VI ¥1 - ¢52 + Dk(z)
ef doné 4% = (VIEF 1~ YET 1)

ot klz) = (2z + I + 22+ N3G + i + 22+ )3z + 0} + 5z + 1)

et liné ki{z) =4
bty
Ce gui donne

Vie+1~{32+1 642" +302% + 62 k(z)

() = =
fle) Viz+1—- Bz +1 h{x) P
= G806 h(z)
’ 4r—1 h(x}
ceci aprés simplification por = pour 2 # 0
Et finalement
lm (m)xﬂxéz-—cl
iy b 6
xH#0

Solution 2.8, :
1} En utilisant les expressions conjuguées on o

lim f;r.;;;f,.g = lim (VEZT £ af - g} (VZZ 4 o + a) (VT2 + 2 + b)
30 VATEH =40 {/a? 4 b2 — b){(/z2 + af + a}{(V22 b7 + b)
i {{z? +a%) ~ az)(\,f:cﬁ NS b)
= lim :
a#0 (72 4 B2) - p2)(/22 + a2 + a)
- i T 4 D)
=0 22(\/22 4 o¥ + a)
= Tim Y 24+ 4 b
=0 35T g% q g
_ |6l + &

lal+a’

8) Faisons le changement de variable : 1 = Lot doncx = %.
On ax tend vers +00 si et seulement y tend vers 0.
; 2
Bt Uon o 22(], — cog? 1) = Loty _ sin?y _ {sin
(1~ cos z) _‘51“—! = -——?iy .

41



Sachant que lix% %’i =1, on enduit gue
Y~

f

: 2
lim z*(1 - cos® —4- lim (i‘ﬂ) =1

] yrl iy

8) Faisons le chemgememt de voriable z = (% — z) et donc z = (§ -~ 2)-
On oz tend vers § si el seulement 2 tend vers 0.
Sachant gue sin(z) = sin{§ ~ z) = cos(z) = 1 - Zsm (%)

1-sng sma{g} 1 mg@
on éorit que % = Py = Ty <~ )
Dot

Z
2

" 1—sdinz = lim 1 sm(%)y _1
21_}1'% {~ - 2\12 240 2 %

” 3 51nu o R
{en passant par lm = 1)

Salution 2.7, :
1} On sait que lo pame entitre B(u) d'un réel vérifie E{n) Su < Euy+1
ot sim > 0; on aure u? < uB(u) +u et done u? —u <uE(u).

Comme hm 2 — u = 400, on @ gusst hm wf{u) = 4oo.
De méme siw < 0, en oura uE(u} > u?,
comane hm u? = oo, on 4 aussi hm wl{u) = +oo.

FTE e

2) En faisant le changement de variable u = ; fz=1), on aura

1
Bdy+e E@+i L Ew
B -z Ew-L+ __1
) [y
Et Uon dédutt que
1+ 1
im PEIAE gy B,
wep0 BlE)-z wwte,
x>0 ‘I‘I,E{‘i&)
. 3 } —
{ceci car uEI-?m = 0.}
Ft de la méme fagcon
4 e
i
e BEEE_ gy 2B
z—0 Blp) -z weey -
<0 whi{u)

Solution 2.8.

1) Bn utilisant !«3 fazt que ,

ay/a = (/a)® et Videntité u® — v® = (0 uw w0,

on a les égalités sutvantes pour ¥ € D éant donné que sinz > 0, tanz 2 0 eﬁ
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cosz 20

fa) = tan z+/tanz ~ sinavsinz

/T
. (Eama)® - (Vaa)®
PN
[(\/ 7} ++/tanavsing + {x/am z)ﬁ] (+/tanz ~ v/8inT)
]
[ta,nx + Vitanzvsing + sinz {«,/tanm — +fsinz)
. s
Vsinz -
3 [tana:+ \/tanx\131nm+s;na:] y (““Em ~ Vsinz)
’ z a:ﬁ\/f_
[tanasuk Vianzysinz +9in$} Sml’(vfc&-&- -~ 1)
tan.rmn:n
~ | tanx sinz sna:
=+ 1! — e 4 BLE 3 [ /8 22\/___m
~ ftnz o tanz sina din x\/;‘—“;ximcoszx 1
= ® & e * z* (14 y/cos Ty /oS

Dot le résultat

o) = tana:+ tanmsinz+sinx « sin z « 1-—-cosx % 1
T = x V™72 z? eoso(y/eosz + 1)

= sing . 3 l-comx
2) Sachant que hm fanz EE?+ 1, xl_l.’x&_ ATERE o
et zh,,:g.,. :7onsx(:.,7mss:+L
on en déduil gue
fm f(x) = e
& -+0F f( )

-

Bolution 2.9.
1} On a powr chaqm k & IN*, VVégalité
(T~ 11+ ab 24 1) = (F bl o) (25 1+m"”2+ 1) s gk 1

=" 4252 441, pour k e NP

Ce qui donne

k
On en déduit que hm il 0 lu:n1 @ 4252
[ d

,-—1 "~+1)mk’
2} Onapourne]N‘

pourk & m'

,f(;t) _;__-.’I"i‘:::"z "+$ﬂ”ﬂ'z(2"1)+($2w1}+.-.+(xﬂ'_,1)
N CRa) (9}"1) O il e
R z—1 z—1

43




Puisque n € IN*, est fixé alors :

. i |EmN @D @)
e =i [ EoP e B
(z - 1) (x? —1) . " -1
H( )%ﬁ@“ﬁ?)‘“*é}fﬂ(ﬁ)
=1+2+...n=l("}-2.t}.—

Solution 2.10. : ‘

En utilisont Videntité : 1 ~a* = (1~a)(1l +a+---+aF1) powrac R et k€ N*,
on éerit 1—eos® t = (1~cost)(1+cost+- - +eos® 1 t) gt L—cos? £ = (1—cost)(1-+vost),
ce gui donme

1—cosbt _ (1—cost)(l+cost+: - +cos™¢)
1~ cos®t - cost)(1+cost)
_ Ltcosf+--4costle
- 1+cost
On en déduit que
. 1-—cos®t

i = lim
140 1 —cosdt -0

2) En jaisant le changement de variable t = — Fletdoncaz=t+%), ona
sinz=sin{t+ §) = ¢ost et cos s = cog(t + ) = —sint
Ce qui nous domze

(1 ~sing)(1 —sin? )+ -- (1 — sin" z) _a- cost}(l -~ cog?t)--- (1 — cos™ 1)
QOSQ"Z SnZu
_ {3 —cost)(1 — cos t} {1~ cos™ t)
- (1 —cos?t)
_ (1 —cost) (1—cos®t)  (1~cos™i)
T (U cost ) (1~ cosft)  (L—cos?t)

Pourn € IN*, fizd on en déduit, d’aprés (1), que

N (1~cost) {1-cos?t) (1-cos®t}] 1 2 ~— n af
llmf(a:) h {(Iwcoszt}(l—cos“’t} ‘(l—cosgt) Sy Xy XXy T

‘Bolution 2.11. :
Considérons les fonctions : u(x} = &, v(2) = &5 of b{) = sind.
Les déuz fonctzom u(z) et v{z) sont des fractions ratiennelles, donc continues sur
leurs ensembles de définition qui sont respectivement [ = R — {0} et J =R - {1}.
Comme la fonction h(t) = sint est définie et continue sur R, les deur fonctions com-
posées v |
hufe)) = sin & et A{v(z)) = sin 1% sont continuea aur Iﬂ J =R —{0,1}.
Et done leur produit f(z) = h{u(z))h{v(z}) = sin £ sin ;5= est une fonction continue
sur I~ 40,1},
Il novs veste & éludier lo continuttd en 0 ef 1.
Au point z, =0 on a :
(@) < isin & fear [sinZ| < 1),
Comune ;z_% [sin ¢ 5] = lsm:r[ 0, on en déduit que hm f(a:)
et lim f(z) = F{0).
-+

Ainsi f est continue en 0.
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o g A e e

[le méme au point 21 = 1
[z < Isin & (cor {sin ;2] < 1)
Comme hm }sm L} = {sm *r] 0, on en déduii que hm flz) ==
et lim f (50) f(L).
b1
Ainsi | est conlinue en 1.
Finalernent, f est confinue sur .

Solution 2.12, .

Posons h{z) =sinz, kiz) = cosz et w(z) = \/z.

La fonction 1 ~ k*(x) = 1 — cos® 2 est continue sur IR car somme ef pmdmt de fone-
tions continues s*z;fr R.

Comme 1~ cos” z est & valewrs dans R* et ln fonction w(z) = VZ est continue sur

R*, i fonction composte w(l — cos? z) = /1 — cos? ¢ est continue sur 1.

Lo fonction h{z} = sinz est continue sur Uintervgile [ = =%, 2] et s'annule en O,

. T—cos?z
donc _f (z) =sinz -+ e ¢t définie et continue sur [, 0U10, ] = I - {0}.
A point O ;
A oo
Hm f(z) = lim sinz + w
T30t x40+ sinx
= lim sinz 4+ sin”z
T2 0+ sinz

lim (s L.,__,me
xvif()*{Slnx-*- in. )

Jim (sine + 1) =1 # £(0).

<
i

it

De méme, on trouve Iim flz) = Hm  (stnz ~ 1)-= ~1 # f(0)

Ainsi f nest pas canzmue en 0 (i Flle n'est méme pas continue & gouche, ni § droite

de 0},

Solution 2.13. -

Puwgme hm flz) =1 et hm Sf(x) =1 e par définition des limites on a :
Pour e, = 1 zts ezistent 4 < 0 et B > 0 tels que

Ye(r < A= [flz) ~ U] < 1) et Ve(z > B =» [f@) 1l <1}

En passant par Uinédgalité |al — b < Jo — b] pour a et b des réels, on a :

Ya(e < A= [fa)f~ I < 1) etVz(z > B = |fz)| - JI| <1)

Bt done

Vale < A= {f(@)] < ]+ 1 et Va(z > B = | f@)} < i + 1)

Comme f est continue, l'image de Vintervalle T = [A, B] est un intervalle de la forme
J=lo, 8] avec o = mf ftyetd —-sup fis).

En posant M = mcm:(i{:v) 1Bl + 1, }I’i +1), on conclut gue

YoeR [f(x)| <

Ce qui signifie que f est une fonction bornde.

Solution_ 2.14,
1) Soit f est une foncéwn continue sur R telle que
Yz, y) e B? ¢+ f@)+ f(y) = flz +y).
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On a F(0) = f{0+0) = f(0) + f(B), donc f(0) = 0 = 0f(1). Et si on suppose que
fln—-1) = (n-1)f(Q1),
dors f(n) = f((n~ 1)+ 1) = fln~1) + f(1) = (n— 1) f(1) + f(1) = nf(1).

Par récurrence on obtient : f(n)=mnf(l) ¥n e N.

Pourk € .., (~k) € N, donc f{—k) = (~k)F{1),

et 0= f(0) = f(k+ (—k)) == fI&) + f{—k) = f(k) + (=K} F(1},
ve qui donne fk) = —(~k)f(1) = kf{1).
Dou vk € B f(k) = kf(1) (k positif ou négatif).
Pourr = 3 avecpe L etge N
g~ fois g fois
fo) = flgry= fr+ - -+r) =f(r) + -+ [(r)=qf(r)-

Comme f(p) = pf(1), on obtient pf(1} = g¢f(r) et par suite f{r) = -’Zf(l} = ¢ f(1}.
Pour z € R, on sail qu’il existe une suite (ry),, d'éléments de@ telle que

lu:u Ty == .
Ty

Comme f est continue, on o !

ngrfmf(rn) = f(n_lj{em "n) = f(x):
sachant que r, € Q et donc flra) = ruf(1),
on écrit que xf{1) = hm ra f(1) = f(=).

Finalement, on crmclut que vz € R f(z) = TF(). _
La fonction f est de la forme f{z) = az {avec a = f(1)}.
Inversement :

Si f est de la forme (z) = az, alovs elle vérific f(z+y) = flz)+ F(y), ¥{z,3) € BZ.

2 P yp?
2) En utilisant la remarque Ty = W,
Uégalité glz +y) = g(x) + ¢{y) + xy devient

2 2}2 —
gz +y) = glz) + 9(y) +zy = g(z) + g{y) + g_ig)_?____zﬁ}
2
E i o) - 2] + o - 5]
2

5 on trouve que f vérifie flz +y) = Flz) + f{y)-

2
Et d'apres {1), on trouve f(x) = az = g(x) - %

¢ce gui donne g(z 4+ y) —

Bn posant f(z) = g(z) ~

ce qui donme g(x)

qui vérifient
Y(z,y) € R?

72
= ag 4 % Cest la forme de toutes les fonctions continues sur IR

: glz+y) = g() + 9(y) + 2y

Solution 2.15. :
On pose g{z) = f{z) — o sur {0,400} La fonction g est bien définie el continue sur
Uintervalle [0, +oof cor déﬁérence de deux fonctions continues.

On a hm g(m) szm (Lf—(;—)—l>=—~m
(cecicafm’lj?m(%m—zwl)=lwl<0).

Par définition des lmites, on e ¢
pour A< 0,3B>0: Vz (x> B=g(x) < A) (+).
En prenant a =0 et b= B + 1 on a les données suivantes
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1) g est continue sur {a,b], ; o
2) gla) = g(0) = F(6) = 0 (f est positive) et g(b) = g{B + 1) < A < 0 {woir (*}).
En utilisent le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit :

. € [, 8] tel que g(m,) = 0 = f(z,) — 3, et done flz,) = z,.

Si on o Uhypothése m}ﬁ; ﬂ;?l < ¢, avee o > 0, on refait lo méme chose avec
=3

g(x) = f(z) — az. Et Uon obtient le résultat
3z, € [0, +oo] tel que flx,) = az,.

Solution 2.16. : §
) Ona iﬁf(x) = &%1 =1.

240 20
2)OnaVyeR, ~1<sny <1 etdoned<sin?y<i.
Par suite, Vo £ 0, 0 < sin’ L < 1 ef donc Yz £ 0, 0 < |zsin®

4 <lal.
Comme lizré u(e) = Iir% v(z) = 0, avec u(z) =0 et v(z) =z,

20 x#G
on en déduit que lim = sin 210
w:;é(}
FPayr suite iiﬁr’x‘x):x:sinz 1 = 4(0) et g esi continue en 0.
z#0

f(a:sm“’g)ml sisin®l £0etx#0
3} Ona{fog)z)= f(g(:z)) =4 F(0)= sisin® I =0etz#0 !
floy= siz=10
L’égalité sin® 1 = 0a lze'a s3ke®R : L= qu et donc z = 2. |
En p:‘emmt les deux smtes ‘ i
(za) = ?{; et (yn) = m; ona ‘
lim g, =0et hm Yn =0

Bt 00 .
.2 - . .
mais lm f (g(:sn}) = Mm _f(znsin®nr) = lim f(0) =

et lim fglya)) = Bm flynsin®@n+1D)F) = lim flya) =1 (cor yu # 0 et
flye) = 1). ,

Par suite fo g n'a pas de limite en 0.

On ¢ deus suites qui convergent vers 0, mais les limites de leurs images sont diffé-
rentes (voir Punicité des limites).

1) La fonction f(z) = est définie et continue sur R”, cor elle est com-

posée et rapport de fonctions continues et définies sur R avec |z} #£ 0.
Pour O on g
1—eo084/]z

e
Quond = tend vers 0 on a aussi y tend vers 0. Ce qui donne
i f(z) = lim 2252Y _ 1
z # 0 ;,-m yz 2

U0

I est donc pmlongeab!e par continuité en O por la fonction

ﬁglgiig.ll_zol?.f
_ l-cosv/fa:—!
Iz}

1 - cosy

en foisant le changement de variable y =

Vil (7 = Jel).
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ooV Loy
Hz) = ]

' gsiz=0
2) Sur R Ia, fonction g(z) = sinwsin 1 est composée et produit de fonctions continues
donc continue.
En U on derit que pour tout = # 0
0< jglz)} < [sinzl|sin}] < [sinz| {car 0 < |sin k] < 1.
Et par suite hm g(:t) 0 (cecz car hm sing =0).

z:;-‘ﬂ m#D
g est done pmlongmble par continuité en 0 par la fonction
Fz) = sm zein I siz#0
siz=0

3) La fonction |1+ 2| est définie ef continue sur R — {1} ot prend des valeurs stric-
tement positives. Donc la fonction In{1 + 2| est définie et continue sur R — {~1} et
por suile lo fonctzon h{x) = sin(z + 1) In{l + 2| est définie et com‘.znue sur R - {~1}.
Bn(~1) on o :
Faisons le changement de varigble y = ¢ + 1. Quand = tend vers' —1 on ay tend vers
0.
Bt lim sin(z+ Dha|l+ o) = lir%sinyln 9l = tim m(y Injyl) =
== 1 v
{ceci car lim Y o et limyln{yt = ().
#Gy

Par suite k est pmiongeabée per continuiid en 0 par la fonction

m{a: +njl+2 gizé -1
h( )= 8 == ~1

Solution 2.18. :

1) Pourz #y ona

@)= fly) =(-<* +22+1) — (-~ Y +1) = (- x3)+2(m v)

=y -2) +yz+2%) ~ 2y~ 7) = (y=2)(1* +yr+22 -~ 2)

Onax>lety>ldoncm’>1y>13tmy>1 '

ce qui donme y? vy + 27 ~223~2=1 et dong % + yz + 2% ~ 2> 0.
Ainei le signe de f(z) — fly) est celui de (y — 3} = —~(z ~ y)
et par suite f est strictement décroissante sur Uintervalle [1, 2] ét donc injective.
(z<y=>0<y—=z= flz}- f{y) > 0= fiz) > f(y)).
2) Ona fQ) = 2 et f{2) = =3, donc f(1) x f(2) < 0. Bn plus [ est continue sur
{1,2] puisqu’elle cst polynomiale.
En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires on obtient l'evistence d'un ¢ € [1,2]
tel gue f(c) =

Comne f est injective, ¢ est unique.

. D't U'égustion f(z) =0 admet une solution unique dans I.

Solution 2.19.: °

1) Etant donné f(m} 423 ~ 3z~ L ona:

F-D) = =3, F-H =1, S0 = -1 et f1) = 3.

2) Ona:

Fl=1) x f(——%) = —% < 0 ¢t f polynomiale done continue sur [~1, ~1].

D’aprés le théoréme des valeurs intermédicires il existe 0y €]—1, —3] tel gue f(e1) =

48

4
£
£

fESERES

Comme f(~ ) x F(0) < 0, on fait le méme raisonnement sur [~$,0], donc il existe
e € 3.0 td?&fﬁf(cz)“'ﬁ
Et de méme sur (0,1, f(0) x (1) <0, f continue sur [0, 1] 4 exisie c3 €]0, 1f tel que
Cz 0.
{é{ms}z Véquation f(z) = 0 admet dans [—1,1] an moz‘ﬂs les trois différentes solutions
¢, ca et oy (—-1«::;-1«(»— <oy <0<eg < 1)
3) Dapres fes formules mgommemques
cosBo = cos{a + 20v) = cosa cos 2o — sin arsin 2o
== (cos ar){2 cos? o — 1) — 2sin” oo o
= 2c08% o~ cosor — 2(1 —~ cos® o) eos o
= 4cos® @ ~ eosa
Dot

cos B = 4 cos® @ — 3 cos .

4} Pour o € [~1,1}, posons a = cosa. Alors

fla) =4a® ~3a -1 =4dcos® o~ 3cosa — } =cosdo - 1
Alnsi Uéguation fla) =0 dguivant @ cosBer — § = 0 ef donc 4

cos 3o = § = cos §.

Por suite 3o = % + 2kr ouBn=~§+%'m avecke L et ¥ € Z.

Et donca =T + 2= ouaw——éwifg%i avecke X et k' € %

En tenant compte de lo parité et ln périodicité de la fonction cosinus on frouve trois
valeurs différentes

@ =008 § oua—cos%" M,a.:ct:)sz‘—a—”l

Ce sont dane les seules solutions de I ‘équation. f(x) =0 dans [-1,1].

Solution_2.20. :

1
Considérons lo fonction f(z) = :cosz - Trof Elle est définie el continue sur
}~1, ool .
On a f(0) = —§ COethEW)xéwm >0

En plus lo fonction f est continue sur [0, 2n]. D'aprés le théoréme des valeurs inter-
médiaires il existe c € [0, 2n] tel gue f(c) = 0.
1

Ainsi Déquation 3 cosz — = (0 a au moins une golution dans M.,

T+ap?

Solution 2.21. :

Posons g{z) = zf{z) ~ ab. Alors

i- ¢ est continue sur |a, b] tor produil et différence de fonctions continues.

i g{o) x g(b) = [af(a) ~ ab] x [pf(b) — abl = ab(f{a) ~ B){f{b} - a).

Comme fla) —b < 0 (cor fla) € [a,b]), f(b) —a >0 (car f(b) & [a,b]) et ab > 0
an en déduit que g(a) % g(b) <0

En passant par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe 2, € {a, b, tel que
g(azo‘) = xo.f(zv) —ab=10.

Et donc il eriste x, € [a,b] tel que 2,f{z,) = ab.

Solution 2.22. :
[ et g étant continues sur Dintervalle [a,b] ef telles que : Vo € 0,8, g(z) < f(a),
Posons h{z) = f(z)—g(x). La fonction h est continue sur o, b -car elle est différence
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de deuz fonctions continues sur [o,b)- et V2 € [a, b], h(x) >0

Daprés le cours h{la, b)) = [m, M| avee m = gr[m}q h{t).
15,

Comme h est confinue, elle afteint ses bornes, done il eziste =, € |0, b} tel que
m == bz} > 0.
Dot (3m € RL), (Ve € {a,b]), m < hiz) = f(x) — g{z) et por suite

(BmeRL), (Vx € {a,b]), flz) 2 gle} +m

Solution 2.23. -

I)§ik=20:

on qurgit f2{x) = 0 et donc f(z) =0 pour fout © € I. f serait la fonction constante

nudle.

Sik#0.

Joit z, € I. Alors f{z,) =k

Pour tout & € I - {x,} on a_aussi f2(x) =k = f*(=,),

et done [£(z,)] = | (@)] =

5i f(z) et flz,) sont de signes différents on aurait d'aprés le théoréme des veleurs

intermédiaires -puisque f est continue sur Pintervalle I-, Deristence de ¢ € I tel que

(&) =0, et done f2(c) = 0 = k. Ce qui est absurde!

Par suite f{z} et f(x,} ont méme signe et |f(x,)] = |F{z)]. Ce gui donne flx,) = fz)

pour tout x € I.

Ainsi [ est bien constante sur I.

2) i Prenons I =[0,1}U1{2, 8] et f définie par f(z) = { L szl
’ ! -1 sixel2

Ona f2(z) =1 et § est continue sans que f soit constante.

(T w'est pas un intervalle)

i~ Prengns I = [~1,1] et f définie par f(z) = { ;

1
3

1 sizel[-10]
stz €0, 1)

On o f3{z) =1 et I est un intervalle sans que f soif constante.

(f n'est pas continue ; tgr(% flty =14 sl_i;zgl_ Fla) = —1).

Par suite, la propriété ne reste pas vrate si I n'est pas un intervalle ou si f n'est pas
continue.

Solytion 2.24. :
Par hypothese, on o lim flz) =a.
4400
Done pour g1 = i__l il eriste A >0 tel que
W>Auw—d<%mq.
Avee T, =24 > A > 0, on a |f(z.) ~al < Li
ce qui domne -—-'i;-i < flag)—a < U, et ensuzte a - U < flee) <+ %‘1
Les deuz réels a — %ﬁi et a+ ‘%t ont le méme signe que a. Par suite fiz,) o le méme

signe que a.
De {a méme fagon

Par hypothése, on a lim  f(z) =
T —0

Done pour gg = Ll il eziste B < D fel que
Vo < B |f(z) - M<J”m
Avec yo = 2B < B <0, on a |f(yo) - b < &,
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ce gui donne —%L < flyo) — b < Bl et ensuite b — 151 < flye) < b+ Lgi.

Les deux réels b ~ %1 et b+ 1? ont le méme signe que b, Por suite fly,) o le méme
signe que b.

Finalement f(x,)f{y,) est du signe de ab gui est négatif,

Par suite 3(x0,90) € R* / f(m5)f(vo) < 0.

2} f élent continue sur B, donc elle est continue sur [o,, y5!.

Comme f{5,)f(y0,) < 0 om en déduit d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires
quil existe ¢ € [0, yo] tel que fc) =

Ce qui signifie que Uéguation f(z) = 0 admet ou moins une solution dons R,

Solytion 2.25. :

Posons h{z) = f(z)— g{x). La fonction h est continue sur Uintervalle [0,1) car diffé-
rence de deuz fonctions continues.

En plus, on a h{B)A(1) = (£(0) — g(0)){F{1) ~ g(1}} done H{0}R(1) < 0.

En utilisant le théoréme des valeurs intermédiadres on obtiend

(3, € 10,1]) / h(z,) = 0= flz,) ~ glzs).

Ce qui donne

(Fro-€ [0,1]) / fzo) = glzs).

Solution  2.26. -

Posons h{z} = f(z)~=. La fonction h est continue sur Uintervalle [0, 1] cor différence
de deuz fonctions continues {la fonction f(x) et glx) = x).

En plus on a h(0) = f{0) et f{0) € [0, 1] done A{D) > 0.

Ei Pon a f{1) € [0,1]. Done f{1) <1, puis h(1) = f(1) ~1 <0

Par suite h(0)h({1) < 0.

En utilisant le théordme des valeurs intermédiaires, on obtnent

(eo € {0,1]) / hlz,) = D Fl@o) ~ %o.

Ce gui donne

(3=, €0, 1) / fles} = %o

Solution 2,27, :
Pour ¢ ;é 0 et ¢ # 1, légalité f(c) = L + L5 est équivalente &

104 - by = 0= selflipaen

Posons hz) = x(z — 1) f(x)} — 2¢ + &.

ln fonction h est continue sur {0,1) puisque les fonctions z, £ — 1, f(z) et =2z +1
soni continues sur {0,1).

Bt en plus, R{OW(1) = (+1)(-1) = ~1 < 0.

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il eziste ¢ 6}0 1 tel que hic) =

Ce gui donne, (3¢ €]0, IQ /S ele~1)fle) — 2c+ I==0.

Puis, (3e €]0, 1)) / emtilatent = froy - 1 Lo = 0
&t finalement )
Geelt, 1)) / flo =4+

Solution 2.28.
[ étant continue sur [a,b), done f{{a, b)) = [m, M],
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aveem = inf f(t) et M = .
t€la.b] £ 32{)@ fie)

Comme ¢ € {a,b], F(c) € f([a,b]} = [m, M], et done m < f(c) < M.
Et de mémem £ fld) < M.

¢
Par suite 2m < fc) + f(d) < 2M, et doncm < W <M.
F étant continue, le théoréme des valeurs intermédigires nous permet de conclure

qu’sl existe @ € [n, b] tel que f{a) = fle) ';“ fld)
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2.4 Exercices supplémentaires

Exercice 2.29.

Trouver toutes les fonctions définies sur R telles que
V(z,g) € R® : [f(2)+F @) =z +yh
Exercice 2.30. :

Trouver les couples de fonetions (f,g) continues sur R et felles que

fz+y) = f(z)+ Floly)
Vz.y) € B, { de+y) =g + o)

Exercice 2.31.

Soit f une fonction définie sur IR ef continue en D telle gue : f{8z) = f(z).
1) Montrer que pour tout entier n € IN et tout € R, f(z) = f(&).

2) En déduire que pour fout z € R, f(z) = f(0) et que [ est constante.

Exercice 2.32, :
On pose A = 3’-*3 et on définit le fonction g,(z) = |z>.
1) Montrer que Yo € R, go(32) = 2g.{z).

2} Sait g une fonction définie sur IR lelle que Yz € R, g{3x) = 2g(z). Vérifier que

g(8z) _ gl)

Yz ¢ R” - = 2L,
gs(32)  galw)

Exercice 2.33.
Calculer lea Bimites susvantes :

Y-l

ixrg z -1
bim Ve+3—-v3x+1
x—+1 Yo~ 1

Hm Y23+ l-g
J,'"‘)"*'m
bm ¥z 4+ zi4l-~mz  oim est un réel

e ]
Exercice 2.34. : *
Calculer leg limites suivantes ©
1} :
lxm Zl-Vi-
2 Yy e AL T -
2)

:eef;m_e/;%i

O Y G
8
lim /v +1~ 7
$4+oo W-.f
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Exercice 2.35. :
Caleuler, lorsgu’elles existent, les limites suivantes :

1} |
i YL TYE tloye -1
w-itoo /g2 4 1 — /22 — 1
2)
1-ginz+cosx
z—+% sing +cosz — 1
2
. - x
i}fg P {aveca € R}
Y in(mz) ()
. sin{nz) — coa{TF
L
5) ‘

. sinz —sin(2)
lim —————E
-1 e* — g%

Exercice 2.36. :
Calculer les limites suivanies :

mv’a2+$2~v’a2w$2
; .
w0 JE T — VIR =

N . .2
. 1 1 . sinz-sm’x
lim z%(cos = — cos® =);  lim —5——e

Tbm 00 T z” 2=3 (3 ~%)

o% a et b sont deur réels fel que b > 0.

Exercice 2.37. :

On considere les intervalles sutvants :

I=]1,2}, J =]3,5), K = [-1,1f et & = [0,2).

1) Donner si possible des exemples de fonctions polymomiales (donc continues) de Uun
de ces intervalles dens Uautre,

2} Peut-on trowver une fonction affine bijective {done continue) entre dewx de ces
intervalles

Exercice 2.38, :

1} On définit sur R* la fonction f par f(z) = cos(L).

Bn utilisant lo définition montrer que f n'admet pas de limite en 0.

2) Soit a € {—1, 1]. Trouver une suite {z,), d’éléments de R” telle que nﬁ&lmzn =

et ugglm fla,) = a.

Exercice 2.39.
Soit f une fonction définie de R dans B péricdique de période T > 0 et telle que
z-liz»x}w Hzy=ko, ko € R.

Monirer que f est constanie.

Exercice 2.40. :
On considére la fonction f donnée par Pezpression §

-0-5»3,—5 - 2tang
cos 2T i

flz)=

1} Déterminer Pensemble des réels appartenant i Uintervalle I = [0, 5] pour lesquels
[ est défnie. :

2) Peut-on prolonger f par continuité o point x, = § ¢

Exercice 2.41. ;
On considére la fonction | donnée par Vexpression

f(z) = E{z)sin(xzx)

1) Etudier lo continuité de la fonction f au point 2, = k (avec k € Z).
2) Monirer que f est continue sur IR.

Exercice 2.42.
Montrer que Uéguotion -a° + 2+ L admet une solution unigue dens lintervalle [1,7].

Exercice 2.43.
Soit f une fonction continue de {intervalle I = [0,1] dans lui méme, v
Moentrer que pour chaque entier n € IN”, il existe o, € [0, 3] tel que f{an) = aZ. ~

Exercice 2.44.
Soit f une fonetion continue sur Vintervalle I = [a,b] et telle gue f(a) = f{b).

- Montrer qu'il existe au moins z, € I tel que f{z,) = flx, + ﬁ‘.-g:‘. .

Exercice 2.45. :
Boit n un entier non nul fne WN*).
Montrer que éguation cosz +cos2z + - -+ +cosnx = [ admet qu moins une solution

dans Pintervalle [0, 7). |

Exercice 2.48. : >

Sotent f et g deux fonctions définies et continues sur . .
On suppose qu'il eviste (a,b) € (R} )? tels que a < b, fla) = a, f(b) = b, g{a) <1 et
a(b) > 1. : S
Montrer quil existe ¢ €la,b] tel que : f{elglc) = ¢

¥

Exercice 2.47. ;

Soit f une fonction continue sur un segment {a,b), avec f(a) # F(b), et u, v dewn
réels strictement positifs fixés,

1) Justifier lo continuité de la fonction g{x) = (u-+v) f{z) — uf(a) — vf(b).

&) Montrer qu'i esiste ¢ €jo,b] tel que f(c) = LA+ o ®,
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Exercice 2.48.

Soit f une fonctwﬂ continue sur un segment [o,b]. Bt soient ml,zg, o
Jixés apparienant & Uintervalle [a, ).

Montrer quiil existe o € [a, } tel que flo =

, Tn n-réels

fa) + fwg) + o+ Flan)

Tt

Exercice 2.49. :
. Soit f une fonction continue sur un segment [a,

b) # @, avec f(a) # 0.
Montrer qu’il existe x, €lo,b] tel que flz,) = ::‘:—:

Exercice 2.50. :
Soit f une fonction continue sur un segment {a,b], aver f(a) < ab, et ¥ < F(b).
Monirer qu’il eziste ¢ €la, bl tel que f(c) =

Exercice 2.51. :
Etudier ln continuité de la fonction f définie de IR dans R par
flz) = E(z) + (e — B(x))*.

Exercice 2.52. :
Dane chacun des cas suivants etudear si la fonetion donnée est prolengeable par conti-
muté sur R -

IICE iyl ;‘QSW

2} g(a:) == C08 £ COS. 1

9) h(z) = cos(zg it + .

Exercice 2.53. :
On considére la fonction numérique & verieble réelle définie par :

@) = { s Ee)

1} Montrer que lo fonction f est continue ¢ dreite de z, = 0.

2) Soit un entier k € IN". Résoudre dans Uintervalle {0, 7] dquation E(2) = k.
On note I, Vensemble des solutions de cefte dquation. '

3).8oit fi la resiriction de ld fonction f & Uensesmble Iy

Déterminer des expressions de fi(z) et de fi_i(x) pour k € IN*.

Etudier la contmmté de f sur Uintervalle {0, 7]

sixFQ
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2.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solution  2.29. :

Caleuler d'abord f(0).

Ezprimer | f{z}| en fonction de {z].

Prendre x et y différenis et non nuls. En supposant gue f(z) et f{y) de signes diffé-
rents monirer gu'on arrive £ =0 ou p =10.

En déduire lo forme de f.

Solution  2.30. :

Verifier que Yy € R fly) = F(0) + flgly)).

Puis en déduire que V(z,7) € R flz + ) — f(y) = flz) — f(0). :
Poser hiz) = f{x) — f{0} et vérifier que h est Linduire. Voir lo solution détedllée de
Pegercice (Ex 14} et donner ensuite Uezpression de [ et de g.

Solution 2.21. :

1) Faire un raisonnement par récurrence pour montrer que pour tout entier n € W'
et tout x € IR Fla) = FLE).

2} Pour z donné, utiliser la continuité de f pour trouver hm f(:m) = ]xm f(a:n)

Ot Tp, = g5

Solution 2.32. : .
1) Foire le coleul directement pour vérifier que go(3z) = 2g,(%).
2) Faire e caleul en remplacant g,.

Solution 2.33. :

Utiliser les technigues vues dans les exercices solutionnés telles que les identités
W — % = (m - (0 4 ur + 62) et u? — vt = (u - v){u + o).

Solution  2.34.
Revoir les solutions détailides.

Seolution 2.35. :
1) Multiplier per les expressions conjuguées ou uliliser les identités pour calculer
Ym vzt +1 -~ v‘::.‘aml .
Lo (5O 1/x§ 41— ‘\/g‘ﬁ =1
2) Utiliser les formules sing = 2sin § cos §, cosz = 2cos® &
1—sing+coszx

2+% SIRE 4 COST - 1

z* —af I(%)x” il zy\x zin & ; .
- =a — et utiliser (2)° = ¢®'"d, Passer ensuile par

la notion de dérivée en posont h(z) = P <

sinf{mx) — cos{%¥) R E u(?} -2
2% - g2 z -~ 2 v{z) ~ v(2}

avec w(x) = sin(wz) ~ cos{ZF) et viz) = 2° — 2? = "2 - 22

Pusser ensuite par lo notion de dérivde.

—1=1-—2sin? £ pour

3) Tramsformer

4) Ecrire que
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5) Utiliser les mémes indications gque les précédentes avec w(z) = sinz — cos(L) et
u(x) = €% — €3 en séparant les cas  — 11 etz — 17,

. Les questions ot lon utilise la dérivée, sont i faire aprés le chapitre sur la notion de
dérivée. '

Solution 2.36. :

Pour la premiére limite multiplier par les expressions conjuguées.
Pour la deuzieme foire le changement de variable z = % et utiliser lin%) 1—‘—5?5‘—‘ = %
U—t!

Pour la troisiéme faire le changement de varigble v = § ~ ¢ et passer par
lim l-cosn 1 -
us ¥ 2

Solution  2.37. :

1} Sachant qu'une fonetion affine est de la forme f(z) = ax +b.

Trouver u et b tels que f(1) = 2 et f(2) =4 {ceci pour avoir f(I) =]2,4{C J). Cette
Jonction sera continue de I dans J.

Faire de méme pour les autres.

2) 8i f est affine f(z) =oaz+p ona

FI) =1, F@) sia >0 et (1) =IF(2), F1)] sia <0,

De meme f(J) =1f(3), f(5)] si o >0 f(J) = [£(5), fB3)] si o < 0.

La seule possibilité d’avoir une bijection est entre J et K (en reison de la forme de
JetK)

Solution 2.38. :
Revoir la solution détaillée de l'ezercice (3).

Solution 2.39. :
Revoir la solution détaillée de Uexercice (4).

Solution  2.40. :
1) f est définie sur I = {0, %] sicosz # 0, tanz définie ef cos2z # 0. Doncz # % et
2z # §.

2) Utiliser o~ = 1+ tan® ¢ et cos 2z = cos® ¢ — sin

2z = cos” z(1 ~ tan? ) pour

1 n t.
) . . —=%— ~2tanz
déterminer lim %
T+ % cos 2z

Solution_ 2.41. :
1) Calculer 1i.l:£1+ flz) et ﬁl{l flz).
T z—th—
2) Utiliser (1) et passer par le fait que la fonction E{x) est continue en tout ¢ # k
(pour tout k & Z).

Solution 2.42. :

[Htiliser le théoréme des valeurs intermédiaires pour lexistence d'une solution avec
glz) =z +z+1.

En étudiant le signe de la dérivée vérifier Uunicité.

Ou vérifier que si ¢ # y deus réels de {1,2] Pégalité 0= ~2¥ +a+ 1= - +y+1
donnergit £ + zy 4+ y? = 1 ce qui est four vu que x > 1 ety > 1.
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Solution 2.43. :
Pour chaque entier n € N considérer la fonction h,(z) = f(z) — 2,
Utiliser ensuite le théoréme des valeurs intermédigires.

Solution_ 2.44. :

Considérer lo fonction h(x) = f(z) ~ flz + 223 pour tout 1 € [a, bty
Utiliser ensuite le théoréme des valeurs intermédiaires.

Solution_ 2.45. :
Pour n € IN* donné, conaidérer f{z) = cosz + cos2z + - - + cos na.
fm=(=) 414+ (~1)r={ 0 sinpar
. . i ) -1 sinimpair
S‘t n pair lo réponse est immédiate. Sin est impaire utiliser le théovéme des valeurs
intermédiaires sur [0, 7} aprés calewl de £(0).

Sclution 2.48. :
Considérer la fonction h(z) = f(x)g(x) = z swr Vintervalle {a,b].

ffufiier les signes de h{a) et h(b). Utiliser ensuite le théoréme des valeurs iﬁtermé—
iaires.

Solution 2.47. :

1) Utflz"ser le fait que g{z) = af(x) + B, (& et B constantes et § continue).
2) Vérifier que g(a)g(b) < 0. Utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires sur {a, b).

Solution 2.48. :
En posant m = ipf t M= s i
, Ell[i‘ll . f(s) et M t:;;))bl JF(t), vérifier que

< 1@) + f@a) + -+ f(ra)

<M.

N 1 . n -
Utiliser ensuite le théoréme des valeurs intermédiaires sur fa, .
Splution 2.49. : .

Cct'n:sidérer la fonction h(z) = (b — x)f(z) + (a - z)f(a) sur [a, b.
Veérifier que h{a)h(b) < O et que h est continue sur [a,b], puis utiliser le théoreme des
valeurs intermédiaires. »

Solution 2.50. :

_C'Dnsidt’irer la fonction h(z) = f(z) — bx. Passer ensuite par le théoréme des valeurs
mtermédiaires sur |a,b).

Solytion_ 2.51. : ‘
Justifier la continuité sur R, — %. !

Pourg, =k ¢ Z, vérifier que lim+ flz)= lm f(2)=az,.

Tz g TTg
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Solution 2.52. )

1) Vérifier que f esi poire et justifier la continuité sur J0, +oof.

Caleuler l_ijg+ Flz) en faisant le changement de variable z = u?.
*

2} Vérifier que g est paire et justifier le continuité sur }0,+o0.
Choisir par ezemple £, = zh- et gy = 5;‘;1;%
Vérifier que lim o= Bm g, =0et lim g(za)# Hm g(gn)-

Conclure que g n's pas de limite en 0.

3) Justifier lo continuité de b sur } — 0o, ~1{U] — 1, +o0l.

Faire le changement de voriable u = z + 1 (donc x© = u — 1), puis calculer
lim A(z) = lim sin Sulnly]. :

L} w40

Solution 2.53. :

© 1) Pourx > 0 utiliser Uinégalité 2 < E(2) < L +1 et done n S 2B(Z) <7 +x.

Déduire ensuite lim zE(Z).

S bt

2) Pour k & IN*, trodutre E(%) = k par k < % < k-+ 1 pour avoir Iy =|3%;, 3]

3) Pour x € Iy, fr(z) = sin(kz), et pour 2 € Iy, fi-1(x) = sin{(k — 1)z).

- ' +00

Ecrire ensuite que [0,7] = {0} U { J Ik), et étudier lo continuité en chague § pour
kel

ke IN",

T

BPY ST O A Mot

re-
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Chapitre 3

Dérivation d’une fonction de IR
dans R

3.1 Rappels de cours

Dans ce chapitre, I désigne un intervalle non vide de R, & bornes finles ou non.

Définitions

Défigition 3.1. Soit f une fonction définie de I dans B.

flz) - fla)

Fed

o [ est dite dériveble en un point o de I lorsque la Bmite  lim
xé?i?a}
existe dons IR.
Cetle limite est alors appelée lo dérivée de f en a, ef est notée f'(a).

» f est dite dérivable ¢ droite (resp. & gauche) en o lorsgue lim+ W
' 21 {a)
{resp. lim M } existe dans .
xgi—“{wa} Toa

Cette limite lorsqu'elle existe est notée fi(a) (resp. fyla)).
»

» 5i A est une partie de I, on dit gue f est dérivable sur A quand elle est dérivable
en tout poini de A.

* La fonction qui d x associe f'{x) est la fonction dérivée de f. Elle est définie
sur une partie de [.

Remarque 8.1. Lg fonction dérivée de f est aussi notée % ou Df.
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Propriétés

Théoréme 3.1. Pour un point a € I vérifiant 3a > G fel que Ja — o,a + a|C I, on
a les éguivalences : :

1. f est dérivable en a <= f est dérivable & droite ef & gauche en a et
fola) = fila).
2. [ est dérivable en a <= il ewiste une fonction o définie sur I et continue en
o telle que pour fout x € I, flz) = f(a) + (z — a)p(x).
3. f est dérivable en a < i existe un réel A ef une fonction ¢ définde sur I et
continue en ¢ ¢t nulle en o tels que,
pour towt 3 € I, flz) = fa) + (z —a)A + (z — a)e(z).
Et alors A= f'{a).
Théoréme 3.2. Ftant donndes f et g deus fonctions défindes sur I et dérivables en
a et un réel A, alors
» f est continue en a.
s lo fonction f 4 g est dérivable en o et (f + ) (a) = f'{a) + ¢'(a).
s Lo fonction Af est dérivable en a et {Af)'{a) = A f'(a}.
s Lo fonction fg est dérivable en a ef (fg) (u) = f'(a)g(a) + Fla)y'(a).
» 55 f ne s'annule pas sur Vintervalle la — o, a + oof tsf(qz;e la—a,a+afc I, alors
fla
{(F{a))*
» 5i f est continue et siricterment monolone de I dans J = f{I} et si fi{a) £ G,
alors [ ’applicatiori réciprogue f~ esi dérivable en b= f(a)
—1yF e e
et (-f ) (é) - f’(a} g
» 9i h est ddfinie sur un intervalle U contenant f(I} et dérivable en'c = fla)
alors ho f est dérivable en a et (ho fY{a) = f'{a) x (A o f}{a).

la fonction «j; est dérivable en a et {%)’(a} =

Dértvées successives

Définition 3.2, i) On définit par récurrence la dérivée n®™ de §, notée ™, par
) = f et pour tout n g IN*, fiaFD) = (fm)y,

i) On dit que f est de classe D™ sur I, si toutes les dérivdes fP) emistent et sont
définies sur I pourp € {0,1,--- ,n}.

i) On dit que f est de classe C* sur I, si toutes les dérivées FP) evistent et sont
définies et continues sur I pour p€ {0,1,--- ,n}.

i) On dit que f est de classe C° sur l, st § est de classe C™ sur ] pour toutn € N.
Form ibnitz

Soit n € WN. Si f et g sont deux fonctions de classe D™ sur I, alors la fonction fg est
de clagse D" sur [. Et 'on a dans cs cas )

. n
(7)™ =3 CLfWgn®
k=0
Composée de fonctions de classe C®
Soit f et h deux fonctions de classe C™ sur J et J respectivement, avec f{I} C J, alors
ho f est de classe C" sur ],
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3.2 Enoncés des exercices

Exercice 3.1. : T e

Etudier la dérivabilité 4 droite, la dérivadilité & gauche et la dévivabilité des fo%zctz‘éns‘ i

suivontes : A :

1) La fonction f définie par 1 * B —F R '
Fomerr = 5 5 jay=lot <4

g i R —— R :

= o dw={ ] 5278

2} La fonction g définie par

Exercice 3.2, :
Etudier lo dérivabilité puis calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1) f(z) = /sl + /Ia]

2) g(z) = In{z + V23 + 1)
3) hz) = (z*)*

1) o) =2

Exercice 3.3,
On _considere la fonction numérique définie por

{ f@)=afsind sinf0

flBy=0 -

~ 1) Montrer gue la fonction définie pour & # 0 par g(z) = cos 1 n'admet pas de
limite em 1, = 0. b

~ 2) Montrer que la fonction f est continue en 3, = 0.

~~ 8) Montrer gue lo fonction f est dérivable en T, > 0 et en fout 3 3£ 0.

=7 4) Montrer que lo fonction f', dérivée de f sur IR, est continue sur IR® mais
- ne Pest pas en x, == 0.

Exercice 3.4.
Soi | lxlfsind: siz#0
oit o € R. On pose f(z) = 0 z 7 0
513 =
1) Pour guelles valeurs de a la fonction f est continue sur R ¢
2) Pour quelles valeurs de o la fonction f est dérivable sur B ?

8) Pour guelles valeurs de a la fonction f est deux fois dérivables sur R ¢

Exercice 8.5, :
Soit f:[0,1] ~+ R, dérivable et telle que f(0) = f(1). On définit lapplication g par
g : [0, -+ R
2x 510
T —3 g(w):{ﬁ?x)wl) i d
1} Montrer que g est continue.
%) A quelle condition g est dérivable ¢

»

i
2
1

Lzs
<zr<X1l

Exercice 3.6. ;
Calouler les dérivées des fonctions suivantes {0t la variable est notée x) :
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= 1 . itztr? xercice 3.13.
a) f(z) [ b) glz} =/ {EEHE %{f{rn;;dém la fonctwn J(xy =T 22
. Donner Uensemble de définition de [ el étudier se dérivabilité.
€) h(z) = In Lthlenz dY k{z) = Injn{nz 3 1) d
- e batine)] 2} Caleuler pouwr z €} - 1,1} u{z) =1 -z E;\/l - z?
Haz) = exmbribainbs ax 3
91 , e K () = lwfc"‘gg—\fi-—r? et w(z)=+1l-z a%g\/l~m2.

Exercice 3.7. :

On considére lo fonction définie por f(z) = 23 + ¢ powr tout z € R, evorcice 5.14. ¢
Sotent o et b dens nombres réels, En dérivant n-fois la relation el0thr = gong

L. Montrer que la fonction f odmet une fonction rériprogue h o vetrouner o formule du bindme de Newton.
2. Preéciser la parité de h, so monotonie ef donner son tableau de variation.

bx
$

Exercice 3.15. :
3. Montrer que : Yz € R, hiz) < =. 3 On définit la fonction numérique | por :
)
Déte i ‘ b e sz #D
4. rminer la limite ; z}irfm ggf;; Flz)y= { 0 siz=0
5. Montrer que la fonction h est dérivable sur R, . 1) Vérifier que [ est dérivable sur R.
6. Caleuler 1'(2). ‘ : . 2) Caleuler sa dérivée f* et montrer qu'elle est continue sur IR,
8) Calevler sa dérivde seconde f” et montrer qu’elle est continue sur IR.
Exercice 3.8, : i 4) Montrer par récurrence surn € IN que si x £ 0, fU(z) est de la forme
. 1
1} Montrer que la dérivée de | ‘npplication f{z) = cosz ~ 1 + 5; esl une application . Fol ) = Py (z)e = 0t By est un polymbme de degré 3n.
croissante. o 5) En déduire que f est de classe £ gur R.
2) En déduire que : (Yz € R) cmm 21~ -3
: Exercice 3.16.
8} Montrer que : (Vr ¢ Ry) &~ " < sing <z

Pour n € IN*, on pose
Exercice 3.9. : '
Soient a et b deux réels pos:tzfs On considere la fonetion f & variable réelle,
déﬁme por flz) = ¢ + & + 2 — 3ghs.
1)} Btudier les voriations de f.
2} En déduire que pour tous réels a, b et ¢ de B, :

. ¢ R — R X
g 2 e et gn = (f)?.

Eaprimer gn4a en fonction de gn. et g),. En déduire gue

{n) s (1) —n-i —}.
a® + 5% 4 > Babe. (fa)M ()= (~1)"2 e

Exercice 3.17. :

Exercice 3.10. :

dn
Caleuler f™)(z) : ; ‘ L Pour n € N, on pose Hu(z) = {hl}nef@;e-x“,
1) pourn =0,1,2,3 et 4 et f(z) = cosz; 1} Caleuler H,(z) pour n=0,1,2,3,4 et 5.
2) pour f(.c) =e"% etneN. ' g 2) Muonirer que H;{:c} = 2zHu(2) — Hopa{2), YRe N,

3} Montrer que  H.(z) = 2nH,..{z), ¥ne N,
‘ Elimi.gg 3 11. ! » 4] En déduire que H”(:c) -3 2zH] (2} +2n}z’n(m) 0, ¥n e IN.
Soitn e N, C’alc*u&e?j la o‘-em:ee d’ordre 1 des fonctions suivantes ; Ei que (22 — £) Hu(z) = 20H,(2) ~ HL(x) = Hyoq(2)

1) [(z) = e*sinz. et 25 H, () = H, 1(3:) + 2nHn1(z), Vri € .
2} 9(z) = e”2” pour p € ", " "

3} h{z) = z* comz pour k€ IN", Exercice 3.18. : :

1) Préciser quelles sont les applications f définies, continues et dérivables sur IR telles
Exercice 3.12. : ' _ ‘ que
Coleuler les démvées n®ME Ges fonctions suivantes - Viz,y) e R? : f@}f(y)— flay) =z +y.
1) flg) = m . 5 2) Preciser quelles sont les applicationa g définies, continues ct dérivables sur R telles
2) 9(z) = Jue a
3) h(z) = '(—r:m V(z,y) e R* : gle+y)—glz—y) = 4oy,
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3.3 Solutions détaillées des exercices

Solution 3.1. :
:v -4 siu Ef 00, 2} U2, +oof
1) On a f(z) = -z? sizei-2,2

Sur]—oo, ~—2{U]2, +s:>o{ et sur}—2,2| la forction f est dériveble car c'est un polyndme
sur chacun de ces intervolles (en passant par les théorémes du cours).

Le probléme c'est ent, = 2 et en ;;3 w2
o f@-re) . @4 -0
Dn axlul-g'l"' £ 2 “xl—{}rg*' -2 “xllrm*$+2 4_fd( )
4
et 1113 L.fvj_ﬂ = hm ~(z+2) =—4=f(2)
Lwr ™

S est done déﬂ‘aable & érozte avee f4(2} = 4 et dérivable & gauche avee f(2) = —4,
mais n'est pas dérivable en ©, = 2 puisque 4 % —4.
On obtient la méme chose avec fi(—2) =4 et fo{—2) = ~4.

2) Sur ]~ 0o, 0[UI0, +oo[ la fonetion g est dérivable car c'est un polynéme sur chacun
des intervalles | - 00, 0| et J0, +ool.

Pour § la fonction g est définie par une ouire expression, On utilise lo définition pour
étudier la dérivée.

On a done lim sz i r-
20t 20

et de méme lim M = 00,
=)™

~
La fonction g n'est pas démvabie & droite de 0, ni & gauche de (1. Bt donc non dérivable
en Q.

Solution 3.2. :

1) La fonction u(z) = |z| est continue et dérivable sur | — oo, 0UJ0, +oo|, done
v{z) = |z| + /|2 est continue et dérivable sur | — oo, 0[U}0, +o0l. Et par suite f(z)
est continue ef dérivable sur | — 0o, 0{UJ0, +oo (car composée ot somme de fonciions
dérivables sur | — oo, B[U]0, +oo).

Bt Pona
(/I f o

o F@ =10 (V/z+ /5)

2-+0+ z—-U m-;m x-w-l' z

. 1 1
= lim e g = +00.
w0t { T &x

Ainsi f n'est pas dériveble & droite en 0. Done non dérivable en 0.
Pour caleuler lo dérivée enx # 0 on a

Siz >0, dors  f(z)=/u(z) ot v(:c) =+ /T et vz} =1+ ‘é’j’",f;
et [y = v'(z) - 2\/— 2z +1
2+/u(x) T2 VI Azt s
Siz <0, alors f(:l?) .8 /u(x) of u(aj) = e \/*“*_:C et u'(z) = ~1 - 2\/1,:5
-1 ,
roy - SEFE_ -aTEoL
N AN S AR VL e
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2) La fonction g{z) = In{x + V22 £ 1) est une composée de fonetions. On fait le
rawgonnement suivant :

D’abord, In fonction u(x) = 2 + 1 est un polynéme, donc dérivable sur R.

On compose avec la fonction racine qui est continue et dérivable sur 0, +<:o Comme
u(z) > 1, on o w(z) €]0,+oof ¥z € M et par sutie v(z) = \/11@31) 1 est
dérivable en tout z € R.

Et donc lo fonciion w(z) = z -+ v{®) = g 4 V2% + 1 est dérivable syr R {somme du
polynéme x et de v(z) ).

Remarguons ensuite que :

z20=w@)>z+121>0

etz < 0 = w(x) >s:+\/:§§=w+|x{n:cw:c=0.

Ce qui donne w(x) >0, vz ¢ R. ’

Comume la fonction In(t) est dérivable en tout £ > 0, on en déduit que la composée
In{w(x}) = In(x + V12 + 1) est définie, continue et dérivable sur R.

Finalement la fonction g{z) est dérivable sur IR tout entier.

Et Pon éerit que ,
= (n(w(a)) = 22 ) ”E’xﬁ‘”)
i AT o1
¥’ w\%}ﬁﬁ +x _ * im
V22 + 122 + 1+ ) Va1

8} Par définition de lo fonction puissance, on o @ o = ¢"™6 ¢f done

. h(z) (za;)z > exln(z”) = SJS(J:IIU:} o g 2z

La fonction u(z) = Inx est définie, continue et dérivable en tout = > 0. On multiplie
par le polyndme v(z) = * qui est dérivable sur R, done w(z) = 22 Inx est dérivable
en lout x > 0.

On compose avec lo fonction exponentielle qui est dérivable sur R.

On obtient h(z) = e¥'®) qui est done dérivable en tout z > Q.

Finalement la fonction h(x) est définde, continue ef dérivable sur 16, +oof.

Et pour tout = €]0, +oxf, :

K (z) = w'(a:)e’”(’) = (22 Inx + 22 l)emaim: = m(2lnx + 1)3..1 nz

On peut méme éerire que h'(z) = z(2lnz + 1)z* = (2lnz + D+

4) De méme k(z) = o*) = eETIRs w (e lns 4y déﬁme contmue ot démvable
sur J0, +oof comme compasec’ des fonction suiwantes : T
posons u(t) = Int, v(s) = e*, w(z) = z, donc k s'éerit ’
k(z) = v (v (w{z)u(z)) u(z)) comme composée ef produts de fonctions dérivables sur
0, +oaf.

Et pour tout x €]0,-+00]

K(z) = (™) nz) el e = {(e*®) Inz + * % (Inx)') 2(=")

{lng + 1)e* " In=x 4 e”’”;) 2= = {(lnz+1)lnz+ 1) 7o 720D

i

i

] = ¥ 4
{lhz+V)nz+ :), ghn =" (2%

Solution 3.3.

= ({lnz+ lnz+ 1) 77zts)

— 1) Lo fonction g(x) = cos * n'admei pas de limite.en 0 car les
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deus suites de termes générout Ty = = el y, = ?‘:%;ﬁ
Mats*ﬂkxfwg(xn) =1 et N kl}}ocg(y,.} = O sont différenies.
- 2) D’aprés la majoration [z%sin 2| < z? et le résuitat lim 2° = 0,

=
20

ont pour Hmite Q.

it gier b e ) e

on a l{ino:r sinz =0= f(0).
z%0

Ce qui assure lo continuité en 0.

~ 3} Enge=0ona:
' 23 1

him SO SO T inrsin =0
ERM &£ - 238 & @D
Tzl A0 =FD

{(d'aprés lo majoration jzsin 1} < |z]).

Ainst f est dériveble en 0 et f'{0) =0

Comme f est dérivable sur R* -{car composée de fonctions dérivables sur R* )-
f est alors dérivable sur R.

-~ 4} Pourz #0,
F(z) = (z?sin &) = 2asin § + 2 (~Jcos ’) =2zsinl —cosl
on g vu que zsin ¢ tend vere 0 et que cos l r’a pas de lzmzie quand x tend vers
Q. Par suite | ’(s) n's pas de limite en 0 et donc ' n'est pus continue en 0.

Solution 3.4. :

Notons les fanctz’ons sutvanies :

ul(®) = |t}%, v(s) = % et wlg) = sing.

La fonetion f sécrit Hx) = ulz) x wlez)}.

v est définie et continue sur M* & veleurs dans M. w est définie et continue sur R,
donc is compogée w(v(x)} est définie ef continue sur R*.

Lua fonction u(z) = |#|* étant définie et continug sur R*, donc le produit donne f(z)
qui est conlinue pur IR*.

It nous reste & étudier la conitinuite en 0 :

1" casa > 0
On sait gue Ve # 0, lsm"[(l
ce qui donne ¥x # 0, ff(az = |lz}*sin 1] < [af®.

Comme lim [#]* = 0, on obtient Jim Flz) = 0= f(0). Ainsi f est continue en 0 of
par amtr rrmtmue sur R.

e8ME Lon 0w

Yz # 0 flz) =sini

On gait que cetie fonction n'a pes de Kmite en 0.

Done f n'est pas continue en 0.

FME pug ¢ < 0
Lo fonction |z}* =
en(.”

Par suite f{x) nla pas de izmzte en 0.

Finalement :

I oest contmue sur M g el seulement sia > 0.

2) Puisque f n'est continue sur R que pour a > 0, pour la dérivabilité sur R on
étudie seulement les cas a > 0.

Sur ] — o0, 0[U10, +-cof la fonction f est dérivable sans probléme car produit et compo-
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%—13,—3 tend vers +oc0 quand x tend vers U ef Sin-}: wa pas de limite -

i

sée de fonctions dérivables sur B
En xo =0, on érit

S
Lim f(t) - f((]} = lim 151“5}1} Z 0 — hmta«i gin l
1—40 t - 0 P ] — {) [ 2]
w31 >0 o3
1*’*" eas @ > 1 o
Ona:vt>0, 0|t* 1&1n1|<t°“1 (carlsm fgletD<t??)
Comme lim#%~! = 0, on o qussi lin t*lsinl = 0
50 &1
t g
Par suite hm I ) f( ) = {

(}
et f est denﬂabfe & drm.te en I, = 0.

De la méme fagon on obtient ltm})m-—-l——-j——}- = [}, donc f est dérivable & gauche en
<0

Lo =1

Aingi [ est dérivabie en 0 ef f/{0) =

On conclut gue f est dérivable sur ]R

EME pgs g = 1 ou0<a<1

1
A couse de la fonction sm gui n'a pos de limite en 0 et de lo fonction 1271 =

ti-ea

qui tend vers H mﬁm en 0 lorsque f<a<i,

lo. imite !nn o= o) mt* s 1 wexiste pas et done f nlest pas dérivable en
iy - N "t

0’ . ’ .
Finalement on a : f est dérivable sur IR st ef geulement st > 1.

) Pour éiudier la dérivabilité deus fois, f doit d’abord étre dérivable une fois. On
doit donc travailler avec @ > 1.
D'abord on o ' (x) est donnée par

az®tsin &+ zr“(-w 2)ycosl = ax“"‘ sind ~a°"2cos} siz>0
flry=1 = -a(—x}“ lsin - (wm)“ 2 eos L sz <
f'(ﬁf st =10

On aqura donc

o f’(t) 1) _ gy 1O =10)

e b smo
f 241 0 £>0

et donc f’ "0) =0 {cecien passam: pa.r les majorations

laz®*sin 1| < jaz®t et ja*Zeos L] < |2° ~%),

ghme | <0 <2

Ia fonction "% cos 2 i g pas de Limite en 0 ef donc f n'est pas dériveble en 0.
Comme ' est dérivable suns probléme sur R”, on conclut que :

F est dérivable deu fois sur IR si et seulement sia>2.

Solution  3.5. :

1} Notons u[’_ﬂ‘) 2x et v(a:) 2% — 1. La fonction u est continue sur R, done conti-
nue sur [0, 3] avee u{{0, 1) = [0,1]. Comme f est continve sur 10,1, gl=) = flulx))
est continue sur [0, 5.

Por un raisonnement semblable g{a) = f(v(x)} est continue sur 13,1

EBrnz,=% ona:
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lim g{z)= lm f(22)= f{1)=g( : Remarque :
. ¢ P (22) = (1) = 9l3) g est dérivable sur R puisque les deus polyndmes 1~z + 3% et 14z +2* ne s'annulent

et lix; g(z) = ﬁ?_ f(2x—1) = f{0) : jamats sur IR {leurs discriminants sont négatifs).
E o d Ao
ceci car f eat continue en O ef en 1. a+btanz ibtanz _ 5(%)
L’hypothese f(0) = f{1) nous permet d’éorire que ¢) On a hfz) =1n a-btanz Inu(z) avee u(w) = :“b:":” = t_(ET
lim g(z)= lm_g(z)= g(3)- Comme ,
”A_"i i =% . ‘ ’ () = §'(z)t(z) — s{z)t'(z) _ {1+ tan’ r)(a — btang) ~ (a + btanz)(~b(1 + tan’ z))
insi g est continue en 5 6l per suile continue sur [0, 1]. : (t(z))? {o—btanz)?
20b(1 + tan? x)
2) g est dérivable sur [0, 1] et sur |4,1] car composée de fonczﬁwm dérivables {raison- = “(a—btanm)?
nement zdentzque & {1}). On awra done
Enz,=4% ona: . 2ab(1 + tan® 2
_ogle)-g(3) . f(2x) - f(l) L (2) = £(1) w(z) _ (a—btanz)?
lim 2L T PRSI A Wiz) =
sd-  T—3 x_:? z-1 m__)r%n_ Y (&) = u(x) a+ btanz
- gu).«jag , ’ a ~btanz
2 lim =2/,(1). _ 2ab(1 +tan’z) o~ btans
lm 2)-9E) o F@z-1)-1(8) _ f(gf*? 1) - f{0) ‘ (a—btanz)? ~ a+btanz’
z-f?"” zljfgn- 3 $‘+w+ 2z -1 i Do 2ab{1 + tan? =) Zab(1 2
=9 Hin iu;»'«}"(ﬂ! Zf’( ) ; h’{u"}}m ( + tan :If) - ( -+ tan 37).

w0+
Puisque f est dérivable en 0 et en 1, g est dérivable & gouche de I avec gg( D=y Fo (1)
et aussi dérivable & droite de 3 avec gi(3) = 27,(0). »

{a-—-btanz)(a+btanz) a2 — btan’z
¢) On ¢ k(z) = In{ln (lnz)] = ln u ) avee u(z) = Inv(z) = In(lnz) et v(z) = lnz.
{C

. 1
Pour que g soit dérivable en z i nous faut F3(1) = Fi{0) (la dérivée & gauche de f : Comme v/(z) = —, on e u'(z) = ( Yy Tl
en 1 doit étre gale & ln dérivée & droite de f en 0). 4 1 o we

et H(Z) w (3:) - :331112, -

Solution 3.6. : u(z)  in{lnz)

Dod
;;}) On o [(%) = pympay = u(@)(z) aver u(z) = (a +a)™™ et v(z) = (b4a) " . : F(z) = — 1
one ‘ z{lnz){lnl{inz))
(@) = w(z)o(z)tu(z)o'(z) = (~mle+z)"™ ) (b+2) "+ (atz) (—n(b+e) 1)
E [~ wm(&+m) nla+ o)l (o +z)"™ b+ )~ 1). e) On o l(z) = aéoamf!:::;}:lnbz o = ylrv(s) avec u(:r) = sselpihoinby g4
‘o5 : az
oy _ —mlbta)-nletrz) vlw) = e b 2
fiz) = {a+ayHi(p 4 mrrr POUTtout #-aetz#E b Comme u'(z) = absm;x:;; Y v'(z) = ae®®,
on g
b) On g glz) = /B2 o /ulz) avee u(z) = i +i ::: ‘82 tEm; P(z) =u'(zhu(z) + uz)/(z) = “”O‘ef)smbza: + bzcosb:cew acos [l::: ;{: z:m bxﬁem
sy =1+a+2° et t(z) = 1 — o+ 2% < : _ [zabsinte + ¥ cosbe azmb§+abﬁnbm o=
, szt (z) — a(2)t' (= 14+ 22l =z +22) ~ {1 ) (— ; a® + b a? + b
Commeu'(2) = { )((s){x))"(’ J(z) (+20)(l-c (fjxi;é;'*"w )1 +22) _ [ —absinbx + b cos br + a? cos e + absinbx e
22t 1wg Do h a? + b ‘
= CIV I T 273 o
o a (1—z+a?) 1(1 z +27%) ¥{z) = " cosba. :
-

Solution 3.7. :

— 1} La fonctioh Flz) = a® + & est un polyndme donc continue et dérivable sur

A S
- u'(z) b (1-z+ m3)2
g{z) 5 Tule) 2\/%

Dot

Et Pon o f'{z) = 3% +1 qui est striclement positive,
Puar suite [ est une fonction strictement croissante et continue. D'aprés les

12 [1—z+2?

(1 -2+ z2)? Vl+x+$2
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théorémes du cours, f est une bijection de R dans FR)
ot f(IR) =] lim_ F®), Hm f(s){=] ~ oo, +oo[= R.

Ainsi la fonction f admet une réciproque natée b définie de R dans R.

- 2} Glr’; gpourtomt z€ R, f(-2)=-2~z=—(2¥+2)= —f(2). f est alors
tmpatre ef 36 réciprogue est auss: impaire. :
En effet
Pourtoutz e R ‘
h(-z) =h(~f(2)) avecz= f2) & h{z) =2
=h(f(~2)) cor fimpaire
= g car (ho f){t) =1t
= ~h{zx) cor z = h(x)
d'ot pour tout z € R, A(~z) = ~h{z) et done h est tmpaire.

On sait que h o {s méme monotonie que . Donc h est strictement croissante
gt .

J}i&l‘w his) =400 et JimA(f) = oo,

— 8) Or a pour tout z € Ry, f@)=2P 4222

Et’dan‘c‘pour tout € Ry flhiz)) > h(z) (z 2 0 = {z) > h{0) = ¢
.puisqué b croissante),

_Ce qui donne pour toutz € My = > h(z)
— 4) Pour tout z € R*, f(h(:c))lm z et done (h(z))® + Alz) =2

., T
ce-qui donne e o | o "

@R T haye
On passe & la Brite en dorivant que

lim (_W)z b (14— Y o1y G L o
st \ @@ ) =P\ ) = L e =
cect cor lim A(z) = oo,

Eeh 00
Doit le résuliat
B e = 1
atoo B3(z)
o 5)1 Puisque f est dérivable sur R ef ne s’annule Jamais (f’(é) = 3z? £ 1 #
-0 Yz e R), alory sa réciproque b est qussi dérivable sur J{R) =R.

-~ () D'aprés Ie;s résultats sur lo dérivée de o réciprogue, on a

. 1
pour tout z € R, W(z) = —eee,
@)= FitEn
Pourz = 2, R(2) = i
TR RO = wrm)
comme f(1) =2 donnk 1 = h(2), on obtient
H(2) = o =

4
Solution 3.8, : ‘
1) La dérivée de Vapplication f(z) = cosz—1+ &

\ _ ;
- dér _ 5 est donnde par f'(z) = —sing + 2.
La dérivde de cette dérivée est (f')'(z) = f'(x) = —cos+1 gui est donc positive
puisgue e <1 Yz g R.

Par suite Papplication f'(z) est croissante sur .
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2} D'aprés (1), pour tout 2 > 0, f'(x) > f(0) avee f'(0) =0.
Ce qui assure gue [ est ervissanie sur R, {sa dérivée dtant positive).
Bt done pour tout x 2 0, on o flz) > F(0) > 0.
En plus pour tout z € R, (—z) € By ef f(—z) = f(z) avec f(—z) = 0.
DouvVr e R, f{z)=cosz -1+ 3’;— > (. Et par suite
o
¥r e R, cosz 21— oa

3) En posont glx) =sinx —x + 3563, sa dérivée donne

g{z)=rcosz—1+ 5;4 = f{z).

Comme [ est positive, en particulier sur IR.,., ¢ est croissante sur B, E¥ donc
vr € Ry, g(x)=sinz:—m+%3~2g(ﬂ}m0.

(’est & dive : Vo € R, z % <sing.

Et d'aprés (1] on o vu gue f'{x) = 2 —sinz est croissunte sur IR, done sur Ry
Et done pour tout z € By, fi(z) =z ~sinz > f(0) =0,

Finalement

w

¥z e Ry) - <snz <z

Solution  3.9.

1} Dérivons la fonction f{r) = a® + b* + o — Babx, on trovee f'(2) = 32% — B0b =
3(a® — ab). Comme a et b sont deus réels positifs, f'(x) est négative sur Uintervulle
[~vab, Vab] et positive sur | — o0, —~vab[U}Vab, +-co]. Donc f est déervissante sur
[~Vab,Vab] et croissante sur chacun des intervalles | — 0o, ~vab] et }v/ab, +oof.

8) D'aprés (1), f atteint son minimum sur Ry en z, = Vab.

Par suste, pour tout c € Ry, fle) > F(Vab).

Ce gui donne, pour tout c € Ry, a®+ 8% 4 & - Babe > o® + 5% — 20bv/ab.
Or  a®+ b — 2abvab = (aya — bvD)? est positive.

On en déduit que pour tous réels o, b et ¢ de Ry ;@ + % 4+ &3 ~ 3abe > 0.
Dob le résultat ;

Y{e,b,c) € sk a® 4+ b+ ¢* > Babe.

Solution 3.10. :
1) Pour f{z) = cosx, on a flOz) = f{z) = cosz et :
f(z) = —sinz @) = (f'Y(z) = —cosz
O @) = (FD)(z) = sine  fO(z) = (f)(z) = cosz = f(x).
A purtir de ce calcul on peut écrire en général
&z = flz) = cosx sin=4k kel
fM(g) = fiz)=—sinz sin=4k+1, kel
FOUY = f'{g)=—~cosx sin=4k+2 ke N
foUz) = fOr)=sing sin=4k+3, k&N
{ceci en fuisant une récurrence sur k).
On résume ces cas en écrivant que f™(z) = cos(r + n¥)
(en passant par la formule cos{a + b) = cosacosb —sinasinb).

2} Pour f(z)=e"% etneN.

f!‘(:}:) e _e—x, fﬂ(;c) P ““'("’8_:6) == e"tt o f(z:)
Bt en général :

73



Fi{x) = ¢™= sin est pair ef FPHz) = —e™% sin est impagr. -
(Pest & dire f0Hz) = (~1)"e™% (qu'on peut vérifier par récurrence).

Solution 3.11. :

Soitn € N.
1} Pour f{z) = e¢®sinz, on o
2} = {(eYsinx +e®{sing) = e sinz + ¥ cosz = e*{sinz + cos ),

fzy = {(f(2)) = () (sinz + cosz) +e*(sinz + cosxy
= ¢*(ginz + cos ) + €®(cosz —~ sin z)
= 2€% cosZ.
D) = (f"(3)) = (2e* cosx) = 2% cos T ~ 2e sinz = 2e°(cosz — sinx)
FB ) = 2e®|(cosz —sing) + (~sing ~ cosz)] = ~4e? sinz = (~4} f(z).
on retrowve f multiplié par —4.
El par récurrence :
FE (@) = D () = (F)D (g} = ((~41)) (2) = (~4)(fD)(z) = (~4)* f{z)
et en général fUB(2) = (~4)* f(z) pour k € V.

Pour n € W, foisons ln division euclidienne de n par 4. On aurs n = 4k + r avec
EeNetr=0,r=1,r=205r=23 ’
Par suite {7 (g) = (F49) (@) = ((~4)* ) () = (~4)H (£ (@)).

Dot le résultat

(—4)kg=c sinw sin=4k (k€ ) {(nmultiple de 4 (r = 0))
s _ ) (—4FEinz +oosz)et  sin=4k+1 (ke Nj{r=1)
() = (~&)*(2cosz)e” sin=4k+2(keN){r=2
(—4)*(—sinz + cosz)e® sin=4k+3{kc W) (r=23)

8) Paur g{@} = ¢*2? avec p € W™, en ukilisant la formule de Leibnitz, on o -
§(z) = 3 Cren)m(e) e,

Sachant que (sx)("‘ ") = e, (2P)Y = o el que

(&Y™ = p(p-1)---(p- m+ 1P~ ™ = G;f’—;a-,.r sipzm>1et (2P =0a
m>p,

on obtient
I casn<p
l |
g(ﬂ-)(g) o ( z Cg‘* 2 !xp~m> )
m=0

= (ng” +0Lpert + Cp(p — )22 4 - 4 (1 B o “) ev.

24 oo p

g(“)(z) — E Gm(xp)(m}{e"")("“m)

m._.

= }: Lo (z?)(mHem)m=™)  (car (z7)0™ = 0 pour m > p)

E C,T’Tf——ym""”g e

= (0% Boh + Clpzr=t + Lap(p — V)P~ 2 + - + (2~ plz + (B pl) &*

i
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3) Pour h{z) = z® cosz pour k € IN*, on utilise lo formule de Leibmtz

Soitn e N

1 asn<k .

M (z) = 3 O (eh) ™ (cosg)mm) = § O Al gk~m oos(x + (n — m)E).
(@)= 3 OR(eh)™ (cona) ™) = 3 O bam cos(a + (n ) B)

268 casm > k

Comme les dérivées (z¥)™ deviennent mzlles pour m > k, i reste lu somme fusqu’d
k.

Al (z) = }: Em (z*) ™ (cos z) ("™ = Z 3‘"—,:;’53"—{5?:1:””’" cos(z + (n—m)§).

i)

On a par exemple :

K (x) = kx*! cosz — a¥sing = kx* 2 cosz + 2* cos(m+ ).

R'(z) = k(k — 1)z*% cos ¢ + ka* ! cos(z + & 2+k$ cos(:x:+§) + ¥ cos(z + 2%)
= k(k — 1)2*"? cos 2 + 2ka** cos(x + & )+:z: cos(z + 2F) (ovec k > 2).

Solution  3.12.
1) Pour f(z) = ziz, en éerit f(z) = (z — a)™! et par suite
f'(@) = (-1){z ~a) )72, £(2) = (~1)(=2)(z — a)® = 2(~1)(¢ — @)
Faisons Uhypothese de récurrence
F)a) = (~Yrnle — )™t

. Ppurn+41 on aure :

FORi(g) = (Y (z) = ((~)"al(z — @)Y = (=1)"0l(—(n + 1))(z — @)1~
et done T+ (z) = (~1)**(n + )}z - a) "2
Doii le résultat

VN, f9e) = (-1Palte—a) ™ =

2) Pour g(z) =

1 ‘
—j on utilise Ia décomposition en éléments simples. Ce qui donne

1 L
—_ 2 2
g(m)'":z:—-l z+1

1 o\ (m 1 ()
mem, o= (1) " ()"

En utilisont lo guestion (1) avec a =1, puis a = —1, on trouve pour tout n &€ N,
o (=hral DM ] ey 1
o0 = [ Gy~ G e ~ KD | e

8} Pour hiz) = 3—1_—{)-;, on utilise fa décomposition en élemmts simples. Ce qui donne

h(z) = m*f*;%yr*%zﬁﬁ-l-m,

aprés caleul, on trouve Z = o =y =4 et donc

1 1 1 !
(m)*'(m{x 1) (w—l)2 (x+l)+{"r+1)2).

, et ensuite ;

" Soitn e N. En faisant comme avent, on a :

1\ (»)
(W) = (-0 =(-(-3) (-2~ n+ o=
S EUmex 3+ ]) _ (1)t 1)

(3: 1)12+2 z -1 n+2
Et de méme ( )
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( 1 A" ()t
{z+1)2 T et
Finalement on o pour tout n € IN

{~1)"n!
{z+ 1jntt

(~1)%{n + 1)}
(x~ 1)n+3

o= (e

(~1)"n + 1)t
a\ (@—1pH + )

($ + 1)n+2

Qu’on‘.peut éerire sous la forme : ¥n € N

hn(a:)-“—%('—unnl.(m( 1 1 (nt1) . (n+D) )

PO el PN e e A PR Y

Solution_ 3.13. :
1) La fonction f{z) = V1 - 2% = u{v(z)) est composde de v(s) =1 ~ &?
et uft) = Vi ‘
Notons Dy, Dy, et D, les ensembles de définition respectivement de f, u et v.
On sait que D, = R et D, =0, +oc|. Bt on e
2€ Dy & flz) est définie

. «  u(x) est définie et v{x) € Dy
&z € Dy et v(z) € {0, +oof
& zeRet(l-2)20
& 122220
< -lstlj
o cel~1L1

D’oit Dg = [~1,1). i

v{x) étant un pelyndme, il est continy et deérivable sur IR et donc continu et dérivable
sur [-1,1].

La fonction u étant continue sur [0, +-oo| mais n'est dérivable gue sur }0, +oo] (u non
dérivable en 0).

Il a'en suit que f(z) = u{v(z)) est continue sur [—1,1] ef dérivadle sur [~1,1] sauf
pour x tel que v{z) = 1 ~ 2% = 0 {(qui donne z = 1 ou x = —1}.

Finalement, f est continue sur [--1,1] ef dérivable sur] —1,1].

2} Sur Uintervalle | ~ 1,1}, on a ¢

LVITF = fi(a) = (ufp(a))) = v v(a)

1. -z

R S g

RN,

A flz)
D’ov le résullat

—d
1—3‘323{;\/1—"1‘2@“2.
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i
i

d* e fFE s ()Y = —E '
LNVI=F =) = () *gc mz)

—v1~x2+m{m}
!1_3;2)2

(/T = 22)2 —~ *

- V1 —22(1 - 2%}

i)
Diod le résultat & -1
l—.:l?rla'?\g}L“mz:m»
-1 Y
dﬁ; 1-322 = f"(@)={{"=) = (_f3(x}> .

3f'(x)
7)

L

_ @)

)

Lo

o o)

Dot le résultat

3 -3 -3z
V1 »z‘*‘%ﬂl —- gt = f{x)?g'(% BT

Splution 3.14. ‘

Powra <R, (eow:)(l) = e, (eexm)('z) = ((xe‘"’)(l) o e

et par récurrence sur k € T4, (eom)*) = akeo®. N ‘
Soit n & IN. En dérivant n-fois lo relation ef*+9® = e7e, on oblient
(e(a+b)x)(“l = (eo® ebn:)(”)‘

Bn utilisant lo formule de Leibnitz et ce qui prée::de on aire
(a+b)ne{a+6}x . {: B:’f(ea"){m}(gb@){"“m) = E Bv:amgaxbn»mebx

=l =

o 0T (i C?L’Ca?'nbﬂ“m) = gloti)s ( En: Erambn~m)
ma=0¥ m=0
En simplifiant des deus cotés par elo+bT _qui est non nul- on vetrouve la formule du

bindme de Newton

"
(@+b)" =Y Cra™e™ ™, a et b dews récls.

mesl

Solution 11;15. : 1 ymet

1) On a g™ =viufz)), avec u(s) = —3y et vit) =€’ , .

La Jonction u est définie, continue el dérivable autant de fois qu'on veut sur B (et
ses dérivées successives sont continues sur IR*). o

La fonction v est définie, continue et dérivable autant de fois qu’on veut sur R.
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Done la compasée [ = wou est définie, continue et dériveble autant de fois qu’on veut
sur R*.
Enzo,=0o0na:

lim e~ 2 = Ex‘?m eV = Q= ng) (ef‘z fadsant le changement de variable 2 = y)

gmpl) k'3

z#0
f est donc continue en x, = 0.
En plus
- -k
IO IO TF g e o
;;'0 it :;;Zo b Pbep o

{ceci d’aprés le résultat lim Fe™ = 0).
2300

Ainsi f est dérivable en z, = 0 et f{0) = 0.
Bt par suite, | est dérivable sur IR fout entier.

2) Powr z 5 §, on o
3N 2 .y .
Flz)= (e = ) =y (:c}'i; (u(m)} = ~ye = elle est continue sur n*

Par suite f'{z) est continne en 0, et done continue sur IR.

8) Pour z # 1), on a

iz = (j_ae_f!)’

2y . 2 ’
={Z)eF 4l -13:r> -
(333 e + o (e
-6 272 —y
-] ;i-e 7 4 ey -m—ge s
4

T
_8 .

e i a s
(w“ :1:5)

Enz,=0 0nea

2 e"_JQ

] _ —y g ¥
lim M = lim E A lim 2;1,144-;"‘“‘2 =0
= N e
Dlou F7{0) = 0.
En plus
lim f(z) = lim ( =y f}g) e
m#ﬂ x;% £ *

T - 8 —-1;2__: o
Jlim (=63t + 4y = 0= £(0).

Par suite [ est continue en 0, done sur R fout entier.

4} Pour 2 5 0, on o vu gue
FO¥z) = flz) = Po(%)e”%‘l’ 0@ Py(z) = 1 polynome constant de degré d°F, =3 x 0.
1
B fi(z) = ¢ = R(C)e
avee Py le polyntme Py(z) = 22° et d°P = 3 x 1.
Supposons que pour n € I
3
e} = Pa(L)e™ =7 ou P, est un polyndme de degré 3n.
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Ch s e LU

On au
F0) = (Y a) = (Pa(B)e~0'
= (Po(b)ye 3 + Pu(L)(e Y

= R E 4 PGS
= (FR@+ERG)

= Pn-!—l( ye = -
Avee Pryi(2) = —22PL(2) + 228 Fo(2). On e ’ ' ‘
(2P = 24d°P, = 24 3n~1=3n+1 et d%(3B,) = 3-;»,,{013,1 = 3+3n =33
Par suite d®(Pnyy) == 3n+ 3 = 3{n + 1} &f done Uhypothise de réctirrence est vraie
pour 4 1.
Dot le résultat

1, . .
Pourtoutn € N, F™ () = P“(E)e ¥ o Py est un polynéme de degré 3n.

8} est de classe £ sur R* dérivable autant de fois qu’on veut,
Bz, =10, on raisonne par récurvence :

e pourn = 0 flO(z) == f(x) est continue et f{0) = 0.

— Supposens que f est continue en 0 et FON0) = 0.

— Pourn + 1 on sait gue
m L)~ F(0)

&«»u xr - 0

= lim ipn(lje'ﬁr
TFG mﬁﬁ

= Hm yPu(yle =0,

y—+s0

Dot for)(0) = (f)(0) =0

Bn phs lim /(o) = lim Pus ()% = lim Py’ = 0= f5+1(0).
T#0 B

Ainsi §rH1) gt continue en 0 et donc sur R.

Finolement on conclut que f est continue sur R pour tout n € N,

Ce qui assure que f est de classe €™ sur R,

Remarque :

YPalp)e™ = ylaotaryt Hasny™ eV = agye™V a2 4 FagaytHie

c'est une somme finie de quanmés qui tendent vers 0 quond y tend vers Dinfini.

Par suite itm yPa(gle v =0,

Ed

Solution  3.186.
Dlabord on a ;

lo dérivée de e? est {gﬁ]’ =(1)et = »;’;ew cect en utilivant lo dérivée de lu com-
posée.

Ensuite on o

9n+1($) = {fns1 ){n-ﬂ)(m} = (z(n—\ﬁ-l)mle%)(nd—l) = (zngg)(u+1)
= (e} ) = ((gmet )

= (nz"le¥ — flf"’-gew)(“}

(@) = (f) M) (@) = (f)™(@) = (@5 ))™
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= ((n - 1)z" 2t — g Let)n)

‘Gnta(z) = (fn+2)(n+2) () = (zP+)~1g2)(n42)  (gnt1ed)int2)
((mm}-l )(2))(») — (((zn+1 ‘ )!)l)(n)
= (((n + amet — 27+ L ody)im
= ((n+ Dngn—1e (n+ Dz et — (n— 1)z" Zet +z“f Les)n
= (n+1} [n.’r" 1.4 —znd 1 em](ﬂ) —ftn- l)m"“zei e lg’igei (n)

ceci en utitisant le fait que (au(z) + bv(z))™ = au™ (z) + b ().
Dot le résultal

9n+2(“’) ={n+ 1)9n+1($) - g;(m) (*)

EBnsuite et par récurrence -
— (fl)(l)(m) = (eil‘)’ = «ﬁ,ei‘ = (wl)la;‘l"lei
— Fuaisons Uhypothése de récurrence swivante :

Yk, 1<k <n go(z) = (fi)®) () = (—1)kx—*—1e,
~ Pourn +1, on a d’aprés la relation (*)

9e11(2) = nan@) ~ gy (&) = (-1 led — ((-1)r-1g=D-12)

= n(~1)Pg=rlek _ ((_l)n*la:--nez)'

= n(=1)"z e} — (1)~} (=n)a~"e} + (~1)r=tzn(~ L)e
= n(-17a el (1)l (njgmnteh 4 (1yigonered
=n(~1)"z ~n-1,% _ n(~ 1)n ~n—1,% + (= 1)"_ a:'"""“ei

Dlots gnyr(z) = (— 1)""1 =(ntl)-1d (- 1)n+1 —(n+1)~1,

la formule est donc vraie jusqu's Uordre n + 1.

On conclut finalement que

yne 1N' n(2) = (f2) ™ (z) = (~1)Pz " 1ed
ﬂﬂlnﬂsm_ 3. 17 .

1) Calculona les denvées successives de e~
(e“"‘ ) = —2meT
(e~")" = (—2ze~*" )= (- 2.1;)’ 2 gp(en) = w2 - 2y ~2ze~%")
= (w2 + 42?)e"
(e = {(- 2~l-4:t:2)1=3“”'z Y = 8ze~=" + (=2 + 42?)(—2z)e*"
= (122 — 828)e~="
¥
(e = ((12:c - 8z%)e z’) = (12 ~ 242?)e™" + (122 — 82%)(~22)e~*"
= (12 - 4822 + 162%)e~" :
(e7=")6) = ((12 — 4822 + 162*)e "z)’
= (-962 + 64z%)e="" + (12 ~ 487 + 1621)(—2z)e~"
= (~120z + 160z® — 322%)e ="
Ensuite et par définition de Hp(z) = (—1)"e™ ;4:;6"2' :
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Hy(x) = (—~1)0e‘"2-E?:-—'-‘;e_I =" (e ) =" =’ =1

1\1 22 é’i ‘“1:2 12 __I2 ’ IZ MI’ -
Hi(z) =(-1)'e @e = —e® (e77 ) = e (—2xe™" ) = 2z
Hy(z) = (—l)zemﬂ—;a-‘g‘ie"’2 = e (2 da?)e™® = —2 + da?
Hi(z) = (—1)%’2%»3”2 e (122 —~ 8z%)e ™" == —12z + &z

4 2 2

Hyz) = (-1)%*’%52 = % (12 — 482% 4+ 16z%)e™ = 12 — 4827 + 162*
Hs(z) = (-1)Sex’d—d~53-m’ = —¢*" (<1207 + 1602° — 322%)e™"

= 120z — 160:05l + 322°

2} On soit que :
(i) ppurm € IN, en a

. (1) o+l am ,
(Erute)) = @Yl = w4 (e) = ) = ),
(ii) pour p e N*, on a :
(m(w))(p) Co(z}(o)u(T’)(m) +[}1( YU yle—1 () = 2l () + pulP~Y(x)
(la dérivée seconde et les suivantes de +(z) = z s’annulent).
Ensuite on écrit

" i
Hi(z) = ((—1}"@“”“2 i—ne"‘"g)

. (_l)n(e::’y%;;e—z“ + (~1)"e" (____Iew:; y

= 2a((— 1) By - (c1yrHler
da;ﬂ,
e 2@Hn($') o H.,-H.)

Dot le résultat
H!(z) = 2zH,(z) — Hppa(z) (%)

3) Ensuite on a :
(n+1) (n)

Hop(z) = (-)™1e (=) = (=116 (7))

= (-1t (—2ze‘mg)(") e (—1)rtles” (v—-Zw(e"’a)(”) - 273(6""2)("_1)) (voir
(ii))‘ 2 2 2 2

= 2g(—1)"e® (e )M ~ on(—1)""1e® (e~ )"V = 23 H,(2) ~ 2nHn-1 (2).
D’ott le résultat

n+1(:c) =2z H,(z) ~ 2nHy,_(z) (%%)

En combinant (x) et (x+), "on trouve
H(z) = 2zHn{z) — Hpa{x)
= 2gH,(z) ~ (2zHn(x) — 2nH, 1 (z)) = 2nH,_(x).
D’oi le résultat
H)(z) = 2nH,_1(z) (% % *)
{)Ona
Hy(z) = (Hp(z)) = (2zHp(z) = Hny:(2)) {voir (++})
= 2Ha(a) + 20H,(2) ~ Hi o (2)
=3H,(x) +22H! (z) ~ (2(n + 1) Hp(x))  ((x* ) pour (n+1)
= «2H,(z) + 2zH] ()
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Dot le résultat .
Hl(z) — 20H,(z) + 2nH,(z) = 0.

D’epréz (%), on o trouvé H,(2) = 22H,(z) ~ Hpa(z).

Qu'on éorit sous la forme 2:&3’“(3) H(z) = (22 ~ %}H (a:)

Et d’apres {*%), on o 22Ho(2) = Hupy(2) + 2nH, 0 (z).

Hppa (2},

Solution 3.18. ;

1} Légakité flz)f{y) — flay) =a+y donne lorsque z =0 et y = 1

F(0)£(1) - F(0) = 1 = F(O)(F(1) ~ 1} et donc f(0) #0.

Ensutte on prend & =y = 0 on trowve F(O3F(D) — F{0) = 8 = F(O){ £(0) ~ 1). Comme
F(0) # 0, on a foredment £(0) — 1 =0 et done F(0) = 1.

Fizong y et dértvons por rappost & x les devz membres de Uégalité

Flz)f(y) — flzy) =z + y, on vura

Ffi(s) —yf(zy) =1 (2), a ety étani quelcongues dans H.

(v est considérée comme constonte, lu dérivée de flzy) = flu(z)) est o'(2) j‘(u(:s})
avec u{z) = yz, v'(x) =y}

En prenant y = 0 dans I'égalité (£), on trouve  f(0)f'(x) =1 et danc fiz) =1 pour
tout z € R.

Done fleg)=2+e=z+1 (puisque c = f{0) = 1),

Réciproquement ;

La fonction f(z) =z +1 vérifie f(2)f(y) ~ flzy) = (ﬂi){ﬁ D-(ay+1) =z+y.
Aingi In seule fonetion dérivable sur | vérifiant ¥(z,y) ¢ R?
W) - flay) =Tty est flz) =z + 1.

2) 5l exz'stg § définie, continue et dérivable sur IR felle que

Viz,y) e R® : g(z+y)—glz—y) =dey (=),

on dérive les membres de I'égulité (%) en considérant que y est constante. On obtient
gty -d@—y =4y (3)

On dérive ensuite les membres de Uégalité (%) en considéront gue z est constente, On
abtient

g(z+y)+g'(z—y) = dz (4).

En faisant lo somme de (3) et (4), on obtient

20 (% + y) = 4z + 4y = 4(z + y) cect pour tout (z,y) ¢ R

Et on aura done ¢'{u) = 2u pour tout u € R.

Ce qui donne g(u) = u? + ¢ avec ¢ constante dans R.

Réciproguement toute fonction de cefte forme vérifie

gz ty)—glz—y) = [(e+y)* +¢] = [(e —9 + ] = 4ay.

Finalement les fonctions dérivables sur B, vérifiant

Viz,y) € R? : glz+y) - gle —y) = day

sont les fonctions de la forme g(z) = o’ +cotce R,

Remargue

Revoir cet egercice gu'on o déjd fait dans le chapitre précédent sans hypothése de la
dérivation.
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3.4 Exercices supplémentaires

Exercice 3.19. .
Etudier la dérivabilité ¢ puis caleuler les dérivées des fonctions suivanies :

1) fz) = /=2 + sl

2} g(z) = In(@? + YT 1)

3) h(z) = (Inz)*

£) kz) = 2009

Exercice 3.20, : . al ;

Soit b € Y. On pose fzx) = { g Soy s3I #0

sia=10
Etudier lo continuité et In dérivabilité de lo fonction f.
Exercice 3.21.

On définit sur I = [~§, §] la fonction numérigue f par :
(56) B m st ié 0 )
stz =0
1) Vénﬁer que § est dérivable sur I.
2) Calculer sa dérivée f' et montrer qu'elle est continue sur 1.
3) Cadeuler su dérivée seconde " et montres qu'elle est continue sur 1.

4) Montrer par vécurrence sur n € IN que
sz#0 fO)Nz) est dela fome

™ (z) = (acosz + b)Pa(giz)e ¥ a7 od P, est un polynome de degré 3n,

(a,b) = (0,1) sin pair et (a,b) = (1,0) si n impair .
5) En déduire que J est de classe C sur 1.

Exercice 3.22.

On considere la fonction f: R — R tfelle gue ;
. (e2-13 . ! f
e stz <1
ﬂ‘”’"{o si jzl>1

Montrer que | est inddfiniment dérivable sur R.

Exercice 3.28. : *
Calculer les dérivées n®™E des fonctions suivantes :
fley= (5;133; pour a = 1 puis a = 2.

Exercice 3.24. B

Soitn e N, C‘alculer Fin)(z) :

1} pour f{z) =sinaz o a € R*;

2) pour f(z) = e ¥ etbe R,

Exercice 3.25.

Caleuler la dérivée d'ordre n, n =1, 2 ou 3, des fonctions suiventes :
1} f(z) = e®tanz.
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2) g(z) = ="
3) h{z) = cos 2,

Exercice 3.28. :
Culeuler les dérivdes n™eS goq Jonetions suivantes
f(z) = 4sin® zeosz ; glz) = cos?z; h(z) = zcosz et k(z) = 2%sh z.

Exercice 3.27, :

Trouver les couples de fonctions (f, 9) dérivables sur IR ef telles que

fz+y) = f2)+ fla()
Ve e R { 9(z+y) = glz)+ g(Fiy))

Exercice 3.28. ;

On congidére lo fonction numérigue & variable réelle définie sur {0, 7| par
f{z) = 2sinz + tana ~ 3z,
1) Montrer que

Yz €)0, %[ FiE>0
2} En déduire que ’
- Ve E}O,%[ 2sinz +tanz > 3z

Exercice 3.20- @ o

Soit f une fonction numérigue définie sur Ry et bornée.

On suppose que f est deuz fois dérivable sur R, ef que Vo € Ry, f/{z) > 0.
Montrer que fest décroissante.

Exercice 3.30. :
Soit f la fonction numérigue & variable réclle définie par :
2z~ 1
&} T emmem——————
flz) s

1) Déterminer Uintervalle |a, b] tel que f soit une bijection de IR dans Ja, b].
8) Soit g Vapplication bijective réciprogue de f.

i~ Etudier lo dérivabilité de g sur la, b
#- Calculer ¢'(x) en fonction de g(x).
iii- Caleuler ¢'(1),

Exercice 3.31. :

Soit f une fonetion numérigue définie el dérivable sur un intervalle T et telle que f
est continue sur I, !

Soient w el v deus dléments de FI({I) tels que u < v.
Montrer que : Vw €lu,v], e, €1 / w= Fllew).

B e B

3.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solution 3.19. : ' .
1) Vérifier que f{z) = vf 22 + \/lz] est définie, continue sur R el dérivable sur R*,

1 s(x) .
) = e | 2 {z) =1 si
Bt que pour tout © £ 0 f'{z) T imi(m«}«g\/im_i) gvec s(x)

z>0etg(z)=-1siz <0 . '
2) Vérifier gue a(z) = In(z? + VT + 1) est définie et continue sur [~1, +oof et déri-
vable sur :

11,400l

1 1

! == L -
Eiquepaurm>—1,g(m)~x2+m(2&'+2m) |
8) Berire que h(2) = (Ing)® = ¢*nna) Verifier que h est définie, continue et déri-
vable sur ]1, +ool. ’ )
Et que pour toutz > 1, H(z) = {ln(lnz) + ) (Inz)*. '
4) Berire que k(z) = a0 ™ = o= Verifier que k est définie, continue et dérivable
sur 10, +oof.

Inz .00
Bt que pour towd x>0, K (x) = 2“;8-—6{ nx)”

Solution 3.20. ¢ ) .
Vérifier que f(z) = x"sin % est définie, continue et dérivable sur R".
Vérifier que f est continue en z, = 0 5i et senlement 51 b > 0.

Bt que f est dérivable en z, = 0 si et seulemnent si b > 1.

Solution 3.21. :

Revoir la solution détaitide de Uezercice sur la fonction e

Solution 3.22. : _ '

Remarguer que [ est pair ot justifier qu’elle est indéfiniment dérivable sur ]~ 1,1].
Mantrer par récurrence que f0(g) = (zf”%ﬁc(mz'”*l avec d°F, = 3(n — 1} + 1.
Bn déduire que toudes les dérivées en 1 sont nulles, et que [ est indéfiniment dérivable
sur R,

Solution 3.23. :

Vérifier que (@)™ = () =

(- ek
(.’L‘ + 1)a+ﬂ N

Solution  3.24. :

1) Vérifier que f'™(z) = a"sin(ax +nZ).

2) Vérifier que f0V(2) = (—bire~b%,



Solution  3.25. :
flz} = tanz g(z) = e*
Fix) = (1 +tanz +tan’z)e® g'(z) = 2pe®’
Fz) = (2+ 3tans + 2tan’ 5 + 2tan® x)e” g"(z) = (2 + 42%)e™
F®(z) = (54 Ttanz + 11tan?z + 6tand z + 6tand 2)e® ¢ (x) = (122 + Ba)e®"
h{x) = conz?
(2} = ~Zrsing?
Ri{z) = ~2sing® —~ 422 cos
R(x) = ~12zcos2® + Bzdsinz®

Solution  3.26. :
1) Eerire que f(x) = 4sin® 2 cos iz = cos ¢ — cos 3a
et (" {z) = cos(x +nf) — 3" cos(3z + n%g)
{voir avant : {cos ax)(“))
2) Ecrire que g(z) = cos® 3 = 3{cos2z) + § ei (g"))(z) = 27~} cos{2x + nl).
8) Utiliser La formule de Leibnity pour h{z) = zcosz :
R (z) = zcos(z +nF) + neos(z + (n~ 1)F).
4) Utiliser La fmuis de Leibnitz pour k{z) = 2%sh z :
£ z) = 23(sh 2)! + 3022 (sh )"V + 3nlin — 1)z(sh )2
+n{n — 1)}{n — 2){sh z}»-9.
Sin pair Ic(“)(m) = (2% + 3n(n ~ Vz)sh x + (3nz? + n(n — )(n - 2))ch o
Si n impair k™ (z) = (2% + 3n(n — 1)x)ch z + (3nz? 4 n(n — 1)(n — 2))sh 2.

Solution 3.27.
Dériver par vapport & x la premiére égalite (en firant y). En déduire que f'(y) = f'(0)
et que J' est constante. Bt que f est affine. Faire de méme pour g.

2

Solution 8.28. 1) Vérifier que ko dérivée de f(2) = 2sinz + tanz — 3z esf,
{cosx ~ 12(1 + 2cosz)

33 . ) R g
filz) = 2cose + hpy ~3 P
En déduire que Ve €]0,5, f'(z)}>0.

8} Utiliser la croissance de f.

Solution 3.29. Par 'shsurde en supposant que f' n'est pas négative, done 3z, € IR
tel que f'{z,) > 0.

Vérifier que Ve 2 z, f'{z) = f'(z,) > 0.

Poser g(z) = f{z) — f'{a,)x et vérifier que g est croissente.

Calculer 2}21300 ¢(x) sachant que | est bornde. En déduire une contradiction.

Solution  8.80. 1) Vérifier d’abord que f est définie sur R, Etudier le signe de f’
puis déduire que f est bijective de R densla, b aveca= lim f{r)etb= Im f(z).
o oo 0K Z-¥+o0
2)
- Vérifier que f'{z) £0 ¥z € R.
1
it~ Uiiliser la formvuler g'{x .
formuler §'(=) = oty
#i-Prendre x = 1 dans (%) sachort que : f(0)=1= 0= f 1) = g(1).

Solution 3.31. [Riliser le fait que Uimage f/(I) = J de Uintervalle I par la fonction
continue f' est aussi un intervalle.
Utiliser : (u,) e P etu<w <= we J= )= e, €1/ w= fle.).
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Chapitre 4

Théoréme des accroissements
finis

4.1 Rappels de cours

Accroissements finis

Théoréme 4.1, de Holle :
Seit f une fonetion définie sur un indervalle (o, 4] de R telle que :
— F est continue sur [a, 8],
— F est dérivable sur Ja, b,
~ Fla) = (b).
Alors, il existe ¢ €la, b] tel gue f'{c) =

Théoréme 4.2. des accroissements finis :

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b) de R telle que :
— f est continue sur [a, b,
— f est dérivable sur la,bl.

Alors, il existe ¢ €la, b] tel que f(b) — f(o} = (b—a)f'(c).

Corollaire  4.1. Monotonie et signe de la dérivde

Soit f une fonetion continue sur [ = |a,b] et dérivable sur Ja, bl, on o les équivalences
suivantes !

1. f est constente sur I <=+ f = 0 surla, bl .
2. f est croissante sur I <= f' 2 0 sur e, bl
3, f est décroissante sur I 4= f <0 surla,b].

Conséquences :

¢ Accroissements finis généralisés : :
Soient f et g deux fonctions continues sur I == [a, 5] et dérivables sur ja, b,
alors il existe ¢ €], b] tel que (f(b) — (@) g'(c) = (g{b) — g(a)}) ' {c).

¢ Ragle de 'Hopital :
Soit £ > 0 et a € . Ftant données deux fonctgons f et g dérivables sur
Je —&,a +ef telles que:
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1. Yz €la—¢, a[U]a,a +el, ¢z)#0,

2. f{a) =g(a) =
5 i L) _
.;;; o(z) ~
alors
o 162 _
;;*; 9(z) ~

Formules de Taylor
Théorsme 4.3, Formule de Taylor-Lagrange -

Soit f une fonction de classe C* sur un segment [a,8, et de classe D™ sur Ja,b],

Alors il ea:aste c E]a bl tel gue :

b) Z(b a)* £ HG’ "’) T f""‘”(c}

k=0 )
Théoréme 4.4. Formule de Tay!or-Mac Lourin

Soit [ une fonction de closse C™ sur un segment [0, z], et de closse D™ sur j0, 2],

Alors 4 eiste § €]0, 1{ tel que :

fle} = Z f"‘)(03+ )f("“)(ﬁx)

Thggzéme 4.5. Formule de Tuylor-Young
Soit f une fonction définte sur un intervalle I et o & I
5i f est dérivable & Pordre n en g, alors

=Y a)n( flz) - Z(” *Wia })

4
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4.2 Enoncés des exercices

Exercice 4.1. : Peut-on eppliquer le théoréme de Rolle aux fonctions suivantes ¥

LAl = 21“? our =11, 2. falw) = |z —1] sur [0,2],
3. fola) = i sur [0, 1]
Exercice 4.2.

Peut-on eppliquer le théoréme de Rolle & la fonction f dans chacun des cas suivanis ¢

- {G,'K} et f(:r) = sin;g‘; ,
— I={-11] et{ {fgg}l;} FEE sin £ 0
— T=|-11] et fz) =2+ Vo?

Exercice 4.3.
Dans chacun des cas swivants, montrer gue la fonction [ satisfeit au théoréme de

Rolle sur Uintervelle indigué, puis déterminer la valeur du réel ¢ figurant dans cetie
formule

1. flz) =z~ z* sur |~1,0], 2. flz) = 22(1 - 2} sur [0, 1),

3. fl@) =1 —a® sur{~1,1]

Exercice 4.4. :
Soit f{z) = x{z + 1}z + 2){z + 3). Monirer que Péguation f'{z) = 0 « trois racines
réelles.

Exercice 4.5, ;

Soient a et b deur réels fivés. On pose P{x) = 2% — azw — b et Q(2) = 27 — az — b,

1) Montrer gue le polyndme P(x) ne peut avoir plus que deut racines réelles distinctes.
2} Montrer que (e polynéme Q{z) ne peut avoir plus gue frois racines réelles distinctes.

Exercice 4.8.
Eerive la fornwle des accroissements finis pour chacune des fonctions suivantes, puis

calculer la valeur du réel ¢ figurant dans cette formule :

1 file) = o — 2% sur [~2,1], 2. falw) = =2 sur (o, b}, a < B,

3. fs(@) =2 suria}], O<a<h

&*
Exercice 4.7.
Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur IR telle que
hm f(m} lim f(w):lgm
On déﬁmt la fonctwn numérigue g sur | mtema&ie [~1,1] por ;
{ glz) = ftan(EE)) pour x €}~ 1,1
g(—1) = g(1) =
1) Montrer que lo fonction g est continue sur [~1,1] et dérivable sur |~ 1,1[.
2} Montrer que : (3a €l - 1L,1[) g'{a) =0
3) En déduire que : 3e & B) f'{c) = 0.
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Exercice 4.8. -

‘ : e < VZF L~ T < xde, Y2 2 0,
On considire la fonction f & veriable réelle définie sur [ = [0, I} par : W e

r<Lef ~ 1< ze, Yo >0,

flz) = da(r ~ z) ~ 7*sin’ < cosz— Y2 < (2 —3), Ve e (0T,

Rl -

1. Vérifier que la fonction [ est deur fois dérivable sur I ef que pour tout x € I,
Fiz) = —2(4 + 7° cos 22).
2. Montrer gu'il eviste o € I unigue tel gue f'{c) =0 .
9. En déduire que - , Exercice 4.13. : ' "
s : On considére la fonction |+ R~ R, z 0 f(z) = Az + Bz +C, ou 4 € R*,
BeRetC e R Soient a et b deuz réels tels que a < b.
Vérifier gu'on pewl appliguer le théoréme des aceroissements finis & f sur [a,b]. Eo-
primer ¢ en fonction de a et de b.

{}gtmy-—tanmg m;”“;, otl<r<y<i,
lsing] < |z}, Yz € R.

i

vz & [0, g], sinz < %z(ﬂ - z).

Exercice 4.9, :

Soit f lo fonction définie por : Exercice 4.14. -
P On considére lo fonction définie par I 0,1 - R
stz €]~ o0, 1], oz > f(w)=1w§2?:~1{
flz) = 2 Pour quelles valeurs de e et b peut-on oppliquer le théordme des accroissements finis
. j ?
?1; @ e {1,"*‘%[- a f Jur {a,b} ki
Exercice 4.15. :
1. Montrer que la fonction f vérifie les hypothéses du théoréme des accroissements Etudier Uegistence et Punicité de c tel que
finis sur Uintervelle [0,2].
2. Déterminer toutes les valeurs de ¢ €]0,2] telles gue f(2) — f{0) = 2'{c). )~ f (@) = (b-a)f'(c)
Exercice 4.10. : / dans les cas suivants ;
Soient f, g et h trois fonctions continues sur Uintervalle {a,b] et dénwbies s Ja, ] }a=1,b=3 et f(z) = (2~ 1){z - 3).
{od o et b deus wfels 1 a < b). : 2a=-1, b=1 ¢t flz) = V2.
On pose A(x) = (g(a)h(b) — g(b)h(a))f(z) + (h(a)f (b} ~ h(b) f(a))g(x) + (f(a)g(b) ~ 3} @<= ~2m, b=2r et flz) = cosz + 2.
f(b)gla))h(z) 4Ja=-1,b=1cet flz) = {z.

fla) fb) flz)
gla) g(d) alz) 1) Exercice 4.18. Soient f,g : [a,b] = R deus fonctions continues sur [a,b] et
h{a) A{b) h{z) dérivables sur Ja, b].
1) Montrer que Papplication A(z) est continue sur Vintervalle [a,b] et dérivable sur On suppose que f(a) # f(b) et gla) # g(b).
la, 8l Monirer gqu'il existe c €la, b tel que
Ha) 1) F@) , ,

fllg ¢

gla) g(b) ¢'(=) - :
h(a) hib) - k'(z) fla) - f(b)  ola) — g(b)
Indication : Considérer lo fonct?fn F définie sur {a,b] par

{A(x} est le déterminant Alz) =

2) Vérifier que sa dérivée A'(z) est donnée par Al{z) =

8) Montrer gu’dl existe ¢ €la, b tel gue

fla) (&) f'(e) '
A =] o) 9b) dle) |=0 F(z) = (£(a) = f()a(z) - (9(a) - 9(8))(z).
h’!
ie) h() © B Exercice 4.17.
Exercice 4.11. : ‘ V Soit f une foncimn numérigue définie et dérivable sur {0,1] et telle gue :
b— b—a f0)=0et (vze[0,1]), flz)50.

1. Monirer que T b"’ < a.rctan(iz) ~ arctan(a) < Tra ™ 0<a<h. Démontrer que f garde un signe constant sur [0, 1]. .
2. En déduire que Z 4 é < arctan(2) < z + % Exercice 4.18.

On congidére lo fonctwn numérique f vamab{e réelle ¢ définie par f(z) = z—cosz.
1) Montrer que : (3z, € [§,5]) / f(@o) =

2) Montrer ensuite que : (3¢ €lz,, ) /’f’(c) = %:‘_%m‘f_f‘

Exercice 4.12. :

Etablir les inégalités suivantes en utilisant le théoréme des accroissernents finds :
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Exercice 4.19. :

1. Eerire la formule de Mac-Laurin pour la fonction f(t) = In(1'+ ¢ & Uordre 2.

2. En déduire que

2
_z o ot
B <ln(l+:a)<m—~—2—+w§, Ya > 0.

Exercice 4.20. : ) :
Vérifier ks inéjalitds suivantes & {'aide de lo Jormaule de Mac-Lowrin :
LVIFa>148-%, Vo>,
2.e21+% +2 VreR,
8. liw%; ﬁcosa;gl—ﬁg—i-%;, Yz € R,
4 = <tenz Szt Vo e)o, x],

Exercice 4.21.

En utilisant la formule de Taylor-Mac«Lqmin, démontrer les inégalités suivantes :

1) (vx € {0, +o0]) sinz <
%) (92 € [0, +oof) o Sarctanz <z

3 (veeln,1)
Exercice 4.,22.‘ :' ‘

quculer (i lo main, sans utiliser une machine} les expressions suivantes :
a) con(60, 1°)-& trois décimales pres.

b} arctan(1,001) & guatre décimales prés.

¢} In(1,002) & cing décimales prés.

d} V5 & trois décimales pres.

arcsiny £ —pfy

Exercice 4.23. :

1. Eerire la formule de Mac-Laurin pour la fonction f(t) = et.
2. En déduire la limite de la suite (tn)n définie par
1

l&nxl—{i»t..__{'“_ 1 N
‘ T *5-;;;'51.116 .

Exercice 4.24.
Caleuler les limites suivantes en whilisant io rigle de 'Hépital -

1. lim @x 2. km 2rsing ~ 1 3. lim V3 +eose—2
=0 arcsinz z+5  2¢osz -4 2
4. lm(z—1)ten % 5. i * im 2R
. z»l( " 2 4 ij_%(cosm) : 6. xlii-m% tan 5z
7 m(-% ~ 1y g g 2"+ 1

Caoitp -t Inm) i%max-*2m2x+cmm
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4.3 Solutions détaillées des exercices

Solution 4.1,

1. On ne peut pas eppliquer le théordme de Rolle & la fonction fr sur Vintervelle
I= =11}, eor fi n'est pus définie en 1 {ni en —1}.
2. Non, cor f; n'est pas dérivable en 1. En effet, la dévivée & droite de 1 est

m falz) - (1) = lim =~ Lo 1,
E e g -1 41t T~

et elle est différente de lo dérivée & gauche *

falz) = f(1) o l-w

lim L2 T2

R z—1 P R |

3, Nowm, cor f2{0) # fa(1).

Solution 4.2, :

— La fonction f{x) = sinz est définie, continue et dérvable sur B, donc continue
sur I = [0, 7} et dériveble sur }0,#].
En plus en a f(0) = f{n) = 0, par suiie i existe c €0, 7] tel que
Fi{z) = cose=0.
En faite=%.
— En pasant g{z) = cos 2wz, on g ¢'(z) = ~2r sin 2nx

ef lim 1—cz;s21rz e 9{{)) - 9(33) = '”Q’(O) = 0.

Ty 22—+
Ainsi al:&% Flz) =0 == F{O), et f est continue en 0.

Ensuite : g
T Flzy— F{0) = tim 1—cos2nrr - 2sin TE 2 gt
=t T ~0 Panv; g z0  {7rz)?

Ainsi [ est dérivable en 0.
Comme f est continue et dérivable sur IR* puisqu’elle est quotient de deur
Jonctions continues et dérivables sur R” et le dénominateur ne s’annule pos
sur R*, [ est alors continue sur I = {1, 1] et dérivable sur | — 1,1[.
Bn plus on o f(—1) = f{1) = 0, ce qui nous permet d'utiliser le théoréme de
Rolle et d’assurer Pexistence de c €] — 1,1 tel que f'(c) = 0.
~~ La fonction f{z) =2+ Vx? est définie et continue sur I = [—1,1].
i 3
On g bim Fl) ~ £ lim EM:

T e = 400
=0+ oz -0 xeb(F z -0 z4+0t HT

par suite f n'est pas dérvivable en § et on ne peut pus utiliser le théoréme de

Rolle.

Solution_ 4.3, ¢

1. La fonction f est un polyndme, donc définie, continue et dérivable sur R (sans
probléme et on peut la dériver autant de fois gu'on veul sur toute partie de
R). En particulier, elle est continue sur [—1,0}, et dériveble sur } — 1,0[. De
plus f(—1) = f{0) = 0. Donc il existe ¢ €] — 1,0] tel que f'{c) = 0. Comme
[z} =1-32%, dlors ¢ = 3. Par conséquent ¢ = ~J=, cor e €] - 1,0[.
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8. Comme dans le premier cas, f est un polynéme donc continue sur |0, 1] et
dérivable sur 10, 1{ avee f(0) = f{1) = 0.
Alors il eziste ¢ €10, 1] tel que f'{c) =
On o flz) = 2201 — 2%} = 22(1 — v22){1 + +2). Puisque c €]0,11, alors
¢ == %

3. La fonction § est définic et continue sur {—1,1}, dérivable sur ] — 1,1] et
f(=1) = f(1) = 0. Donc il eziste ¢ €] ~ 1,1 tel que f'{¢) = ~%= = 0.
Diste=0.

Solution_ 4.4, :

Lo fonetion f étant polynaomiale, elle est continue et dérivable sur B,

De plus f(-3) = f(-2) = f{-1) = f(0) =

D'apres le théoréeme de Rolle nppliqué sur chacun des intervalles -3, -2}, [-2, 1] e
[~1,01, ils existent o1 €] — 3,2, ¢z €] — 2,~1] et c3 €] ~ 1,0 tels que

F(es) = f(e2) = F{es) = 0.

Ce gui assure que ['équation /() = 0 o trois racines réelles ¢y, c2 et cy.

Solution 4.5.

1) Suppasons que le polyndme P(x) = 2® ~ ax — b @ au nioing trois racines réelles
distinctes 1y < oy < T3

La fonction polynomiale P{z) est continue, dérivable sur R

et P(z;) = P(xz) = P(zs) = 0.

On ¢ les hypothéses du théoréme de Rolle sur chacun des intervalles {1, T2 et [mo, 23]
Par suite, # existe ¢y €)x1, Ta] €t ¢2 €], 23] tels que

P'ey) =0 =8¢ —a et P'lcz) % 0 =66 —a

On aurail oy == ¢g = (%)% ce qui est absurde avec c; < 3y <cpf

Ainsi P} ne peut avoir plus que deux mcz'nes réelles distincies.

2} Supposons que le polynoéme (}(z) = &' — ax — b a au moins guatres racines réelles
distinctes y1 < Y2 < ys < 4. Lo continuild ef ln dérivabilité sur R nous permetient
d’aprés le théoréme de Rotle d’affirmer que le polynome Q'(z) = 728 — a = T(ab — )
a trois racines réelles distinctes 1 €lyy, val, e Slya, val et o3 €lys, yal.

Cest absurde ! D'nprés le question (1) le polyndme 2% 2 ne peul avoir phus que deur
racines réelles distinctes.

Par suite le polynome Q(x) = =7 — ax ~ b ne peut svoir plus que trois racines réelles
distinctes.

Solution 4.6. :

1A = A(=2) = A +2)£'(¢), ot c €]~ 2, 1[. 1l vient ~6 = 3(1~3c?), et donc
= 1. Par conséguent ¢ = —1, carc €] —2,1[. ’
2 2o \ o OO st ¥ -a* bta
2 b2 —a® = 2(b—a)c, ot Ela, bl a?*su.suec»—-z{b“a) 5
- 1 . .
g 1_ 9 _(bcga), ot ¢ €la, bl. Ce qui xianne — ==, et donc ¢ = Vab {ceci

b a c"”
car < a < ¢).

Solution 4.7, :
1) Notons u(z) = % lo fonction bien définie, continue et dérivable de | ~ 1,1 dans
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JouJ=ull—1,1) =t~ §, 5|, (@) = tan(u(z)) = tan(%f) la fonctaan been deﬁme,
continue et dériveble de ] — 1,1 dans R.

Comme [ est définie et dérivable sur R, la fonction g(z) = f(v(x)) = f(tan(ZE}} est
bien dérivable sur ) — 1,1].

En plus

m  g(z) = lim , ftan(*F)) = lifn¥+ ftanw) = vﬂr_{xw Fl@)=1=g(-1).

z—+—1*

Et de méme hm g(z:) =] = 9(1).

Ainsi g est cantmue sur [~1,1] et dérivable sur ] — 1, L[

2) Daprés lo question (1) et puisque g{—1) = g(1), on utitise Ie théoréme de Rolle
il eriste o €] — 1,1 el que ¢'(a) = 0.

3) La dérivée de g sur} — 1, 1] est donnée par

(=) =v(z}f (v(2)) = u’(ﬂf)(l + tan® (u(z))) f* (v(z))

Bt done g'(z) = (1 +tan®(58)) f' (tan(5E)). MR
En posent c=tan(’“:') on a0 = g'(o) = 3(1 + tan?(Z2)) f(c)
Doy Veristence de ¢ € R, fel que f'(c) =

Solution 4.8. :

- L. La fonction f est différence du polyndme 4o(m — ) et de la fonction w2 sin® z
qui sant indéfiniment dérivadles sur R, elle est done deus fois dérivable sur
I=1[,%]. :

Bt I onza Pla) = 47 — 8¢ — 2n° smz:cos:}: = 4 — 8z — w* gin 2z,
puis f¥(z) = ~B —~ 2% cos 2z = ~2(4 + 72 cos 2x)
2 Onaf(§)=45(mr—F)—2? =0 et f(0) =0.
f étant continue sur [0, 3] et dérivable sm‘} 21, le théoreme de Rolle nous
assure Uemstence de o €0, 31 tel que f'(o) =
Remarguons que U'éguation f'(z) = 0 equzvaut 6 cosdr == -;“7 a une seule
solution dans lintervalle 10, Zi, notée B.
Bn plus on o le tableau de variation de f' :
z 0 ] z
F{x) - 0 +
filg) ar N\, FB)<0 /O
On vott donc que f' s’annule une seule fois entre 0 &t 8 et eat strictement
négative sur 18, 51,
Dot Vunicité de o €]0, 3| tel que f'(a) =
Y

8. Bn dressant le tobleau de variation de f, on a :

0 o 3
Flz) | 4r + i) )
) [0 7 Fas0 N 0

Ce gui montre que : ¥z € [0, 5] flz)=0

Dot le résultat - :

T .3 4
Yz € {0, '5’1 gin“ gz < ;ém(i( wm)
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Solution 4.9,
1. La fonction f est continue sur [0, 11, 2), ef de plus

3~ 2% 1
hm = im — == i = lm —=1=
Jm J)= lim TS == f0) e lm f(5)= lim L =1=p(1),
Dotk f est continue en 1 et done elle est continue sur Vintervalle {0,2}.
D’autre part, f est dérivable sur |0, U1, 2], et puisque

) (:‘8} fl) -1y _

a:~+1‘“ 1

1~ g? -1 + 3:)
Tzt~ Az~ l) 41~ 2

= -1,
o L I@) - £
(=) - £Q) . I~
:x«»}‘l‘ &1 :;ljfr?+ :E(-’Z? 1} :
alors f est dérivable en . D’ow f est dérivable sur lintervalle 10, 2f.
2. Soit ¢ €]0,2] tel que f(2) - £(0) = 2f'(c). Alors f’(c) =1
Puisgue f'{1} = —1, alers ¢ % 1.
Siz <1, dors f'(z) = (32 = —z, et done fley=-% %c = 4
Ftsw:bl a!orsf(x}w( )’*-«»-1;, et dancf(c)-w%%c-—‘vrﬁ.
Divie=3 one= /32,

-1
= lm e = -1,
g1t T

Solution_ 4.10.

1JE applzc&tzan

Alw) = (gla)h(b)— 9(b)h(a})f(m)+(h(a}f(b)~h(b)f(a)}9(2:)+(f( 2)a(b)~ F(b)gla))h(z)
est de la forme A(z) = af(z) + Bg(z) + vh(z) qui est continue sur fa,b] puisque les
trois fancteofzs fr 9 et i sont continues sur la.b] et oo, B, v constantes.

Bt l'on g A(:c) est dértvable sur la, b puisque les trois Jonctions f, g et b sont déri-
vables sur ju, bf et &, B, v constantes. ‘

2) La dérivée de A(z) est domnée po

Ale) = y(a)h(b)—g(b)h(a})f'(m)+(h(a)f (0)—h(b)f(a))g’ (m)+(f(a)9(b) ~f(b)gla))h!(z)

gla) Ko}
g(b)) h{b)
Sf@@) f(b) iz
= gla) ¢(d) ¢'(z) |.
ha) h(b) HK(z) |

8) En plus ori a ;
fla) f(&) f(a}
gla) g(b) gla)
h(e) h(b} h{a)

Ha

7 o) #)

Flz) - f (@) hla)

7o) hp) |9 “‘}

fla) f(B) f(b)
g(v) g(b) g(®
hla) h(b) h(b)

Ala) = = et A(b) =

en disant que ces deux déterminanis ont deur colonnes dgales (ou en effectuant les

calewls).

Ainsi Papplication Afz) est continue sur {a,b], dérivable sur 1o, B et Ala) = Ab),
par le théoréine de Bolle on e Uexigtence de ¢ €la, b tel que A {c)

fla) Fb) 7 ’(c)
ala) 9() (o)
hla) (D) H(c)

Solution 4.11, :

c.ad

!
|
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1,

2

La fonction arctan(z) est continue et dérivable sur B avec arctan’ () = 135y

- D'aprés le théoréme des qecroissements finds, il existe ¢ €la, b] tel que

sretan{b) ~— arctan{a} = %‘y

Pmsgu50<a<c<ﬁ alors *‘—"5 <, M-“L:r; < m,
- B

of 5% < % < {5h,

d’ot le résultat

b

1+ 52
Bn prenantn =1 etb = 2, on en déduit gue £ < arctan(2)-% < %
1

7 1 "
Z+g<&r¢taﬂ(2)<z+§

b~
< arctan(b) — arctan{e) < T ; pour a,btelsque < a < b

et par suite :

Solution  4.12, :

1.

Pour tout x > 0, la fonction f{t) = /f est continue sur [, 5 + 1] ef dérivable
sur jw x4+ 1.

Donc it existe ¢ E]a:,:z: + 1{ tel que f{z + 1) — flz) = f'{e).

Ce qui donne /x4 1 #

Etcommez < c<a+1, Oﬂa—m‘ﬁwr w\»/p:
Dol le résultat :

l 1
9&;“1‘ <\/ \/3,<-;}p—."

. La fonction f{t) = ¢* eat continue sur [0, %] et dérivable sur 0, 7.

Daprés le théoréme des accroissements finis, Je €]0, 2| tel que
flz) = f(0) = fiie)(z ~ ).
Et donc € — 1 = ze”.
Or<€e<a=1<e <" = a < we® < ze”.
Dot le résultat

<6 ~1< xe”

. Linggalité est vérifide siz = %,

Pour z € [0, %], la fonction f{I} = cost est continue sur [z,
intervalle non vzafe- et dérivable sur Jz, 5[,
Dow il eviste ¢ €la, 5{ tel que f(§) — f(z) = (I ~z) f{e).

2} -qui est un

Par sutie cos g —~ Ag; = (¥ ~z)sinc.

La fonction sint est crofssante sur [0, §] et 0 < ¢ fi
done sinc < sin § = y%

Dol le vésultar

. La fonction f(i) = tant est continue sur [z,vy] et dérivable sur Jz,yl, donc i

existe un réel ¢ €lw, Y] tel que f(y) — flz) =
Par suite, tany — tanz = 22 > 0.
Comune la fonction cost est decmiqmnts sur i, Z, et0<ecgy< 3§, onea
cosc > cosy > 0. Dou;é—aé ":'5'5}—‘} sfensmte% 13}%

PR

(v —=)f'(e).

Sachant que ten est crosssante sur [0, %] on en déduit le résultat
0<tany ~tanz < 2> powr0<z<y< -
stany = " b2 V<3
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5. Siw =0, alors [sin 0] = |0].
Et 5i z # 0, on considére la fonction sin gut est continue sur [0, 2] {ou |z,0})

et dérivable sur |0,z (ou. ]:L' 0[), en utilisent le théoréme des accroissements
finis on en déduit -

il existe ¢ entre O et z tel qgue sinz ~sinl = {x — 0) cosc. Dot le résultat
|sin 2] = jzilcos ] < zi.

Solution 4.138. :

La fonction f(z) = A2®+ Bz + C est polynomsale, done continue et dérivadle sur R.
Pour a < b deus réels, [ est continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b{. D’aprés le théo-
réme des accroissements finis il eziste ¢ €la, b fel que

f(®) - fla) = (b—a) f'(c).

Ce qui donne A{é2 ~a2) + B{b~a) = (b — a)(24c + B) = 2A(b — a)c + B{b — a), et

AR~y g
done ¢ = 5 (bfa) e,

Solution 4.14. :

La fonetion f(z) =1 — |22 — 1| est continue sur R ef dérivable 14 ol 22— 1 # 0 {eor
la fonction valeur absolue vwest pas dérivable en 0). (Vest & dive z # é

On peut done oppliquer le théamme des acm‘oissemenés finies & f sur un intervalle
ja,b] tel que 1 ¢lo,b] (a <b < 3 oubien } <a<b).

Solutlon 4.15. .
1} Poura=1,b=3 ¢ flz) = {g~ 1){z~3) = 2% ~ 42 4 3-
!’équatzon f(b) fla) = (b-a)f'(c) donne :

= 2 — 4 et donc un unigue ¢ = 2, dont lezistence est déjd assuré par le théoréme
des accroissements finis.
2) Pouras=—1,b=1 ¢t f(z) = ¥2° = »t
Véguation F(b) ~ f(a) = (b — a)f'{c) donne :

~ (1) = (1= (-1)2c"¥ et doncc= ()} €] - 1,1{.
On a une solution méme si le théoréme des accroissements finis ne s'applique pos 4
cause de la non dérivabilitéd en 0 de lo fonction f{z}.
3) Pour a = —2n, b= 2r et f(z) = cosz + 2z Ueristence de ¢ est déji assuré por le
théoréme des accroissements finis,
L'dguation f(b) — fa) = (b - a) f'{c) donne :
(14 4m) — (1 — dm) = 87 = dw({—sine + 2) ef done sinc=(.
Cette équation a plusieurs solutions dans | ~ 27, 2x{, é savoirc = ~m, c=0 guc =7
4} Poura=~1,b=1 et f(:r:) ¥z lequafwn fb) ~ flay= (b—a)f(c) donme :
1—(-1) = (1~ (~1})}c ¥ et doncc= (3)F €] - 1,1
On 6 une solution méme si le théoréme de3 aceroissements finis ne s’appligue pas o
eause de la non dérivabilité en 0 de la fonction f(z).

Solution 4.16. :

La fonction F(x) = (f(a) — £(5))g(z) — (9(a) - 9(b) f(a) est de la forme
F(z)=af(z)+Bg(z) avec e = fla)— F{b) et § =g(a)—g(b) des constantes.
Comme f{z) et g(z) sont continues sur {a,b], F(z} est continue sur {a,b.

Et comme f{z) et g(z) sont dérivables sur ja,bl, F{x} est aussi dérivable sur Ja, b,
Et Uon a en plus Fla) = F(b) = f(a)g(b) — f(B)gla).
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On o par conséquence du théordme de Rolle Uexistence de ¢ E}«},b{ tel que F'{e) = 0.
‘ ) I
Do ((a) £ (5))g'(0)~(o(@)~g0) /() =0, et par suite - = L

fle)~7(0) ~ gla)—g(b)’
Solution  4.17. :
Supposons gue f change de signe sur [0, 1], ce qui signifie qu’il existe 6 ei b dans [0,1]
tels que
fla) x f(b) <0. ,
f étant dérivable sur [0,1], donc elle est continue sur [0,1). D'uprés le théoréme des
valeurs intermédinives il existe ¢ €]a, b tel que flc) =0 D<a<e<b).
f étant dérivable sur [0,1), done continue sur [0,¢] et dérivable sur }0,cl. D'aprés le
théoréme des accroissemenis finis, il existe done d €)0, o] tel que
f(e) = f0) = (c — 0)f'(d).
Comme flc) = f(0) =0 et ¢ # 0, on arrive & f'(d) =0/ Ce qui est chsurde.
Par suite f garde un signe constant sur [0,1].

Solution 4.18.

1) La fanctwﬂ f{x) = g —cosz est continue sur B, f(E) = 135 E-d w
~034<0 et f(F)=%~ =228 5008>0.

Ainsi f est continue sur [§, %] et f() x f(§) < 0. En oppliguant le théoréme des
valeurs intermédiaires on obtient : :

(B, €]5. 5D / f(@) = 0.

2) La fe:mctmn f ¢tant continue et dérivable sur IR elle est done continue sur [z, £
et dérivable sur Yoo, 5.
D’gprés le théoréme des accroissements finis on en déduil :
(e €lwo, 3]) tel que f(T) ~ Flze) = (§ — o)1 ()
qui donne 2= = (F = a,)f'(c).
Dot (3e e, 3D / 1/(0) = 5.
Solution 4.19. :
1. La formule de Mac-Laurin & Uordre 2 3'dorit

x? 3
F@) = £(0) +25'0) + 5 £ O) + - £,
ol ¢ est entre ) el 2.
On a f{t) = (L +1), #(t) = o5, ["(t) = rihys et fOR) = rfype. Dod
FO) =0, f'(0) =1, f/(0) = —1 et f&(e) = e Por suite

x| ad
hl(l%‘it)—m-'i—*i-m.
2. Par encadrement, on obtient !
e z:»()<-—-3--<~w3-——<1x:~0< a i “:3
sesE Q+zp ~(d+xer a0 +:£)3 (l+c}3
Dot ’
x—:ﬁ<:1n(1-|~a:)‘::r:—--m-g-;-%'-a-:E '
2 2 3’
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Solution 4.20. :

L. D’apres la formule de Mac-Laurin o liguée & la foncls v ;
¢ ik =
eviste ¢ €]0, o] tel gue e ometion 110 . T

$2) = 50+ 27'0) + Z )

Y e 1 : a
Oncf(t)mm etf”(t)“wm.ﬁ’oﬂf(ft)*l‘F%“g—\%@g.Et

22

1 z? z?
Lol =T N— —— b } x
V{1+e)? 8y/(1+¢)3 ” 8 flzy>1 a7 8"

2 L’im{ga!fté' est véfiﬁ_ée sige=0 Pourz £ 0et f(t) = ¢, ln formule de Mac-
Laurin ¢ Vordre trois assure Pezistence d'un réel ¢ entre 0 et z tel que

e> Q=

@ =10+ 27 0+ 50 + 500+ g,

Puisgue FENE) &= o, WE € 1 e FHOY o P
Pule S0 = &, VR EN, dlors £0) = 1/0) = £(0) = FO0) = 1

Cog? g8 e 2 3
e’;1+x+?+_§_+_ﬂ6621+$+%+£w’

at
@€ >
cat‘24e = 0.

8. Pour x = 0, Vindgolité est vérifide. Pour z # 0, et d’apr ‘
, 3 ; 3 X pres la formule de Mac-
lllaun?z appliquée & la fonction f(£) = cost aveen =1 ef n = 3 respectivement
‘ ils existent deur réels ¢y et ¢g entre 0 ef 2 tels que !

2
. @) = 50 +27'(0) + 5 £(er)
w
@) = 1)+ 20 + S (0) + T 0y 4 0

, 5 +g O+ 51 (e).

Comme f(t) = ~sint, f"(t) = ~cost, FO(t) = sint et fi‘i}{t) = cost, on

obtient !
;c 2 4
£)w= ] - =1-5 4
f(z) o coser et fley =1 5 +-2-ZCQSC2.
Ona
2 2 2
P 2
cosey 1= ~—cosey a—?—=>-1~§«cosc1>1~,£~
2 2 2 - !
et
o ot 2 4 ' 2,4
o8¢ S 1= —oosey < =~ I,z -2 :z:
2 2_‘24#‘1 2+24<:0862$1 ~2—+v2—4~.
Do
2 2

T x® ozt
1o o082 €1 — o o mme
T3 b 2+24.
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4. Bn appliguant lo formule de Mac-Laurin & le fonction f{t) = tant sur [0, 2},
il existe c €0, z{ tel que

2 3
£x) = 110) + 20O + 510) + T 1),

On a f/(t) =1+ tan®t, f7(t) = 2tant(i + tan®#)
ef FO() = 2(1 + tan®¢)(1 + Jtan®t). Dot

3
tanz = x + %(1 + tan?e)(1 + Stan’e) > z.

Lo fonction tant étant croissente sur [0, %} et e< g, dvient

T

1o, 3 8
g =+glitz) =3

{1 +tan? ¢){1 + 3tan®¢) < (1 4 tan? %){1 + 3tan®
Doy g
tm}:sg;v:+§m3 §zz+x3.

Solution 4.21. :
1) Seitz > 0. En utilisant la formule de Taylor-Mac-Laurin & Uordre un, pour
f(t) =sint -indéfiniment dérivable- sur Pintervalle |0, 2, on & Vezistence
de @ €10,1] tel gue
sing = f(r) = f(0) + s f'(fz) = xeos(fz).
Comme x > 0 et cos{Bzr) < 1, on obtient sinz = rcos(fz) < « (volable méme si
z=0)
D’ou le résultat .
Yz >0, snz<z
2) Si z =0, Uindgalité est évidemment vérifide. ‘
Si ® > 0, on considére lu fonction f(t) = arctant sur Uintervalle [0,z]. Elle est
indéfiniment dérivable sur R, On lui appligue la formule de Taylor-Mae-Laurin, On
a Pesistence de 8 ¢]0, 1 fel que '
1
ATCLAR T = f(.T) = f(O) +_7;f"(93'} k= ﬁmﬁ
Comme 0 < 8 <1 etz >0, donnent 1 < 1+ (1) < 1427,
puis ww}»w 1

T2 <17 (922
on obtient finalement

<1,

{vx £ |0, +oo[}, < arctenz < .

z
1+a?
3) Powr x €10, 1], on cofdvidére lu fonetion f(t) = arcsint sur lintervaile [0,2]. Elle
est indéfiniment dérivable sur 10, 2. On lui appligue o formule de Taylor-Mac-Lourin.
On o Vezistence de 8 €]0, 1 tel que V

arcsing = f(z) = fO) +zf(fz) =z

v1=(0z)*

Comme0 <8 <1et0<z<1,donnent 0 <l—2%<1~(8z)?

uis ! <
PO A - Vica
on obtient finolement

T
Yz €]0, 1)), arcsine < .
(e €10,10) me S
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Solution  4.22, - ( Solution 4.24, : T

a} On a @ 60,1° = (60 + 0, 1)"'—60"(L+ &) = 31+ gg) = 3 + 185y en rodians.
Posonsa= % etb= %+ ‘ 1

- . En posant f(x) = tanzx et g{z) = arcsinz, on a :
Par application de la formule de Tx aylorvlagmnge, an o lezistence de c €la, b tel que I g{z) = ;7%-;? #0 gur | — 1,00U]0, 1] -
cos(8) = cos(a) -- (b~ a) sin{a) — 52 cos(c). 2 f(0) = g(0) =0

2
Ce qui donme cos(b) = cos(60, 1)° r 3 — s ¥ = 0, 4985, {(=) = lim 1+tani(z) _

& lim T
e B
A partzr de ces hypothéses, en utilise la régle de UHopital . Dot

b) Par le méme formule et avec a =1, b=1,001 et f(t) = arctant, # eviste ¢ €ja, b]
tel que

¢4
arctan(L, 001) = arctan1 + 208 4 (890" p1(0) . 0, 7858, F@) g 200 £E
sab g :z;) = arcsin :ao g'lz)

¢} On fait de méme qu'gvant : a =1, b= 1,002 et (I} = Int, i existe ¢ €la, ] tel
que

. . 2 En utﬂzsant la rigle de UHopital avec f(i) = 2zsing — r et g(z) = 2cose, on
In(1,002) = F{1) + (0,002) f(1) — QLR pr1) 4 B2 pr¢ey ~ 0, 001908,

{;im 2rsinz —~w im 2sing + 2zcosx -
d) Ona: Vb= yITT=2/TF0,35~ 201+ %2 — 0239 4 35 95y3), . =+f  2cosz  esf —Ising
(Pest & dire /5 = 2,285 (on o ulilisé lo fonction fla) = /14 ). 3. Bn utilisant la végle de PHépital avec f(z) = V3 cosT — 2 et g(z) = 22 e
ensuite fe fuit que lim ﬂ;‘—"— =1ona:
Solution  4.23, : ‘ fim % STomgy2 Him 2“73 ‘%:” = lim cewe L .7t
240 z2 z»«ro R - R /3 ¥ cos 8"
1. Pour tout z € R*, i emiste un réel ¢ entre ) el x tel gue i hm(m-—l)tanﬁimum xmlsmeh z—1 = him : mwg'
2 =icosEE 2 zolcos® a1 —fsin A T
T A - ) (o2 - Bip g
flz)= fi0)+ ﬁf’(ﬂ} + 5 f"fﬁ) SR *—f{ o)+ (m+ i f{nﬂ)(é) 5. lnn(coss:}%'l’ = lim ™ F o him BB = o)
. . 3} E1
i z
Puisque, ¥k € N*, f{t) = ¢t, on obtient , 6 lim 2% .y . 7z L & cos 5z :}.« him SsinBaz)® 5.
s+ % tanbx 23 -'7'5'" 5 \z—3% oSz § \z~+% sinz
PN x? 2t ozttt Pour cette limite on a utilisé dewx fois le régle de UHopital (et en général en-
e = +'ﬁ+§1'+”’+}§f+(n+1)!e‘ tant de fois qu’on veut).
2 Pourz=1,0ona 7.
11 1 1 e 1 zhnz—x+1 nz
e=l4 bt g ey ——r =) = =h
JER (n+ 1}' :%l-n(:c -1 1n:r:) {x~1}nz aon Inz +(z - 1)L
" -1 clnz . o Imz41 - 1
D'od lu, ~¢e| = T"+—15" ¢ < iy care < L. Etpmszme hm {n+1}? =], llf’f?mlnz+m~1 i s =3
elors Hm u, = e. . *
Tt of 00 - &.
ian —2e% 4+ 1 = lim 26%* ~ 2
a:-mcosﬁm 20033,c+aaag: z—+0 8 5in 3z + 2sin 2r — sing
= lim 4321: — Do _ w};
a0 ~Bcos Bz + dcos 2r —cose 3

L& aussi, On o utilisé deuz fois la régle de ["Hépital.
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4.4 Exercices supplémentaires

Exercice 4.25. :
Peut-on appliquer le théoréme de Rolle auz fonctions sutvantes ¥

L flz}= ¥z ~2)7 sur0,4], 2 g(z)=tanz sur [0,7].
Exerclce 4.26. : v
1) On pose f(z)-=z(z ~ 1)(z — 2){x — 3) pour tout & € R.
Montrer gue Udguation f'{x) = 0 a exactement trois solutions dans H.
2) Que peut-on dire de la fonetion g(x) = n(x ~ 1)(z — 2)(x ~ 3){z ~ 4) 7

Exercice 4.27. :

Soit f : B = R la fonction définie por f{z) = W. Montrer que f’
s’anmule o moins une fois sur Uintervatie 10, |

Exercice 4.28. :

Soit f une fonction définie et continue sur la, b, dérivable sur jo,b] telle que f' ne
&’annule pas sur la,b{. Monirer que f est injective.

Exercice 4.29. :

Montier que Pégquation € =1 + ¢ admet une seule solution = = (.

Q};g;gi_c;g 4.30, : )
Montrer qu’entre deur racines réelles de e sinz = 1, i existe une rocine réelle de
e cosx = ~1. i ‘

Indication : Appliqﬁer ie théoréme de Rolle & lo fonction e™* —sine.

BExerclce 4.31.

Soient @ et b deus réels finés et n un entier tel que n > 2. On pose Plx) = 2" —ax —b.
1) Montrer que si n est pair le polyndme P(x) ne peut avoir plus gue deur racines
réelles. :

2) Montrer que si n est impair le polyndme P(z) ne peut avoir plus que trois recines
véelles.

Exercice 4.32, :

. , ) f: R — R
On considére lo fonction définie par c o flo) = la? - 1] + 222 - ]
Pour quelles valeurs de o el b peut-on appliquer le théoréme des accroissements finis
d f surla,b]?

Exercice 4.33.
Etudier Vezistence et Uunicité de ¢ €]a, b] tel gue

£(b) ~ f(a) = (b —a)f'(c)
dans les cas suivands :
a=-1b=1et fla) =2~ 1.
2)a=-2 b=2 etf(:z:):—-*%f.'z‘:—ih
3 a=0,b=2r et f(z}=sinx+ 3z.
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Exercice 4.34. :

b i
1. Montmrquel—g<]n{§)<~-l gid<a<h
b a’ a
1 1
2. En déduire que 3 < In(1,2) < T

Exercice 4.35. :
Démontrer que pour tout x € M, ona:

T
e € (1 ) L T
1+x‘"u( )

Exercice 4.36.

ok

i

1
1. Montrer que pour tout x > 0, i < Infz+ 1} — In{z) < ~.

&

i
. . e N - Lo
2. En déduire zkrfmm&ln(z + 1) — In{x}), puis xﬂi‘m{ 1+ =)

Exercice 4.87. ¢
Démontrer que pour tout x >0 on a :

Exercice 4.38. : ]
Démontrer que pour tous a et b deus réels donnés tels que 0 < a < b L ona:

b—a h—a
—m < fanb — tong € —gs.
cos? ¢ coa? b

Exercice 4.39. » )
Soit § une fonction numérigue 4 variable réelle définte ef dérivable aur 'intervalle
{a,b], telle que : )

fla) = f'(b).

Montrer que ;:  Jegla,b], flo)= L fla)

=%

Exercice 4.40. : )
Soit f une fonction numérique définve et dérivable sur 10, +oof telle que :

Va €]0ftoo], j”(:r)::-:—: et F11)=0.

1) Déterminer le signe de f(z) pour tout x €]0,+oof.
2) Démontrer que powr tout a strictement positif

a-1

< flaysa—1

&) Démontrer que !

e etoetr, | JHTHD N
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Exercice 4.41.

E‘tabizr les mega!ztes suivantes en utilisant le théoréme des accroissements fimds ¢
L 2 <ln(1+$\<x,‘v'x>0
2. arcsing < iy, Vo C]G 1.
3 57?35 </T—z~1< 35, Ve €]0, 1.
4 leos(e+1) —cosz] <1, V2 ER,
eV e =igly—ol, Vo,y tels quex 20 ety 2 0.
Exercice 4.42.
En utilisant le théoréme des accroissements finis, déterminer la limite suivante -
ecmbm — gCORZ
B e
z-30 coshz ~ cosz

Exercice 4.43. :

1. Ferére la formule de Mac-Lourin pour la fonction f(z) =In(1+2).
2. En déduire lo limite de la suite {uy ) définie par

1 1 (=1t
"J'nml—‘§+5"‘4+*“+
Exercice 4.44. :
>
1. Montrer que z — £l <hl(l+z) <z Vo >0
z k
2. En déduire lim gu + 37

Exercice 4.45. :
Caleuler les limites suiventes en utilisant la végle de PHopital :

- - : tanx - §in 4
g TEBESNEy y TEIMLED) Ty g, ST s
30 Fa #0 1-—cosz 56 ¢ —gingy
lnz . In{vos 3z) . l4cosmE
— . B e 4 . lim ——e
4 o z 5 23 In{cos 22) 6 s B g g
. }n(ainz) 1 1
£ i{m x? 8 El—% snln
Exercice 4.46.

Soit g: [-1,1] — K wie fonction de classe C2 telle gue g(0) = ¢'(0) = 0. On pos

4 gz e [~1,14{0},
Fla) =
0 st =0,

Montrer que la fonction § est dérivable en 0.
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4.5 Indications sur les exercices supplémentaires
Solution 4.25. :

1. Non, car f n'est pas dérivable en 8 :

- %
(T {c S ) LU NN
z—+2+ r—2 QPSR 2 ze2¥ (g — 2)§ :
2. Non, car g w'est pas définie en §. . -

Solution 4.26. ‘ :
1) Remarguer gue f(m) = z{x ~ 1){z — 2)(z ~ 3} est un polyndme de degré qu&trc s
dérivée f'(z) est de degré trois, & au piug trois racines dans M. Utiliser le théoréme
de Rolle pour montrer gue f'(z) a déjé au mois trois solutions x; €|0,1], =z €]1,2{
et Ty 6]2, 3[.

2) Fuire de méme pour vérifier que si g{z) = z(x — 1j{z ~ )z — 3)(z — 4) Udquation
g{z) =0 a ezaciement quatre racines dans IR.

Solufion 4.27. : .
La fonetion f est continue sur [0, 7} ef dérivable sur 0, %] De pius, F(0) = flm)y = 1.
D’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ €)0, w| tel gue f(c) =

Solution 4.28.
Supposons gu’ils evistent ©1,%3 € [0, b, 21 < xa, tels que f(z1) = f{z2). La fonction
F est continue sur [’cl,Igi et dmvabls sur Yoy, 2z, Donc il existe ¢ €]z, x5 tels que

Fi(e) =0, ce qui est abaurde.

Solution 4.29, :

Supposons qu’il eziste a € R* tel que ¢* = 1+ a. La fonction f(z) = e® ~ g est
continue et dérivable sur R avec f{0) = fla) =1 D aprés le théoréme de Rolle, il
eviste un véel © eﬂtm 0 et o tel que f'(c) = 0. Dot e° = 1, c¢ qui est absurde car

c# 0

Solution 4.30.. .
Soient a,bc R, a < b, fels que e“sine = e*sinb == 1. La fonction fla)y=e"* —ging

—:‘f-:—s—‘% est continue et dérivable sur R avec f(a) = =282 = 0, et de méme,
f(8) = 0. Donc il eziste ¢ €]a, bl tel que f'(c) = 0. D'od et~ cose = 0, et par
conséguent, ¢°cogc = —1.

-

Solution 4.31.

1} Pour n > 2 pair, la seule racine réelle de P'(z) = ng™ —a =0 est /%,

Et done P(z) ne peut avoir plus que dews racines réelles (sinon, en utilisent le théo-
réme de Rolle P'(z) aurait pius d'une rocinel},

2) Pour n > 2 impair, Q(z) = P'(z) = nz""! — a = n(a™ —~ £) ne peut avoir plus
rzuel deuz racines réelles d’aprés (1). Et donc P(x) ne peut avoir plus que trois racines
réelles,

Solution 4.32. :
La fonction définde sur R et définie par
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flw) =1a® — 1 + |22 ~ 2| = |z + 1| x |z ~ 1 + 2z — 0 x |z — §|

est déf'tlvabi’g sur | — oo, —1[U] ~ 1,0U10, §[U]}, 1{U]1, -+oo] et ne 'est pas aus pointg
~1,0, 3 et't. On'peut appliquer le théoréme des accroissements finis & f surfa,b] tel
que . .

fa, 8] C] ~ 00, ~1], ou fa,b] C [~1,0], ou [a,b] C [0, 3], ou |a, b} C [£,1

ou [a,b] C [1,400f. - Yok vt 1)

§olutioﬁ 4.33. : ‘

1) Poura=—1,b=1et f(z) =221, f(b} ~ fla) = (b— ) f(c) dquivant &
0== 2(2¢) et donc ¢ = 0 est unique. - Ho)= ¢ M) dicuat o
2) Psurz a=-2b=2et f(z) = ViZ, f(b) - fla) = (b~ a)f'(c) équivaut d

0 ﬁ-d(—c{) et done pas d’existence de ¢.

3) Pour a =0, b = 2r et f(z) = sinz + 3z, F{b) — fla) = (b~ a) f'{c) sguivaut &
6m = 2x(cose+ 3), puis & cosc = 0.

Comme c €]0, 2r], on obtient deur solutions ¢ = Zoue= %1'-

Solution 4.34. :

1. On appligue le théoréme des accroissements finis & ls fonction ln{z) sur Uin-
tervelle {a, ], 1l existe alors ¢ €a, b] tel que 1n{2) = In(b) — Infa) = 222,
Orl<a<e<b=s it cbscba gogg_goip(d) < by, )

2. I suffit de prendre a = 1 et b = 1,2, Ou, d'une manitre générele, o € BY,
quelconque et b=1,2a. Alors 2=1,2, 2 1 =0,9=} et1 -2 =02 _ 1
Do le résultat ) Lo

Solution_ 4.35, :

{(;n c]:f.pplique le théoréme des acoroissements finis & lo fonction In{1+£) sur Uintervalle
,z).

On aura Vezistence de ¢ tel que 0 < ¢ < & et f(®) — f(0) = {z - Q) f{c)

et donc In(1+ z) = w¢ds avee o < - < 1.

En multiplient par x positsf, on obtient, Vo € Ry -

x
<
15 Shil+z)<a

Sclution_ 4.36. :

1. La fonction In(t) est continue et dérivable sur 18, +cal, donc elle vérific les
hypothéses du ‘théoﬁ:me des accroissements finis sur Uintervalle [z,z + 1} =i
x> 0. Far suite, il eziste ¢ €|z, x + 1 tel que In(z + 1) ~ Infz) = 2. Onen

. 1 1 ,
déduit gue TS Infz + 1) —~ In{z) < 7o puisque

< - <
z+1 ¢ Tz

2. D’aprés i gquestion 1., ;% < z{lof{z + 1) —~ In(z)) < 1.
Par conséquent, x_lil_pmx(ln(:b + 1) ~In(z)) = 1.
One :
(1 + 1)2 m g® In(l+2) etln i em{ln[:t+1}—1n(-’c))
z 2,

Done lim (1+ }-)“’ =g,
2—+too @&
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Solution 4.37. :

Pour x > 0, ufiliser le théordme des aceroissements finis sur Vintervalle [0, 2} ef avee
la jonction f{) =¢€*. Ce qui donne :

3¢ €]0, 7 tel que £ = €21 = e,

Fe] a0

Comme0<c<a, onal <e® <% Dot le résultat :
o
-1
Ve, 1<5 2 g6t
x
Solution 4.38. ;

Utiliser le théoréme des aceroissements finies sur la, B[]0, { aver f{x)} = tang et
comparer cos® a, cos® b et cos? c.

Solution  4.39.

f(.‘};") - f(ﬁ} . :
Définir le fonction g{z) = P six €ja,b

Fie) sig=a
Justifier Pexmistence de 4 €la,b] :  ¢'(d) = ?_("_}};.}g_(ﬁl‘

Vérifier que g'(b) = ~¢’(d).

5i g'{d) = 0 donner ¢. :

85 g'(d) # 0, justifier que ¢ change de signe et que g posséde un ezfremum puis
conclure.

Solution 4.40. - -

1) f étant strictement positive donc [ est strictement croissante, en déduire le signe
de f sur 10,1 et sur )0, +ool.

2) Utiliser le théoréme des accroissements finds sur la, 1] ou 11, o] suivant que 1 < a
vua<1.

8} Poser h{z) == flzy} — f{z) ~ F(y) en fizant y. Calculer k'(z)} ef en déduire que b
est constante nulle.

Appliquer b @ i-,

Solution 4.41. :

1. La fonction f(t) =1n(1 +t) est continue sur [0, 2] et dérivable sur |0, x|, d'od
Je €]6, 2! tel que f(z) ~ f(0) = xf'{c). Par conséguent, in{l + z} = Z=. Or

1+c
z
0<c<x@~ﬁ;<1—j{<1.ﬂ’m}7+l <In(l+a} <z
- T

2. La fonction f{t) = arcsint est continue sur [0, o] et dérivable sur 0,z{. Donc
il existe ¢ €]0, 2| tel que f(z) ~ f(0} = (z = 0)f'(c), soit axcsing = —fep.
Comme 0 < ¢ <& < 1, alors ?1——1_—5,- < 71{7 Dot arcsin g < wpfomy.

3. On applique le théoréme des accrotssements finis pour f(t) = V1 - € sur lin.
“tervalle [0,a]. H existe alors ¢ €]0,2] tel gue VI—2 -1 = g7 Comme
0<ec<g, alors 1< = < 73?; Dot 5578= < VI—w~1< 3E.

4. Pour tout ¢ € R, Uapplication t v» cost est continue sur [z,2 + 1] et dérivable

sur lz, ¢ + 1] avec cos’t = —sint. Donc il eviste ¢ €lx,z + 1] tel que cos{z +
1) — cosz = —sine. Par sutte |cos(z + 1) —~ cosz} = [sing] £ 1.
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& L'inégalité est vérifide si x = y, Supposons que © 3 y,. alors il exisle ¢ entre &
etytelquee™ —e % =~y —a) Doile? —e % =e cly~2| < -zl
cor e”® < 1.

Solution 4.42.
Pour fout z € B, lo fonction €' est continue sur jvosz,coshz] et dérivable sur
fcosz,cosh2|. Done il existe ¢ €] cosz, cosh x| tel que

g9OBT 8T o (eosh & — cos e,

Six—0, alorsc— 1, el done

f‘,'wsh T gCOET

[ == lim e® = e,
z-+0 coshz —cos® o)

Solution 4.43.

1. Pour tout z & B*, il ewiste un réel ¢ entre 0 et ¢ tel que

‘ m? gt . n1
Fiz) = FO 2 f () + F 1 0) -t ) + 1).f< o).
Pour tout k € N*, F8O() = %%%—_9_’ Doy
1)1; I{k — 1); [:.,..L)k-'l
f"(()) = P p z*,
Par suite
2 7t+1

A T n'lw nM.___.
Wl +z) =2~ -+ (-1 —1} (1§ ot

2. Pour z =1, on obtient n{2) = u, + W_ﬁ%ﬁi{;—)n Dot
1 < 1 )
(n+1){14ciH “ntd

fun ~ I0(2)] =

Par conséquent, lim u, = In(2}.
ot 80

Rolution 4.44. -

‘ > )
1. D’aprés Vegercice précédent, m(l + &) = z ~ m , o ¢ €10,z Puisque
0(6(1}:?-{-]?4—};35(&%35 < 1, alors

z? z?
a:———§~ <1I}(l+x)<$“m < T
u k
2. Posons u, = (H(l + =)} Alors
k=1 i
L a4+ 1)
{tim) = Zln(l A koot

k=1
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|
En utilisant les résultats 3¢, k = ’i%t—ﬂ et e <nxnona
k1B n(ntl) nn+1). 1
1 >y = 2> oot
n(un) 2 ?;-; n? 24 n“ =Top?r T 3pd Zk 2713 "o

E’oﬁngxfmlxl( }m««et hm H{1+ ‘;-g%-\/"

Solution 4.45,

1. lim ZLOSE ~sinx - lim COSZ ~ BEINT ~ CO8 L = ~ginz 1
 Z-40 3 i 322 _3% 3z &
z ~In(l 1—gd
2. lim (+$)xlim AEE g wgz-—x—l—zl.
=0 1 —cosx z=D  sing =s0giny 14z
3. ' ’
. btanz -—sinz . -%—- —COST _- J,-msaw ‘
Hm e 2= Himy N
230 T —8inT 520 1—cosg | a0 cos? 2(1 ~ 005 T)
14 cosx + cos® z o
ey cos? 3
1 kS
. bm o —— = Jim —& e = Bm e = -
4 st Sz st %:B"% x~+~t—m\3/.’z A
5L ln(cos3z) . 3ein3x  cos2z 3 o S0 3E 3hm 3oos 3z
" 20 In(cos2z) =0 cosdx  2sin2x  2o-0smnlr 2 o0 2cos 2T
6 lim 1+cosmz i ~RENTE i ~mlcony  w
TE gt —2r 41 ol 2—2 =) 2 e
7.
In(282) i 20088 —sing . cosg —zsinz - coss
e 20 2z?ging =0 4asinz -+ 2z2cosT
o 8inx
I
=40 4582 4 Doos g i
8. *
. 1 1 . ¥ -sin’g Uz - gin 2
lim ot Sl T ) = ) p
z-0gin®y X =0 gigin®g =0 2psin® T + 2% 8in 22
= lim 2 - 2oo8 2z
paar 2sin? & + 4z sin 27 + 222 cos 2
= Tm 4gin2z
-+ Ggin 2z + 12z cos 2z — 427 sin 21
= lim 8cos2z
by 24 c08 2z ~ 323 sin 2 ~ 82 cos 2x
1
= 3

111

=3
=3



Solution 4.46.

En utilisant la rigle de ’Hopital deuz fais, pour passer de yj’_ —L)-

de—(ﬂﬂ—i—l,ona

f(w)

a.--+0 @ -

f flz) - f(0)

et pour passer

Par conséquent, f'(0) = (0

i 80 9 e g0
-0 2—90 2:(:, =0 2 9
\\\
! )/
|
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Chapitre 5

La convexité et ses applications

5.1 Rappels de cours

Soit I un intervalle de IR et f une fonction définie sur I et C la courbe représentative
de f dans un repére du plan.

Définition_ 5.1. Une partie A de R? est dite conveze lorsque, pour A et B deux
points quelcongues de A, on o le segment [AB] est inclus dans A,
L épigraphe de f est 'ensemble noté et défini par Ep(f) = {(z,3) € IxR [ y > f{z)}.
On dit que f est convere lorsque son épigraphe est une portie convexe de R%.
f est une fonction concave si la fonction (~f) est conveze.

-

Propriétés 8. Les énoncés sutvants sont équivalents :
— f est conveze sur I,
— Y(u,v) € I? et VA €]0, 1]

FOut (1= A)w) < Af{w) + (1 = A)f(v)
f(z) f( ) |

— Pour tout a € I la fonction p,(z) = ——=—r est croissante sur I — {a}

Théoréeme 5.1. Lorsgue f est dérivable sur I on a 'éguivalence :
f conveze sur I <= f' eroissente sur ]

Théoréme 5.2. Lorsque f est deux fois dérivable sur I on a Udguivalence ;
f conveze sur I <=+ f" positive sur [
-

Proposition 5.1, Soit f conveze et dérivable sur Uintervalle I = [a,b]. Pour chaque
Z, € la,bl on a :

f(b) f(a fb) = fla)

Yz € [a,3], fzo) +(z —2o)f'(z0) £ f(2) £ fla) + —F———(z~a)

Ce qui signifie que lo courbe de f sur I est au dessus de lu tangente en z, quelcongque
de ja,b] et au dessous de lo corde reliant les deux points (a, f(a)) et (b, f(b)).
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5.2 Enoncés des exercices

Exercice 5.1.
On définit lu fonction | par

f o I=02 — R
T~z sizel0l
x -+ 1 gige=]
z-1 gize€)l,?

1) Etudier lo continuité, la dérivabilité et lo dérivabilité seconde de § sur I
2) Soit o €]0,1]. On pose z¢ = } et 2y = 3.

Caleuler floxy + {1 — o)) et of (z4) + {1 - @) f(z2).

&) | est-elle convese {vesp. concove) sur I ¢

Exercice 5.2.

Déterminer les intervalles de converit€ et de concavité, les points dinflezion des
courbes des foncmons suivanies ;

Flz) = e et glz) = ze

Exercice 5.3. :
Soit f(z) = 23 4 ox® + bz + ¢ avec a,b et ¢ trois rdels.
Déterminer a,b,c pour que f soit convere sur [, +oo et concave gur | — 00,0}

Exercice 5.4.
Soit f{z) = az® +b:z: avec o, b deuz réels el a # 0.
Etudier la convexité de f suivant les valeurs de a et b.

Exercice B.5.
1) Montrer gue !a Jonction flz) = &® est convere sur R.
2) En déduire que pour tout (z,,2) € R?
privi < & 2 8
4- € K + ‘5‘ + —5'.
b efti+E < 2 (e“ +e¥ + e*).

Exercice 5.6. :
o) Montrer que lo fonction définie par fz) = £2¥1¥0% 5t conveze sur R.
b) Sait g : R -+ IR une fonction telle que pour towtz € R glz) > 0.
Montrer que si la fonction h(z) = In{g) est convese nlors y est conveze.
La réciprogue est-elle vraie ? -

A
Exercice 5.7. - /
Sotent n > 2 un enfier naturel, a1,aq, -, 4, des véels positifs tels que :
ay +ag e, =1,
Monirer que pour tous Ty, %z, - + Tn tes réels donnés on o :
1)

2
fa171 + agig + -+ + @nZn)” < a12d +0gxh + o + apTh.

114

2) Etsienplusa; >0 etz >0 pouri=12-.. n alors
In{ayzy +agza+ o+ auTn) > o lnzy Fagney + -+ ap Iz,
3} Etsienplusa; >0 et x; >0 pouri= 1,2+, n aors

1 a; , az Qp
B — F e =,
iy Haape b antn T Xy 39 4 Zn

Exercice 5.8.

On pose f(x) = —lnz.

1) Montrer que la fonction f est conveze sur Vintervalle I =)0, +-o0f.

%) Vérifier que JET < L V(z,p) € I.

8) Montrer que pour n > 2 un entier noturel, a1, a2,- - , 6y des réels strictement po-
sitifs on a :

Yarag - an <
4) Etudier le probleme d egaigté dans cette inégalité.

G toptitan

Exercice 5.9, :

Soient n > 2 un entier naturel, a1, 0z, ,a, des réels strictement positifs tels que
kil

Yoagmaytayt+-oca, =1

p=1 )

1) Mom‘mr que sz k est un entier naturel alors on a :
O -+ ark,

2} Emdzer le pf‘obieme d @alzté dans cette inégalité.

Exercice 5.10.

Soit p € R et f, la fonction définie par fp(z) = z® sur |0, +oof.
1) Pour quelle valeurs de p ln fonction f, est conveze ¢

2) Pour p > 1, vérifier que f, est conveze et que Uon a

Vee[l,2] x—p+i<aP <(P—-1)z~1)+ 1.

Exercice 5.11.
a- Vérifier que la foncmm flz) =sinx est concave sur [(l zl
b- Bn déduire que :

2 .
Ve |0, - <sginzr <=

2}
Exercice 5.12. :

‘Seit f : Ry ~+ R, dérivable et coneave telle que £(0) > 0.

Montrer que ‘
V(z,y) € Ry flz+9) < flz)+ fl).
Essayer d’ut‘iliser lu fonetion g.(y) = F(z+y) — f(z) ~ fly) définie pour x fixd,
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5.3 Solutions détaillées des exercices

Solution 8.1, : ‘
1) La fonction f est continue sur [0,1] et sur |1,2] puisqu’elle est polynomiale sur
chacun de ces intervalles disjoints.
E¢ lll:)!:} flz) = iljﬁ(x ~ 1) =04 f(1). Par suite f n'est pus continue en 1.

#>1 Z>1
Les dérivées premiéres ef secondes de le fonction f sur chacun des intervalles dis-
joints [0, 1] et ]1,2] existent. Mais f n'est pas dérivable en 1 puisqu’elle n'est méme
pas continue en 1. : /

2) Pouro €01, =3 etay=3, 0ona:
flaz: + (1 ='a)zg) = faf + (1 —a)3) = F(¥522).
'Camme on ez :

d<a<i =~1<~20<0 =1<iPxd

01‘ .
l<a<l=< a=] = ide o)
411

I<a<l 2-2<-2%a<-1 =i
On en déduil quez

o (1=l =1 _o s B<a<i
fisfey =4 1 sia=j
1-(58)=a-} si l<a<l
D’autre part

af(@)+ (- o) f(zg) = af () +(1~a)f§)=al +(1-a)f = 1.

3) On en déduit que floms + (1 — o)zg) < af(s:) + (1 —o)fiz) 5o # §
et flaz; + (L~ e)as) > af(@m) + (1 - o) f(zz) sia=1.

Aingi f w'est ni convere ni concnve sur I,

Solution 5.2.

1 Lo fonction f(z) = ¢=%" étant dérivable & Uordre deuz, on utilize lo dérivée seconde
pour étudier lo convexitd,

On o fliz)= —2ze7%" et f{z) = dz2e™® — 2e~T = 222? ~ 1)6“"’.

Le polynome (22° ~ 1) o’annule en 2; = ~v2 et en 1y = ;’?, de signe positif sur
| = o0, a1] U fwg, +oo| et de signe négatif sur {z1, zg).
L en V2, V2 ‘
Par suite §"{x) > 0 sur |- oo, ~v-2-~] u {wz—«,%—m{ et done f est convere sur chacun
des intervalles | — oo, ~~é_~2-} ef [—“/22,%-00{.
V2 V2 2 V2

Bt f"(z) <0 sur [~—-, 5], donc f est concave sur I"}C‘ Sk

Les points dinflecion de f sont A(zy, f{z1)) et B{zg, flza)).

2- La dérivée seconde de g(z) = €™ est donnée par

3
g'(x) = ({(~222 + 1)~ ) = (4z® - fz)e" = 22(20° ~ 3)e™" .
Elle s’annule auz points z; = «v\/%-, e =0 et zry= \/‘3;.
g"{x) est donc positive sur {u\/é, oju [\/5 A+l ez qui implique que g conveze sur
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chacun des intervalles |~ \/g, 0] et {4/ 3, +ool.
Bt ¢ () est négative sur | — oo,m\/"%_} U o, \/%] ce qui émpligue gue g concave sur
checun des intervalles | — oo, »—\/gg et [0, \/é]

Les points d'inflerion sont :

Al- %:9(—\@)), B(0,9(0)) et c<\/§,gc\/§».

Solufion 5.3. :

Ta dérivde seconde de f{z) = 2% + ax? 4 ba + ¢ est [¥(z) = bz + Za.

Pour que f soit conveze sur [0, +oof il nous fout f#(z) =6z +2a 20 Ve 2 0. Ce qui
dovine a > 0 (en prenant z = ().

Pour que f soit concave sur | — 00,0] il nous fout f”(z) = 6z + 2a <0 Ve < 0. Ce
qui donne a < 0 {en fendont x vers 0).

Par suite o = 0. Et avec 6 = 0 on o bien e gqu’il fout.

Solution 5.4. :

Lo dérivée seconde de f{z) = ar® + br est f'(z) = Bazx.

Par suite on o les cas ;

1- Sia > 0 f est positive sur [0, 400l et donc f est conveze sur [0, ool
f" est négative sur | — 00,0] et donc f est concave sur | — o0, 0].

2-Sia <0 f" est négative sur [0, +-c0| et donc f est concave sur [0, +o0f.
F est positive sur | ~ 0,0 et done f est conveze sur | ~ oo, 0]

Solution_5.5. : .

1) La fonction f(z) = €= o sur R comme dérivée seconde F{x) = e* qui est positive
sur- IR,

Par suite f est convere sur IR.

2) En utilisant lo définition de ln convegité, on o pour tout (z,1,2) € R :
o En prenant on =3, @3 = feda=g.
On a bien oy +ag + ag =1 et o, 00,03 € [0,1]
d'ot flogz + azy + oaz) € e f(x) + ag fly) + e flz)
Ce gui donne
geprg < & 2 L€
I
b- Bn prenant ensuite oy = 3, 0p = § etag = §.
On abienoqg +og+og=1 el oy, 09,03 € [0,
d'ou flons + agy + a3z) < e f(z) + aa fli) + a3 f(2)
Ce qui donne

e¥TETE < %(e“ +e¥ 4 &%)

Solution 5.6. : -

a) La fonction f{x) = €2%4"T ¢ une dérivée seconde donnée par

i) = (@)Y = (2 +cos z)errenz)’ — ((2 4 cos z)? - sing) 2= H5R 7,

On a —1 < cosz, qui donne 1 € (2 + cosz) et done 1 < (2 + cosz)?. Comme
—1< —sinz et en rajoutant les membres de ces derniéres inégalités on oblient
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05 (2+4cosz)? —~sinz. ‘

Par suite f'{z) >0V e R el f est bzen convexe sur R.

b) On a ¥z € R g(z) > 0, la fonction h{z) = In(g) est bien définie.

&i ln fonction h(x) = ln(g) est convexe alors

V(z,y) € R® V(a,b) & [0, 1} tels que a+b =1 : hiax + by} < ahiz) + bh(y),
ce qui donme In(g(ez + by)) < elng{z)) + blu(g(y)) (1)

Sochant gue In est concave on a déjé

aln(g(z)) + bin(g(y)) < In(ag(z) + by(y)) (2)

En combinant {1) et {2) on obiient

In(g(ax + by)) < In (ag(z) + be(y)).

En composant avec la fonction exponentielle, qui est croissante, on obtient
glaz + by) < ag(x) + bely) ¥z, y) € R? ¥(a, b) € [0,1] tels quea+b=1.
La fonction g est dome conveze sur IR.

La réciprogue cst fausse :

D’apres la premiére question lo fonction f est conveze. Bl h(z) =In f{z) = 2z +sing
dont lo dérivée seconde R (z) = —sinz change de signe sur B. La fonction In{f{x)}
nw'est done pas conuvere.

Solution 5.7. :

Botent n > 2 un entier naturel, a1, 83, -+ 0 des véels positifs tels que

[ IR A e i o I

Pour tous £1,%a, -~ , I, des réels donnés on a -

1} On considere la fonction f(z) = 2® dont la dérivée seconde est F(z) = 2 qui est
positive sur R. Por suite f est conveze sur R ef Uon a :

Flarm: + osmg + -+ + Gan) S agflm) +aaf(m) + - + an flzn)

Dot le résuliat

2 ,
{@121 + 6a%a + - + CnTn)” < @177 + @273 + - + an T

2) Et si en plus u; > 0 et z > 0 pour i = 1,2- o,n, on considére la fonction

g(z) = lnz définie surJ0,+oof, dont la dérivée seconde g"(z) = —;‘; gui est négative

gur [0, +o00l. Par suite g est concave sur Y0, +oof et Von a :
gleamy + agzg + -« + @nn) = a19{@1} + aag(ce) + -+ + Gagitn)
D'og le vésultat

In(ayzy + gz + - +anxn) Zaglr +ozglnzg -t o liz,

1
z
définie sur }0, +oo|, dont la dérivée seconde h(z) = 523 qui est positive sur 10, +cof.
Par suite h est convese sur 10, +oof ef Pon a :

hi{mzy + eaitg + - + 2a2) < ahl®) + aoh{zo) + - + anh{z,)
Doi le résultat

3) Etsienplusa; » 0 etx; > 0 pouri= 1,2 -,n on considére la fonction h{z) =

1 ’ ap | Oz 2y
a1y + 0%y + - Fnn T T Ty Ty,

Solution  5.8.
1) La dérivée seconde de lo fonction f{z) = —Inz définde sur I =]0, +00] est
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1 .
a) = g Comme f*(z) > 0 Y € I, | est strictement convece sur I.

2) Pmnomamﬁ*l ef(a: VEDP. Onaa+B=1. La converité de f donne
f(gig“f”;;y)ggf( 1+ Qf(y) - l

Bt done ~In(Z2) < ~1 (lnx + Ingy) = ~1 Iy = -—Invf‘“
Ce qui donne In \fy < m(?:‘:.&i)

En passant par la croissance de ' pplzcaéwn exponentielle on im:we A

VY = exp(in /27) < exp(In(ZH)) = R U B
D’og le résultat . B %

+
ﬁﬁs%ﬂ Y(z,y) € I?

3) Pour n € N et n > 2, choisissons oy zag::m=aﬂz.-i,
7

1
Onabionaitag+- -+, =nx = =1 et les {5 ); sont positifs.

Siar, 83, , 4y, sont des réels smctement positifs, on o d'aprés la convexilé
de f(z) = ~Inzx :

f(aun + azag + - +anan) Saflo) + agflag) +- -+ anflan).
Ce gui donne

—la (W) < é (~In(ar) = In(ag) + -+ — ln(an))

< L (In{ar) + In(az) + -+ + In(ay))

& 1!1(&1(12 e an)
- n ;
Ce qui impligue qae

I W)m In{as0y - an) <In{ X% - Hn
7

En composant avec ;’a Jonction exponenticlle an obtient le résuliat

.

Gy +ag+- oy
e

Ya1az g, <

4) Lo fonction étant strictement conveze Dégalité dans cette inégalité

s’obtient 55 et
seulement les (a;); soni dgaue.

Solution_ 5.9.

Sfient 2 2 un entier naturel, 6,0, -« , 0, des véels strictement positifs tels gue
a%zq+m+m+%xh
=

1) Pour k un entier naturel on considére lo Jonction fi(x) = 2™* définie sur 10, +oo}.

Sa dévivée seconde () = ~k(~k—1)z"%2 = k(k+1)2-%~2 st strictement posstive
sur 10, +-0ol. Par suit f est strictement conveze.

On a done PVinégalité

g1 tas+---+a
=2y < = f(01)+“f(az)+ e f(an}
Sachant gue gy + ag + - + a,. = 1 on obtient -
as*
whe by uiTat b bt
ﬂ - N
D'on le résultat "

kbl g o=k - -
n"rt < aj +a2’°+---+a,,“

119



2} Pquue Ji est sirictement conveze on o égaltté dams cette indgolité s et seulement

TE0p e Oy
Solution 5.10. :

1} La fonction f,,(x} P étant dérivable deuz fois sur |0, +oo ef so dérivde seconde
est donnée par f}/(z) = p(p = 1)zP~2.
Puisque T €0, +oo[ fe signe de p(p — 1) est positif si et seulement si
P €] ~ 00,00U [1, +oo| et I'on aura dans ce cas fy/{z) 2 0 et donc f, est conveze.
2) Comme p> 1, d'aprés ce qui précéde f, est bzen convege sur |0,-+oof et done f est
conveze sur [1, 2] clo, +ocl. |
Soit ¢, € [1,2] ¢ :
L’équation de la tongente au point (&, fo{x,)) & la courbe de f, est donnée par
y= fp(‘to}(x zo) + fp{®o)-
L équation de la corde veliant (1, fo(1)} = (1,1) et (2, fp{2)) = (2,27} est donnde par
y= ) _ @ -1
-1~ 2-1 '
C'e qui donney = (PP —1)}(z — 1) + 1.
D’aprés la convezitéd, on u lo tangente est au dessous de la courbe et la courbe est au
dessous de lo. corde.
Ainsi pour chaque T, € (1,2 et Ve e (1,2}, ona: ‘
bz — o) + 2b = f,,(mo)(m To) + fp(xo) < fo(z) S (P — 1)z~ 1) +1
Bn particulier avec z, = 1, on obtient :

Yo € (1,2 ple~1}+1Sa? <2~ Ye~1)+1

Remarque : !

On peut utiliser d'autre volevr de z, € [1,2} pour ovoir d'autre inégalité. Par exemple
avec T, = § on aure

veelL2l pBP -+ S <@ -E-1)+1
Solution 5.11. :
a- La fonction f{z) = sinx a une dérivée seconde gale & f7(z) = —sinx < 0 pour

tout © € {0, Z]. On en déduil que f est concave sur [0,3].
b- Léquation de la corde reliont le point 0, £/(0)) = (D 0) et le point (5, f(3)) = (Z.1)

est donnde par y = ...(.Z;)__fll( ~ 0} + f(0) = m—:c«- —2~m

L'équation de la tangente en 2, € [0, 5] est :i(mnée par
y= [T (@~ 2a) + F(2o) = cosz,{2 — x,) + sin 1,
D’apres la concavilé on seit gue la corde est eu dessous de la courbe de f qui est elle
méme au dessous de lo fangente. Dot les inégalités
Pour chaque z, € {0,3] etz € [0,3], on o -

2 .
~T & §inT < COST(L = &,) + SN T,
n. particulier pour z, =0, on a

‘v’me{O?r

2
~ —r<sinz <z
. 51 Zz<sines

Rerngrque ;
V2 V2

2
Zr< R R LA
~¢ <sine {= }+ 5

Pour £, =% on avra Yz € [0, £]
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J3

2
—g <ging < — :z:—~+-—
L =HRTS ( 373

Pour £, =% on aura ¥z & [0, §]

Solution 5.12. :

Lo fonction | 3R+ -+ TR étant dérivable ef concave, sa dérivée est alors décrotssante
sur

Pw?; > O fixé on considéve la fonction g.(y) = flz +y) ~ f{x) ~ fy) qui est
dérivable et g4(y) = (z+y) fla+y) — f(y) = fle+y) = (W) <0 (car ' est
décroissante et y < 2 + ¥ donne f'(x +y) < f'{1))

Ainai g, {y) est décroissante sur B, ef done g.{y) € 9-(0) Vo € B

Ce qui donne f(z +y) ~ f(z) — f(y) < f(z) - flz) — 7(0) = —F{0).

Suchant que f(0) = 0 ot done — f(0) < 0 et que x est quelcongue dans IR, on en
déduit que

Vi, y) € (RY)? flo+v) € fle)+ fly)
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5.4 Exercices supplémentaires

Exercice 5.13. :
FoooI=[-1,1] — R
On définit lo fonction f par ' { 22 sz#0
T -
1 pourz=0
1) Btudier lo continuité, la dérivabilité et lo dérivabilité seconde de f sur I.
2) Soit « €]0,1{. On pose 7y =~ et oy = 3.
Calculer f(az, + (1 — a)za) et af(z1) + (1 ~ @) f(za).
3) f est-elle convere (resp. concave) sur I ¢

Exercice 5.14. :

On pose I = [Z,%] et f(z) = 2c0sz ~ 3z.

1) Peut-on trouver o € [0,1] tel que

Ve, ,2) € I° floz+ 3y + 22) < af(a) + L) + 2/(2) ?

2) Donner l'exemple d'un intervalle J C [, 3n] tel que

V(a,b,c,d) € J* £{0,3a+0,12b+3c+0,08d) > 0,3f(a)+0,12f(b)+2 f{c)+0,08f(d).

Exercice 5.15. :

1) Montrer que la fonction f{z) = e* est conveze sur [ = {1,4o00].

2) En déduire que pour tout (z,y,z,t) € I :
3 x

o elerivriarite) < le# 4 lev’ 4 L

+
b el3+4+3+2) <4 (e‘2 +e¥ +e eta).

&

13 %
e .

for}

Exercice 5.16. :

Déterminer suivant la valewr de a € R, les intervalles de convexité et de conca-
vité, les points d'inflezion de la courbe de la fonction f(z) = z%e~®" sur Uintervalle
1 =)0, +o0.

Exercice 5.17. :
Sotent n > 2 un entier naturel, T1, g, -+ , T, des réels strictement positifs et a > 1.
Montrer gue

(my +2o 4 F2,) < HaF+ g4+ 33

Exercice 5.18. :

On pose f(z) = —In{lnz).

1) Montrer que la fonction f est conveze sur l'intervalle I =|1,+o0].

2) Vérifier que Viizlny < In Z¥ ¥(z,y) € 12 _
3) Montrer que pour n > 2 un entier neturel, a1,8, - ,an des réels appartenant &
I,one:

Yme{lnay - Ina, < ln 2rbeetotan

4) Etudier le probléme d’égalité dans cette indgalité.

Exercice 5.19. :
Soient n > 2 un entier naturel, a1,az,-+- ,a, des réels strictement positifs.
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n
Onpose S=ar+ay+---+a,= 3 a,. ) .
p=l ’

n 171 1

wn S — (_—- + R + e + —L)

5 o\ gy ag Qg
2) Etudier le probleme d’égalité dans cette inégalité.

8) On pose b, = (1 ~ a,)§ (donc ay = ]~ ESE)
Mondrer que

1} Montrer que

n 1<, b
— 1< P
S ls n Z S—b,
prewl B
puis étudier le probléme d’égalité dans cette inégalité.

Exercice 5.20, : . S
Sotent n > 2 un entier naturel, ay,as,--- ,a, des réels positifs tels que )
artagto oy =1 o
Montrer que pour fous T, 22,7 5% des réels donnss on a : -
1) (8121 + aa%a + -+ -+ an®p)” < 0178 +agzh + - + anzt.
2) Et si enplzis a;>0etx; >0pouri=1,2---,n aors
a a a.
S Ayt R
Ty g - Ty

(8121 + @oma + - - + a,,a:n)g

Exercice 5.21. : :
Soient p et q deus réels tels quep >l etg>1 et L 42 = 1, -
1} Exprimer p er fonction de q. P
2) On se donne @ et b deux réels strictement positifs et on pose
o= -’l;lna etﬂz%lnb.
Ezprimer a (resp.b) en fonction de o (resp.8).
3) En utilisant lo convesité de la fonction €®, montrer que ab< 3gP 4 Lpe,
4) Soient Ty, %3, & €t Y1,Y2, 0, Yn 20 1éels positifs. ? !
On pose u = (i;mf)y etv= (Zn: y;’)q.
=

§=x1
Montrer que pour chaque i :

(m:)? + 1{(y:)?
uP g v

Tl <
uy
»

[

5) Montrer inégalité de Holder :

1
Ty b Do S (@ a)P (W4l

6) Ecrire cette formule dans le casp =g =2 et n=3 et Vinterpréter.
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5.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solution 5.13. :

1) Vénifier qu'en dehors de 0 f est deus fois dérivable et que ¥ est positive et gu’en
z = 0 elle w'est méme pas continue.
1~ 20! f (0) =] sia= %
2) flowy + (1 = ofug) = fl~—s—) = - 2a .
{‘——2—--')2 St & 5]0, %{U}%,l[
3) f n'est ni conveze, ni concave sur I.

Solution 5.14. :

1) Veérifier que f est convexe sur I en déterminant le signe de f7(z) sur I. Trouver
cnsmée @ € [(3 1] tel que

a+t §+ 2

2) Determmer le signe de f"(x) dans [n,3n]. Choisir ensuite J C |x,37] sur lequel f
est concave pour avoir Uinéghlité désirée,

Solution 5.15. :

1) Vérifier que la denvéz seconde de flz) = €*" est positive sur 11,400

2) o Vérifier ueocy + e+ sty =l powreg = L, o9 =5, ag = 3 etag=
puis utiliser inégalité de la convelm‘é.

b- Prendre =0&g=’~‘:agza‘=z,

hu

a:[w
Qi
-

Solution 5.16. : .

Vérifier que f"(z) = x“"”(tlm‘ 2A%a+ Do + ala — 1))e™™ . '

E\mdre; le signe et les racines positives du polyndme Py} = 4y* —~2(2a+ 1)y +ef{a—1)
(y = 2*).

Discuter ensuite suivant que a < —§, e = ~}, -t <a<0,a=0,0<a<l,a=1
cga>l.

Solution 5.17.

Vérifier que f(z) == z* est convexe pour o > 1,

Utiliser Uinégalile de la convenité GUEC Oy Qg = ve = O = i w T Ea, By des
réels strictemnent positifs.

Solution_5.18. : »

1) Caleuler la dérivée seconde et vérifier gu'elle est positive sur I =]1, +ool.

8) Utiliser [inégalité de lo convexité pour oy = T et ap = y avec m = g = } et
passer por les propriétds de le fonction ln.

8) Méme indication que pour (2), avec oy =g = -+ = @n = L.

4} Remarquer que f” est strictement positive swr I. L’égaizté se produit 8t et seule-
ment st les {a;); sont égnuz.

Solution 5.18.
1} S’assurer que ln fonciion f(x) = f; est conveze sur I =|0, +o0f, puts utiliser cette
propriété pour n > 2 un entier naturel, ay, g, -+ , 0, des réels striciement posstifs et
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(b < Qg == 000 B Qg = o

Remplacer la somme ¢y + o+ -+~ +a, par S,

2) Remarquer gue f est strictement conveze et con.ciure

8) Dans linégalité obtenue en (1) remplacer 1 par : = 3:5; =14 gk 5 W
Passer ensuite por la guestion (2) pour U egaizte

Solution 5.20.
1) Utiliser lo fonction f(z) = z*.
) litiliser lo fonction g{z) = s

Solution 5.21. :
1) Vérifier que p = E%T
2) Vérifier que ¢ = "2 et b = B0,
3) Uttliser Uinégolité de lo conuvemité e® 032322 < goe™ 4 pe™ avec p = % et
g = ;]}- et xy =plne=Ina® et 23 = qlnb = lnb.
4} Utiliser lo question (§) aveca = % et b= ¥ pour chogue i de 1 dn.
&) Faire la somme ensuite de 1 & v des inégalités abtenues en faisani sortir les
constantes ne dépendant pos de i ef sachant que vP° = E z7 et ! = 3_' ¥,
:WI
6) Pour le cas p = ¢ = 2 et nn = 3 revoir l'inégalite de S’ckwartz {produit scalaire et
norme).
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Chapitre 6 |

Fonctions hyperboliques,
fonctions circulaires

6.1 Rappels de cours

Définitions

Définition 6.1. La fonction cosinus hyperbolique, notée cosh (ouch ) et la fmciwn
sinue hyperboligue, notée sinh {ou sh ) sont définies sur B par :

coshm:chx:—i(ez-ke") et smhmmshxzi(é‘ e m)

Et la fonction tangente hyperboligue, notée tanh (ou }, est définie sur R par
ssinhm__e’-e“”__b-e ,..ﬁ = -1
coshg  eT+e® l4e 2 4]

tanhz =2 =
Formulaires

(1) coshz +sinhg = e*
1. Pourtout z € R, { {2) cosha —sinhz =%
(3) cosh®z —sinh®z = 1
2. Pour tous z ét y réels,
(4)  cosh(z +y) = cosh(z) cosh(y) + sinh{z) sinh(y)
{8) sinh{z + y) = sink{z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y)
(6)  cosh(z ~ y) = cosh{z) cosh(y) ~ sinh(z) sinh(y)
(7) sinh{z —w9) = sinh(z) cosh(y) — cosh(z) sinh{y)
L vreR
(8) cosh2f = 2eosh®z—~1=1+2snb’z (9) sinh2s = 2sinhzeoshz
4. Pour tous z et y réels,
. (10) coshzcoshy = 1 [cosh(z + y) + cosh(z — )]
i (11} sinhzsiohy = %{cosh(z +y) ~ cogh(z ~ y)]
; (12) sinhzcoshy = 3 [sink(e +y) + sinh(z - y)]
1 (13) cosh®z = 1(coshzs +1)
(14) sinh®z = {(cosh2x — 1)
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5. Pour tous z et y réels,

{15) coshz + coshy = 2 vosh Zt¥ cosh =
{16} coshz — coshy = 2sinh ¥ sinb 2
(17} sinhz + sinhy = 2sinh ZH¥ cosh aly
(18) sinbz ~ sinhy = 2sink —-1 cosh =¥
6. Pour tous z et y réels,
tonh x + tanh y tardqm——tanhy
19) tanh{z + y) = DL E R e
(19) (@+y) 1+ tanhz tanhy (20) tonh(z - y) = — tanhz tanhy

7. Pour'tout z réel, en posant £ = tanh £

2 N ot 1482

21} tanhe = —p = 2

{ .) pnhe = oy {22} sinhz T {23} coshz e

- 8. ?our tout © € R,

P 1
24) 1~ tanh’zs=

- @ cosh? z

Propriétés 9. o) Les fonctions coshz ef sinhz sont définies sur R et sont respecti-
vement paire et impaire.

b) coshz et sinhz sont de classe C™ : cosh’ z = sinhz et sink’ = = cosh .

¢) coshz. est conveze sur IR, sinh est conveze sur [0, +oo| et concave sur | — 00,0},

d) tanhx est impaire, de classe €% et tanh'# == 1 ~ tanh® r = m—{g—w

Fonctions hyperboligues réciproques Les applications mshx, sinhx et tanhz
- définissent des bijections continues et strictement croissantes de R, dans {1,400, de
R dans I et de R daos | — 1, 1] respectivement.

Leurg réciproques sont les fonctions hyperboliques réciproques.

Définition 6.2, :
' fl,400] -~ R

1) La fonction argument cosinus hyperbolique, notde argeh, { x

= argche
est définie par ! ’
v = argchz 2 = coshy
{ z2d Y { y20
) . . R — R
2) L cti 3 h ‘
)} Lo fonction argument sinus hyperbolique, notée argsh, { ¢ o  ergshr est
définie par
y = argshe x = ginhy
{ zeR { yeR
3) La fonction argument tangente hyperbolique, notée argth { Ecm Ly ‘“: fr{ ath o

est définie por

= argth z z = taphy
{ T €l—1,1f ﬁ{ yeR
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Propriétés 10. 1. Pour tout z € {1, +00|, argehz = In{z + va? — 1)

1
et pourz > 1  argeh’(a) = e,
z? -1
1
2. Pourtoutzr € R, argshr = In{z+v2%2 + 1) et argsh/(x) = T
l +
3. Pour tout €] — 1,1], argth o = §
1
et ﬂ[gth !{H}) = _vfl—‘_mm_mz_.

Fonctions circulaires réciproques

Dgﬁ_ni“tion 6.8. La fonction sinx est continue, strictement croissante sur |—%, 5}
etsin ({3, %]} = |-1,1}.
FElle définit wne bijection de [~%, §] dans {—1,1]. Sa réciproque est appelée la fonction
arc-ginus el notde arcsin. Bt Uon o Usquivalence
. T

u=arcsinz el z € [-1,]] &= ¢ =sinu et ue[——-~ -é»}
Définition . 6.4. Le fonction cos est continue, strictement décroissante sur [0, ]
et cos(]0, 7)) = [-1, 11
Elle définit une bijection de |0, x] dans [~1,1}. Sa réciprogue est appelée lo fonction
arc-cosinus et notée arccos. Et l'en o 'équivalence

u = arccosz et £ € [—1,1] &= z = cosu et ue[ﬂ,w}

Déﬁmtxon B.5. La fonction tan est continue, strictement eroissante sur | — 3, 5l
ettan(}— %, %)) = R.

Eile dé’ﬁmt une bijection de | — I, %[ dans B. Sa réciproque est appelée lo fonction
are-tangente et notée arctan. Ei Uon o Uédquivalence

T "

u=arctane et & €]— oo, +oojd= o = tany ef u €] — 2,w§§
Propriétés 11. 1. Le fonction are-cosinus est dérivable sur | ~ 1, 1]
T 1
et arccos o= — .
1-z
1
2. La fonction ammsimzi est dérivable sur)— 1,1 et arcsin’z = Wil
1
3. Lu fonction arc-tangente est dérivable sur IR ¢t arctan’z = i
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6.2 Enoncés des exercices
Exercice 6.1.
Simplifier les expressions suivantes :
1} A=arcsin(sin(18%)) 2} B = arcten(tan{- 1))
3) C =arccos(cos(3E)) 4) D = arcsin(cos(—247))

Exercice 6.2. :
Simplifier les expressions suivantes

1
1. cos(2arceos ), odz € {-1,1), 2 arccos(v +;0M), ot x € [~m, 7],

1+z N . . . k)
3. amcos(x }, oz € -1, 4. aresin{2sinzcosz), odz & [

x
53
Exercice 6.3

On considére la fonction f(z) = sin® x — 2sinz définie sur I = [0, Il

1) Vérifier gue f est une bijeciion de I dans lintervalle J (4 déterminer).

2) Donmer en fonction de z € J lo fonction réciproque f~{2).

Exercice 6.4.

On considére la fonction f(x) = sinz ~ 2eosz définde sur I = [0, F],

1) a- Vérifier que f est strictement monetone sur 1.

b- Préciser f(I}.

2) a- Démontrer gque [ est une bijection de I dans un intervalle J 4 prcmser
b Evprimer f~{x) en fonction dex € J.

Exercice 6.5, :

On considére lo fonction numérigue & variable réelle définie par :

f{z) = arccos( i 3:52)

1) Déterminer Dy le domaine de définition de la fonction f.
2} a- Caleuler f'(z) dans chacun des intervalles suivants :
Iy =] — o0, ~1], Ig =| ~ 1,1] et I3y =|1, +ool.
b- En déduire une auire expression de f{x) pour tout z € Dy,
3) Btudier la dérivabilité de f ouz points #; = —1 et 23 = 1.

Exercice 6.6. :
On considére la fonction numérique & variable réelle définie par :

flz) = a“lcmn(1 T 2}

1) Déterminer Dy le domnine de définition de lg fonction f.
2) Etudier la dérivabilité de § aus points 21 =0 et 2o = 1 et en déduire la dérivabilité
de f en xz = ~1.
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8} Celculer f'(x) pour & €] ~ o0,0{ et pour z €0, +oo.
4) On pose z =tant avec —w <t <7,
domner une expression simple de f(z).

-

Exercice 6.7. : N
On pose f(z) = arctan{sh (z)).

1) Montrer que Dapplication f(z} est une bijection de R sur | — z, 21
2) Vérifier que la réciproque de f est Papplication g(y) = argsh(tany).
8) En posant y == f(x), vérifier les égalités suivantes :

siny = tankz cosy = g4

tan¥ = tanh § ten(¥ 4 }) =¢*
Exercice 6.8. Montrer que ;

1. ¥z € [~1,1], arcsinx -+ arccosz =

223

2 Yz >0, arctanz -+ arct:&n(i—) = 3;»

¥
1

3. Yz < 0, pretanz + arct;zm(;} = “"%'
Exercice 6.9, :
Montrer que :

1. ¥z € B, argshr = In{z + V&2 + 1),

2. Va € |1, +o0f, argehe = In(z + va? ~ 1),

8. Vx €] ~1,1], argth z = } In(H=).

Exercice 6.10.

Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivation el cuicu&er la démxae
de chacune des fonctions suivantes

1. f{z) = arcsin(2? - 1)

3. f{x) = arctan{ ._..}_.;

4. f(z) = argeh(e® +1) 5. f(z) = argah(;;—z%T) 8. f(z) = argth (2z 1) -
Exercice 6.11. ’
Soit f la fmcteon définie por f(z) = a,rcsmv-——-g
1. Déterminer le domaine de définition de f el dtudier sa parité.
2. Montrer que [ est continue et dérivable sur Dy et calculer so dérivée.
3. Bn déduire une ezpression simplifide de f.

Exercice 6.12, Soit f la fonclion définie par f(z) = arctan i _:z

1. Déterminer le domeine de définition de f.

3, Etudier lo continuité et la dérivabilité de f.

3. Colculer la dérivée de [ et en déduire une ezpression simplifiée de f{z).
Exercice 8.13. Celeuler lo dérivée puis donner une expression simplifiée de chacune
des fonetions sutvantes

L fals) = segehy /52, 2. fa(@) = nrgsh

T
Vi=a?

3
3. fa(z) = arctan < . onz €l 1]
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6.3 Solutions détailiées des exercices

Solution 6.1. :

1) On a sin(*§) = sin(~ % + 51r) = sin(x - §) =sin(§).

Et donc A arcsm(sm(“)) =z

Cecicor § € {-Z,3] et lez fanctwn arcsin est la réciprogque de sin sur cet intervalle.

2 Ona m(»«“”) = tan(~ 4% 4 47) = tan()
D'ou B = arctan(tan(w’—‘ﬁ)) = arcta.n(mn("))
Ceci car § €] — 5,5 et arctan est la réciproque o!e tan sur cet intervalle.

3) On a cos(HZ) = cc«s{g + A7) = ce;;( )
Et done C = arcoos(cos(4L2)) = a.rccm{cos( ) =
Ceci car § € {0,7] et axccos est la réctmu de cos sur cet intervalle.

4)Ona-:

cgs(-!-9§£) = cos(~—3F — 26m) = cos(—¥) = sin(—3F + L) = sin(~F).
!

D= armm(cos(~—m1)) = aresin(sin{~§)) = %

Ceci.car =F € [, 2} et In fonction arcsin est lo réciproque de sin sur cet intervalle.

Solution_ 6.2, :

1) Soitz €{-1,1], On a

cos(2 arceos 1) = 2fcos(arccos )% ~ 1 = 2% — :

Ceet en ulilisant la formule trigonoméirigue ms(z‘a) = Qeos?a— 1 ef la réciprocité de
f = arccos et g == cos sachant que x € [~1,1) =

2} Soitz € [-m,n]. On a \

y/E = /HESTEN  GTE — oo §l = ous

Ceci en passant par la formule précédente et sachant que § € [~F, Z] (cos § > 0).
Do

arceos(

1-+cosz

)marcoos(cos( Sy 3 siz € [0,7].
Etsz»yr<z<0cﬁars{)<~x<7r et donc 0 < ~£ <%

Ce gui donne

arccos ( 1+;OS:’£) = AICCOs (cos(%}) = GICCOS (cos(——"—;}) 4.7 s;z € [~=, 0L

2
Finalement
: ( \/mg) 2 sizeln]
arceos | (fo—e— | =
~% siz€|-m0

Qu plus simplement
- ( lmﬂ_) SE e

3) Pour x € {~1,1], posons z = axccosz, z € [0,7] ef & = cos 2. Alors

1+:c) 1+cosz,.

arcéos( 7o) = arceos( 5 )= % d’aprés lo question précédente.
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1+ 1
arceos( -———ém) = 5 BICC0ST

4) En utilisent la formule sin{24) = 2singcose, on @ :

arcsin{2sin T cos x} = arcsin(sin(2z)).

Par suite on ¢ les cas :

size~%, 3} adors 2z € [-§, §]

et arcsin(2 sinzcosz) = 2z

siz €y, 5] aors 2z €lf,w] etw— 2 € [0, ],

Et done arcsin(2 sinz cosx) = arcsin(sin(2x)) = arcsin(sin(ﬂ —2z)) = — 22,
Size -5, -3 dorswe |-, ~F| et + 20 €10, 3

Et done m'csm(Zsm:c cos 7} = arcsin(sin{2z)) = a:rcsm(wsin(?r + 2z)) = ~{% + 2z).
Finolement on résume )

wr—2¢ six €%, -5}
arcsin(2sinmeosz) = { 2 ° saxe[-I,F]
m=2 sizell i)

Solution 6.3. :
1} La fonction f(x) = sin®z — 2sinw est continue et dérivable sur I = [0, %] comme
dtant somme et produit de fonctions continues et dérivables sur BR.

Sa dérivée f(z) = 2coszsing — 2cos® = 2eosx{sing — 1) est sirictement nédgative
sur 0, 3, puisque cosz > 0 ¢t (sing — 1) <0 vz €)0, 5.

I est aingi sirictement dcrrmsmmﬁe sur I et par suite bijective de I dans f(I)

avec f(I} = [f(§). f(0)] = [~1,0] = J.

P

2} Par des éguivalences on o :

{ y=f"z) { fly) =
re{~10letye[0.3) IOetz;e{{}%}
sin®y ~ 2siny =z @{ (1~sing)f-1=2
{ zel-1,0eye0 3 el-L0letye 0§

- (1~siny) =241 e 1-einy=VrFl
€[-1,0l ety €0, gl-1,0letye|0,%]

o

et

o [ y=1-Vatl %{y:mcsm(l»«\/:c-ﬂ)
e[-1,0etye(0, 3 €-101etye (D%
Dot
vz € {'—’1,{}] F =) = aresin(l — VT + 1)

Solution 6.4. :

1) e~ La fonction f(x) = sinz ~ 2cosz est continue et dérivable avec

Fi(z) = cosx + 2sinz > O peur tout z € I = [0, %], Par suite f est sirictement
croigsante sur I,

b- Puisque f est continue et strictement croissante on en dédust que

FU = ({0, 5]y = [F(®). F(EN = [-2.1].

2) a- Comme f est sirictement croissante, on o Vimplication suivante :

, x<y flz) < fly)
Vwy)el |[z#y=q ou =>4 ov = flz) # fy) |
y<z fy) < f(=)
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La fonction f est donc injective sur I.
Et par suite ¢’est une bijection de I dans J = f(I) = [--2,1].
b- Par des éguivalences on o :

y= 1) o f=e
€i-2,1jetyci0, % €l-2,1)etye0z]
N siny — 2cosy =&
ze{-2,letyeci0, %)
En remarquant que z + 2cosy = siny 2 0 et cosy > 0 powr y € {0, 5} on a

ging—2cosy =2 < (T4 2cosy)? =siny=1-cos’y

< 5Scos*y+4zcosy+ (22— 1) =0
cosy+2(:c*}»2005(1;))2 _ 5-g?
T2

& (cosy+ £) =
2
& cosy+ F

& Y == AICCOS (
Dot le résultat

vr e [-2,1, FHz) = arccos (

Solution 86.5. - o
1) Posons u(z) = i—ﬁg et v(t) = arccost. Alors f(z) = v(u(x)). Et l'on a par égui-
velence :

z € Dy < u(x) est déﬁme et u(z) € Dy &z € D, et u(z) € D,

Comme D, =R, 1 + :r #0 pourtout z € R, et

uz) €D, & —1< 2y <l o1~ <22 <+’
ﬁ05w2+2z+1et05x —~2r 41

<0< 1+ et~ ezeR

On en déduit que: z€ Dy zeR

et donc Dy =R

2} a- Pour z € R tel que u?(x) # 1, f est dérivable et l'on a
-1 2 Y’ -1
F(@) = (@) - (%)

1~ w?(x) 1422 __( . )2
T+a?
B1-s) (s | -20-1) _ 2P 1)

Threr Ji-s)p  Q+adi-27 @+ -1
Par suite on a :

lfxz siz €l =} —o00,-1]
-2 .
Flz) = i sizely=}~11f
]frz € 3 € Iy =1, +ocf
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2 . . .
b- Sachant que lo dérivée (2arctanaz) = T3 o en déduit qu’il eriste trois
constantes réelles ¢y, ca et c3

flz) =

2arctanz + ¢ siz € I =] — oo, ~1]
—2arctanz +¢; siz e =]~ 1,1
2arctanz +c3  six € Iy =1, +o00]
Comme lim f(z)=arccos0=% =~ lm Zarctangz +c; = 2«1 + e = -7+ ¢
Th OO T D
on obtient ¢; = 3% .
Ell'on o f(0) = arccos 0 = § = c3. A & .
De méme z—l»i,rfm f(z) = arccos 0 = § = xihfm%.rcta._nm +63 =23 -}-c'a = +'§3
on obtient c3 = —F o
Finalement et puisque f est continve sur R -

2a.rctan:c+32—" stz €I = —o0,-1]
flz) ={ —2arctanz -+ 7 sizelp=[-1,1]
2arctanz ~ % siz € Iy =1, 4o00]

3) On a li1111+ fiﬂz—_&)« lim f'(c) = Iml 2 =1 (en utilisant le théoréme
T—y

-1 1t + 1+ 2
des accroissements finies).
; o S - fY) ~2
rt = —_— =,
Dt prt Jip BE7) = 19 = i 2 =

Por suite f n'est pas dérivable en 1. Ei de méme elle n'est pas dérivable en —1.

Solution_6.6. :

1) La fonction f(z) = arcsin(%ﬁ;) s%crit f(x) = v(u(s)) avec u(z) = }—'_;ﬁ; et
v(t) = arcsint.

On a u(x) est une fraction rationnelle continue et définie sur D, = R,
({puisque 1+ 32 #0 Yz € R)

Par éguivalence on a

zeDiezeDietu(zie D, szcRet —1< 1+7a,<1
Traduisons les megahtes

R T S R P e

et 122 <1+2° & ~1<1et0< 22

C’est toujours vrai pour tout ¢ € IR.

Par suite ( z € Dy & x € R) et donc Dy = R.

2) Par la végle de I'Hopital on a :

. j —
i f@ = F©@ | eresn(iE) - 3
a0+ z~0 0t
i () Ly e
T a0t \1+a?) 1_ g2\ 2 = a0k j2m] "1 + 22
1-—
(1+.7:’)

il

lim
0+ 14 z?
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f() F@) = FO0) _ .

T E-0
Et de méme, hm' (x} f(())

-0~ (} ]
Por suite, f n'est pas démmble en U, done non dérivable en x; = Q. : 4
Ensuite, en. ute&scmt le calcul précédent, on a o

Aingi hm
B

. wﬂ
m @ FY) o eresin(E) -0 2
m—)l el e 2~ 1 Tairae

Don .
Fy= i (I L,

I est dt‘mc dérivable en 5y = 1,

Puisque la fonctwn F est ;mm, lo dérivabilité en x3 = 1 implique lo dérivabilité en
ag = —1. :

8) La fonction v(t) = srcsint étont dérivable sur D, = [~1,1] sguf en ~1 et 1. Donc
© v(ufz}) est dérivable en touf x' tel que ulz) # 1. R
2 i
Or u(z) = 122—; =1ldonnel-2?=1+32% et donca=0
et u(x) = }7}% =2 ~1 donne 1 — 5% = ~1 — 22 gui n'est jamais vroie.
Por suite f eat dérivable sur R — {0} et pour tout z €] — oo, 0JUID, +oof

Fo) =/ ue) = D (2 L
V1 —ul(z) (1+m ) \/;' (%‘Iﬁ;y
Dod g
) = —9g __ %—2— 81z €] — o0, 0f
[el(2 -+a?) T six €], +oof

4) Bn posent = = tan avec ~7 <t < w (et donc t = 2arctanz), on obtient
) = arcsm(%ﬁ;y a.rcam( x;;:f‘??) = arcsin{cost).

Pour ~1 <1< 0 (x €] — 00,0 cost =sin(t + &),

on a arcsin(cost) = arcain(sin(t + L)) =t + § (eeci car {t + %) €] —~ %, E1).
Et pour 0 <t < n (z €0, +ool} cost = sin(§ — t), i

on a arcain(cost) = arcsin(sin(§ 1)) = Z ~ ¢ (eeci car (§ —t) €]~ 5, 5[).
Finalement et d’aprés la continuité de f on obtient

flz) = T +2arctanz sz €] - 00,0
T | §~2arctanz iz e [0,+o0]

Remargue : »
On. retrouve gussi ce résullat en remarguant gue [ et 2arctan ont méme dérivée sur
1 =00, 0. Done leur différence est une constanie.

Solution 6.7. :
1) L’application sh{x} est définde, continue ef dérivable sur R ef arctana est aussi
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définie, continue et dérivable surR. Par suite f{z) = arctan(sh(z)) est définie, conti-
nue et dérivable sur IR,
1 chiz) 1

! = e
Sa dérivée f1(2) = (M) T TR = (ohtn) ~ ohe)
gur B, Par suite | est strictement croissanie el donc injective.
Ainsi f est une bijection de R dans f(]—o0, +ool} =] Jim fls), t}j?wf(é)[xjw%, 5l

est sirictement positive

2) Avec gly) = argshitany), on e

Flg(y)) = arctan(sh(argsh{tany))) = arctan(tany) = y siy €] = 5, §[.
Et g(f(z)) = argsh(tan{arctan{shz)) = argsh(sh(z)) =2 stz € IR.

Ce qui monire que g = f~+.

8} Posons y = f(x) = arctan{sh({z)] povr z € R,

et done x = f~ 1y} = g(y) = argsh(tany).
Onao: . .

2 sin®y sin‘y
tan®y = =

cosly  1-siniy
an’ tany

Ce qui donne sin® g = et par sm‘ic siny =

1+ tan’y 1+ tan?y
{eeci car siny et tany ont méme signe powr y €] — £, 5[}
h
OR Gurs siny = tan (arctan(s Fw)}) - sh (:z;) - sh {z} = th(z).
/1 +tan? (arctan(sh (z))) +/1+sh2(z) ch(2)
Dot
siny = the {*)

Etlena: .
C08? = e £l dONE COBY T —prm—

14+-tan‘y Y 1-+tan?y

(ceci car cosy = O lorsque y €] ~ §, Z]).
1 1
1+ tan? (arctan(sh(z))) /1 + (5B(7))2  +/chi(z)

Par suile cosy =

Do N
ehsy = (x%)
chiz}
Ona: u oy .
pan k= 508 _ 2cos ¥ sin § _ _siny
2 cosd 2cos® ¥ 1+cosy
4
On en déduit que tan ¥ = ha:l 1 h {d'apres (*) et (**)).
» Tt —— + chx
ch{x
or ShE__ 2REME) (D) 2
1+ chz 2ch?(%) eh{%) 2
Dot .

tana + tanbd

D’apres la formule tan{a + &) = T tam—s

1+ tan{})
1 - tan(¥)

el puisque tan§ =1, on a:
tan(f + §) =
Saechant que
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e —e % g% 1. - Solution 8.9,

A Sy By |

. eF 1 1. Considérons le fonction ‘ i

< 4 1 2e"
Onaumtan{%-{--}}:——i—mm—g— F: R — R
o t 1««;32_‘_1 T &gshrc»»h;(:c—{-\/:cz-{—l). »
‘ot le résultat b W
N m](gé{ + %) = oF La fonction [ est dérivable sur R et 2

Solution 6.8, : Flz) = i S

Y 7 2 SR o vy .

- Dlow f(x) est constante sur R. Bt puisque f(0) =0, alors f(z) =0, Yz e R.
D'on le résultat

1. Considérons la fonction
Cf o LY — R

T . 3  arcsinz + arccos L. . Ve R, argghz = In(z + 22 + 1).

1 1 , . .

La fonction f est dérivable sur | — 1,1 et f'{z) = - = (. 2. Considérons la fonction
: Vi—z? 12?2

Par suite [ est constante sur | — 1,1[. Comme [ est eontinue sur [--1,1], elle
est constante sur [-1,1].

g = [Ltool — R

o z —+  argehz — I v‘ T2
Onaflz)=f0)=0+5=%, Vze [~1,1]. DVoi le résultat 8 (2t Vet )
i La fonction g est dérivable sur }1,+ool. : ’
flz) = 5 vz & [-1, 1] Et Uon e pour tout x > 1,
e ) 1 1+ % )
2. Considérons la fonction - Jz) = _ Veitl _ 0.
vzt —-1 4+ vVz? -
g @ Bt — R N
:x: s arctanz + arctan(L). On en déduit que g est constante sur ]1, +oof.
Comme g est continue sur {1,+00|, on obbient g(z) = g{1) = argehl = 0 pour
La fonction g est dérivable sur }0,+00] et toutz > 1. -
, 1 Dot le vésultat

Yz > 0, g'{x) = vy — 5 ——g =0

T+z? 22, 1

o Ve, z21, argeha == In{x + v/;ﬂmi).
Par suite g est constante sur |0, +ool.
Et puisque g(1) = T + T = §, alors g(z) = §, Vx> 0. D'oil le résuliat 3. Considérons la fonction
1. = k=LY — R
/ o 1
Yz >0, arctanq:—{—arctan(m) 5 z — argt:hxwwln(iq)
8. Considérons la fonction La fonction h est dérivablé sur}—1,1] et pour tout z €] - 1,1],
ot l=oe0l — R ! =
2 ] 1 K = 1._;; _ }‘ 2 I—z -
x r— arctanw -+ arctan{; ). {=) - 2 Erul =T 2(1»:::}21+3:_0'

De la méme fagon on & W(z) = 0, ¥z €] — 00,0 et h(~1) = ~§. Ei donc ) .
h{z) = -5, 'v{s < 0. Do le résultat i ;D ‘g} f_‘“;“l[h est constante sur | —1,1]. Bt donc h(z) = h(0) = 0 pour tout

x* i Dot le résultat
Yo < 0, arctane -+ arctan( ) =3

Vel -L1,  agthe =g ha(iil).
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Solution 6.10. :

1. On o f{x) = arcsinu{z) avec u(z) = 22 — 1. Par des éguivalences on éerit ;
zel; = -1<ux)<]l &= -1<2?-1x1
' e 012 <2 = 0< |l =v22 < V2 .
. = Vi< Vi =z [-v2,V
Par suite' Dy = [—+/2,v/3].
Puisque sresin n'est pas dériveble en 1 ef 1, la fonction arcsinu(z) est déri-
vable sur Dy ié ot u(a:) est dérivadle et u{z) # 1 et u{x) # ~1.
La fenction u(:c) = g%~ 1 est dérivable sur B , done f est dérivable enz € Dy
tel gque ulz) =22 1 doit différent de 1 ef ~1,
Or (Z*-1#-183#0) o (2-1#1&z¢{~v2vVI}).
Donc f est dérivable sur Dy — {—+/2,0,v2} =] — 2,000, V3.

fl(x} - U {x) ( 2 , 1 2x 2r

Vi e RV B - e B RN

Dou

. i ““\/Zos
r@={ = " rel-vha

iz €0, VI
3 J0,v2
. On « flz) = arccosv(z) avec v{zx) = —1—5—2 Par des dguivalences on éerit :
z€ Dy & viz)est définieet -1 <v(z) <1
1-x 1-3\*

- LY =} <
= T F £i75 5 =y x let{)”(l+$) <1
= TF-let{(1-P <(1+5)? wprit—let —2x <%
= (K =z & Ry

Par suite Dy =Ry,
Puisque la fonction arccos n'est pas dérivable en 1 et —1, la fonction arccosv{x)
est dérivabie lci ot v(z) est dérivable et v(x) # *1.

% et dérivable sur Dy et (
Joest dérwablc sur RY et

Comme

= ] &b x == 0), on oblent ;

, . v2) o (l==zy 1
e =~ =G /i (w)z

— _ .8 14z
T 327 ﬁ? 1+z :?

. On a f(z) = arctanw{z) avee wizx) = L ot Sachant gue lo fonction arctan
est définie sur R, et par des équivalences on éorit :

2 € Dy <= w(x) est définie et w(z) € M &= x # 1

Por suite Dy =R ~ {-1}.

La fonction p est dérivable sur D} et nrctan est dérivable sur K.

Donc f est dérivabie sur Dy et

(g) = w'(z) = 1 1 _o~1 (1%—58)2 _ -1
D= T
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4. On a f(z) = argehg(x) avec g{z) = a? + 1. Sachant que lo fonction srgch est

définie sur {1, +ool, et par des équivalences on derit :

x € Dy &= g(z) définieet glz) =2 + 121 e 2?2 0e2zeR

Par sutte Dy =R

La fonction argeh est dérivable sur |1, oo, par conséguent f(a) = argehg(x)
est dérivable en x tel que g(z) = a® 4+ 1 est dérivable et x* +1 5 1. Ainsi f est
dérivable en tout z tel que z # 0.

Et dons ce cos

g'(z) " 1 2z po

Jz)= W 2$\/(m2+1)2_1 T Vit felva? + 2

Dow
)

f'(l?i e 4/ IZ—% 2

sz €0, +oof.
Vai+ 2 o, {

si » €]~ 00,0

. Les fonctions o5 b axgsh(z) sont ddfinies et dérivables sur R.

Done Dy = R et fz) = argsh(%y) est dérivable sur R et l'on o
1 o1 z2 4+ 1
g Iy 7 -
=) ‘\’L‘Q%—I} \/1_{, T}z (¢24~1)2v'm4+3:132+1

1—z?
(@ + DVt + 322+ 1

1l

., On e f{z) = argth h{x) avec h{z) = 2z ~ 1. Sechant que argth est définie sur

1= 1,1}, on derit par des équinalences :

r € Dy &= hiz)définicet ~1 <h{z)<lée=zeRe —1<2x-1<1
=3 0<z et < 2e=0<e <Lzl ]

Par suite Dy =0, 11

f est dériveble enz si 2z — 1 €]~ 1,1], donc six € Dy. Bt Uon a -

Wz) 2 ~ 1
1-hz) 1-{25-17 4z(l -2w)

fla) = vz €]0,1{.

Solution 6.11. -

. »
1. Par des équivalences, an a :

x € Dy @—lgﬁgl R o AV ]

@ o] € V1 + 22 & a? <1+ 22

201
Puisqu’on n'e aucune condition sur x, on en déduit gue Dy =R
Pour tout z € R,

»arcsin«~£— = f(x).
«/w ( x)E V1+ 72

Jl{—z) = arcsin —

Done f est impatre.
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, * L a:

2. La fonction i est c?ntznue surR et =y € [—1, 1} pour tout 'e R. E¢
puisque la fonction arcsinz est continue sur [~1,1], alors f est continue sur
R.

La fonetion —zfey est dépivable sur R et arcsinz est dérivable sur | — 1,1[.

D'apres le calcul précédent, —1 < 7&? <1« 0<1. Donc f est dérivable

sur R.

Et pour tout = € IR.

£18) = (i) e = Vitei=

Vita® - () (+a/ita?

3. Puisque, Vz € R, f'{z) = arctan’(z), alors f(z) = arctan(x) + ¢, ot ¢ est une
constante. Or f(0) = arcsin(0) = 0 == arctan(0) + ¢ = ¢,
D’oi f{x) = arctan(z), Yz € R.

Solution 6.12.

1. Ona f(z) = arctan 172, Puisque arctan est définie sur R, f est définie si 172
est définie et donc 9 1 + 1 # 0.
DouDf={zcR/1+x#0}=R—-{-1}.

2. La fonction 132 est continue et dérivable sur R — {~1} et arctanz continue et

dérivable sur R. Donc f est continue et dérivable sur R — {~1}.

1—2z © 1 ~1

! = =
1+m) L+ (358)2 7 1442

—arctan’ z.

" FE) =
Donc
—arctanz + 1 8z €] — o0, 1],
fz) = .
~arctanz 4 ¢ si z £~ 1, +oof,

ol ¢ et ¢y sont deux constantes.
On a f(0) = arctan{1) = % et ~ arcta;lrl((}) + ¢y = ¢p, donc ¢y = §. .
Ona z_Iygmf(:r) = arctan(—1) = - e Igglw(— arctanz + ¢;) = 5 T
donc ¢y = ~3F. D'ou
—arctanz~ ¥ siz €~ oo, ~1],
f=) = ,
—arctanx + % sie €] ~ 1, 4oc.

Solution 6.13. :

1. Par éguivalence on €crit :
:c-;—l >1¢E—‘§—£>1¢rz+1>2¢>x>1

Lg fonction fi est donc dérivable sur 11, +oof et

H@) = e X e =
A - V)
W Y- 2
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1 p
= aa.rgch (%).

dl?onc fi(z) = jargeh(z) + ¢, Yz €)1, +oc], ot c € R. Or f; est continue en 1,
onc

0= £i(1) = im fu(s) = im (Z axech(a) +¢) = .

Par conséquent, fi(z) = largeh(z), ¥z € 1, +oc].

- La fonction f; est définie si et seulement si /1 ~ 22 est définie. On dost avoir

zef-1,1]. .
Comme /1 — 22 n'est dérivable que sur ] ~ 1,1], la fonction fa est définie et
dérivable sur Vintervalle } - 1, 1.
Etlona |

falz) = (

€T

)l 1 1 J ; 1
V122

= X 1—22= .
\/14_% (1 —22)/T - 2? 1—g2

Dane fy(z) = argth ’(a), et par suite fo(z) = argth (z) —vfc, otceR..
Comme fo{0) = 0 = argth (0) +c =, on a fo(x) = argth (z), Vz €] -1,1].

8. La fonction fs est dérivable sur 10, 1] avec

2
v V=@ a1

z? R E. A o

Donc fi(x) = arecos(x) + ¢, oi ¢ € R. La fonction fy étant continue en 1, on
en déduit que , '

fil@) = —

0= fs(1) = lim fa(z) = lim (arccos(z) + c) = c.

Par suste fg(:i) == arceos(z), Vs €]0,1)].
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6.4 Exercices supplémentaires

Exercice 6.14. :

Résoudre V'équation : ¢ € R, arctan(z — 1) + arctanz + arctan(z + 1) = %. !

Exercice 6.15. : l

1) Simplifiez les expressions suivantes

cos(arcsin z) €t " sin(arccos z)

2) Résoudre dans IR l'équation suivante

' aresin 2x — arcsin v3z = arcsin z.

Exercice 6.16. ;
Déterminer le domaine de définition et étudier lo dérivabilité des fonclions suivantes :

- 1+2 . 3
. f(z) = arccos (r—x) et g{z) = arctan (:c +vVz 1)

Exercice 6.17. :
Montrer les égalités suivantes pour tout n € IN* :
1)
vz e R {shz + chz)" = shng -+ chnz

2)

. ’ n
‘) | . VreR (1+th:c) _ 14thnz

1—the/ ~ 1-thnz
Exercice 6.18, :

Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivation puis calculer lo dérivée
de chacune des fonctions suiv?ntes :

r-1 \ T — 2 arcsinc

= . = — 2 . = e it

1. f(z) = arctan et 2. g{z) = v/arctan(l — 22), 3. h(z) \/ g g
Exercice 6.19.

Calculer les limites suivantes

1. lim (z— In{coshz)), 2. lim smhm’ 3. lim a.rgshm_
T—++co T340 I z-rto0

Exercice 6.20. :

On considére le fonction f(z) = sin®« — 2sinz définie sur I = (32, 3x].
1) Vérifier que f est une bijection de I dans Uintervalle J (& déterminer).
2) Donner en fonction de z € J la fonction réciproque f~(x).

BExercice 6.21. :
; : o [1-z
Soit f la fonction définie par f(z) = arctan e,
I. Déterminer le domaine de définition de §.

2. Etudier la continuité et lo dérivabilité de f.
144

1 T
_fiz) = arctan 722 et g(z) = arctan T

3. Culculer lo dérivée de f et en déduire une expression simplifice de f(z).

Exercice 6.22. :
Soit f la fonction définie par f(x) = arcsin l—f_f;;

1. Déterminer le domaine de définition de f et étudier so perité,
2. Cdleuler la dérivée de f et en déduire une cutre ezpression de f.

Exercice 6.23. : . )
Cealculer la dérivée puis donner une autre expression de chacune des fonctions sui-
vantes

1. fi(z) = arccos 2. fa(z) = argth --~—--~lz 3. falx) = argsh(3x + 4z%)

T2 T2
1 ecos(z) .
- 2 coRL) 0, .
4. fa(z) = arctan TFoos@)’ ot x €], 7

Exercice 6.24. :
On considére les deux fonctions sutvantes :

" x—1
— arctan ——
z z
définies sur R — {0, ~1}.
1) Celculer f'(z) et g'(z) sur R — {0, 1}.
2) Que peut-on déduire ¢
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6.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Bolution  6.14. : \

Poser a = arctan{z —~ 1}, b = arctanz ef ¢ = arctan(x + 1)
et donctana =5 — 1, tanb=xz et tanc=a + 1.

Utitiser UVimplication :

tana+tanc

a+c=§-mbwma:mg%mmtan(a+c}-tw/ )Mfa_n—g

En déduire une égnation vérifide par &, puis résoudre cetie éguation sachant gue x > 0.

(Siz <0 onouwnife < 0etb<0etdoncath=F—c <0, absurde avee ¢ €55, §[).

Selution 6.13. :

1) Poser y == arcsinz avec ¥ € [~§, %]

Remaorguer gue cosy 2 0 et cosy = \/1 — gin“ y.

Déduire que cos{arcsing} = V1 — %

Poser z = arceosx avec £ € {0, 7.

Remarguer que sinz > 0 et sinz = /1 — cos? z.

Déduire que sin{arccosz) = V1 — 22
—-1=<2z<1

2) Comme arcsin est définie sur [—1,1], on doii avoir { ~1<V3z <1 . Et done
~lgx<l1

zef-i 3 i
Appliguer ensuite la fonction sin auz deuz membres de Péguation.
Passer par lo formule sin{a — &) = sinacosb — sinbeos a et le résultat de (1),

Solution. 6.16. :
1
Pour f(z) = arccos (1 i

1+z)*
[ErS e
Pour la dérivabilité, déterminer € Dy el que 1 —
?

4
Vi—u?
Pour g(z) = srctan (z + V% — 1) remarquer que arctan est définie sur IR et dﬁier-
niiner Vensemble de définition de v(z) = (z + V22 — 1).

Pour lu dérivabilité remarquer que arctan est dérivable sur R et v(z) = (z + V2% ~ 1)
est dérivable pour x tel que 2* — 1 %0 (é cause de la racine). :

s 14z
:c) traduire les indgalités —1 < ( * f) <1
T 1~z

en 0< - <1 pour x # 1, puis en déduire ensuite I ;

Calculer ensuite f'{(x) par la formule

Caleuler ensuite g'(x) por la formule 7 z -
Solution_ 6.17. :

1) Remarguer que (sh 2 + ch2)" = (€)™ = "%,
1+thz\” (chr+shz)"
1—thz/  {chz~shz)"’

2) Remarguer gue (
Solution 6.18. 1. La fonction § est définie et dérivable sur R—{-2}. Sa dérivée
est
3

2% 4+ %2+ 8
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f(z) =

2. La fonction g est définie sur [--1,1], dérivable sur] — 1,1]. Sa dérivée est

¢ (2) =

~
(1 + (1 ~ z)?)y/arctan(t — %)

8. La fonction h est définte sur | ~ 1,1}, dérivable sur ] 1,1] et sa dérivée est

- =

h ) ‘27!’ . . Y
W) = . B
{n + 2 arcsin m)\/(l ~ 22}{n? — 4 aresin’ ) R
Solution 6,19, : -
1. One
z-In(ch g} = zwln(fl = z-ln (_g.l.i.f..__l) = — In{1+€~ 2%} +In(2).

DYoi . grfw{r — In{ch =)} =In{2).

- v ~x T
2. lim . lim (‘i,——fi'wﬂ)xl im & = 4o

z-4400 & y~rboogh Y

Sciution 6.20, :
1) Vérifier que f est continue et strictement croissonte sur [2Z,3n) et en déduire
gu'elle est bijective de I dans f({I).

2) Par des équivalences et en utilisant z = (y ~ 37) € [0, §] lorsque y € [3F, 3x], puis
traduire y = §~(z).

Solution 6.21. :

1. Remarqusr que H-; et (1 —z}{1+ ) ont méme signe pour & # ~1.
1-—-
zel; & Tz Eo0etlte 0o 1-z)(14z) 20 etz # -1 &z )-1,1).

— » )
2. La fonction o est continue sur | ~ 1,1 et arctanz est continue sur R,
d'oti f est continue sur | — 1,1},

La fonction _::Z est dérivable sur | — 1,1} et arctanz est dérivable sur R,
d'oii f est dérivable su’r} -1,1L
3. Vérifier que f'(z) = W

Remarquer que pour tout « €] — 1,1}, f'(z) = } arccod/(z) et en déduire que
f(z) = § arccos(z) + c. .
Caleuler ¢ en donnant une valeur & x.

147



Solution 8.22. :

L Bemamaer que “1s 3 <10 (13%5)? <1, puis vérifier que Dy =
Uteksef le fa:t que arcsm est zmpmm ptmr monirer gue f est ampmm

-

2 La fmctzm f est fiémvabie en tout = tel que 3 j_ €} -

22“ -
Mmre T3 # +1 pour montrer que f est dérivable sur B\ {~1,1}.
Veérifier que f'(z) = -7 ==

1,1

=257
2 st x €]~ 1,1]
Ty wx coly by
Eerire que f'(x) = 1 +;
T 5t €]~ o0, —1JUJ1, +ocof.

~2arctan(z) + ¢ 3 2 €~ o0, -1,
Puis déduire que f {:c} =

B

Zarctan(z) + e % x €]~ 1,1,

—2orcton(s) + 3 si oz €)1, 4o,
od ¢y, cz ae: Cg sont des constantes & déterminer en donnant des valeurs & .

Solu ution 6.23. 1. Utiliser ~1 — 22 < 1~ 4% < 1+ 22 powr montrer que la

Jonction fi est continug sur R. Et traduire %:ﬁ; # 1 pour montrer que f est
dérivable sur IR*. -~

2 ”
i stz >0,

Vérifier que fi(z) = —w_\—",—;”
V saiE T sz <O

2arctan{z)+e¢;  siz >0,
Déduive que fi{z) =
—2arctan(z) + ¢ siz <0,

0% ¢y et og sont des consiantes & déterminer.
Déduire que fi(z) = 2arctan |z}, ¥z € R.

£, Justifier que la fonction fy est dévivable sur R et vérifier que Fix) =

et en déduire que fo(x) = argsh{z) + ¢ ot ¢ € R & déterminer.
Conclure que fy(z) = argshiz), Vo € R,

8. Vérifier gque la fonction fg est dérivable sur R.
Montrer gue fi(z) = —=mmeee = (3 .
En déduire gue fa(x) = 3argsh(z) +¢, c € R & déterminer.

Lo

4. Vérifier que la fonction fg est dérivable sur |0, 7] ef que fi(z) =
En déduire que f¢(x) = £ + ¢, c€ R & déterminer.

Solution 6.24. 1) Vérifier que f'(z) = —4:31 =g'(w).

8) Déduire que f(z) = 9(2) + o1 sur | — o0, ~1|, f(z) = g(x) + ez sur ] ~ 1,0] et
f(z) = g2} + ca surj0, +-o0]. Puis déterrmner les constantes c1,¢; et ca
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Chapitre 7

Les développements limités

7.1 Rappels de cours

Lies développements limités permettent de calculer des limites (de fonctions, de suites,...)
en levant les indéterminations rencontrées. Ils facilitent I'étude locale des fonetions
su voisinage d’un point donné, les calculs approximatifs de f{z) sans passer par la
machine, l'obtention d’équations de tangentes, d’asymptotes, 'éiude des branches in-
finies, ete.

Définition 7.1, Seient I =la,b] un intervalle de R (aveca,bs R eta <0 <b), f
une fonction définie de I* =]a, 0[]0, b] dans R ¢t n un entier naturel,

On dit gue f admet un développement limité au voisinage de § & Vordre n gl
eriste des constantes réelles o, 0y, 0y, @ > 0 un réel ef ¢(x) une fonction telles
que

¥z &) - o, 0fUl0, o, f{z) = ao + a1 -+ -~ - + apa™ + z"e(x),

avec il_l% e(x) = 0.

Le polyntme P(z) = @, + a1z +-«+ + 6 x™ s'appelle la partie réguliére (ou principole)
du développement limité et la fonction $7e(x) = o(z™) le reste.

Dans la suite on écrire dl,, pour abréger “développement limité ou veisinage de 0 &
Fordre n ",

On dit ausst que [ admet un développement limitd & droite(resp. & gauche)
au voisinage de 0 & Pordre n 9 Uégalité f(2) = ao + 012 + -+ + @™ + 2™e(x)
est yroie & droite (resp. & gauche) de 0.

Remarque 7.1. Si f admet un dly avee 2> 1 alors [ admet un dl,, ;.
Car sion a f{z) = 6o+ 12+ - - + apz™ + 2he(r) alors
Fl@) = ap+ 013+ -+ ap 1777+ 27 Hanz + 22(w))
= @y 4 0T+ F Bae1 2™ 2™ ey (),
avee lim g (x) =0,
20

Théoréme T.1. Le di, de [ sl eriste est unique.

Rémarque 7.2,
La partie principale du dl, d'un polyndme est formée des mondmes de degrés infé~
rieurs ou égaus ¢ n et le reste est formé des mondmes de degrés supérieurs sirictement

149



Proposition 7.1. 5i f est une fonction dont lo dérivée f™) existe et est continue
sur un voisinoage de 0, alors f admet le dl,

ﬂl

Flay = FO) + 20} + & F7(0) + -+ + Egy fOD(0) + H F(0) + z7¢(2),
d’'aprés la formule de Mac~Laurin

Prugriétéa 12, Soient f et g des fonctions admettant chacune un dl,
f@) = o+ oz + -+ apa”™ + z"e3(x), aver i‘g})‘fl(m) =0,

§(2) = by + iz A <+ + ba2™ + 2%ea(z), avec zh_xg} gofz) =

Alors on o :

— Lo gomme :
fa fonction somme f + g odmet le di,
(f + g)a) = (85 + bo) + (a1 + 1)z + -« + (an + bn)2™ + 2 es(z),
dont la partie réqulitére est la somme des parties régulidres de f et ¢
et g3(x) = £1(z} + £2(x).
- Le produit :
lo fonction produit fg admet le dl,
(Fa)(x) = (8oba) + (Boby + aabo)e -+ -+ {Goby + -+ + anb,)e™ + 2%24(2),
dont la partie réguliére est le polyndme produit des parties régulicres de f el g
et en gardant uniguement les mondmes de puissances inférieures ou dgales &
7.
— L& quotient :
si en phus b, # 0, lo fonction -g admet le dl, dont la partie régulidre est le
quotient de la division suivant les puissances croissantes & Uordre n de lo pertie
régulidre de f par celle de g.
— La compaasition des fonctions :
si en phus b, == 0, la fonction f o g admet le dl,
Flale)) =aa+ oz + - + 0™ + - +anlbiz + 0 + 52" + 27e(x)
gui s’écrit f(g(z)) = €5 + ez + -+ + 2ax™ + a"es(z),
en gardant vniquement les mondmes de puissances inférieures o égales & n.
- La dérivation :
la foniction dérivée f' admet un développement limité ou voisinage de 0 o Uordre
a1 (avecn 2 1) qui est donné par
F(@) = ay + Bagz + - + na2" " 4 2 eg ().
-~ L intégration :
si en plus f est continue sur un wvoisinage V de 0 et ¢ € V', la fonction
Fz) = [T fit)d primitive de | admet un développement limité an voisinage
de 0 & Vordre n -+ 1 donné par
F(z) = F(0) + aot + 322 + - + Zrqa™t? 4 2" ep(2).

Le tableau ci-dessous donne les développements limités -fréquernment utilisés- calcu-
1és 4 Vaide de la formule de Mac-Laurin :
=142+ % £ dvee o B b ze(g],

sin(z) = & ~ 3!+53+ < (o 1)*5;—?&—&»&“%(;1:)(nm2!c+lcmnm?k+2).
cos(m)wl—“z—?-i—%«i»m%—{wl)bé—%+a:“5(:c)(n:Zkoun=2k+i).
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PouraeR,ona:

(f+z)* =1+ Em+°‘°‘“1 EAR R +-L-——~(---M})" Hacndllgn o 5 e(m}
(1+x)~a:-~f+ +- +(w1) “1£—+a;“s{a:)

sh{z) = ﬂ+‘T+5l+ +m+ms(a)(n—2k+lonn 2k+2)
ch(z)=1+% + 4+ + gy +2"e(2) (n =2k oun =2k + 1).

¢ Développemaent limité au voisinage de z, :
Pour définir le développement limité d’ordre n, d'une fonction f au voisinage
d'un z, quelconque, on pose X = & — 1, et g(X) = F(X +2,) = Fl2).
Lorsque x est au voisinage de 2, X est au voisinage de 0. Ainsi le’ développe- |
ment de g & 'ordre n au voisinage de 0 donne

(X)) =as+ e X + -+ o, X" + X"(X) avee )}Cigoa(x) =

et done flz) = a, + o3(z — 24) + -+ + an(m — Z)* + (2 — x,)"e1 (%), avec
hm 51(:1:} = hm 6(93 Te) =0,

amm on nbtlent le développement fmité de f au vmsmage. de o & Tordre n.

s Développement lmité an voisinage de +o0o : o

Pour définir le développement limité d’ordre n, d’une fom:tmn f au vmsmage

- de o0, onpose X = £ et g(X) = f(3) = f(zx )
Lorsque « est au voisinage de 00, X est aun voisinage de 0. Ainsi le dévelop-
pement de g & Pordre n an voisinage de 0 donne
g(X) = o+ a1 X + -+ an X + X763 (X) avec Hm 51(}() =
et done f(x) = ot B+ +mﬂ+4~z(w),avec hm e(x) hm a(d)=0,
ainsi on obtient le développement limité de f au mlsma.ge de +oo & Vordre n.
Remargue :
On fait de méme au volsinage de ~o0.

¢ Développement limité généralisé an voisinage de 0:
Pour une fonction f définie sur un voisinage de 0, &tant domné p € IN® o
7 € IN, on dit que f admet un développement Hmité généralisé & Vordre n en

0 lorsque la fonction g{x) = & f{x) admet un dl,yp en 0.
On peut écrire dans ce cas

P f(z) = a, + a;:c +ee aﬂm“‘“” + o(z"tP)
et donc f(m} (ag taE+ ot g™t L o{e™ ) = B2 . 4 Zezt 4
Up + gyl + % BntpE™

»
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7.2 Enoncés des exercices

Exercice 7.1. ‘
Donner Ie dl, dans les cos suivants en précisant la fonction e(x) & chaque foia :
1) f(a)=1~3"+rxt - 72® avecn =5 et ensuite n = 9.

2ogla) =T +2* - T8 qveen =0, n=1 etn=2.

Exercice 7.2.

Eerive les dly, 'de ¥ et €™, puis retrouver le dl, de chg) = S ef sh(a;)

Vérifier que lo somme des dl, de ch(z) et sh{z) est dgale au di, de €*

Exercice .3,
Donner par deur méthodes daﬁémntes ledl, d Uordren =5 de f(x) = sh{z) ~sin(z),
(por la régle de la somme et par la formule de Mac-Laurin).

Exercice 7.4. :

Trouver les développements limités & Uordre n = 4, au voisinage de 0, ées forctions
suwantes

1} f(=) = (" — 3sin(z))(cos(z) — 125
2) g(z) = f(:v) +1 — 2% cos(z),
8) h(z) = g*(z).

Exercice 7.5.

Trouver les dévaloppements Ezmztés & Vordre n == 4, au voisinage de 0, des fonctions
sutvantes ;

1} ,f(ﬂ") - coafmlgjfiaisl-%x!’

2) 9() = w1,
2_ 428

9 hie) = St

Exercice 7.6. :

Ppsons f(z) = arcsin(x), g(z) = arccos(z} et h(z)} = arctan(x). Sachant que les
dérivées de ces fonctions sont données par :

fi(fr) VTL!: g,(&‘} '.7-1 et ht(x) 'i'.'g{!:

déterminer les di,, de ces fonctions pour n = 5.

Exercice 7.7, :

Donner les développements limités & Uordre n = 4, au voisinage de 0, des fonctions
suivantes :

1) f{z) = /1 +sin{z),
8) hiz) = gvs,
4) k) =1 +2)t,

Exercice 7.8. :
1} Reprendre les fonctions de Pexercice précédent et donner fes dl, powr n = 3 de
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leurs dérivées (en utilisant la régle de I dérivée).
2) Coleuler f'(x) et g'(z) et donner lewrs di, & n = 3. Comparer avec lo question
nrécédente. .

Exercice 7.9.

Donner les dl, ou voisinage de z, dans les cas suivants :

1) flz)=+vT avecx,=1etn=3.

2) g{z) = In(sin{z)) avec z, €]0,7] et n = 3.

Puis en déduire le dl,, de g{z) & Uordre =3 au voisinage de x, = §.
Exercice 7.10, -

Vérifier los résultats suivants pour f non définie en 0 :

1} 8 f o un développement Hmitd au voisinage de 0 & Uordre m = @, alors elle est
prolongesble par conlinuité en 0.

2) Si f a un développement limité au voisinage de O & ordre n == 1, alors elle est

prolongeable par continuité en O et que son prolengement par continuité est une fone-
tion dérivable en 0.

Exercice 7.11. :

On pose f(z) = +/|zi, g(z} = ~«}‘=; et h{z} = In(|z|). Vérifier si ces fonctions ad-
RV S

mettent des développements limités au voisinage de 0 ¢ lordren=0,n=1 oun = 2,

Exercice 7.12. :
Vérifier si les fom:tzons sutvantes ant des dl,, # oul & quel ordre n on peut y aller :
f{x) =3 — 42? + sin{e)] et glz) = |z + 27 - 7.

Exercice 7.13. :

Constdérons les fonctions ayant les développements imitds suivants :
@) = x® — 6% + o(x5) et glx) = 22° + 3211 + o(z?1),

Calevler le dl, de (fg)(z) = f(2)g{z) & Uordre le plus dlevé possible,

Exercice 7.14.
Donner les dl,, au voisinage de +oo des fonctions suivantes :

1) [(x) = arctan { /25 } 4 Pardre n == 3.
-5
2) g(z) = ()= a Uordremn = 4.

Exercice 7.15. :

Calculer les développernents limitéds générulisés au voisinage de O des fonctions sui-
vantes .

1) flz) = W afordmnm5

2} glx) = e‘ sl @ Pordre no= 2.

33 ainle

Exercice 7.18, -
SJans utiliser la calculatrice, donner des valeurs approzimoatives des nombres suivants :
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a=YU,08, b=I{l,07) et c¢= _1~3;§?,053'

Exercice 7.17. : :

Déterminer les parties principales au voisinage de O des fonctions suivantes :
1) flz) = /sin{x) ~ v/ sh(z) pourz > 0.

2) g(z) = argth (argsh(z)) ~ argsh{argth (x}).

Exercice T.18, :
Calculer les limites sutvanbes ;
1+2)% —
1) bim W}
230

z
o i

2)”1}(:!1 (z~z l.n(1+x)),.?

9 Tim arctan(2sin(z}} - §

NS coa(3x)
CEEE BRI
4}nglfm{€~(1+%}“]vn+ +‘

H

Exercice 7.19. :
Etudier les fonctions sutvantes au voisinage de @y ¢
1) fla) = wxz—}%ﬂ avec Ty = 1.

2) g{z) = In(tan{z)) avec z, =
(une étude bréve : Péguation et Eu pomtzan de la tangente}.

Exercice 7.20.

Etudier les Immches infinies de la courbe reps’esentant la fonclion f{z) = ln{x2+1)-—‘
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7.3 Solutions détaillées des exercices

Solutien 7.1.

Daprés une remarque du mppel du cours :

1) f(@) = 1~32* +nad —Tab = (1~ 3$2+7rcc4)+{ —728) = (1 - 322 4 x2%) + 205y (z).
c’est le développement limité & DPordre 5 au voisinage de 0 de [,

avee Py(g) = 1 — 3zt + vzt lo partie principele et &,(z) = =T,

Et Von peut écrive aussi .

flz) = 1 — 3a® + wxt — 728 = (1 ~ 3%® + wa? -~ 72%) + 2% ().

¢’eat le développement limité & Pordre 9 au voisinage de 0 de f,

aver Pa(z) = 1 — 322 + nz* — 72® la portie principale et ga3(z) =

E)Pnurgona: -
alz) = T2% 4+ 1¢ - 72® = 0+ 2%(72% + 2% ~ 72%) = Q1 (@) + 2% {x), ‘
cest le développement limité 4 lordre 0 au voisinage de 0 de g, avee @1(z) =0 la
partie principale et g3(x) = To* + 2t — T2%.
Emsuite on o
glz) = T2 4 gt = 728 = gla) = 04 2(Tz + 25 ~ 72"} = Qa(z) + ze4(z),
c’est le développernent limité a1 ordre 1 ou voisinage de 0 de g, avee Qz(c) =0 la
portie principale et e4{x) = T + 2% - Tx7. o
Et de méme ;
9lz) = T2* + 5* — 728 = To® + 2% (2® — T2%) = Qala) + wPes(x),

c'est le développement Bmilé d Pordre 2 ou voisinage de O de g, avec Qzlx) = 722 la
partie principale et e5(x) = 2° ~ Tah. .
Attention :
Dans chaque cas la fonction e;(x) vérifie bien lim e (=) =T0..

Solution 7.2. :
Bn utilisant le Jésultat duﬁré.sumé du cours on a :
e“=1+:v+§;+';-+%y;r~m“£1(:r} X
etdonce™* =1—gz+ L’:?iL R m + (~z)"e1(—x)
e®=1-g+ %ﬁf SORERE % £ § LTS :L'“t;*g(:c) avee ep(x) = (~1)%&;(~a)
Par la rigle de la somme on obtient le dl, de chiz) = £18-2
chi{z) = 1+ %; + {r +o-+ ?%?37 + g"eg(x) eu voisinage de 0 & Lordre n = 2k ou
nw=2k4+ 1.
Bt de méme
shiz) = £38- *
shiz) = x+ 3, + —“g—; e = (;% + x4 () au voisinage de 0 4 Pordre n= 2k + 1
oy n = 2k + 2.
En foisont la somime des dl,, obtenus ci dessus on retrouve :

Lt &0+ 2 b oo oy + 2"ea() + 5+ 8 £ 4 gn
( sttt G Fetes(@) ) et 4 b+ Gyt ateal(a)

¥4 C

s=l4+z+%+-+ &+ atalr)
ce qus esi normal yuisque ch(z) + shiz) = &%,
Et avee e1(z) = e3{z) + e4(x) d'oprés Uunicité du développement limite.

Solution 7.3. :

- D’upres le tableay des dl
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sin(z) =z — %?— + %} +o(z?} en voisinage de 0 & Pordre &
et d’aprés l’m:fmice précédent
3
shiz) =z + % + % + o(2®) au veisinage de 0 @ Vordre 5
et por différence en ufilisent do régle de Ia somme
3 3
Flz) = (:x: + §‘ + 4+ o{mf'}) - (:c - ~—, + & >+ 0(m5)> = 2*§{ + o{x%)

Dot f(z) =% + o(z®} ou voisinage de 0 & Dordre 5.

- Deuzig¢me méthode :

Lo fonction  f{x) == shiz) —sin(x) est indéfiniment dérivable sur R car différence
de deuz fonctions indéfiniment dérivables sur W. On b applique la formule de Mac-
Lourin av voisinage de 0. Et i'on a

flz) = sh{z) - sin(z) — fif} =0 Fe) = chiz)~cos{z) - f[{{0)=0
A (z) = sh(z) +sin(z) — fD0) =01 fD(a) = chiz) +cos(z) — FO0)=2
F W (z) = shiz) —sin(z) — fH(0) = 0] F(x) = ch(z) ~ cos(z) " — FEO) =0
’utt
Fl@) = F(0) +af(0) + = 5 b ‘"‘)m\ +- f‘é; £ +ofa®)
=25 +0(z) = § + o(s") '

Solution 7.4.

1 }' Bn utxizsant !e table&u des dl,, wvecn =4 des fnm’twns usuelles on a :
=14 x4+ % +‘§.—§~~f+9(:c) (

sin(z) =z ~ —3-}- + ofz?) -

cos{z) =1~ & + ’fi—: + ofz?)

P =14x4+ 2t + 2 L2t 4 o(2)

En utilisgnt lo rigle de la wmme on a
~ 3sin{z) = (1 ot G+ +5 o)) -3(o -5 +olz )}

=1-2z+% + 2 4 £ +ofat),
De méme

2 @ z 4 2, .8, 4 4
ccza(m}wm: 1w§T+2w+o(x) ~2{t + 2+ + 2%+ 2t 4 o(z?))
=127 — 32 g8 . U2l (g0
D,o‘& 2 3 4 ")
f($)=(1~2x+%+2§—+%+0{$4}) -1 -2 - 5% 293 - 5 1 oat))

En utilizant la régle du produit en gardent uniguement les puissances inféricures ou
épales & quatre, on obtient finalement :
fla) = ~14+2? + §2° — Lzt +o(zt).

2} ()n amsw)m 1_““7“‘" T +0(a: )

et 2 =z + o(z?) (c’est un poiyfwme}

Par la régle du produit on e @ 3 ms(x} = g%~ %; + olz*)

{on a fait le produit de * par 1— "T + & 47 et on a gardé tmsquement les puissances in-
férieures ou dpales & quatre pour avoir la partie principale de =° cos(z) le reste s’dorit

o(z4)).
Et par la régle de la somme

gz} = flah1 -2t cos(a) = (1 + 2% + 2~ Lo + (") +1~ (22 ~ & +olz*))
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on obtient finalement
glz) = 4 — ot + o(z?).

3) D’aprés ce qui précéde g (z) = (3x3 - Lot + ofx “))
Et par lo régle du produst on abtzent g% {z) = o(z?).
Ceci car dans le produit toutes les puissances sont plus grondes gue cing.

Solution 7.5.
1) f est un guotient et 'on a pour le dénominateur 7,1:1_13%' {1 +sin{z)) = 1.
On va ubiliser lo végle du gquotient.
D'aprés le tableau des di usuels
log(l+z) =2~ -+’“- - ——-!—o(:v 3
cos{z) =1~ -+—T+o(:c ) et sin(z) = = — & + ofzt).
Bt par la régle de le somme an a quccesswemeﬂt 4
2 3
cosiz) +2log(l + &) = (1 - 7,- + & +0(r4}) +2( ~E 4% —~+o{x ))
w1+2?-~§£ + 20 :€4+0[’c")
et l'on o ausst 1+sm(:z~) =1+z iz +ofa?).
On fait lo division suivant les puissances croissantes de lo partie principele du numé-

rafeur por la portie principale du dénominateur & Uordre qualre.
Ce gui donne

1+2:z-—:«' +3 M%és" 1+m—§.’c3
*“1"‘33—*‘333
1+’nw§m +m 3 %-::"‘

~52% 4 8% — Lot
S Lo

hat gt
1.3 4
g -t 4
b
2,04
-t +

{Remarquer gue dans cefie division on éurif seulement les puissances infériewres ou
égales 4 quatre puisque les autres puissances sont des o{z®).)
Finalernent on obtient :

105 29,

f{a:)“1+rwgflz-¥-3 T + oz

2} Pour In fonction g(x) = ezy on a 3%2’{1}(63‘ ~ 1) = 0. On ne peut appliquer la
B ©

régle du quotient tout de suite.
Essayons d’ebord de voir le dl de (&% ~ 1) qui est égal & :
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E—l=x+ia®+ ot + Hot + g’ + -+ Jz™ +o(z)
et donc e — 1=z (1 + 3T+ 350 4 gy 4 gyt + o+ e +o{x“”‘1))
Ainsi pour tout z % 0 - i
& z
ef-1 g (1 +le+dat 4 Lat y Lot g ot +G{:}:nv3‘})
1

(1 + 3+ fu? 4+ ad + et el + of;:c““l})

gla) =

Maintenont on o un quotient avec comme dénominateur une fonction dont la limite en
zéro est non nulle. Pour avoir le dl du quotient 4 Uordre quatre il nous fout n—1 =4
et done n =5 c’est Uordre cuguel il fallait développer (€% - 1).
Foizons ensuite lo division suivant les puissances croissantes de 1 par
1+ 3z + j2* + Lo + gzt & Vordre quatre
1 1+ dz+ 5% + 400 + oyt
1 1,2 _ 1.3 1 .4
~1 =23~ 5T — 52— T

-k [ - B S
Lo 5+ 5527 -~ 5
lp_lg?. 1.8 1.4

3 B i T35

i L2 135 140
5T+ 737+ T T b

-1~w2+§113x3+-’—:n4+---
- - P [ P SR
137~ g ol +

Logd ...
—7pt
Finalement on @ :

1 1 ,
glz) =1~ 7« + —}-x2 = e g® 4 o)

12 720
i 2% — 4a? L
3} Powr la fonction h(z) = “‘;"5('”)‘ on a le dl du dénominateur
sin(x

. 2
v(z) = sin(z) = (z - 5;— + %} o +o{x“)} =2+ 4 oz
la plus petite puissance qui opperatt dans ce dl est k = 2. Pour trouwver le dl du quotient
h{z) & DPovdre 4 il fout développer vi{z) jusgu’d Vorndre n =4+ k=4 +2 =86,
Done v(z) = (x - —%3 + ‘1%;6 4 o(zs})‘ w g? %;F + Z‘g + o{x%).
Ce quz donne pour tout @ 5% 0 ¢

oLt Wl a \ WL -
sin’(z)  #? - B+ 2 4 o(eb) 1%+ %3 ofz)
Ceei aprés simplification par 2° et en remarquent que sz_l est un ofz?)
o(z’) \ ’
iy E- = i 7 =0
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1—dz s s
- g B2
Slegog| TS
< _ gat 1—4o+ 45 — 42 | o
*4$+*§*— 3 i
A

P
“”g +j§+
. N
3
|
. ;
e
Dot
2 3 4 '
. 4z s
ha)=1—4 .af,.._.m__ = 4
(=) x+3 3 +15+o(:z) ,

Remarque 7.3. :

Pour développer une fonction de la forme d'un quotient f(z) = ::) a Vordre n au
V{0), i fout commencer pur écrire les di de u(z) = Pz} + ofz™) ‘
;t v{z) = Q(z) + o(z™).
osons val(P) = h et val(Q) =k (val(P) c’est la plus peti i
petite puissance d
polynome P dont le cocfficient w'est pas nul). ? mee de & dans le

* Sihzk:
il fout dévef}?ppe‘r les fonctions v et v & Pordre m =n+ k-
floy= 5 oo e AN o i) '
ek 4 - by otk 4 ofznTk)

On sz‘mpiiﬁi ti’abard por ¥ (pour t £ 0 et ¢ € V(03). Ce gui'donme -
flo) = ST anga® + ofa”) - R

) = e T e o) o
Bt on fait ensuite In division suivant les Ppuissances croissantes & Fordre n
e anz" ™ 4 T Par b+ -+ byt
pour avoir wit di correct & Uordre n de f:
flo) = enpeh™* + - 4 c 2™ 4 o(z).

» Sih<k:

f n’eura pas de développement imité au voising, ]
o ge de D, maiz un dévelo
limité généralisé avec p = k ~ h. ' ppement
(l)i't po%;r avoir un développement lmité généralisé & Vordre n au voisinage de
» ont doit développer au départ v(z) & Vordre m = ’
=p+n-+ketulz) sl
m =p4n+h, ) orire
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‘Solution_7.6. :

1
o (1 - v(z))"% est lo composée de la fonction
v(z) = 2 et w(z) = (1 —x)" %, donc :

f(z) =w(v(z))

La fonction f'(z) =

. Pour développer [ & Vordre 5 il faut développer f' & Uordre 4.

D'abord on a. limuv(z) = 0,
. A = (]

*» Onegd(z)=- -

e On g hb/(z) =

ce qui nous permet d'utiliser la régle de la
composée. - - - -
D’aprés le tableau des dil usuels (1 ~z)™ pour o = —3 -
w(z) = (1 - 2~}
~1 IO G S JUUP Y S U Y SV S

=1+ Lo+ 3 5 R i 31,)( 2% s

[ YOU SR LTSNS B\ N S )
BTG EIE RS SN

4!
=] %a: + %a? - 3531'3 + i"%:c“ + ox?).
Et Von a v(z) est un polynome dont le dl & Uordre 4 est v(z) = z? + o(z?).
Par la régle de lo composée on remplace le x de la partie principale du dl de
w(z) par la partie principole de v(z) :

on aura w(zr) = 1— §(z%) + $(=?)? ~ & (=?)® + H(2h)* + o(z?)

- et on garde uniguement les puissances inférieures ou dgales & quatre (toul le

reste on le met dans o(z*)).

Aingi 1 3
flzy=1~ sz + §m4 + ofz").

On. utilise ensuite la régle d'intégration pour écrire

1 3
}(:c) =0y + T~ éma + 26.1:5 + ofz®).
Comme a, = ll_r&’ flz)= Llrl_lf}] arcsin(z) =0, on a finalement :

ey 13,3 5 5
flx)==2 N +40m + o(z°)

~1

= = —1'@)

et d’aprs ce qui précéde on a

¢'(z) = -1+ 42 ~ 32* +o(2?)

en utilisant ensuite lo régle d’intégration on obtient

g(z) =, — 7 + %m:” - Zsa:ﬁ + o(z®)

comme b, = 51}3] g(z) = il«;mu arccos(x) = I, on a finalement :
=T L ‘3 3 5 5
giz) = 5ot Pl + o(z”)}

1+g2°
On peut faire comme avant en utilisant lo régle de la composée ou on peut dire
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que W' est le quotient de deux polynomes qui sont déid développés. .
On fait la division suivant les putssances croigsantes de 1 par L4+ 2° 0 Uprdre
quotre

1 1+
_1022
1~-z? -+t
—z?
2% + ot
4

Dot
B (z) =1 —2? + 2 + o(u*)

. PR
et par la regle dintégration hiz) = co + 2 ~ A%t a(z®)
Comme c,-= Him h{z) = iin}] arctan(z) = 0, on a finalement :
r—={} ol

. 13 15 ]
=1~ —x° + - oz
hiz) == R k5x+( )

Solution 7.7. :

1. D'abord lim sin{z) =0 et au V(0) & Vordre 4 on e sin(z) =z — gu® + o(z?)
¥

Et Uon a pour u € V(0) a lordre 4 le dl
\/1—+_uml+%uvéuz—k-]%"tﬂ-—i%—gu‘*%-o(u‘) S
On utilise la regle de lo composée en remplagant u par In partie principale de
sin(z). Ce qui donne
f(z) = /1 + sin(z) . e )
=1+ k(z~ §2%) - §(z~ 12%) + Lo — §2°)° — ﬁ(?c - 32°)* +o'(:r: )
On effectue les calculs et on garde uniguement les puissances inférieures ou
é&geles & 4. Tout le reste on Uéerit o(z?). On obtient finalement

1 14 1

1
RN SRR S SNE U BRI
fla)=1+ 5o - ga’ ~ qga + 5w +ol)

. On foit la méme choge qu'avant

d’abord lin}Jsin(z) =0 et au V(0) & Vordre 4 on asin(r) =7 — 1z% + o(z%)
—

T
Ei l'on a pouru € V(0} & Uordre 4 le di
e =1+u+ tu? + ta? + Fut +o(u?) -
On utilise lo régle de lo composée en remplagant u par la partie principale de
sin(z). Ce qui donne
g(z(} )m |4 (z - 4a%) + 3(z - La®)? 4 Lo~ $a%)° + gy(o — §2°)" + o(s")
On effectue les calculs et on gorde uniguement les puissances inférieures ou
¢gales & 4. Tout le reste on Uécrit ofz*). On obtient finalement

1, 1.4°
gle) =1+ + 55 - Fe +ofa")
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3. On fait o méme chose gu’avent :

d’abord lim =0 et au V(0] & lordre 4 on a
20 cos(x)
z : z+ 5 x 4 ofz*)
cos(z) 1-iftt & St 4 olzh) 3

{ceci en fazsant la, dspc dez par 1~ %a2%+ 2t a lordre quaire).

Et Pon o pouwr we V(D) & Uordre 4 le dl

€ =1+ u+ jul + jut 4 et + ofud).

On utilise la végle de la composée en remplogant u par la partie principale de

m Ce qui donne

h{z) =1+ (z+ 3%+ F{z + 1:1:3)2 + 3o+ 3% + Lo+ 325t + o(zh)
On effectue les calculs e.ﬁ on garde umquemenﬁ les puissances inférieures ou
égnles & 4. Tout le reste on Uécrit o(z*). On obtient finalement

h{x )«h1+:r+}—m +g:c +}§-x 4+ ofzh)

2 3 24
4. On transforme k{x) pour derive k{x) = (1 +2)} = R ol
C'est une composée de fonctions.
log(1 + )

= 1
on pose 4 Yabord v(x) = u(:r:) ~ 1 pour avoir 1im v(x) =0
Ainsi k(z) = ¢*() = 1) = ¢ x %) quec hm 1 v(z) = 0.
Le dl de v(z) & Vordre gtmérelgst . . .
o(z) = log(t+a) , =&~ 3@+ 3a® - jat 4 1a® +o(af)

z T
1--1:+§s; — 3 4 Lot g o{at)) — 1
A
:-——:H- L +a(:a:)

Comme hm u(z) = llm

Ei danc
k{z) = e x @)
=ex {1+(-——» +ia2 - 208+ fat) + 1(w«:z:+ — 2% 4 Laty?
+i(—jz+ §zf — 128 + ;.54)3 24{wwﬂ: + izt - 4.7:‘* 12%)¢ + o(zh)].
On Effectue les calcul« et on garde uniguement les puissances inférieurcs oy
égales ¢ 4 ¢
v{a) -—~§Jc+ %.L‘ + tat + ofxt)
vz) = (-fr 4§ :n ~ 3z 4 g zit ofzh)? = 1o - ot 4+ et %o{:r‘*)
v} {(z) "‘“‘U‘e(.t) X 'u T) = --:z:3~’— 1zt 4 o(zh)
v4{z) =Mz xufz) = Sat + 0{24)
Do

B 1 gty 7 g 2447, )
k(s:)—e(l 23:-}-241: T +M576D$ +o(x))

Solution 7.8. :
1) On a déja trouvé successivement :

f@) ~I+2mm§m ~w3: +§§—z + o{z?)
a(x) =1+z+ ix? — izt + o{zf)

h{z) ml+m+gx + {x +"3 zt + ofat)

k(z) Metlmirﬁ-l;m”m Lot + Bt 4 o(z?))
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On utilise lo régle de lo dérivée en dérivant les parties principales de ces développe-
ments pour avoir les développements limités & Uordre trods, Dod

gy =1~ imwr:c +¥ 3 4 afz®)
g'(z) “1+f¢"'§93 +o(z?)

b (=) -1+93+2$ +~3»0: +0{:z:)

K(z) =e{-3+Hx—H2" + B3 + o(z?)

@) = (VI = 5@
2) On a f(z) = {4/1 +sin{z)) N ETD)
On sait que cos{z) = 1 — 32° + o{z®)
et on a trowvé le dl de /1 + sin{z),
ce qui donne - . ~
Fla) = : 1 m2 + o(z®) . o
21+ iz~ f2? - Zod + o(z?)) C
La canstcmte du déﬂmnmateur est bien non nulle. On foit lo dspe de 1- Emz) par
24z~ ~x — 2% & {’ordre trois. On trouve

) W " 20 1 .
f(a:)-2 i :r +§«6m +o{z”).
On a cnsuite p .
§'(x) =coszed™® = (1 - & + ol(g3))elz-F+o=™)
= (1— % 4 o)) (1 +tE-2)+ g +o{x3}>

1—~w}(1+:::+ 2+ o(z%)) *l+3:»«— + o{z?)
On voit bw'n qu’en trouve les mémes vésulfats.

Solution 7.9.

1} Posonsu =1z~ g, % £—~1 {x=1+u), lorsque = est au voisinage de 1 alors u
est au voisinage de 0.

Et Vo a f(z) = /2 = vI+u,

u lant au voisinage de 0, on fait le dl de /1 + u au voisinage de 0 & "ordre demandé
n=3,

D’apres les calouls précédents T+ u =1+ Ju - Jo? + dud + o).

On revient ensuite ¢ la varishle T pour avoir le dévefoppemem limité de | au voisinage
dewe =1 & lordre nn = 3

f@) =14 2= 1) = He - 1 (e = 10+ (a1

2) La fonction g{z) = In(sin{x)) est définie et est indéfiniment dérivable sur Uinter-
valle J0,n[. La formule de Mac-Laurin en =, €]0, 7] donne

9(z) = glm,) + ¢'(Zo)(2 — To) + L2 — m0)2 + L9072 (5 — 2,3 + o((2 - 2,))
Comme on a :

g:{x} C;:Z(:% + g”(fc) m’(z) et 9(3) (.’.U) sinsfmi !

on obtient le dl de g au vorsinage de x, @ Uordre 3 suivant :

cos(,) cos(z,) '
g{z) = m(ﬁln(%)}‘l" alz) S (o )+ m( - )24“ Ao (x'“;(x —zo) ol {z—12,)%)
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3) Pourz, =%, on troume
: -_wi AT s
oo) = —5(z - ) +ol(z— 51

Solution 7.10. :

1) Si [ o un développement limité au voisinage de 0 & Uordre n = 0 alors 4l existe un
voisinage V(0) de 0, une fonction e(z) vérifignt km E(m) Deta, € R :

Yz e V), fla)=a+2 ¢ ().

On aura fvidemment hm flz)=a,

Aingi f est pmlsmeabie pur continuité en O par ln fonction F définie par
f(ﬁ) — fle) siz#0
22 ‘si'ac ={}
2) $i f o un développement limilé au voisinuge de 0 a Uordre n = 1 clors il existe un
voisinage V (0) de 0, une fonction g;(z) vérifiant lima ex{z) =0 et (Ggon) € RE ;
T
Yo e VD), f(@)=a,+aztze (). ‘
On qura évidemment hm fla) = a,

et d’aprés lo question ( 2‘} J est prolongeable payr continuité par la fanctwn f et l'on
aurg :

f{z) fle) =os e+ 2l = O + a3+ ze1(w) pour tout s € V(0) et # 0.
f(fr} f(O) fﬁw) = o +&:(z), Ve e V{0)\ {0},
a:} f -

ce qui denne  lim —t—"mt = gy

w0} 20 -
Par suite f est prolongeable par continuité en 0 et son prolongement [ est une fone-
tion dérivable en 0 avee f(0) = a;.

Sofution 7.11. '
1) i la fonction f(z) = +/|z] @ un développement limité dens un voisinage V{(U) &
Vordre n = 0, on aureit

Vgl = a, + e(a:} ce qui donne ag = hm(-‘/ g(x)) =
On aurait forcément o, = Q ef e(z) = kcf
i 1 1 i = li =
et Pon a bien i{r&l el igb%s(a:)
Ainsi f o bien un dl a Vordre 0 av voisinege de 8 donng par @ \/|x| = 0+ e(x).

Ensuite gi f(x) = +/|e] a un développement limité dans un voisinage V(0) & Pordre
n =1, on aureit

Vo] = a, + a1z + ze1{x), ce qui donne a, = Iii%(\/im] a1 3~ 2e{z)) = 0
z
It nous reste +/l] = ayz + 22, (2) et donc
1= (04 + 61(2)) = ale)y/I=l{a; +£1(2)) pour tout o # 0 au voisinage de 0

{on ﬂt(.’t} =1 (resp.(~1) si @ > Oresp.(z < 0))).
En possant ¢ la Gmite on trowve 1 = lma(x)\ftml(al +e(z)) =0
o
ce gui est absurde !
Par suite f ne peut avoir de dl eu voisinage de 0 & Uordre n =1 (non plus & Pordre
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n=2)
1

2) Sigle)= _\7:‘1” e un dl av V(0) & ordre n = 0 on ourait
|= .

1 .
glz) = «:/E = a, + £{z) on V{0} aver ;%e(m) =0,

En passant & la limile on trouvve

400 = Hm
o0 z—0 ,;‘!m‘

ce qut est absurde avec o, € RS
FPar suite g ne peut avoir de dl au voisinage de § & Pordre n =0 ni & un ordre supé-
rieur.

= hm {6, + () = a,

8) En utilisant les questions précédentes la fonction h{z) = In{jzl) n'odmet pas de
dl au V(0) & Uordre i = O car on ne peut lo prolonger par continuité en 0 puisque
}%m({x]) = -0,

Atnsi h(z) n'adinet pas de di ou V(0) pour n =0, ni pour n quelcongue.

Solution 7.12. :

1) Pour z trés petit au voisinage de O (par exemple lx| < 42/ on soit que 422 et
sin(z) sont trés petit £t lo quantité (3 — 40° +ein(z)) est du signe de 3, donc positive.
Par suite la fonction f(z) = I3 ~ 42% + sin{z)} = 3 ~ 42? + sin{z) pour tout x €
] =a.af=V(0) (ovec a > 0 trés petit).

Clomme les fonctions sin{z) et le polyndme 3 — 42* ont des di 4 tout ordre au V(0),
flz) o avesi wa dl au V(D) & tout ordre n donné par :

1 1 1
- e ra sk Sh+1 ,
Flz) =34z -4z TRl i -f-(. 1) »~————~(2k+1}!x + o{z™)
avec n=2k-+1oun=2k+2.
2) On a glz) = |z +2° msz H o= |zi(]1 + 22 ~ 23]) et pour 2 trds petit au voisinage de

0, on peut éerire {14 2% ~ 59 = 14+ 2% — 2¥  (méme raisonnement gu’avant).

Ainsi g(z) = |5{(1+2% ~23). Lo fonction {1+ 2%~ étant un polyndme elle admet
un 4l sans probléme.

g étant conbinue elle o un dl ou voisinage de 0 & Uordre n = 0 aver o, = mh_% glx) =
Ensuite sig a un did Vordre n= 1 on awrait g(x) = O+aye+ae(z) = o1+ ~2).
[2](1 + 2% —z%)

Ce qui donnerait a3 + 2z} = -

z>0¢ ofr)=—1siz <0
Par passage & lo limite ¢ droite de 0 on obdlent a; = 1 et por passage & I limite &
gauche de 0 on obtient ay = —~1 ce qui est absurde !

Ainsi g(x) a un dl au voisinage de 0 & Uordre n = 0 et ne peut avoir un 4l pour un
ordre n > 1.

=o(z)(1 + 2% — 2%} ovec o) = 1 a1

Remarque 7.4. :

_’fPl(s,}—xlﬁ-:cg —~z%) sz >0
| Pu(z) = ~z(l+z?~2%) siz<0

Cest done un polyndme au voisinege de O & droite (resp. & geuche). Elle admet un

dl ¢ tout ordre & droite (resp. & guuche).

La fonetion g au voisinage de 0 s'éerit gla) =
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Solution 7.13.

Pour tout © au voisinage de 0 on o :

(fg)(z) = f(z)g(z)

[#? ~ 62! + o(z)] Pzg + 3zt + o(z1}] i

= 2gM - 92 — 1821° + (22 — 62M)o(z!) + (22° + 32*)o(z®) + o(z®)elz?)
= 221 — 02 — 182 + (1 — 62%)z20(zMt) + (2 + 302)a%0(z®) + o(x®)o{2??)
= 221 — 9z 4 o(z1%)

It

Ceci car .

y —182% 4 (1 ~ 62%)z20(z**) + (2 + 3zH)z6(2®) + o(a®)o(x??)

HD 718

0

. ! . {1—6z? )o(zn) (” + 3z%)zo(z®

= iﬂr})(“liﬁ)ﬁ “';; S| ,»0 5

+lim & 0(: )0(13; )

-0 IV X T
=0
o(z®)

(sachant que par définition : 31_% P 0}

Finalement
(fo)() = 2™ — 92" + o)

1-6 11
Mais & cause de ]u:n b%mg

11 1
fim (1 - 60%) x Bim | 250 « L
T+ 20 zli T

qui est mdeterm.mee, on ne peut dépasser Uordre n = 13

Solution 7.14.

A . 41
1) Pour donner le dl aw voisinage de +oo de la fonction f(z) = arctan ( w)

z+2
& lordre n = 3 on fait d’abord le changement de variable u = (et done ¢ = 1 )
. 141 T+u
Ce gui domne f(z) = arctan % s = arctan 750 )

On fait d'abord la dspe de (1+ u) par (1 + 2u) & Uordre 4 pour avoir
1+ u w1 - u - 2u® - 4ud + But 4 o(ut).

1++2u .
On _éerit ensuite
1+u ) 3 3 1
= /1 —u+ 2u? — du® + But + o(u?)
14 2u

= /14 [—u+ 2u? ~ 4u? + Bub + o(u?)]
et on pose v{u) = [~u + 2u° — 4u’ + 8u? + o(ut)],
comme li_r)x}] v(u) = 0, on utilise le dl au voisinage de 0 de /14 v.
L
On obtient alors
VIFv=1+3v-§v? + &o® — Zgvt +o(v?).
On remplace v en fonction de u et on ne garde que les puissances inférieures ou égales
& guatre

v = -y 2 - 4 4 8ut +o(ut)
v? = u? - 4+ 12u% + o(u?)
v = v? = —u® 4 6ut + ou)
v =vxe® =ut +olut)
Doy
1 + Y

= VIFo =1 Ju+ J* - B + o' +ofu)
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Et on arrive &

1 T+u 7o B 368
= - m == - — 4 e .
flz) f(u) arctan ( T 2 arctan (1 2u+ 5 T T + ofu*)
On pose w(u) = —fu+ Ju? ~ By 4+ Iyt 4 o(ud), Compme Jim w(u) =0 on va faire

le dl de arctan(l + w) eu voisinage de 0.
Par la formule de Mac-Laurin

h{w) = arctan(l + w) - h(0)= %

M) = R — B'(0) = _;_ X
—2w — 2

W)= (w? + 2w +2)? RO ==

6w? + 12w + 4
() = T (w? + 2w+ 2)3
—24w(w + 1){w + 2)
{w? + 2w + 2)4

~+h®(0) = §

) w) =
d’on
h(w) = § + 3w — ju? + Ju? + o(w?)
On remplace w en fonction de u
hw) =% + 3 (~gu+ fu® = Bau® 4 3ty - 1 (~Lu+ Ju? = Bud + Byt 2

+} (THut T8~ B0+ B0+ o)

B#(0) = 0

Adai 5 5 13 4 745 | -
f( )-*"v— +i“6’u2—3—2'3+ 256 4+o(u) :
Ge qui donne en revenant 4 la variable z le dl de f(x) a Uordre 4 au voisinage, de +oo
15 13 745 -
1=+ o~ s+ ey ol )
. z+1\"
2) On fait de méme pour g(x) = — ) @ Uordre n = 4.
Avecz =1 onag(l) = (1+u)t = ™52
On sait que ‘

log(1+ u) = u — 3u® + Ju® ~ Ju? + Lud + o(u) & Uordre 5.
On a développé a l and.re cing parce qu zl Y aura szmphﬁcatzon et on aura
]n(1+u) u——u + 'u‘3 u + +o(u) 1

=1~ 1u+1 *+o(
= 2+3u i U a(u?).

qui est un développement lz‘mz‘te’ & Vordre quatre.
Ensuite on a

g( )__ el—-%uﬂréu:-—lu’—f— +a(u } = =e X e u+§u2—:§-u3+%u‘+a(u‘)
On choisit de poser v = —ju+ ju? — 1o 4 Lut +o( 4

cect car hm v =0, pour u,tzlzser ensmie le dl de e” au V(0}.
C'ommee =1+uv+ fo? + Lo? + Lot + o(ut),
on nemptace et on fazt les caleuls en fonction de u et 'on o
(2) = (1~ but o~ B+ MBS + ofud))
On revient finalement & la variable & pour avoir le dl de g(x) a Vordre 4 au voisinage
de Vinfini.

B 2 11/24 21/48  1423/5760 1
9(z)=e (1 - ? z? z3 + Tt + O(R)

Solution 7.i5. :

167



1) Lo fonction f(z) = tangem) est un quotient de lo forme f(x) = %%%

avee u(z) un polynéme déja développé et sa plus petite puissance est 1 {20 valuation).
Le développement de tan(z) commence par le mondme x et done le di. de tan(z?)
commence par z2, :
1l fout donc multiplier flz) par «® avec p=1 (pour pouvoir simplifier par z2) :

T 1

, zf(z) 22+t o(zh) 1+ o(zFT)’

Ensuite il faut développer o f(x) a lordre k=p+ 5= 1+5 = 6.

Ce qui signifie qu’il faut développer tan(z?) & Uordre k + 2 = 8 (& cause du 2
simplifié).

Et donc développer tan(z) & Uordre 4.

D’aprég le tableaw des dl usuels :

ten(y) =y + 33° + o{y?)

et par suite tan(z?) = 2° + 2% + o(z?)

2
d’ot zf(z) = i z = 1
a2+ 3% +o(z®) 1+ {#* + o(zf)

Poar la division suivant les puissances croissentes a ordre 6 on obtient :

zf(x) =1 - {2 + ofzP).

Finalement on a le développement.généralisé au voisinage de 0 & lordre cing suivent :

1@) = - — 32+ ola").

€ —cos(z)  u{x)
2) Pour g(z) = G =) B
Ona:

u(z) = €* — cos(z)
=(1+ec+ia?+§2% + 2t o+ o(@™) - (1~ a2 + Lot 4+ o(z™))
=z 4%+ +ofz™)
et v(z) = z?sin(z) = 2?(x ~ §2° + .-+ +o(z?)) = 2 — %44 o(zht2)
On voit gue u(x) commence par = et v(z) par z°, il fout donc muitiphier g(z) == :—g%
per 5% pour pouvoir ensuite simplifier par z°.
Adnsi p=2. .
E¥ on va développer v(x) & lordre p+n+3 = 24+243 =7 (on ajoute trois puisqu’on
va simplifier par 1°)
et T2u(z) & l'ordre 7 aussi, donc u(z) & U'ordre 5.
v(z) = 2? ~ 3a° + oo’ + o(z")
et u(z) =z + 22 4 %x*’ + 352° + o(2®).
Ce qui donne
u(z) 2 +zt+ j2t + Ao +o(aT)
v(z) o3~ 32° + 3527 + o(z7)
_ 1o+ p2? + et + o(z?)

zlg(z) =

130
1~ 322 + gzt +o(z?)
=1+a+ $z? + 123 + L2t 4 ofz?).
Et finolement, on obtient le développement générolisé de g(z) au woisinage de 0 &
Dordre deuz :

1 11 1 1 , 2
Q(W)*mz +x+3+6m+i§m + o{z%)
Solution 7.18. :
Ona
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1) o= /0,98 = (1-0,02)3

On utilise le dl au V{(0} de (1 — 2)® avec o = %
(14 (-2))8 =1~ Lz +o(z)

avec = 0,02 qui est une valeur au voisinage de 0, on a -
a1~ 1{(0,02) et donc a == 0,993

2) b= 1In(1,07) = In{1 + 0,07)
sachent que log(1 + z) = x — 42 + o(2®} au V(D) et avec 2 =0,07 on a
b 0,07 — £(0,07)% et donc b= 0, 067.

8) Posons d =1 —sin{0,05) = 1 — 0,056 = 0,95

ete=255=,25+0,5="5/1+% =5/T+0,02
done e #= B{1 + £(0,02)} = 5,05
par sutte ¢ = g = 0,188.

. Remarque 7.5. Pour avoir plus de précision il faut cugmenter Uordre des dévelop-

pements limités.

Solution 7.17. : :

1) On a pour x € V(D) les dl swivants :

sin(z) = = — 123 + o{z?)

sh{z) =z + §z° + o(z®)

Pour z € V{0) et z > 0 on éerit donc

Vein{z) = \/ — i3 +olz?) = \/E\/ ~ 22 + o(z?)

En posant v(z) = —La? + o(z?} et en passant per le di de I+ v & Uordre deuz on
trouve

vemlz) = Z{1 — &7* + o(z?)).

Et de méme

Vsh(z) = [z + L1z8 + o{23) = T /1 + Lz? + o(2?)

En posant v{z) = 122 + o(z?) et en passant par le dl de I+ v & Vordre deux on
troyve

V/oh(z) = VE(1 + 5a® -+ ofa?)).

Dot Uezpression de f au voisinage de 0

() = VER(E) ~ VoR(E) = V(- 32? + ofz?))

équivalente d f(z) = —1z3 +ofz).
Lo partie principale de f(z) au voisinage de O 4 droite est ~iz% (¢’est un équivalent

6
@ f(x))-

Remarque 7.6. Heurcusement les développements limités & Uordre trois ont été
suffisants pour obtenir la partie principale.

L’ordre du di doit étre assez grand pour foire Uaffaire. L’ovdre un ou deuz pour sin(x)
ne suffisent pas. ‘
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2) Au voisinage de U cm a les dl ammnts

{argsh(u))

it

Vitw \X i+ 'HQ
= J1-u? +u4 = ub 4 o(ub}
{rf:m car 3-%— «1—t+t2 24+ o(tR))
= 1= 3 2yt - Fulf + o(uf)
(en passant par le di de T+ '5)
On utilise ensuite lo rigle d'intégration (sachant que argsh(0) == 0) pour obtenir

1
argsh(w) = u -~ é’“ Z%us - I%u + o(u’)

Bt Uon a ausst

1
(rgth () = 7=
= 1+v*+v ~%-v + o{v%)
{cecicar 7y =1 +t+1° + £ o+ o{tR)

On utilise ensuite lo régle d mtegmtaon {sochant que a,rgth {0} == 0} pour oblenwr

. 1 1. 1
argth (v} = v+ gvﬂ + —5“00 + §v? + o(2")
Puisque hm argsh(u) = hm argth (v) = G, on utilise lo régle de composition pour

evoir les dl de srgth (argah(z)) et a.rgsh{argth (:c)}
argth {(argsh(z)) = argth (z - 1%+ fat - 257 +o(z"))
on remplace ensuite le v du d?. de sxgth (v) par la pariie principale de argsh{z}. On
effectue les coleuls des putssances et on ne gurde que celles inférieures ou éqales & 7.
On abtient .
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. 15 13 Syl .
axgth {argsh(:r})~x+,33 + 30 + 5040.3 +o(z"}

Et de la méme fagon on ¢
1, 13 5 341 ;
argsh(argth (z}} =2 + 3% + T53% + ‘,04013 +o(z')
d'od .
o{z) = argth (argsh(z)) ~ argsh(argth (2)) = —3-6:57 +ola’)

La partie principale de g(x) est donc — 2

Solution T.18. -
1. Posons f(z) = Ujji.m).::;ﬁ uz)
On o Lm fiz) est indéterminde. On v utiliser les d pour essayer de la déter-

mmer
Lordre du dl doit étre assez grand pour enlever | indétermination.

Ona In{1-+2)
u(x) = (1+x;a-e-—e R - gy

d'apres les exercices précédents on & déje vu que
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. Lo limite Hm

. La himite lim

Inf{i-te)
k(z)=e"5 =e(l~ %m+—§:c2)+o(:c )

et donc u(z) = k(z) —e= e(—ﬁ:z: + B +o(a?)
ce g{m donne f(z) = e(—3 + $ ) + ofz)
j;::ms simplification par © (ceca pourx € V(D) et = # 0).
i :
(1 + ;z:)z -e
a:—-m . x

i e~ + 315) + @) = - se

. Posons g(z) =~z ~ 22 {1l + }E)' V

On o z}i&am gz} est indéterminée.
En utilisant les dl ov a ©

fc;w)on.s le changement de varighle ¢ = 1. Ce qui donne

2 ——»««gln(l+u)~—~*—%(u-—u +o(u?)) = 1 +0(1
(avee hm o(l} =0). { )) il
Do

hm z -z In(1 4 )-» hm( —t—a(l)}.—s

fe s S

arctan(2sin(z)) - ' B
est indéterminde. :

—x cos(3x)
Lo fonc}iz.m hz) = argtan(:! sin{x)) est une composée de fonctions indéfing-
ment dérivables. On utilise I formule de Mac-Laurin pour relculer son déve-
loppement limité au voisinage de %.

h{z) = arctan(2sin(z)) - hE)y =%
B (z) = rcoels) - h'(§ —4'@
1 +4sin®(z) (=%
h ~18sin(z) + Bsin®(z)
h BIEY
@) = =¥ Isnt@))? W(§) =2
Dot

) = M)+ KB~ B+ (B~ oo = )

b=+ DD D rale- TP

De méme por lo formule de Mac-Lauring on obtient
cos(3a) = ~3(z - §) +ol(z - F)?)

Dot ‘
lisn arcmn[Qsi'n(o:)) -5 - lm %ﬁ(x ~ 2y~ (z— 2P + o((z — 3)%)
Py 3 . cera(s:z) =+ 3 =3z~ F) +ol{x ~ §)?)
=l gﬁmt‘mwgi.)+o((x~ ) :ié:i =wl/j3:
ST ~3+o{(z - ) -3 6

. R ST S A
 fe (L4 2]V et indeterminée.

Posons 4, = fe»—{l»f-) AR/
etvﬁmln(un)w(x/nh —v/rf+1) m(ew(u. )"

Faisons le changement de variable suivant y = L {, done n = )
Lorsque n — +0 lo vardable y s¢ frouve au vommge de 07, On écrit done

(W m“(m \/*s+1)
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il

L(VIFH - VITV) = )

= 5!1 + o(y).
Et l'on a aussi

infe- (1+3)]

(1497 +0(?)) — (1+ 397 + o))

= lnle “ e in(l".%) == In {g — e‘é’ 1“(1'”1}
=In e ~ !~ 3¥Fo@)| =1 e(l— e~ dyioly)y
=In{el ~ (1 - dy+o)]) =1 (e {3y +o()])
Par suite o

;335 \/;Zi%“ m In [e - ‘ntl-w}}

= yl.?& {3y + o)) In (e 3y +o(y)])
=, (39)n (o [fal) =0,
ceci car Bm yin(ay) =0 (§ =a > 0).
g0
On en déduit gue lim v, =
Frb A3
el gue
lm u,= lm e =’ =1
N b OO
Selution 7.19. :
1) Pour étudier f{z) =
limités. .
Enposantu=a—1 (et doncx =u+ 1), on écrit
ftm) 20 +uw)n(l +u) 201+ u){u— du? + §u 4+ o(u?))

2zl .
%E(«:iﬂ au voisinoge de x, = 1 on utilise les développements

= 21+ w)(1l - Ju+ 3@
=248~ %uﬁ—i-o(u )
=24 (z-1) - Hr - 12 +o({z - 1)?)
On e done les résultots suivants :
- f eat prolongecble par continuité en z, =1 en posant f{1} = ﬁ“t& flz) =12,
T
- son prolongement est dérivable en 1 et f/(1) = 1 (le coefficient de (z — 1) dans le
di),
- Véquation de lo fangente en L est y =2+ (2 — 1) =z + 1.
En plus, f{z)—y= -—%(x — 1)?, qui est négatif au voisinage de z, = 1. La fangente
est done av dessus de lo courbe.

2} Pour étudier g{z) = In(tan(x)) au veisinage de % on wutilise encore les développe-
ments limités.

En posant y =& % (et dowe © = u+ %), on éorit
g(e) = In(tan(a)) = In(tan(u + ) = ln(%

146+ 3 + ofu?)
= inf 13

1-u=tu +a(u3}
=ln{l + 2u+ 20* + §u® + o(x®))
= 2u+ §ud + o{ua)

(-7

<a(r— ) e -5+
- g est définie ef continue en §, g(5) =In(1) = 0 = ﬁm glx).

On o done les Yésultats smuants
~ g est dérivable en et g (%) =12 (le caeﬁiczent de (3; — 2} dans le di),
- J’équatmn de Ea tangmte enfesty=2x-7F

+ o(u?))

)
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|
z
i

En plus, g{z) ~— y =~ §{x — 5)3, qui est négatif & gauche de | et posia‘:f ) d?"oite, Lo
tangente est done au dessus de fo courbe 4 gauche de X et au dessous & drotte.

Solution 7.20. :

f(z) = n{a? + 1) — L Pour étudier ies bmnches infinies on @ :

1) hm Hix) = ~o0 o hm HOES

C‘e qm pemet de dire que la droite @ = 0 est asymplote verticale & € la courbe de f.
2) Aw voisinnge de +00 ou —0o, on pose T = % On aure donc

1 41 4
F@) = F(3) = (=) = u = In(e® +1) - 2Infu] ~
Pour z au voisinage de Vinfini on a u ou voisinage de 0, on utilise les développements
limités et Uon obtient : .
Flz) =42 + o{u®) — 2lnlu| — u = —u ~ 2In|ul + ofy) = —= =+ 21n [} + o(x)
Ce qui monire gu’au voisinage de 00, la courbe C est asympfote par dessous & C°
représentent la fonction 2log|zi.

Ft qu'au voisinage de —oc, la courbe C est asymptote par dessus & C” représentant lo
fonction 2log{—z).
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7.4 Des exercices supplémentaires

Exercice 7.21. .
Former le développement limité de f(z) = /1~ :\;1 — 22 ¢ droite puis & gauche de
0 & Pordre 5.

Exercice 7.22.

Déterminer le nombre X pour que la fonction f(z) = :53 +3r—-1—-+vr24 Az +1
admette O pour limite lorsque o tend vers +oc.

Donner dans ce cas un équivalent & f ou voisinage de +oc.

Exercice 7.23. - o .
Caleuler le développement limité au voisinage de 0, & Uordre n indigué, des fonctions
sutvantes :

1) fi(x) = z(inlz) & sh(z) — 2z) et n=19.

2)fo(z) = cos (% E}f@ etn=4

3) falz)=(1+x)* et 7;:= 4.
4) fa(z) = arccos ( /ta,n@) etn=25.

Exercice 7.24.

Dans chacun des cas suivants, déterminer les nombres a et b pour que le dévelop-
pement limité de la fonction donnde soit un infiniment petit d’ordre qussi élevé que
possible et en donner so pame principale.

1) f(a) = cos(a) — 1122

14 bz
2) g(x) = sin(z) ~

T4 az®
1+bx2’ A S .
(la valuation de la partic principale doit étre aussi élevée que possible).

Exercice 7.25.

Trouver lea réels a et b pour que la partie principale au voisinage de 0 de la fonction

a
z) = ~ — ————— — ——— s0it de valuation mazimale.
(@)= z W(l+z) e -1

Exercice 7.28. :

Celeuler le développement limité au voisinage de %o, G ordre n indigué, des fonctions
suivantes :

1) fi(z) =n(z) ovecso=2 eln=4.

2) folz) = cos(\/") avec T, = 7L et n = 3.

3) falz) = x° avec z,=VZ2etn=4

1 s
4) Ja(z) = exp (m> avee T, = 5 et n=3.
5) fs(z) = sh (&) ~ W ftan(% + %) avec 5, =0 et n=3.

Exercice 7.27. : . o
Calculer le développement limité généralisé au voisinege de 0, ¢ lordre n indigué, des
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fonctions suivantes :

i + sh
0 ite) = V2R R D aoy,
9 i) = 2 [
arccos{x) _
#) falx) = argsh(zx) — arcsin{z) en=4.
4) fu(z) = "lf(?ls(—_:)*) et n =5,

Exercice 7.28.

1 P
On pose f(x) = |z|} sin(;), six#0 et f(0) =0. Btudier la continuité, la dérivabi-
lité et Uezistence d'un développement limité de [ au voisinage de 0.

Exercice 7.29. :
Calculer Ies Limites suivanles :

1 e sing
1)l i -
) lim, == sm(lmx) J

z—0 (sing)4 1—sing|
2 1 2(1 + cos(z)) ~ 2tan(z) |
a0t 25 - sin(z) - tan{x) |
8) x}jm ({ch ()™ &) — (sh ()b @),

0 tim 52000 — | TRGECE])]

:c—+1 €z -1

Exercice 7.30. :

Etudier les bmn(‘hes mﬁmes des courbes représentant les fonctions suivantes :
1) f(z) = 52In|Z I

2 gl6) = (o - e,

3) h(z) =

T
PrE)=Vet 2T ¥ 21 - (z+ DVzZ 1 1.

Exercice 7.31. : * .

Déterminer les parties principales au voisinage de 0 des fonctions suzvantes
T~ Jx

1) Ho) = el

s pour T > (.
{/sinlz) — tan?(z) #

2) g(z) = ¥z — Ytan(z) pour x > 0.

Exercice 7.32.
Déterminer un eqmvalent au. voisinage de 400 des fonctions ci-dessous :
1) f(z) _m[\/m2+\/m4+1wz\/—]
%) o) = ? arctan(z) — Fx? ‘
2Vt 1P — 1
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8 '3_).(1‘6;)5 (verFi- SVEET infe- 14 27

Exercice 7.33. : ‘

Calculer les limites des suites de termes généraur suivants :
. n

1) tn = (cos(5227) +sin(g21)) .

B = (32% ~234)",
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7.5 Indications sur les exercices supplémentaires

Solution 7.21. :

" Pour donner le dl de f(z) = V1 -1~z ¢ droite puis & gouche de 0 & Uordre

n = § i suffit de prendre le dl de /1 — v au V(0) 4 Uordre deuz et de remplacer v
par =2 (ca suffit).

Etudier ensuite le cas @ > 0 et le cas z < 0.

Solution 7.22. :

Faire le changement de variable u = L et utiliser le dl de (1+v)® (o=} et ensuite
1
a = 5)‘

Solution 7.23. :

1) Utiliser le tobleau des dl usuels pour celevler le di de (sin(z) + sh(xz) —2x) a l’ordre
8, on eura donc le dl de x(sin(z) + sh(z) - 23) a Uordre 9.

Factoriser et passer par le dl de (1 + v)°.

2} La fonction ta: ) est un quotient dans lequel on simplifie d'abord par z (les di

obtenus). Il faut donc développer tan(x) ¢ Uordre cing.

On simplifie et on calecule le dl & Uordre quatre.

On utilise lg régle de la composée en passant par le dl de (1 + v)%.

Puisque cos(f +u) = —sin{u) on passe par le di de sin{u) et la régle de la composée.

3) On derit que fa(z) = (3 + ) = e200+2) ot on wtilise le dI de In(1 + ) & Vordre
trois, pour avoir le développement limité de zIn{l +x) & l'ordre quaire.
On compose ensuite avec le dl de e¥.

4) On fait d’ebord le di de tan(z) & l'ordre 6, puis on simplifie pour avoir le dl de
T

e 22 ‘ordre 5.
fon(e) u ¢ lordre 5

On utilise le dl de w = (1+v)T avec v =1u~ 1.

Puis on utilise le di de arccos{w) ou V(1) (ou arccos(l +w') au V(0) avec
w' = — 1),

Solution 7.24. :

1+ az? i )
1) On calevle les di de cos(2) et TT b2 puis celui de f(z).

Et on essoie de trouver @ et b pour que les coefficients des premiéres puissances qui
apparaissent dans le di de f(z) soient nuls.
On donne ensuite lo partie principale.

2) Méme chose que précédemment.

Solution 7.25.

) b ,
Faire le dl de iIJf(.B) = I (; - m -~ E‘:—:‘—l‘) au V(D)

Donner ensuite le dl généralisé de f(z).



Essayer de trouver o et b pour gue ce dl soit un polyndme de valuation mazimale.

Solution 7.26. : X

1) Powr fi(z) = ( r) awec X, = 2 et n = 4 faire le chongement de wariable
g =24u f(ue V(Q)) pour avoir fi{z) = In(2) + (1 + g) et utiliser le di de
in(1 +v). °

2) Poser z = u+7* et foire le dl de Vu+ 7% =7, /T+ 5.
Passer par le dl de /T + v en ensuibe par cebui du cosinus sachant que
cos{r -+ £} = — cost.

3) Eerive que % = 8%, Foire le chapgement de variable © = u + V2. Eerire gue
nfu ++v2) = In \f 24+ In(l + 7) Fasser par le développement de In(1 + ¢}, Utiliser
enguite le développement de €575 = ¢%eS.

4{) Fuire lg changement de variable © = u + § pour aveir sing = ‘2(smu + cosu).
Utiliser ensuite les développements des fonctions usuelles.

5) Hemarguer qu'ou voisinage de z, = § lo fonction tan( +
sitive et Uon pewt done bravailler sans voleur absolue.

tiliser lo formule tan(§ + %) = %E%:{—i—

Utiliser ensuite les développements limités des fonetions usuelles.

I} est strictement po-

Solution 7.27.
1} Remarquer que le dl de u(z) = (sin{z) + shiz)) commence par le puissance z,
done m{sin{z) + sh(z)) commence par 1% et sm{m }+ shix)) commence por © (pour

z > 0). I faut donc multiplier le guntaent x

- par o {p = 1) pour simplifier
ensuite par 2°
It fout commencer le dl de v(z) 4 Vordre p+n+2 =7 et u(z) 4 Uordre 6.

—cos(z) gzt -
pd - z4

: 1 X
2} Remarguer que le rapport doit gtre multiplié por @® (py =
2} pour simplifier le x4,
sh{z) o+
~tglz)  -f2?+
;-’ _shiz)

P par x {bg = 1) & couse de la racine.

Bt le rapport p - doit étre multiplié par z? pour simplifier par

2% et done multiplier |

Par suite p =gy + py = 3.
Deévelopper ensuite 28 f2(x) & ordre 4 demandé (aprés simplifications).

8} Faire les dl de arccos{z) = £ +
et argsh(z) — arcsinfe) = (z ~ §2° + )~ (z + §25 +-

solutions précédenies).

- (voir tableau ou pusser par le dmvee)

s A

- {voir les

fx: T BT 7% (p = 3) pour simplifier le
R

Remarguer qu'il faut multiplier f3(x) =

AR
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|
Faire ensuite le dl de 23 fa(z) & Vordre 4 apres simplification.
_cos{z)  1-3a 4.
4) O a fulw) = n(l+x) =- Lot 4.
Faire ensuite le dl de xfy{z) (aprés s-amphﬁcatzon)

, done 2l faul multiplier }‘4(2;) par z.

Solution  7.28.

Veérifier que f(z) = 0+02+ze1(z) avec al:lfﬂ) e1{5) = 0 fsachant gue algig}}zsin(—;-) =)
et gue l'on ne peut éovire f(x) = 040z + ax® 42225 (2} avec ;13}) e9(x) = 0 {sachant
gue ij_xﬁ) sin(L) wewiste pes).

Utiliser les exercices déja solutionnés pour conclure.

Solution 7.29. - . :
Pour caleuler les limites faire les dl G des ordres suffisants pour éliminer les indéter-
minations. )

1 z sinz ~dztto(zy) 1
1) i i . e lim 88 TOF)
) o8 {sinx)* {Smil - m) 11— sin:x;} z==0  sint(z) 6
sinz
1 suffit de développer [sm(1 ) Rl sl b , v -

#(1 +cos(x)) — 2tan(z)
£ :h o+ 2x - sinfz) — tan(z)
Foire les dl de cos(x), tan(z) ef sin{z) & Vordre trois.

3} E:'crire que Ch(x)ah{z} . eah(z) in{eh(z) et shim)ch(z) -~ ech{z) ln{sh{a:}'

Poser ensutte i = ™ (v € V{+o0) donc u € V{Q)) et utiliser les dl au voisinage de
0. .
Poser v =uln{u} fv e V(0)),

on aura._lim {{ch())*™=) ~ (sh(z))*M=)) = —c0

1) Poseru=1z— 1 et utiliser Infsin(§ 7)) = o +{coa(Zu)).

Vérifier que hm sm(w =1

U
{In{coa{Fu}) T
ey e
/I n{cos{Eu)) T
t ki 2,
- % 232

Bn déduire que

iy Sin(n(@) — loglsi{Fa) _ ul

L3S z-1 1+ 2~,/§
) _ SNETS)
ol S000() - IGEERE)] |«
231 z~1 2"@

Solution 7.30. :
Pour étudier les branches infinies utiliser les dl pour avoir un éguivalent simple :
1} Avecu=1 on a pour z au V(im)

fz) = ?in;f:i-l-}—x In(i + = )pquuel«i» 20 (2 € V().

179



Et done f(;c) = ﬁ —_ % +O(l}. : x9/4 2974

puis déduire que g(z) = -7 + 0(“@“}
E)Remamuerqusx ~3p 4 2= (:z: Mz~ 2). = :
FEtudier les limites en 1 et en £ pour déterminer les asymptotes vertmalee ' Solution  7.32.
A V{oo) poser u = 1 pour avoir 1) Eerire que f (:}:) =z {1 (z),

gzt=z—~142 + 0( ) faire le changement de varioble z = 1 1 fue V{0) dons Fi(z) pour trouver gue

filzy = 8m" + o("T}
FPuis que fi(z) ~

8 Vénﬁer qmz In§ i 2z + o(x) et gu'on wa pas de branches infinies en 0.
Poser anmte U= ; eﬁ fmm les dl pour u € V(D) pour avoir

1 2u , 2) Sachant que tarctan(s:)} = = W avec w = 1 au voisinage de 0, déduire le
h(z} = o= - TS + o(u?). : dl de {a.mmn(w} ¥ au votsinuge de +00 8t donc celui de
e z? 1 ' arctan(z) = £ + 3tz +o(s).
En déduire que Iz courbe de fa est asymplote & la parabole d'épuation y = 5T et Ferire que 2\/-55———— _ J“?f‘“’I - 23_ [(1 + ‘_3)1/3 (1 - E%)L/z}.
préciser les positions relatives. A az

Utiliser les dl pour voir que g(z) ~ , ~ 22
4) Poser u= 1 pour avoir

: | 8} Fuoire le changement de variable = L fu e V{0)) et vérifier que
Six e V{too) doncu € V(OF) et . ’ 1~ . T _1_1 (22)
k(z) = VA~ T 71~ (e + IVAT T «——-—1»—+a( n az) = { V2T + v zf+1)Infe~( +§)J~—2$n .
% z Va2 5 .y o
=g~ 1- g +o{Fr) .
: i ite d° ; Solution 7.33.
;}Zliia:gurbe & k(s:} @ pour oaymptote au voisinage de +oo la droite d'équation : Pour coleuler les limites des suites de termes généraur suivents :
puis étudier sa position relative. ; g ) Poser wp = nln (ms( 2T+ sin( g )) =nla (cos{ﬁ—f{) +sin( 52 ))
Siz € V(~o0) doncu g V(07) et o 1 i : et uizlzser le di de cas{z%) +sin(gly) pour v € V{(0)
k(a) = Vif -2 fx - —(z+1)\/x5+1:-&5+5+u+0(u) R er passant par cos( +v) et sin(f +).

=2z + x4 L+a(d)

Donc la courbe de k@) a pour esymptote ou voisinage de —oo o parabole d'équation ‘
2 : Hm uy = e‘i@

Ve 2:8 T )

puis étudier sn position relative.

3
Veérifier que lim Uy = % et donc

i 2) Utiliser le dl de (3.2% - 2.3¢ ) = eap [2n(3.2% - 239,
; sachant que 2% = e¥102 gf 3% = e#103

Solution 7.31. :

’ : i i o edin2-2.I3  °
1) Ecrire que vérifier que ngr_;{xw Py T € 5

1/3 :

— 1 “ :

. P + 2 S

¥/sin(z) ~ tan’(z) sin{x} — tan*(z) ‘

; L 1 ) ‘
1/3
1

Utiliser les di pour avoir =1+ § + ofx)

sin(z) = tan® (x)
et flz)=(z — 2% B3+ £ + g(:r:)} =« /% 4 o(z)/0), '

2) Ecrire que pour x > 0 (
o(c) =~ /i) = a1 — (22D ay.
Utiliser e di de (@%’3)1!4
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‘Chapitre 8

Courbes paramétrées

8.1 Rappels de cours

Dans ce chapitre I désigne un intervalle (ou réunion dintervalles) non vide de IR et
E le plan IR? muni du repére cartésien R, = {(J, i, j ) canonique orienté.

Définitions Soit © g “:; ?() () application telle que m(i)

et y{t) sont deux applications définies de 7 dans R.

Déﬁnggmn 8.1." ¢« On appelle courbe pammétree {ou arc. pammétré) de E le
ple (1, F).

. Lzmage U= P(I) = {F{t) = (2(t),y(t)) / t € T} est ée support de la caurbe‘

paramétrée (I, F).

» Lorsque o(t) et y(2) sont de closse C¥ (resp.C™), la courbe paramétrée es:‘} date de
classe €% (resp.C™).

Remarque 8, 1 En pmtzqua, F est donnée dans le repére cartésien par
F{ity=0+ n:(t} i +§1(t) J
et lorsque ' est de classe C*, (3] = ot®) (ﬂ i A+ yl® (t) Fi

Interprétation cinématiqilé "Bn considérant que le paramatre t désigne le temps,
F(t) est la position d'un mobile ponctuel M & Vinstant ¢ :
le support de la courbe s’appelle la trajectoire et les deux premiers vectenrs dérivés

Ft) = M ]a vitesse, F/{t) = V'accélération.

dt?
Point simple-point multiple-Arc simple

Définition 8.2. - Un point M de E pour leguel il existe un seul t € I tel que
M{z,y) = F{£) est dit un point simple.
— 5% existe t; oy de [ tels gue M = F(t1) = F(ta), M est dit un point muliiple
(point double, triple, etc).
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— i tous les points de la courbe I' sont simples, on dit qgueI” est une courbe simple.

I
Entiers caractéristiques Soit ' = {I, F) une courbe paramétrée de classe C*
(k = 1, aussi grand que pécessaire).

Par la formule de Taylor-Young & l'ordre n < k, en i, € I, on écrit pour £ au vomnage
det,

F(t)xF(so)+(s—zojF’(to)+(t fo) prig ) g Lt “n§°)np<ﬂ>{eo)+a((:—t,,)"-)

Définition 8.3.  — On considére (37l existe} le plus petit entier p € V™ tel que
F® (1) £ (0,0) et l'on a alers

F(t) = F(t,) + Q:?;*:EEEF(?}(%} +ol(t ~ £,)7)

- On considére ensuite (5%l existe) le plus petit entier g fel quep < g < k ef les
deur vecteurs FiP{(t,) et FO(1,) sont linéairement indépendants
{det(F®)(t,), FUO(2,)) 5 0}, et Pon cura

femg—1

F) = F(t,) + ( 3 A

i‘=P

“} ) B (g,) 4 22 {t ) el B (8 + o{(t - £,)%)

-~ Les deuz entiers p et q sont eppelés les entiers caractéristiques du poini
M, = F(i,) de la courbe T".

Défipition 8.4. On appelle tangente 4 le courbe T au point M, = F(i,), In droite
passant par M, et dirigée par le vecteur FFI(1,), .
Son dquation e{.st) donnée par
T -zt WPt .
y - y((tzg y(P)étcg = (z — 2(t.)) 4P (t,) — (y — y(to)) P {t,) =
Un point M, = F(t,) de I est dit régulier si F'(t,) # 0 (donc p=1).
I est dit stationnaire si F'{f,) = Q.
Lo courbe U est dife régulidre st tous ses poinits sont réguliers.
M, = F(t,) est dit birégulier si (F'(1,), F"{t,)) est une familie libre (cadp=1 et
g=2).

Etude locale-Concavité S'ils existent P 3&&1 les entiers caractéristiques, on note
T = FONL,) et @ = FO(t,). Alors on a MM, = o¥ + 5%
avec « ~ ““;I")p et B~ (t“;;)' pour ¢ au voisinage de £,, On a les cas suivants :

1. Point ordinaire {ou point de concavité) : p impair et g pair (voir figure

()
2. Point d’inflexion : p impair et ¢ hmpair (voir figuré (b))

3. Point de rebroussement de premiére espéce : p pair et ¢ impair (voir
figure (c))
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4. Point de rebroussement de deuxiéme espéce : p pair et g pair {voir
figure (d))

Fe) f Fleigy
- / o .
M, Wy M, {oite
@ Foe,) @ PG}
Fidg, Filey
w M oy @ M SFRG)

Branches infinies

Définition 8.5,
On dzt gue la courbe poraméirée I admet une branche infinie lorague t tend vers t, si

Jim VEE T = Jim [OM) =

Remarque 8.2, 51 tlLDél le(t)] = +co ou elif? Wit} = oo alors I admet une branche
infinie.
I' peut avoir une branche infinie sans que les limites tl_iﬁl lz(t)] et }H? ly(t)} existent.

Défipition 8.6, :
Dans le cay 02 T' a une branche infinie, si en plus ils emtmt
T 363 . (t
I ”tifﬁmﬁ?a etly = lim —mebllm, le vectewr B = (k) = I & + 127
est dit vecteur direcieur de I8 direction asymptofique de la branche infinie.

Et si en plus i existe une droite D dirigée par B et telle que la distance d(M (1), D)

tend vers O guand ¢ — t,, alors la droite D est oppelée asympiote de lo courbe para-
métrée .

Remarque 8.3. Elapes & suivre pour tracer une courbe purnmébree ;

o Intervalles de définition

D’abord Dp = D, 1 Dy, {Uensemble de définition de F{t) est Vintersection de
celui de ot} ef celui de y(f)).
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Etudier les périodes, la parité des fonctions =(t) et y(1).
En déduire les éléments de symétrie de ln courbe (points ou azes de syméirie).
Réduare Udtude de T sur & C Dp.
» Branches infinies '
Etudier les limites des fonctions o(t) et y(t) quand-t tend wvers les bornes des
intervalles d’élude.
o Variations
Cateuler /(1) et y'{t), tudser leurs signes, puis dresser un tobleau de variation
de z{(3) el y(t) en plagant les valeurs remarguables du paramétre ¢ dans Vordre
crowssant.
- Point stationnatre
S x () =y {E,) == 0, faire une étude local de x(t} ef y() (par des développe-
ments limités si possible).
o Tracé
Placer les azes et choisir les unités adaptées aur valeurs numérigues.
Tracer les asymptotes et repéver la position de la courbe.
Le tracé se fuit en allant d’un point remarguable ou point suivant,
Point double ‘
i le tracé indique leurs existences, calculer leurs coordonnéss en résolvant
(z{i1), w{hi)) = (x(ts), y(i2)), puis les préciser sur lo courbe.

*

Courbe paramétrée en polaires Clest un cas perticulier de conrbe paramétrée
par 8 € I ot telle que F(8) = (2(8), y(8)) ot

2{#) = o(f)cosd
{ ¥(0) = p(f)sing

Définition 8.7. -

Léquation v = p(f) est appelée U'égquation poluire de la courbe T,

Propriétés 13, :

- La fonction vectorielle définie de R dans IR* par
8 —3 u(f) = (cos#,sind)

est indéfiniment dérivable ef Uon a
uw'(8) = (—sinf,cosd) et¥n e N ul™ (&) = (cos{f+ n ), sin(f +ngi).
-y et W (et plus généralement ul et wCHY ) sont orthogonnuz.

= (o)) =1.

— P(9) = p(6){co86, sin8) = p(6)u(6)
et FY(8) = o' (§)u(B) + pl0)u'(8)-
Diomaine de définition, domalne d’6tude

Définition 8.8. -
Le domaine de définition D, d'une courbe polowre est Pensemble des valeurs 8 pour

lesquelles p(0) existe.
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Remarque 8.4. a) Sl existe a € R, {el gue pour tout 8 € D

(F+a)e D, et plf+a) = p(8) ’

ou{f+a+n)eD, et plf+a+x)= —p(8)

Alors ly courbe est invariante par la rotation de centre O et d’ongle ¢,

Por suite -

— Sip est périodigue de période T, ln courbe est muariante par la rotation de
centre O et d’angle T. Il suffit alors d’étudier lo courbe sur un wmiervalle T
de la forme I = [o,a + T).

— Sia =7 la courbe est symétrique par rapport & O,

b) 5 existe o € R, Fel gue pour tout ¢ € D,

(o—8) € D, et pla— 8) = p(8) (%)

ou(+m—8) & D, et pla-+n ~8) = —p(8) (3ex)

Alors la courbe est symétrigue par repport dda droile A passant por O ef telle

que la mesure de Vangle (Oz, A) est dgale & £ (mod ).

Par suite ; i

3 » g »
- (S)z a == 0 dang (x) la fonction p est paire et T est syméfrique par rapport &
.
e .5'1.2 c=n dans (%) T' est syméirigue per rapport & Oy.
— St @ = ~x dans {x%) la fonction p est tmpaire ef T est symétiigue par
rapport ¢ Oy. ’

Tangente en un point  Sachant que A ~
F(8) = p'(0)u(f) + p(6)w (8) = (p'(6) cos(8) ~ p(8) sin(8), '(6) si ’

( p'(8)sin(@) + p(8 é
on en déduit Péquivalence F'{8) = 0 > p/(8) = 0 et p{&)}:: 0? Peinloh + plShcontf)
Donc le seul point qui peut 8tre stationnaire est le péle O = (0,0).
Par suite pour M, € I, on s ‘
-Si M, # O et 8, € D, tel que M, = (8.}, nlors F'(8,) 5 (0,0) et d’'aprés Pstude

faite sur les courbes P"ramétTéEs 1 i te & la courhe en M. E ;
Ve gent € est d
cteur,F’(ﬂo). o mgée par le

-8 M, =0

Théoréme 8.3, Soit p le plus petit entier fel que o185} 3 0 v F(B,) = (0,0) »
Alors T AR
t) S8 P est pair, le pole O est un gpint de rebroussement de premiére espége.

@) Sip est impair, le pole O est un point de concomte. )
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8.2 Enoncés des exercices : o(t) = py
| G(t) = (o(0),¥{t)) avee 1
yit) = e
Exercice 8.1, : ] 2(f) = 2
Tvacer les points My de coordonnées F(t) des courbes poraméirées dang les cas sui- ! H{t) = {x(t),y(t)) avec h ”‘1
vonts : ylt) = clrus
1) Pty = (1) ot € {-1,~},-4,-1,0,}, 4, §,1}. {w(i}-ccaslt
X LR A i i
) a(t) = ini ot y(§) = eost ob 1€ (0,%,5,5, 5, . %, 5. 7). R = (@090 avee | ) = (2 - w2
Hr=7% eiy-t+lm}ft{»~§,'w?,—~102} ‘ .
4):1:-jetyw3——-outﬁ:{ ¥2.0,%/2, %1, ¥35). Exergice 8.6. - ) iy ,
5)x=E(t) ety=totte [~1L0JI0, 1{UL,2{ (B(s) est la partie entiére de s). Fuaire une étude locale des conrbes paraméirées au voisinage de t, dons les ces sui-
: vonts © w
(t) — Sln
Exercice 8.2, : Fit) = (z(t) ylt) avee { y{t) = "“ U ett, =0
Dans chaque cas montrer que Uensemnble ' des points M de eoordonndes (z,y) dans : . ﬂ o1
un repére orthonormé et vérifiant Uéquation donnée peul éire parométré ef donner un Glo) = (2(t), 4(8)) avec ) = -1
2 L1y : (1) = {z(L), : T
exemple de ;;ammf‘ rage Y(t) = Bt g gy 0
{1—n)t
— 1% — 8y® = 0 (essayer de paser y = 1* vt choisirk e N eamxenabée pouyr auoir ; H{t) = (a{t),y(t)) avec { z(t) = :sglﬂi‘“
mmathavechE}N} I : gty =L ett =7
e ,c' + 4%~ 8zy = 0 (essayer de poser y = tx). :
— 2% 4 yk = 1 (penser & ln relation cos®t +sin? £ = 1). t Exercice 8.7. ;
Déterminer ko noture du point M(L,) dens les cas sudvanis ;
: — (Y=t y(t) = et £, =0
Exercice 8.3. ¢ _ ; e z(t) =1, y(t) = ¢° + 3t2 + 3t et £o == 1.
Dsterminer Vensemble de définstion detc?wcune des courbes paraméirées suivantes ; — a{t) = &+ 2, y(t) = ﬁ Dt et t, = —1.
(1) = e : ma:(t)mt?-tﬁ Yty =t ett, = 0.
F(t) = (z(),y(t)) evec i+ 15:e : w i) =sin?t, y(t) =1 —coat et £, = 0. ‘
yit) = — gty = -2+ )%, g =t - 4 0 — 10 et = L
2 e d ’ ) . .
G(t) = (2{t),y(1)) avec { w{f\ )=ty E_)x_@&gg 8.8. : . .
 yil= klt Etudier les branches infinies des courbes paramdtrées sutvantes ;
H(®) = (o(t),5(8) avee { xg = | — 3(t) = i et 9(0) = 5
i : — x(t} = '3’:"' et yit) = tﬂwse-;:
i (1-+2t {142
Exercice 8.4, : = z(E) = E~ 2‘?}{1»% et y{t) = 2(3”‘3)5;
Donner dans cfmrun des cus suivants Uensemble de déﬁmtwn des courbes paraméirées In(1 +¢) ]

— z(t) = njt? - 2] et y(t) = Int
suivantes et préciser la périodicité, les symétries, les tronslations possibles et préciser z(t) =In et ylt) +

‘un ensemble d’étude de res courbes '
Fu) . {m(i),y{t)) avec Sﬁ(t) = gin 2¢ 4 3 cost
y{£) = cos 2t i y*—;}r
G(t) = (a(8), y(t) avee { " =t-smt | ) o S 1
v v y{t) =1 -—cost - | "{x”'ﬁ:k—?‘t € ¥ = iy ~3t+2

H{(t) = (2(t), /(L)) avee < at) e coe’ t im v= 481?1(&1\: ¢ y= 33?"1{ 1«)&22 2

REates] 4 y{t)‘“?hil]%t i o xxm et yﬂﬁd‘@‘»—-}a
K() ( ( ) ()} ‘ { 2(t) = 1+f ‘ 5 z{t)=4dcos2t et (i) = 2sin2f — 2gind

t) = {xlt), yll}) avee

t

Exercice 8.9. :
Construire les courbes pammetreee suivantes :

(t) == 3‘ 6— ﬁ(t) == 48“% et y(ﬁ) = %e%

1+ !
Eixercice 8.5., : : © . Exercice 8.10. . \

Tes g . ire s K : = cost { ef ¥ = gl
Déterminer les points doubles des combes pamméirées sujvantes : : Construire Uastroide d'équations x = cos™ ¢ et y = sin" ¢
( : B =2t ' Exercice 8.11. : ;
F{t) = (a(t),y¢ vec o .
. '( } (:'»J( vt @ { yt) =2t + ta i Construire la cycloide d'éguations ¢ = w«m ety = (1 —eost)
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Exercice 8.12, ¢
Transformer les équations cortésiennes sutvantes en coordonmées polaires :

La droite d'équation 2& ~ 2y — 2 = 0.
La droite d'équation 3z +y ~ 1= 0.
La parabole o = 3y°.

. L’hyperbole 2zy = € = Y.

Ly B~ fe e e

. Lo courbe x{z +y) — 3y =10

Exercice 8.13.
Transformer les &quatwm paramdtyées suivantes en coordonnides polaires ;

1L {z=1t+2 y=3-2
2 {z=3t+2 y=12
4. ( =11 y:‘—'tm%
Exercice 8.14. :
Transformer les dquations suivantes en coordonnées cartésienmes ;
1

p=

T {cos L +sing) —sin § T sl (3eosf —2sing) 3
cos 8 — sinf g _ Gtan ¢
P = Y osbsing P= osf+anb
Exercice 8.185.
Construire les ca-u'rées d’gquations patawes suivonies :
_p o wg 2,!0 = Mgz
%2 410
3 p= Y] 4~p=sm391
5*p7~“~l+2(1089 G*p”W
cus f sin
mpwgmmf,ez br= et T cos 2
sin
e[} SR st e s f = 2 a
%0 14 cosfcos 28 O-p=2eost+ %
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B.3 Solutions détaillées des exercices

Solution 8.1.‘ :

1) Pour F(t) = (*,t) oit € {-1,-2 —%, ~$:0,3, %, §,1} on trouve les points
Ml(l —1) MQ(”E) 4) Ma( ’ “"’
M'%{}sv 4) M5(0 U) ) JWG( axg)
M7(4: 2) M8(151 a M9<1 1)

gg reliant ces points par une ligne paint-iée on déconvre la courbe d’une parabele d’aze
i

Enfatona:z=1® ely =t c'est équivalent 6 = = y° (voir {fig.(a)}).

2} P = = rm
pﬁm};w z(t) = sint et y(t) = cost oti t € {0, %, 4.,335,-’%, 2 ,%—, .}, on trowve les

M1  My(3 ) ML
M4(£ D Ma(L,0)  Ms(% -1
My (%, “‘/—3 My(3,~%)  My(0,~1)
En reliant ces points par une ligne pointices on décovvre un arc de cercle,
En fait on o 2*{t) + 12(2) = 1 et donc les points M; appartiennent au cercle de centre

"~ O{0,0) et de rayon R =1 (voir {fig.(b))).

3) Pour x = 57‘% ety=t+1eite{-§ -1 -1,0,2},
on trouve les points
P (6, M) Py(5.~2) Ps(2,0)
Py0,1) ~ P(-1,3)
_ o |
En rei_mm ces points, on trouve une partie de la courbe d’une hyperbole. :
gn Joit : (t +2)z = --2t et done 3z + 2) = —2z. !
‘ois Ia relation t = T2 qui donme y =1+ 1 = Z2% [ppi
+2 voir (fig.{c)]).
Cest bien ’éguationzd ‘une hyperbole. =+ (Fe ( )

Ny
P
a; - NN} 4 w
. g
M L . »" ‘\ i
s 1 ;
i - » N'j \‘. Ny
H 4
M, 1 3 "
1 g.\\ iy :
(S K !
My e . 4
.. L
ey eedeee
R

4) Pourz =14 etye=t ":"mzte{ V2,0, V2, ¥4, 61,

Q(lml)Q[Gm) 1,0
on frouve les points { Q.l;(-?a %) Q:(a,l) 0
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" Bn reliant ces points par une Hgne pointide on trouve un
: segment de droite.
En foit £ = 2z et donc y = 222 — 21

in

kY P4 [T

ittt e m 3 s

Solution 8.2. ;

H ,; En posant y = t* et en remplagant dans I’ équation donnée on irouve
€ —8y* = 2% 8% =0 et donc 2% = 81

Bt donc = = V&% = n¥.

En chmstzs%ani par etemple k =3 (multiple de 3}, on a le paramétrage suivant :
T =2
{ ¥y = avecte R

2) Bn remplagant y = tz dans 'équation 2° + y® ~ 3zy = 0,
on trouve xa + {tz)® — iz =0

et ensuite % (z(1 + %) — 3¢) = 0.

Dotz =0 ou (1 +t3) 3t =0.

Ou encore : 2 =0 ou z = 24,

T+e°
Bt finalement, on arrive ou peramétroge

T
¥ jees)

¥ o=fes —.{—{g obte R .
(ie cas ¢ = 0 (donc t =D ou y = 0) abtenu pour t = 0 est contenu dans ce parame-
trage).
, - 12 2
3} Ltguation z§ + y¥ =1 s'éerit ( ) +( %) =1,
Done il existe t € IR tel que 23 = cost et y* =sint.
Dot le pammetmge

z = cog®t
y =sin®t ot € R

Solution_ 8.3.
Ona: .
te D, & o7 et définie 41 — 1540
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c'est Péquation d'une drode (voir (fig.(d))).

et -letts#l
1+z2 2
te Dy & g st définie et — £ = 4{1-4) £ 0

@t%@ﬁt#l
DonteDpest# -1, t#0etts#iwte R-{-1,0,1}
Et donc

D ==} — po, ~1{u] — 1, 0]U]0, 1juil, +o0f
De méme :

e Dy e t? — 1 est définie & t5# 0
te Dy e t>10
Dotiie Dget>0
Et dome
D =10, +o0]

Bt de méme st € D, & -2 est définie < cosi # 0
wifE by Vhel

te Dy, ot est définie s >0
DonteDgrt>0et t# S+ ka VheE

Bt donc

7w 3r e % Jw. 3w Bw, Bw Tw

Do =B - {0,557, =055, S5 5 5
Solution 8.4. :
1) Pour F(t) = (2{1),5(t)) avec z{t)=sindi+3cost y(t) =cos2t ,ona:
Dy =M, D= e donc Dp = D, "Dy, =R
- x(t) et y(t) soni périodiques de périvde 2, un intervalle de la forme [, a + 27] de
longueur 2n suffit pour ['étude.
- en plus on remargue gque : :

z{m — t) = sin2(7 — ) -+ Jcos(w — t) = sin{~24) — Jeost = —(sin 24 + 3cost) = ~z(t)
{ y{x ~ 1) = cos 2(w — £} = cog(—2t) = cos 2 = y{t)
ﬂr — 1) = (—az{t),p(i)) est le syméirique de F(t) = (=(t},y(t)} par ropport & Vaxe
Oy.
Par suite lo courbe est symétrigue par rapport & laze Oy Bt Uétude sur Uintervalle
fn, 0+ 7} suffit & condifion de choisir o € IR tel que :
e<t<atroatrs(n—t)<a+ln
chdafigatr et ~t<aotre ~{atm) <t~
H nous suffit que : o= —{a+7) ef donc g = %,
On prend alors, comme ensemble d'étude Ep = [~%, 5]

Une fots la courbe et bragde pourt ¢ Hp, on froce sen symétrigue par ropport 4 Oy
pour aveir foute lo courbe de F(t).

2} Pour G(8) = {z(t),y{t)) avee z(t)=f-—sinl y{t)=1-—cost , one

Dy =M, D, =R et donec Dg = D, "Dy, =M.

- z(t 427 = (84 21) — sinE 4 27) = {4 2w) ~sind = (f ~sint) + 2n = 2(t) + 2
et y(t + 2) = 1 — cos(l + 2w) = 1~ cost = y(t).

Ce gui donme G + 2w) = (2{f + 2n), g(t + 27)) = (i) + 27, (1)} = G{#) + (2=, 0).
Ce qut signifie que 2i on a le point M, le point Myyq, est obtenu en translatant M,
d’une translation de vecteur ¥ = {27,0),

Par suite on prend comme ensemble d’étude un ensemble de longueur 27,

- Enplus on a
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G{~1) = (z(—£),p{~1)) = (~t —sin(~1), 1 — cos{~t}} = {—{t ~ sint),1 — cost)

= (~2(), 3(t)
ainsi G(—t) est le syméirigue de {2(2),¥{t)) par rapport & Oy
Donc la courbe est symétrique por rapport 4 Oy
On choisit done comme ensemble d’étude Vintervalle Eg = 0,1, On trace la courbe
pour t € [0,7]. On rajoute le syméirique de la partie de lo courbe tracée. Puis on
transicte ce qu’on a oblenu & gauche et & droite pour avoir fa courbe parainéirée.

3t 3t
= t s ) 2= e, OGS
3)Pour K(t) = (z(1), u(t)) avec z(t) o y(t) = 75
teD,ND, w1+ 0w’ £ 181+ -1
Par suite | enaemble de définition de K(t) est Dy = ]E} {~1}.
- On remarque ensuite que F(3) = (2(}).3(3)) = %‘{5‘”{'_;33 = (y(t), =(t)).

Comme (y,z) est le syméﬂmque de (=, y) par rapport d la premiére bissectrice, on en
déduit gue lo courbe est syméirique par rapport 4 cette droite,

On prend comme ensemble d'étude Ex =}~ 1,1}

Une fois qu'on o tracé {o courbe pour t €]~ 1,1], en rojoute le symétrique par rapport
& la premidre bissectrice de cette courbe pow avoir lo ca-urbe paramétrée toute entiére,
(Remarguer quet < ~lou 1 £t=> 1< <0oul<i<1)

Solution _ 8.5. -
z(t} == 20 — ¥
1) Pour F{t) = (2(2), #(t)) avee { uit) = 2t+t€f on o Dp =R
Cherchons 3'il e:mstﬁ (s,£) & (R")? tel que 5 # ¢ ot F{t} = F(s). 5 oui, on aurast par
des éqmmiem:es , ) .
5 25 - 2t - =
F(S}:F(‘t)“’{zsw = 2t + {2

(s~t{2+E) =0 2+ 5% =0
(s—t)(2+s+1) =0 245+t =0 (carsF#1)

%{24&;% = () @{(st)z .

541 = -2 s+t =2
1¢7 cas st == 1
s ebt seraient racines de léquation X2 —(s+1)X +st = X2 +2X +1= (X +1)? =0
dont les rocines sont 8 =t = —~1. (Pest inaccepiable, car s 7 t.

28 cgs 5t = —]
g et t seraient racines de ['dguation X2 — (s + )X + st =X 42X ~1=0
dont les racines sont ty = ~1+% V3 et ty = —1 =2/
aleulons ensuite F{—~1+/32) = (=5,1) gui sont les eoordonnées du seul point double
M,.

z(t) = »»1 = T 1}ft u)

2) Pour G{(t) = (2(t),y(#)} ovec y(t) = 'zw3t+g = 1}{t«ﬁ}

on o Dg =R -{-1,1,2}
Par des éguivalences, et pour 8 # t dans Dg, on derit :
G(?:}—G{.s)v::#{ phy =gt ﬁ{ t(s? = 1) = s(£ - 1)

- m = ISR Bt +2=5 ~3s+2

ts(s =B +{s—1)=0 _ [ ts=~1
‘”{(i(it)(%ss—z): "’{Hs:a
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s et £ sont donc les rocines de équatian X% ~3X « 1 =0 : &%@ et =28
On en déduit le point double dont les coordonnées sont données par F(3Y1) = (1,1
|

o) = 5”‘1” one'Dy =R
ylt) = 1&;4.3

teurs de z(t) et y(t) sont.d discriminants négatifs ).

Remargue trés utile

5i M(a,b) est un point double alors il existe : #t el que

242 o P42

H(t) = H(s) = (a,b) et donc Erff“ - T -

Prmures: Sauls B .

(32 +2) —a(sz+s+1) -«(tz+2)~a{t2+t+ 1) =

(8242)b(s® ~s4+3) =B +2) -bt* -t +3) =0

Broposant P(X) = (X?+2) - a(X?+ X + 1) ={1 - a@)X? ~aX + (2 ~0)

d QX )= (X2+2) - HX? =X +3) = {1 - B)X2 +bX + (2~ 3b),

on vost que t el s sont les deux racines communes de P(X) et Q(X). (

Ce q«uz sagmﬁe que les coefficients de ces deux polyndmes sont proportionnels -

= = m

b1 —a) = —a{]l — b}

—a(2 = 3b) =b2-a)
Ce m.;sgéme est dquivalent & Ddgquation Zub — a — b = 0, elle méme equwalente &

= 20 -1 ]
Par suite les points doubles ont pour coordonnées Ma,
et tel gu'tl eziste t e R a=2(t) = ;};%

Une élude plus détaillée montre que tous les points de la courbe paramétrée sont
doubles sauf le point M,(1,1).

2) Pour H(t) = (=(t),1(2)) avee {les dénomina-

ce qui donne {

¢ qui donne

a L .
7o U |

_ o(t) = cos 2
i) Powr Kt) = a(0,u(0) wwee { T 0
Par des équivalences, et pour s 5 £ dans Dy, on éorit :
ccn-, 28 = co8 2t o8 28 = cos 2t
Es) =Kt -7 =t - { -t ={5-t)s+1)=
G s=fous= -—t.
Par suite tous les points de la courbe atieints pourt # O sont doubles. Ils sont atieints
part et —t.

Solution_ 8.6, .
On a F(§) = (a(e),y(1)) w(t) = S |
i@ =L sY aves Ef;) n f +1 of ta - 0

Pour t ou voisinage de G on o les dévetoppemenis limités ;
sint =t~ 33+ oist® + o(t%), In(1 + £2) = 12 — 344 + o(t*) et done

~13% 4 L5 o(t) 1 1
S 125 = E! 3
z(t) = e st ot +olt’):
¢ ¢
(t} .._.f_fu - %t:* o D(ta)

On en déduit que o{t) ~ —3t et y(t) ~ ¢ et que y{t) ~ —62(¢).
Au voisinage du point F(D) {2(0), ¥(0)) = (0,0) la courbe a la forme d’un morceau
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" de lo droite y = —6z.

. On g aussi comme information
F(8) = (0,0 #(~ 5, 1) + 38%(0,0) + £23(, ~3) + (o(£%), o(t")) -
par suite p=1, ¢ = § ¢t le point (0,0) est un point d'inflexion.

em-J -1

On 0 G{t) = (2(t), y(t) bvee { ()=
| y(t) = ¥Rt erg, =

Pogfi_ au voisinage de ) on a les développements suivants
VIFE = 45— 18 40(19), eV TFP 1 2 11 163.40(19) et tant = 1+ 334+ A 154 o(10)
Bt donce a(t) = 112 +o(t®) et y(t) = 1+ 12 1 264 4 o(15), ¥ ’

on en déduit que F(t) = (0, [)+(0, 0)+ £ t*(1, §1+F£3(0,0)+ £ £4(0, ) +(o(%), o(t*))
- por suite p =2, g = 4 et le point (0,0) est un point de rebroussement de deuziéme
. espece. .

On o Ht) = (o(0), (1) =0 = e
n o H(t) = (2(t), wvec s
‘ yt) {y(;}m%’f«g Gty =m
FPourt on: voisinage de 7 en faisant le changement de variabic n =1t -7 el en passant
par des développements limitds on écrit -
:‘{:(ﬁ) s JEE T €5 .3 - s{utn
ain{atn} © ginw u-—%@-}-xlmﬁg-f.g(uﬁj

x---—-—-x—«&n_w_ ﬁwn‘1u2“iua_»z§.u4+o(g4}

FEN TR e e e B & 5 B0

=7~ {t~ ) - %(tw )2 - e - )t - w5t~ 7)Y+ ol(t - m))
ylt) = 5%,3 = BrEuE At o(n®)

=14 4u? 4 fgzﬁ" to(ut) =14 {t-m2 + L(t—m)* + of{t — 7)).
On en déduit gue F(t) peut étre prolongd pur continuité en £ = par F(n) == (—x,1}
et gu’en ce point F'(n) = (~1,0) donc p =}
et que F'(x) = (~§, §) done g = 2. (ceci car det(F'(x), F(x)) # ).
Aingi (~m,1) est un point ordinaire (de concavité).

Solution 8.7, :

1) Pour F(t) = (2(),y{t)) ot z(t) =4, y(f) =2 ett, =0 on g : -
FO(t) = (1, 2t), FA(@) = (0,2),

et donc FIN(0) = (1,0) et F(0) = (0,2).

Comme det(FI(0), F(0)) = ! (1) g i = 2, les vecteurs FUO) et FO0) forment
une famille libre.

Aingi les entiers caractéristiques de £y = 0 sont p = 1 {tmpair) et g =2 (pair).
Par suite F(0) = (0,0) est un point ordinaire (poini de coneavite).

2) Pour F(t) = (x(t),y(t)) ot a(t) =1, y(t) =t + 32+ 3 et to =1, onn:
FOXt) = (1,36 + 6t + 3), FO(8) = (0,6t + 6), FO) = (0,6),-- -

et donc F(~1) = (z(=1), y(-1)) = (=1, 1) = M,,, FO(t,) = FO(-1) = (1,0),
F () = FA(-1) = (0,0) et FA(t,) = FO(-1) = (0,6).

Ensuite ona:

p =1 (impair) car FO (1) £ (0,0),

) H
et det(FM (=1), FO (1)) = 0, det(FO (1), F&(-1)) m} ; 2 } =60
par suite lo famille (FM(=1), FRY(-1)) est libre et ¢ = 3 (impair).
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Ainst le point F{—1} = (~1,~1) = M}, est un point d'inflerion.

8) Pour F(t) = (z(t),y(t)) on 2(t) = > + 2, y(t) = ~ U ef b =~1, on 0 : .
FOO@) = (2 +2, - - 2), FO@) = (2, ), FO@) = 0,-F), FDO) = (0, 4),

Comme FUIt,) = FOI(~1) = {0,0) et FO{,) = F{-1) = {2,6) # (0,0) on a
p=2 (pair).
Ensuite FOt,} = FOH 1) = (0,24)

et det(F(~1), FO (1)) == g 22

Par suite lo famille (F1{ 1), FO{(—1)) est libre et g = 3 (impair).
Aingi le point F(~-1) = (~1,3) = M, est un point de rebroussement de premiére
2spece.

k=48¢o.

4) Powr F(t) = (z{thy(t)) vi e(i) =2 -~ S, gt) =t et t, =0, ona -
FIO(t) = (2t~ 52, 48%), FOHE) = (2 - 2083, 1247), FU () = {~6012, 241),
Fi9(t) = (—120t, 24),- - .

et donc F0) = (x(0),4(0)) = (0,0) = M,,, FU(t,) = FIL(0) = (0,0),
FE(t) = PA0) = (2,0) # (0,0) donc p =2 (pair),

BEasuite FOH1,) = FE(0) = (0,0), FO(t,) = FI9(0) = (0,24)

S
comme det( ) (0), F(0)) = 3 22 ]:48?58

par suite to famille (F® (1), FY 1)) est libre et g = 4 (pair).
Ainsi le point F(0) = (0, 0) = Mz, est un point de rebroussement de second espéce,

§) Pour F{t) = (z{t),5(1)) o8 z(t) = sin®t, y(f) = 1 — cost et t, = 0, on utilise
les dérivédes comme avant, ou on passe par les développernents Gmités au voisinage de
t,=10:
z(t) =sin®t=6 - %4— + o(t%)
2 4
ylt) =1-costs= b - b 4 o(t%)
On en déduit gue F'(0) = (0,0), FE©0) = (2,1),
Fm)(ﬂ) = (01 0)' FM)(O) = {'—Sr “1):' T
On a F*(D) # (0,0} done p = 2 {pair),

ensuite det(F2 (0}, FU(0)) = F i -8 l = B, les vectenrs FOH(0) et FU(Q) forment
une famille bre et done g =4 (pair).

1
Awnsi les entiers coractérigiigues de t, =0 sont p = 2 {puir) et g =4 (poir).
Par suite F(0) = (0,0) est un point de rebroussement de deuzidme espéce.

6) Pour F(t) = (z(t),5(t)) on 2{t) = ({2 — 2t + nt)?, y(t) = t* — 4% + 0?2 - 10¢ et
te == 1, on utilise les dérivées comme précédemment, ou on passe par les développe-
rnents limités au voisinage de t, = 1 :
Posons s =t ~t, =t—1 (et donct=s-+1 ¢l sit € V{t,) alors s € V(Q}). Dot
o(t) = (2 - 2t + Int)2 = ((s+ 1) - 2s + 1) + In(s + 1))
y(8) = (5 4+ 1% ~ 4(s+ 1)® +0{s + 1) ~ 10(s + 1)
w(t)=1-28+ 3" + Hs* to(s?) =120 - 1)+ 5t = 13 + (@ - 1)* +o((t — 1))
{ (£} = ~d + 387+ 5P+ o(s!) = ~4 + 3~ 12+ (B~ 1)* +0o((t - 1))
Sachant que

197



Ft) = F(1) + {t ~ DFO1) 4 St - 5 D S ) + m—?;—)— 3)(1) + = ¢ 4]) F®(1
+ (o{(t = 1)), of(t - 1)H))

On en déduit gue

F(1) = (1,=4), FO1) = (-2,0), FO1) = (0,8), FO(1) = (2,0,

FO(1) = (34, 24).

On a FA(1) # (0,0) done p = 1 (impair).

Ensuite on o det( PN (1), F(1)) = ~12 # 0, done g = 2 (pair).

Par suite F(1) = (1, —4) est un point ordinaire (ou de concavité).

Solution 8.8, :

1) Pour la courbe paremétrée déﬁnie par F(t) = (z{t), y(t)}

ot 2(t) = 5 et y(t) = 2”2? ona:

Dy =10, 1{Ul1, +oo{ et Dy =] — 00, 11, 400! done Dy = D, n Dy =10, 1{U]1, +oo0].
Les Bimites aur bornes sont données par :

Quand t — 0
{ lilél z(t) = 111;[)1+ 5= -0
t) =0
o V)

Par suite on n'a pas de branche infinie, le point (0,0) est un point de converyence de
la courbe.

Quand t — |
~ !1r{1 z(t) =-x
hm y(t) = —oco
t .' Int 145
On est amené & chercher hm Q lim t— = lim L {14 8)——> ( ) = q
~z{t) 1~ t—1 o0
et I’on a ensuite par des déweloppements limités

. . 2 - T (s+1)® +1
Jim (y(0) — aa(t)) = bm (£ — k) = Bm (L5 - )

= Hm ((»sillz ~M~§i’~‘w-) = lim 1(32+25+1w1w§s~§52+0(82))
0~ & s—%+o(s?) s~ 8 2 4
= Jim (3 + do+ofs)) = b
On en déduit alors que la droite d’équation Dy :
tote oblique 4 la courbe.
lim z{f) =40
Bt de méme { to1*

y=az+i=z+3% est une asymp-

m y(t) = -+oo
lnt . n(l+s
On est amené & chercher hm y—%t—;— . 11§1+tt e 7= hrggr(l + s)(—s_) = | = qa
— = §—
et on a ensuite par des developpements limités
— U A T 1 (-9+12‘_‘51)
Jim, (y(t) - ac(®) = lim (£ —gf) = lm (15—
3
= lim { 32 w~§ﬂ——~_ = lm ! 52+2s+1—1—§5~«-s2+0(52)
0+ R s— I +ofs?) 50+ 8 2 4

= L 1 1 =41
= lim, (3 +3%s+0(s) =3

On en déduit alors que la drotte d’éguation Dy @ y=az + % =+ % ¢st une asymp-

tote oblique 4 la courbe.
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Quand t — foo
. — . t o
tulgpm:c(t) = hm T = +00
lim y(t) = A hm ;:*I = 400

”gt = 1121 i Int = +o0.

ens'u.zte hm
On en deduzt que la courbe a une branche parabolique dans la direction 5;/

2) Pour la courbe pammetree de_ﬁme par . Ft) = (x(t) ¥(1))

ot x(t) = #tg = U 1)(i+1) et y(t) = m = 1)tt e
D, = ~ o0 -1[u] -1 1[u]1 +oof et Dy =] — o0, 1UJ1, 2[U]2, +-c0]

done Dp = Dz N Dy, =} -~ 0o, —1[U] — 1 s U1, 2[U)2, +ool.

Les limites aux bornes sont do'rmees par :

Quand t — —o0 \
lim z(t) =0 ‘
t-r—00

{ lim y(#) =0

Donc pa.s de branche infinie puisque ces limites sont finies. Le point (0 O) est un point
Limite vers lequel converge la courbe.
Quand t — —1

{ Im z() =-o

y

t——-1-—
lim (1) =<

T—~1=

. 1
On a donc la droite Dy @ y = B est une asymptote horizontale & la courbe du coté
des x négatifs.

Bt de méme
{ m z(t) =+
t~r—1+ 1
ii =
- gnu v(t) 8

. 1 '
On a done la droite Dy : y = = est une asymptote ham’zantalp ¢ la courbe du coté

6
des z positifs.
Quand t — 1
lim 2 =
Jm a(t) = oo
iim y(t) =400
) E
et :hl}l— g{t—) = hm t(tt*’lz) =2 *
3 3
et lim (y(t) + 22(¢)) = lim — -
t~—+1“(y( ) () ~im~ (t )( + 1) g
Par suite la drotte Dy : y = —2z —~ ~ est une asymptote oblique & la courbe du coté

des x négatifs et y positifs,
On obtient de méme que la droite D; : y = -2z 2 est une asymptote oblique ¢ la
courbe du coté des r positifs et y négatifs pour t —s 1+,
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Quand { —s 3
. ‘?“?' a(t) =
Smo) =

. 2
On a done In droite Dy @ 7 = 3 est une osympiote verticale & Iz courbe dy coté des
¥ négatifs. '

Et de méme 9
L a(t) = 3

.

cl—l}nﬁ’l* ¥t) = oo

, 2
On o done la drofte Dy : z = 3 est une usymptote verticele & ln courbe du coté des
4 positifs.

Quand t ~—s +oo

lim z(t) =0
t—tt-00
lim y{t) =0
B
l?os?c pas de branche infinde puisque ces limites sont finies. Le point (0,0) est un poini
limite vers lequel converge la courbe.

3) Pour I courbe parométrée définie pur F{t) = (2(t),4(8)} ot o(t) = fg}%ﬁ)}fﬁ o

. .
ylt) = %;g%) ona:
D =] - 00, 3[Ul}, §IUI3, +o0] et Dy =] ~ 00, {13, +o0]
donc Dp = Dy N Dy =] ~ oo, §{UlL, §[U}2, +-o0].
Les limites auz bornes sont données par :
Quand t — —co
{ Am ) =1
A ) = oo
Done la droite Dy : £ =1 est une asymptote verticale & lo courbe, du coté des y
positifs,

1i1§1 z{t) = +too
s g

im y(t) =1
g

I)oncfla droite Dy 1 y =1 est une asympiote horizontale & la courbe, du coté des z
positifs.

Quand t —> %+

lim 2(t} = -~co

[ (;

lm yt) =1

o St

Dine la droite Dy : y =1 est une asymptote horizontale 2 la courbe, du coté des
ndpatifs. -

.

-
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hw 2(t) =-xo
t—+E"
lim y{t) =40
87
3 -2t
et lim ?.,(.EL = Hm -, ~1
37 mlt) £ d
{1+2t)2
2(1-28) :
Done lo droite Dy @ y = —z — 4 est une asymptote oblique & lo courbde (du voté des
z négetifs er des y positsfs).

lim (y(t) + () = Hm
t—=§~ ts 8

Quond ¢ -— §

Hm wl{t) =+
t—E%

lm y{t} = —=x
157

.oy 1-2¢
ey L e—n— T, = '—1
¢ tf’g“*' #(t) gt 2
o (9(t) + 2(6)) = 1w SEE
im (£)) = —
ta 3t 3 DR 2(1 ~ 2t)

Done la droite Dy ¢ y = —z ~ 4 est une asymptote oblique & lo courbe {du coté des
1z positifs ef des y négatifs).

Quand ¢ — +o0

wm aft) =1
i—thon
o p(t) = -0

EE
Done lo droite Dy z == 1 est une asymptote verticale & la courbe, du coté des y
néyatifs.
Aingi on o wne idée sur les brunches infindes de la courbe. Pour avoir les détails sur
leurs positions par rappoert aus wsymptotes il faut étudier les signes de certaines dif-
férences (telie gue z(t) — 1 pour le dernier cas).

4} Pour la courbe paramétrée définie par F(t) = (z{t), y(t)) on
In(l+¢
() = nft? — 2t = Inft +Inlt ~ 2} et ¢t} = Int + —Iﬂ%ﬂ») on a
Dy =] — o0, 0U]0, 2[U)2, +odf, puisqu’on doit aveir {7 — 28] # O,
et [, =|0, +ool puisquion doit avoir t > 0 et t+ 1> 0.
Dot Dp = Dy 0V Dy, =[0, 2{U]2, +oof.
Les limites auz bornes sont données par :
Quaend t — 0
m 2{(f) = -—o0
0+

. In(1 + 1)
o . , -1
VO e o Y
. n{l-+¢
et tim X gy gy LIt It
v ot} hor Int it —2 o0 Int 3 2 Sordnt
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In(1 4 ¢
n—(%—-)wlnit—m)zl—lnz.

Puar suite lo droste Dy @ y =z + (1 ~In2) est une asymptote obligue & la courbe du
coté des x négatifs et y négatifa. . :

N ) = 1
et ensuite t1v1*1l§1+(y(t) z(t)) , ixgx)f(

Quand t ~— 2~

lim z(t) = -

T—=2— n3
li ) =24+ —
Jim y(t) =l 5

nd
Done lo drodte Dp @ y = In24 = est une asymptoie horizontale & lo courbe, du

coté des T négatifs.

Quand t — 2t
lim (i) = -
A0 =
n
i ) =ln24 —
t—lgiy() 2 In3
Donc la droite Dy © y =2+ % est une asympltote horizontale & la courbe, du

coté des x négatifs.

Quand t — +c0
{ lim z(t) =+oo
t—r+4o0

tl}l;nwy(t) =+oo ) (1 t)
n(l+
B D A SR LI |
5700 2(i)  torite MEFIMJE~ 2]  twteo2lnf 2
{1+ 1 1
. 1 — . LTy 2 o _2
et Jim (y(e) - $ol)) = lim (int+ == SInt - 5 Injt - 2))

. T
= t—lblglooln \/%_-—'_2 =0

Par suite la droite d'éguation y = %a: est une asymptote oblique 4 lo courbe.

I = Bt
1-Btude de la courbe F(t) = (z(t),y(t)} o2 { y 8 gﬁf?
= E

{a) D’abord Dy = . :

On a F(~t) = (z(~1), y(~t)) = (~z(t),=y{t)) = —F(t). Donc lo courbe est symé-
trique par rapport au cenire O = (0,0)

Il suffit de Uétudier sur [0, +oo[.

En plus on remarque que F(}) = (z(1),9(3)) = (y(t), =(t)).

Ce qui signifie que la courbe est symétrigue par rapport & la premiére bissectrice.

En faisant varier t €]0,1] on aure 3 € [1, +o0].

Par suite On choisit comme ensemble d’éiude Vensemble Ep = [0,1].

On trace la partie de la courbe pourt € [0,1]. On trace ensuite le symétrigue de celle
partie par vapport & lo premiére bissectrice. Ft on compléte la courbe en tragant le
symétrique de ce qu'on a obtenu par Tapport au cenire 0.

(b) z(t) et y(t) sont indéfiniment dérivables sur IR, donc F(t) est de classe C*°.
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) 6(1 — 3t%)

z'(t) = ————i

Eilon a ) 692?:;{1):4)
y(i) = NEeoEE

Ce qui donne (Z'(t) =0ett€[0,1] & t = %), y'(t} # 0 sur [0,1].
{c) D’oii le tableau de variation :

t 1o —4\}? 1
2z + 0 N

Y + +

zl0 A Ny
yio 7 e

L’o% le tracé de lo courbe paramétrée :

En montant de O 4 A (suivant la fleche) on obtient la partie de la courbe pourt € |0,1].
On trace le symétrique de cette partie par rapport & la premiére bissectrice pour auoir
le trace pourt € [0,1] et t € [1, +o0.

Et on termine en tragent le symétrique par rapport ¢ O pour aveir toute la courbe
pourt € R. ‘ » ’

e B

2- Btude de la courbe F(t) = (z(t),y(t)) oa o= o=l

, = Wy
(2) D'abord Dy =] — oo, —1{U} — 1,1[U]1, 2[U]2, +-00]. _
On ne remarque ni symétrie, ni périodicité. On étudie, done, F sir D .
(b) Les limites auz bornes et les branches infinies ont ét¢ étudiés dans les ezercices
précédents.
(c) 2(t) ‘et y(t) sont des fractions rationnelles en i, donc indéfiniment dérivables sur
Dyg. Done F(t) de classe C*® sur Dp.

, —(1+¢ -

Etlonad(t) = (t—z":"f)'i ety (t)= zg_%ﬁ"i%g

Doy le tableaw de veriation :
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t |- -1 1 2 2 +00
7 i - - - -

v + + + 0 -1 -

| 0 Sy~00 || 400\ —00 +oo N, 3 NE N 4
yl 0 Vs 3 oo o 2 -4 0o || oo, O

(4] Pour tracer in courbe, on trace d’abord les asymptotes qu'on e déjd étudides dans
les ezervices sur Udtude des branches infinies (voir précédemment).
La eourbe paramétrée aurp Uollure susvante :

La portie de lo courbe qui commence de (0,0) et se dirige vers la gauche c’est pour
t €] ~ oo, ~1].

La}paﬂie de{ia courbe qui commence de (0,0) et vers le haut ¢’est pour ¢ €]2, +oc].
La purtie de la courbe qui est ou dessus c’est pour t €] —1,1].

Et ts partie de lo courbe qui est au dessous (en bas) c’est pour t &1, 2.

« "

3 Etude de lo courbe F(2) = (2(t), () ouq & = 32;‘;§§§
(a) D'cbord z(t) et y(t) sont définies et continues sur IR, done Dp = .
En pl ant T = 5x3x2m = 30w, on o d SEHT) = dsin(53e) =
.'npusenpmﬁ N % y(t+T) w3mn(~i-}~'3sm(a)
F(t) est done, péviodique de période T = 30m.

1 suffii done d’étudier F(E) un intervelle de longueur 307,

Remarque (*) :

Sachant que sin{m ~ &) = —sin(r) et en éerivent que

z{a ~ t) = 4sin{25t) = 4sin(@ ~ ) = ~4sin(f) s ¢ est un multiple impair de .
De méme pour y(t) i § est un muliiple impair de =. :

Par suite aves ¢ = 15% ¢o marche : F(157 — t) = ~F(t}.

I suffit donc d'étudier F(t) sur un intervelle de longuenr 15m.

Comme F{—t) = —F(t), la courbe est syméirique por rapport & Uorigine O = (0,0).
Par suite on choisit comme intervalle d'étude Ep = [0, 133Z].

On compléte ensuite la courbe par syméiric par rapport & O = (0,0).
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lw(

= 4gin(}) = =(t)

ylE)

Y)=0et=Tqhr(hcB) ert=2 t=0 =1 t=3z

(%) x(t) et y(t} sont indéﬁnime@t dérivables et { ;:ég i;o:(()S{) £)

Et Uon a pour t € {0,157 :

P =0 t=Trkr(heUye>t="5 t=BTout=21

Et pourt € (0,157} -

2 4F out = Iz
I¥oi le tobleau de variation susvent fait en utilisant ia pémodzctté et Vimparité. Si on
utilise la remargue {1 } on prend seulement s moitié

@t o+ + 0 - - 0 + + 0 - —
v ¥ 0 - 0 + 0 - 0+ T 0 -
207 o S 4 N B N -4 S B 4N N
107 3 Ny N =3 /3N =3 Ay A8 N

Ot o= 4sin 3n/10, f = 4sinn/10 et 7 = 3sin#/6.

On trace la partie de la courbe correspondant & ce tableay sachont que lorsque 3’ (8) = 0
et 2'(t) # {0 on a une tangenie horizontale et gue lorsque (i) # 0 et 2’() = Q on a
une tangente verticale.

On trace ensuite le symétrigue por rapport & G.

DVou le tracé de la courbe paramétrée donnée.

(142t)®
- Etude de la courbe F(t) = (x(t), y(£) ml{ € T mmae

142¢
Y %(3 lﬂt
{a) D’abord Dp =]~ oo, § U]}, $in}i3, +oa[.
(b) Les limites aux bornes (vhir e:cemwes précédents) :
hm F(t) (3, +00) donec = = L esymptote verticale.

h? F{t) = (400, §) done y = 1 asymptote horizontale.
tey g

l'un+ F(t) = (—o0, }) donc y = § asymptate horizontale.
13

lim Ft) = (—00,+00), ln ¥ = -1 et hm  (y(t) = (~2(t) = -2
t i tes g

done y = —z ~ 2 est une asymptote oblsque
wit) . N o -
ht;x F(t) = (~00,400), hl’él UY = 1 et tk{;{(y(t} ( 2(t)) =

done y = ~x — 2 esl une asymptote obligue.
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, ﬁi«n F(t) = (}, ~o0) done x = L asymptote verticole.

v ]

(e} 2(t) et y(t) sont des fractions rationnelles donc indéfiniment dérivables sur leurs
ensembles de définitions. Et on 6 :
B(1 + 2t)}{—6t + 5)

t) = t (#(t) =0 & t=~Lout=3).
“0) = gy oy ¢ PO =0et=toui=g)
8(1+ 20(-2+T)
Y(t) = il gt (Y (1) =0 t=F out = ~}).
(t) = 1603 — 208 (¥'® ou
Doy le tablean de variation suwwnﬁ :
i -0 —% % :’i +oo
2’ - 0 + | ¥ o = = -
Y - 0+ + ¥ £ 0 -
T 2 N D/ doof-eo A 4 N —coflvoo N, N 2
yltoo N, 0 A 3 LT ) il e A N, —oo
Ce qui nous donne le tracé suivant :
b4
D oy, : ’
. v f ety =dcos2t
5- Etude de lo courbe F(2) = (z(t), y(1)} ot yi) = 26n2t— 2sint

{a) z(t) et y(t) sont définies sur B, donc ensemble de définition de F(i) est Dp = R.
z(t) et y(t) sont périodiques de périodes 2m, Ustude de Fi{t) sur Vintervalle [—n,x} de
longueur 2w suffit.

Comme F(~t) = (z(—t), p(—1)) = (4 cos{—2t), 2sin(~21) — 2sin{~£))

= (4cos 2t, 28in 2 ~ 2sint) = (m{t), —y(t})

Lo courbe est symétrique par rapport & Uaze Oz.

Par suite Uétude de F(t) sur Uintervalle Ep =10, 7} suffit

{b) On a z(t) et y(t) sont indéfiniment dérivables et Uen o sur [0,7] :

() = —Bsint et {T{f) = 0 B sinU =0 t=0t=Fout=x

/(1) = 4 cog2~Zcost = Beos® t~2eoe 4 el (y {t) =0 cost =¥ M ou cost = 2 w@

*

(c) Dot le tableau de variation de F(t) pour t € 0,7} :
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t {0 oy Z g s
210 — - 0 4+ + 0
¥12 + 0 — -4 - 0 + 8
THd N omp N 4 S ay A4
yi0 A g N -2 N o 20

On trace la partie de la courbe pour t € {0, 7] en suivant les indications de ce tableay,
en faisant des calculs approchés, sachant qu'auz points (4,0) (powr ¢t =0}, (—4-2)
{pour t = T) et (4,0} {pourt =) on a des tangentes verticales (z' =0 et ¥ #0) et
mc:hamﬁ qu'auz points (z1,1) et (T3, 1) on a des Langentes horizontales (i = 0 et

z' # 0). On troce ensuite le symétrique de cette partic de la courbe par rapport 4 5;
de la boucle tracée, pour avoir enfin le tracé suivant :

Remarque :

Lorsque t déerit [0, 7] on e un seul point double ¢’est (4,0) = F(0) = F(x).
Lorsque t déorit [, 7] cm & un point triple c’est (4,0} = F(0) = F(x) = F(~x) et
un point double {-—2 0) = F(3) = F(-5).

Et lorsque t décrit | — oo, +oo| tous les points de lo courbe pammetree étudsés sont
maultiples (Ils sont atteints par une infinité de ).
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~ 2ty =det
6 Et‘ude de la courbe F(t) = (z(t}, y(t)) ou { W) = %e%
(a) D’abord D, == D, = IR* et done Dp = IR*.
(&) Limites auz bornes :
lim z(t) = 4 et lim y(t) 3 1im le¥ = o0,
t— - ocf b
Done o dreite Dy - :B = 4 est nne asymptote verticale (du coté y — 00 ),
hm {1} = oo ef hm y(t) = Jim 5’;; ={.
0

Dom: la droite Dy : y 0 est une asymptate horizontale,

hm z{t) =0 et hm u(t) = hgz &= oo,
}I}oﬂc ia droite Da : :z: ={ est une asympiote verticale.

hm :c(t} 4ef hm y(t} = Iim £ = +oo.
Dcmc o droite D4 :s 4 est me asymptote verticale (du coté y — +oa).
{c) x(t) et y(t) sont continues el indéfiniment dérivables sur R”, Bt U'on g :

Z(t) = re“% et '(1) £ 0Vt € R,

y'(t) = (3 ~ He? et /(1) = 0et=2).
On en déduit qu’ou point F(2) = (7:, €) on a une tangente horizontale (i (2} = 0 et

='(2) #0).
Doy le tableau de variation suivant :
t o0 0 2 +00
z + S +
y + - b+
z! 4 S 4w g A :f‘«% S 4
yl—oo S 0 § 4o N e A +oo
Et par suite on obtient le fracé de la courbe étudide sutvant !

¥

P

Solution 8.10. :
{a) L'ensemble de définition de Pastroide d'équations & = cos®t et y = sin>t est évi-
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demment Dp = [H.
Les fonctions x(t) et y{t) sont périodiques de période 2. IL suffit de faire 'étude sur
Uintervalle |~m, w} .
Comme z(~t) = z{t) et y(—t} = —y(t) lo courbe est syméirique par rapport & l'aze
Oz et on réduit 'étude sur |0, 7).
En plus on g z(m — 1) = (cos{w —1))% = (—cost)® = ~ cos?t = —~x(t)
et y(r — 1) = (sin{x ~ 1)) = (sint)® = g{t)
la courbe est symétrigue par rapport & Paze Oy el on réduit Pétude sur {0, ]
Ceci car 1 ¢ € [T, m) &= (- t) € [0, F].
(%) z(t) et y(t) sant indéfiniment dérivabies sur [0, %] et P'on a pourt €0, §] -
o/(8) = ~3sintcos? t et (2'(1) =0 = t=0out = 5).
)=

(1) = 3costsin®t et () =0 &= t=00ut=F)
On “‘T{L} déduit le tobleay de variation suivant !

t %

{0 - 0

¥i10 + O

zil N O

yid 21

On calcule ensuite :

y(t) =) _ . ) . 3costsin®t . —sint
10t G(E) — T(D) | ot (1) -0+ —3sintcosit 50+ cost
par suite on a une tangente harizontele ou point (1,0).

Et Pon @
y(t) —y(0) . ¢ty _ . Bcostsin®t i S0t

o = T P 111 11

t+5- o{t) —z(0) sz~ 2'{t) -y~ —3sinteos?t  s—g- cost
par suite on ¢ wne tangente verticole au point (0,1).

On trace done le premier guart, on rajoute son syméirigue par rapport & Vaze des z,

son symétrigue par rapport & Uaze des y et son symétrigue per rappert au centre O.
Ce qui donne le tracé suivent ;

o
b
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A partir de ce tracé on remargue gue les quatre sommets de cette courbe sont des points
de rebroussement de premiére espéce.

Solution 8.11. :

Etude de la courbe paramétrée F(t) définie par x = 5-1’12‘-"-9 ety =1-—cost :

(a) DF = TR.

() On remarque que

y(t+ 21!'\ - y(t) et .‘.L'(t + r)ﬂ_) (E2n)— sxn(t+21r) (t—smt) 4= .T(f) g

Ce qui szgmﬁe que le point F(t + 2r) est obtenu en tmmlatant le point F(t) d'une

translation de vecteur & = (w,0) (translation horizontale).

I suffit donc d’étudier la courbe sur un intervalle de longueur 2x, par ezemple [—m, 7).

En plus on a z(—t) = —x(t) et y(-—t) = y(t). Donc la courbe est symétrique par rap-

port & l'aze Oy.

On choisit donc comme intervalle d’étude Epr = [0, 7).

(c) 2(t) et y(t) sont continues et indéfiniment dérivables et 'on o pourt € [0,7] :
’(t) 1zgost of (1) =0 < cost =1 <> £t = 0).

y'(t) wsmt et (y'{t) *0#31nt-0#t~0cmt=1r)

D’oa (l}e tabIeau de variation suivant :
w
0 + 1
|0 + O
z |0 Mz
y10 A 2

D’aprés ce tableau on aune tengente horizontale au point (%, 2) obtenu pour t = o,
ceci car y'(m) =0 et o'(7) # 0( ) "
y(t) — y(0) y'(t .y . coat
Bt m L0y = 1 = lm e =
Pav.oS z(t) — x(0) e z'(t) f0 z/'(t) ot st oo,
done on e une tangente verticale ou point (0,0) atieint pourt = 0. \
On trace la partie de la courbe pour t € [0, 7] suivant le tableau ci-dessus. On rajoute

le symétrique de cette partic de lo courbe par rapport § aze Oy, On trace ensuite, de
part et d’autre, le translaté de ce qu'on a obienu.
D’od Le tracé suivant :
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Solution 8.12. :
Transformation de cerfaines dquations cortésiennes en coordonnées polaires :

1. L’Squation 2z — 2y — /2 = 0, devient
2pcost — 2psind ~ /T =0
Ce qui nous permet d’exprimer p en fonction de 8, D'oi | *édquation polaire

V2 1
2(cos 8 — sin 6) 2cos(f + §)
|

p:

2. L'équation 3z +y ~ 1 = 0, devient
3pcosf + psind =1
Dot Véquation polaire
1
p ==

8L ‘équation x = 3y?, donne peosé = 3% sin? 4.

En simplifiant par p (si vho #0) on obtient cos# = 3psin?® .
Dot Uéguation polaire
cosd

3sin? 0

(te cas p = 0 on le retrouve pour 6 =

4. L'dquation 2zy = © — y devient 2p%sin 9 cos f == p(cos @ — sin§).
En simplifiant par p {3i rho # 0} on obtient 2psin § cos 6 = cosf —sinf.
D’ods Uéguation polaire
cos B — sin @

p= 2s5in8cosh’

(le cas p =0 an le retrouve pour 8 = T avecsind =cos§'= 3C)

5. L'équation x(z +y) — 3y = 0 devient
pcos@ (peosd + psin §) — 3psinf = 0
En simplifiant par p (3i p # 0) on obtient

3sind _ 3tan @
cosf{cos +sind)  \ARsin(d + 3]

pz

(le cas p =0 on le retrouve pour § = 0.

Solution 8.13. - .

1. En éhiminantt dans les deur équations © =142 et y=3 -2t , on obtient
2z +y=1T et donc 2pcos6 + psind = 7.
Do Uéquation polaire
7

= 2¢cosd +sind

2. Bn éliminant t dens les éguations =3t et y=1¢2 , on trouve
2

-3
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Jcosf +sind ‘ ' ’



On remplace ensuite pour avoir 9psin @ = p® cos? §.
Ei aprés simplificatiop par p # 0, on obtient

(le cas p=0 on le retrouve pour 8 =0).

3. En éliminant t dans les équations z=1—t ef y=1t -~ —:- ,

2 —2r

ondrouvet =1~z et doncy = (1 - 1)~ = = I
' -z

Ensuite y(1 — x) = 2 ~ 2z, puis 2% 4 oy = 2 + .

Ce qui donne p? cos? @ +6(32 cosfsind = 2pcosd + psind

2cos8 + sin

cos? @ + cosPsind’

Solution 8.14. :

Doty p =

1
, 8'éerit
cos § (cos%+s'mg) —sin® §
1 1

1. L’éguation p =

(cos? § — sin® §) +eosfsing  cosd + Lsing
Et done pcosf + %psinﬁ =1,

D’ot, Véguation cartésienne qui est celle d’une droite
1
e r+-y=1
+ 2¥

1 1.
cos § (3cos § ~26in§) — 3 -
donne

1 2

#” Tloosb+1)—smh—3  Foos0—2sm0
et donc 3pcosf — 2psind = 2.
D’oi Udguation cartésienne

2. L'éguation p =

(3cos? § ~2cos §sing) — 3

3z -2y =
cosd —sin @
3. L'éguati = ——————— g’éeri
2qu on p 3cosBunf © erit
3p® cos fsin b == p(cosd - sin h).
D’ow Déquation cartésienne
dzy=x ~y
Stané
. L’équation p = ———wx g'édcri
4 i 4 co8 f 4 sin B g oo

plcos @ + sin@) = pcosf + psind = Htand
D'oti Péquation cartésienne

r+y= 5%

Solution 8.15. :

1) Btude de la courbe d’équation polaire p = %,9 :

¢} L’ensemble de définition est D, = IR.

b} p(~8) = L(~8) = —p{@), p(8) est impaire, donc la courbe est syméirique por rap-
port & laze Oy,
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It suffit d’étudier p(6) sur Dg = R et de tracer la partie de la courbe pour RY et

de rajouter le symétrique de cefte partie por rapport ¢ Oy.

¢) p(8) est continue, indéfiniment dérivable sur R et p’ = }.

D’oii le tableau de variation
6 +o0

¢ +

210 A 40
Ce qui donne le tracé suivant : & gouche la portie de lo courbe pour 8§ € [0, 400 et &
droite toute la courbe pour 8 € R. :

¥

%N

NBAWEANRN\NZX ‘

¥
4

En général, on obtient la méme allure pour les courbes définies par p = af (ot @ est
une constante dans R ).

2) Etude de la courbe d’équation polaire p = 562 :

a) L’ensemble de définition est I, = R.

B) On a p(—8) = p(8), p(#) est paire,

Donc la courbe est symétrigue par rapport & l'aze a)c

1l suffit done d’étudier p(0) sur Dy = Ry et de trucer lo partie de lo courbe pour mt
et de rajouter le syméitrique de cetie partie par rapport ¢ 0_:5

¢) p(6) est continue, indéfiniment dériveble sur R et o' = i6.

D’owt le tableau de veriation
+00
o +
0 7~ +oc *

Ce qui donne le iracé suivant :
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£

S ) 6% + 10
8) Etude de lo courbe d’éguation polaire p = T :
a} Lensemble de définition est D, = .
b) On a p(—8) = p(8Y, p(8) est puire.
Donc la courbe est symétrigue par rapport & l aze Ozc
T suffit done d’étudier p{8) sur Dg = Ry et de tracer la pﬂ?le de lo courbe pau‘riﬁ,‘,
et de rajouter le symétrique de cette partie pur rapport & Oz, ;
38

¢} p(B) est continue, indéfiniment dérivable sur Dg ezi o= “EELITE
Do le tableau de variation

é —+00

¢

#

10 {, 172

Ce qui donne le tracé suivant :

4) Etude de la courbe d’équation polaire p = sin38 :
a) L'ensemble de définition est D, = .
b) On a p(6 -+ 3 ) = sin(36 + 2n) wsm38 = p{#). La péricde est T == 4T,
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I suffit d’étudier p{0) sur un intervalle de longueur 3.

En plus, on @ p(~8) = ~p(#), p{(B) est smpaire. Donc la courbe est symétrigue par

rapport & U'aze Oy.

I suffit de Pétudier sur un intervalle de longuewr §.

Bt en plus p(§ — 8) = sin(3(] — 0)) = sin{x — 38) = sin 30 = p(8).

Ce qm' signifie que la courbe est symétrigue por rapport 4 o drotte A d’éguation
x

By = '§' =
I sufpt dm?c de faire Uétude sur un mtemalée de longueur & ¥ el de tracer s partie de
la courbe pour Dg = {0, §] et de rajouter le symétrique de cetie portie par rapport &
la droite A, ensuite rejouter le symétrique de ce qu’on a oblenu par rapport 4 Oy et
par rapport & la drotte A

¢} plB) est continue, indéfiniment dérivable sur R et ¢! = 3cos 39

Comme p/'(6) = 0 sur [0, 5] dquivaut 4 30 = £ et donc 4 8 = %, le vecteur tangent
au point M, déterminé par 8 = % et p(§) = 1 est orthogonal au vecteur oM {voir
dessin).

Comvme g'(0) = 3, p(0} = 0 et -f,i(%% = 0 lu tangenie est horizontele au point 0(0,0)
{déterminé par p=0 ¢t 6 = 0),

Dot le tableau de variation i
#l0 Z !
p’ 3 + 0

[T |

Oe qui donne le bracé sutvant :

5} Etude de ln courbe d’éguation polafre p =1+ 2cos b :

a) L’ensemble de définition est D, =R,

b} On o p{8 + 2n) = p(0). La période est T = 2m.

H suffit d’étudier p(8) sur un intervalle de longueuer 27

En plus,__?}n a p(~8) = p{(8), p(B) est puire. Done la courbe est symétrigue par rapport
‘axe Oz,
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Il suffit de Uétudier sur Vintervalle [0, 7] de longueur w et de tracer ln partic de ln
courbe pour Dg = [0, 7] et de rajouter le symétrigue de cette partie par rapport ¢ O?:
c) p(B) est continue, indéfiniment dérivable sur R et o = ~2gind.

Comme ¢/ (6) = 0 sur [0, 7] équivaut & 6§ = 0 ou § = n, le vecteur tangent au point M,
déterminé par @ =0 et p(0) = 3 est orthogonal au vecteur OM, et le vecteur tengent

;m paz;zt M, déterminé par 8 = 7 et p(0) = —1 est orthogonal au vecteur OM; (voir
essin).

D’op le tablean de variation
810 i T

A0 — - 0
AERLIEES!

Ce qui donne le tracd susvant :

M; M, *

1

6) Etude de la courbe d’équatio las T e ¢
) quation poiare p cos@ + cos 30

a) On sait que
08 36 = cog 20 cos f — sin 26sinf = (2c0s? § — 1) cos @ — 2 cosPsin® ¢

et donc cosf + cos 38 = 2c0s” §cos — 2cos 05in> @ = 2 cos(cos? B — sin? §)
= 2 cos f cos 26 )

Par suite p(f) = ~—o—,
L 2 cos f cas 20
Ainsi p(84+-2n) = p(B), p(0) est périodique de période 2x. On réduit intervalle d’étude
a un intervolle de longueur 2n
En plus p(f + 7) =

1
2cos(8 + m)cos(20 + 27) | ZcosBoos2h =p(8). On réduit
donc Uintervalle d’étude & un intervalle de longueur 7 par ezemple %, %L
En plu.sl_gn a p(—0) = p(8), p(f) est peire. Donc lo courbe est symétrique par rapport
d laze Oz. <&
I suffi¢ de Uétudier sur Uintervalle (0, 1.
b} Sur Uintervalle {0, 3], p(8) est définie si et seulement si cosfcos20 # 0. Ce qui
équivaut & 6 # § et 0 # 5. _
L'ensemble d’étude est D = [0, Z[U]%, Z[.
c) p(6) est continue, indéfiniment dérivable sur Dg et p' = %.
Comme p/'(8) = 0 sur [0, 5[U}3, 3[ équivaut 4 0 = 0 ou 6 = 6; (avec cosfy = 36@),
le vecteur tangent au point M, déterminé par § = 0 et p(0) = % est orthogonal au
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ey
vecteur OM,, et le vecteur trmgent au point My déterminé par 6 = 0 et p(f1) ~ —~1.8
est orthogonal au vecteur OMy (voir dessin).

D'ot le tableau de variation
k 61 z
10 + + 0 -
2 /S 4oo -0 S 18 N, —oo

Ce qui donne le tracé suivant qu'on a complété par symétrie :

.
.,
ol e

-

___..".---..»-___-\\.\.----.-.,....-....__

7) Etude de la courbe d'équation polaire p = 3 — cos 66 :

o) L'ensemble de définition est D, = R.

b} On a p(6 + §) = 3 —~ cos(60 + 2} = p(8). La période est T = 3.

I suffit d’étudier p(0) sur un intervalle de longueur §, par exemple [-%, Z].

En plus, on a p(—8) = p(8), p(0) est paire. Donc la courbe est symétrigue par rapport
o Vaze Oz et il suffit de prendre comme ensemble d'étude D = [0, 5.

c) p(8) est continue, indéfiniment dérivable sur Dg ef p/ = Gsin66.

Comme ¢'(6) = 0 sur [0,%] dquivaut ¢ 6 = % ou @ = 0 et donc le vecteur tangent

—
au point My déterminé par 0 = I et p{) = 4 est orthogonal au vecteur QM el
le vecteur tangent au point M, déterminé par 6 = 0 et p(0) = 2 est orthogonal au
vectesur OM, (voir dessin).

D’os le tableau de variation

] & »
7o + 0
2 A4

Ce qui donne le tracé suivant, inscrit dans un cercle de rayon H =4 :
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2¢cosfsind

cosf + cos 20 :
Dabord on sait que cosa + cosb = 2cos( %) cos(872). Ce qui nous permet d’écrire

8} Btude de lo courbe d’éguution polaire p =

e
2cosfsind cosfsiné

= ET DV 39 .. 8- ‘ -
2ces-2-cos§ COS - CO8

1

a) On e p(@ + 27w) = p(f), il suffit done de foire Uétude sur un intervalle de longueur
2.

En plus on o p(—0) = —p{f}, p{f) est impaire. Donc la courbe est syméirique por
rapport & Paze Oy.

I suffit de Pétudier sur un intervalle de longueur m, par evemple [0, 7).

Le dénominateur cos §2§ cosg- est nul sur cet intervalle lorsque § = 7 ou f = .
Lintervalle d’étude sera done Dp = [0, U1, #).

2(1 + cos® 8)

Toos§ 1 con 20)7 L0WOuTs

c) p(#) est continue, indéfiniment dérivable sur Dg et p/ =

positif sur Dg.
d) Dot le tableau de variation
80 Z = T
I + + +
g0 S 4o -0 S0 2 4o
e)]Ona glizg p(8) = +oo, donc une branche infinie.
i d Y —

Comme lim % = lim tand = 3
Geb B B B \/'
. . sin20(sinf — v3cos )
et 3},?—@” V3a) = 5.1.};%}-" cos 26 + cos§
—sin2% lim {sind — Beos ) :ﬁ i {cos8 + +/3siné)
?g»%r- cos 28 - cosf 2 gy~ —2gin 28 ~sind
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a2+ V3B
2232+ V372

Ce calcul est fait en passant par la régle de PHépital.

Ainsi la droite Dy 1 y = 3z ~ % est une asymptote obligue 4 la courbe lorsque

-+ §7 favec p— +oco, T et y tendent tous les deuz vers +00).

De méme, Iy est asympiote & la courbe lorsque § — %* {avee p — —o0, z ety

tendent tous les deux vers ~o00).

_2
3

. . 2e0820 ’ 2 cos 2
Etlona Im p(8) = Hm —rrm— =l oo 23
Oy el®) goin- —28M 20 — 5inB  soam- — sinf{4cosd + 1) B 4
donc une branche infinie,
Comme eEt:l-» z == 81—1'1% plBicosd = cosvragrf_ o8} = —(+0) = ~n0,
‘ . 5 : B g
et lim y= lim p(f)sin = lim 8in 28sin 0 i sin 292 sin § cos 5
[T Byt &

= lim ‘
—w- 2eos Yeos§  o-n 2c0s Weos

sin 26 sin & 2c0820sing + £ cos&sin2f 4
= = lim A2 g

g~ COS %’i fmim —% sin ‘%8 3
Ainst la droite Dy ; y= % est une asymplote horizontale & 'la courbe lorsque 8 — 7.
Ce qui donne les deur tracés suivants, le premier pour 0 € [0, 55,7 :

et le deuxiéme c’est la courbe entidre {en ajoulant le symétrigue du premier morceau) ;

»
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A remurquer que -
La branche & droite du premier desgin correspond & la pertie de lo courbe gquand &
déerit [0, £, la partie de la courbs & gauche correspond o lo partie de lu courbe quand
§ décrit |5, n[.
siné )

1+ cosBcos2f
a} On a p{@+ 2r) = p(8), il suffit donc de faire UStude sur un intervalle de longuenr
2m. :
En plus on a p(—8) = —pl8), p(8) est impaire. Donc la courbe est symétrigue por
rapport 4 {'azve 53;
1l suffit de Vétudier sur un intervalle de longueur 7, par exemple [0, 7).
Le dénominateur 1+ cos@cos28 est nul sur cet intervalle lorsque § = =,
Liintervalle d’étude sern donc Dyg = [0, nl.
b) p(0) est continue, inddfiniment dérivable sur Dp
—4cost 0+ 6cos” 8§+ cosf -1 Plcost)

~ {1+ eos8oos 26)? T (14 cosfcos26)2
it P{X) est le polyndme P(X) = —42® + 6X2 + X — 1,
Remarguons que : . . .
P{cos0) = P(1) =250, Pleos §) = P(0} = -1 < 0,
done il existe 8, €]0, E{ tel gue p’'(6,) = 0.
PleosT) = P(0) = ~1 < 0 et Plcos3) = P(—%2) = 2% 59,
done il existe 03 €15, 3| tel que p'(f2) = 0.
En plus on o Pleosn) = P(~1) = 0.
Ainst P(X) o trois racines différentes dans | — 1, 1] ’
Comme P(1) = 2 et P(2) = —38 lao quatriéme rucine de P{X) appartient 4 ]1,2[.
¢) D’ot le tablesu de veristion

10 6 z N

9) Etude de la courbe d'équation polaire p =

et p =

= .

Fl 4+ 0 =~ - 0 +

pi10 A M 1N /oo
d) Ona

- W . sin{x + h) o - gin(h)
ok?ﬂ o) =, ,i\l-lf% 14 cos(m + hjcos(2r + 2h) hl-l-fg 1 ~ cos{h) cos{2h)
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. ~h + o{h?) - lm 1+ o(h} -
T T (= (1 - ) o) i ol
ce qui signifie qu'on @ une branche infinie. )
Comme lim = Glim p(8) cosf = —oc (car p—+ +oo et cos{x) = ~1};
B —n

~1+o(h) .
i = I (BYsinf = lim —m——or sin{m + k)
el o}_lgl_ ] 91-?::1" p{f)sing Jim T o) {

~1+ ofh 2

 tm 2RI o) = :
r20- BE 4 g{h) ! )
lo droite D: y=} est une asymptote horizontale ¢ lo courbe lorsque & — 7.

(e qui donne les deus trocds suivanis, le premier pour ol

+00,

et Ie deuzitme o’est lo courbe entidre (en ajoutont le syméirique du premier morceau) :

»

' 1
10} Etude de la courbe d’équation polaire p= Zeosf + prn :
' 3

1 R 1
a) On o p(@+4r) = 2eos(0 + 4m) + 1Y) EH;" = Deos(f + 4} + Wu(g e

1
= 2c088 + e p(&)
sin §
Aingi T = 4 est une période de la courbe.

1
- . R N S
En plus p(2% — 6) = 2cos(2m — 0) + ) cos{~0) v
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-«2:’:0594——%——:;1(9)

Par suite la szf.rbe est symélrigue par rapport & la droite gui passe par O et qui fait
un angle ——-—2 avee Paze Oz, Ce qui signifie que la courbe est symétrigue par rapport
4 laze 5.71}:

Il suffit done de prendre comme ensemble d’éiude un intervalle de longueur 2.

Comme p n'est pas défini en 0, on choisit comme ensemble d'¢tude Dg = [~=, 0[O, 7).

b) p est continue et indéfiniment dérivable sur Dg et

[ g
4 COS § ¢ @ lcos§
p’(g)“—gfﬁlﬂe—*mm~4b1!1§€08§*~§b %

Il
sin 28 2

Par suite 0'(8) est nul lorsque 8 = n, § = —x oufl = —% ¢} D'oi le tobleau dé
variption suivant :

81 —= -z 0 T
A0 + 0 - - [V
pi=3 / -1 y-oo +oo N, =1
Comme on a :

Hm o= hm p(6)cosf = hm (20053+ gli-ﬁ—) casf = —o0

G0~ 1} 3

1
el 1im y o= Iim p(BYsinf = 1im 2cosd + M)Ecosgsin%
— sin £
2

= lim (4cos&cos sind +2cos §) =2.

-0~
Par suite la dreite d’éguation 12 1 y = 2 est une asymptote horizontale & la courbe.
¢} Le tracé de lo courbe en suivani les indications du tableau est le suivant :
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8.4 Exercices supplémentaires

Bxercice 8.16.

Trucer pamt paf pamt les courbes paraméirées dans les cas suivants :
1) F(e)= (% )outéi~22}

2) w(t) = chf, et y(t) =sht ounte |{~2,2.

Pr=t+lety= g ovte[~6,-1.25U] ~ 0.75,5].
=t~ -bety=1 oitelD?.

Exercice 8.17. :

Dans chague cos montrer gue Densemble ' des points M de coordonnées (z,y) dans
un repére orthonormé et vérifient Uéguation donnée peut &tre paramétré et donner un
ezemple de paremétroge ;

- 3/3—*:85:&11
% 2 o xiy - dy =
— z¥ —43/% = 1.

Exercice B.18. :
Déterminer Uensemble de définition de chacune des courbes paraméirdes suivantes :

F() = (z(d),9(#)) avec { (i) =n (?s_l,)
{‘5) == gresind

sint
G(t) = (x(t),¥(t)) avec { £§g = a;cta.nt

. z{t) = argeht
H{t) = (z(t), u(8)) avec { y(t) = argsht
Exercice 8.13.
Donner dans chacun des cas suivanis Uensemble de définition des courbes paraméirées
suivantes et préciser la périodicité, les symétries, les translalions possibles el préciser
un ensemble d'étude de ces courbes :

B
F) = ).0) e | 20 =52

6(t) = (2(8), (1) avee { a() = sint

y{t) =1 — cost

H{t) = (2(t), p(t)) ovee { igiz :;zi;‘;i i

H

P t
Kit) = (2(t),y(t)) ovec { zg)} - zan:E(%) E{s) est la partie enﬁéfe de s.

Exercice 8.20. :

Déterminer les points doubles des caur&es paramélrées suivantes : B »
i | (t) 14
Fit) = (2(0),5t) avec § o a%;%
~ o(t) = %
G(t) = {x(t),y(t}) auvec { y(g) = _t‘i?«;.
H(t) = (a(t), y(t)) avec =) = gy
6 =G0t yt) =
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K@) = @) wec { 29722

Exercice 8 21.

Faire une étude locale des Fourbes paramélrées ou voisinage de t, dans les cas sui-
vants :

) (1) =
F(t) = (z(t),y(t)) avec { y(t) = L.":EI‘B«J. eti, =0

ewl

£) = sht~—sint
G(t) = (2(t),y(t)) avec a(t) = “‘““*2“3"“”"““
y(t) %L” ett, =0

— int
H(t) = (z(t), y(t)) avec {:ét;%% etty =

Exercice 8.22.

Déterminer la nature du point M (t,) dans les cas suivands :
— z(t) =1~ 2, y(t) = t* ~ 43+ 6% — 4f et t, = 1.
— z(t) =1+sint, y(t) =t - F et t, = 3.
— a(t) = E20 y(t) = “—fL et ty = 0,

t+1
— w(t) =% —t +-sin’t, y(t) = 1~ cost — 3¢% + 13 et t, = 0.

Exercice 8.23. : .
Ftudier les branches infinies des courbes paramélrées suivantes :
—z(t) =€ —t et ylt) = t3 - 3t.

— 2t) = s eby(t) =

Mj—f'
3 -2t
e W(t)mm 8ty(t)=~t~—:~i—.
— o) =l £ 75 et o) = 612

Exercice 8.24. :
Construire les courbes paramétrées d’équations suivantes :

_ P42 242
ST VB
2 g=tant et y= —
‘ - y_sint
t12)° t-2)7?
S oz= i € Y= o1

4. z=cos’t+lnsint et y=sintcost
1
8. g t t) == gint
= e y(t) == sin |
6. x =cosdt +4cost et y(t)=sin3t

Exercice B.25. -
Transformer les équations certésiennes suivantes en coordonnées polaires :

1. L'équation 22 ~ 23y + 3y = 0.
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2. Lo droite d’éguation & + 3y + 2 = Q.
8. L’éguation £ — 4% = 0.

4. L’éguation z° + 1° = 2 — y* + zy.
5. Léquation ©(z —y) ~ 3y° =0 .

Exercice 8.26. :

Transformer les éguations paroméirdes susvantes en coordonnées polgires :

I z=t+2 y=3~t
2. Ewm y:t

= 2
S v=Thm V=i

Exercice 8.27.
Tronsformer les équations suivanties en coordonndes cartésiennes :

Jcos .
L. p= 2 p=tanl
p sin? ¢ P 2
5 he tan’ 8 \ 4 oe cos? 0 -~ sin® 8
" cos@—5siné P cos? 6 sin? @

Exercice 8.28. :
Construire les courbes d’équations polaires swivantes :

A a3 8
1-p = p Z-p—smz',; )
: Lo ! _ sin” fcos
8- p = sin 20{cos # -+ sin f) d-p= ——
v2cos £ cos® @
5op o 2 6-p =
1-}-\/««)'52 cos 34
=34t PO
= an5 _p“1§-2c%sﬁl
cos® —
P = Veos20 100 =5 =1
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8.5 Indications sur les exercices supplémentaires t 6] 5] -4 |-3]-2]-15]-13]~105
x -5} -4 | -8 | -2}-1}~-05]-03] 0.25
) ) ¥ 1211251133115 2 3 4 5
Solution 8.18.: , _ tpoii| Al Bl CIDIE| F 1@ &
Dans chague cas remplir le tableau suivant en caleulant {x,y) pour chague t donné.
Puig positionner les points M(z,y) dans le repére. Joindre ensuite ces poinis pour t —0.75 ] 066} ~0510) 1 2 3 4 5
avoir la courbe. T 0.25 0.33 0.5 {14 2 3 4 ] 6
E)F{t}-:(%e,zg-) ot -2 Y -3 -2 -1 1010510661 0.7510.8¢0.83
i ) ""‘y:{ —\3"6 T 5 _\:yg o ‘53/'3' \3/5 ‘?/6 \?/7 ) . ) ) le pOT.‘Tlt _I J K L M _N' @ P Q
T ~8 | ~B4 | ~495| 3656|1561 0 1563654951648
Y -21-35| -3 -25 1 -15 101 151 25 J 13514
lepoint | E' | IV % B A TQ AL B L€V DIIE
~ {Jre=t—~*-Bey=12 outel09.
13 0 0.7 1 1271141 11561 {16 (167 1.73]1.84119 2
& ~3{ ~5251~5]—-4 | -3 I~2 {110 1 3 5 17
i 0 1049 |1 .62 |2 23 256128 |3 34 T4
2 z(t)=chtety{t)=shtovtec|-2 7. : lepoint| A | B C|D |F F |G |H |I J 1K L
£ -2 +-1.811~1811 0881 0 0881831 /181: 2
T 3.76 3.14 2 141 |1 ]1417 2 13141376
Y ~362] -3 | -L72| -1 G 1 11721 3 |3.62
lepoint| I ol B A VH AV Bl C | D
Solution B.17. :
~— Pour Véquation y* — 2% = 0, poser 3 = 1% et y = {5,
4t
Slz=t+1ey= by oute[~6,-1.250] - 0.75,5]. — Pour 2 — 2% + 2%y + day = 0, poser y = tx et vérifier que © = TR
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z

— Pour z¥ 43;% = 1, poser y == £ el vérifier que x = (1 +4€§)
Ou éerire 2y} = sh i, ce qui donne 7 = ch 3, puis y = 3sh 3¢,

Selution  8.18. :

Pour F{t) = (x(t),y(t)) ovec z(t) = In (z:%)
. y{t) = arcsint

Vérifier que Dp = [~1,0L.

_ Verifier que Do = .

_ o{t) = argch#
Pour H(t) = (z(t),y(t)) avec { y(t) = argsht
Vérifier que Dy = [1, +o0f,

Solution 8.19. .
i
Pour F(t) = (z(t), (¢ . z(t} = sin® 2
our F(O) = (o(t) ) awee { 700 = S0
L'ensemble de définition Dp = R, la période de F'(1) est =,
F{~t) = (n«z{é} ¥(t)) donc la rourbe est symétrigue par rapport & 5?;
Fi+§) = ~F(t) donc la courbe est symétrique por rapport au céntre O,

Pmndﬂe comme ensemble d’étude Ep = [0, 3]

‘ P £ = (2 ) 2t} == sint
our G(t) = (x(), y{t)) avec { () = t - cost
L'ensemble de définition Dg = .
G(t + 2} = (2(¢), y(2)) + (0, 2).
Prendre comme ensemble d’éinde Eg = {0, 2x].

Tmnstafer ensuite cette partic de la courbe par des tronslations de vecteurs multiples
= (0, 2n}.

P 1) = e040) s { 7=t

L’ensemble de définition ?—,;; = {1, 1] ef H(~2t) = {~z(t), y(t)}, donc la courbe est
symétrigue par repport ¢ Oy. k
Prendre comme ensembie d'étude Ey = [0, 1]

Pour K(t} = ((t), y(t))
1) = — g E($
avec Z((t)) _ ta.n: (?") E(s) est la partie entiére de 3.
Lensemble de définition Dy =R — |J {§ + k).
ke '

Kt +2m) =K+ (Tr 0) pmndnz comme ensemble d’étude

Eg = [~n,~F[U] - §,5{Ul%, 7] puis transleter cette portie de la courbe par des
tmnsi&imns de vecteurs multaplea de 7 = (x,0).

Solutxon 8.20.

Pour F{t) ='($(f}>9$t}) avec { Egi_ h_f

228

Temarguer que ( } {
(%) = x(s) iyl
{ v =ws) T 2 z(@)

Donc pas de points doubles.

42
Pour Gt} = (z(t), y{t]) avec { m§2 ” ”‘;Ll

4t+3
uliliser lo remurque de Pezercice (4)

. , a -1 - - 2 A 7
5t (a, b; est un point double elors Piaiwresr el rory2 et vérifier gue a = 16 et
b= T obiteny pour ty # to les deur racines de Tt2 — 16t - 39.
. Tt} =~ “.1
Pour H{t) = (&{t),y(t}} avec o) =
utiliser la méme remargue de Uezercice (4 )
5% (e, by est un point double alors % = :}g £ :5 et vérifier que g = ~1 et b= ~1

obteru pour t; # £, les deus racines de t2 +¢— 1.

Pour K(t) = (x(t), u(2)) avec {‘;§I§§ ::);22: ~sint

Remarquer que K(t+ 2m) = K(t) est périodigue et done tous les points sont multiples
(ntteints par une infinité de t}.

St on restreint étude 4 [0, 27,

pour t € 10, 7] vérifier que z{t) = z(s) avec s # © est équivalente & s = L+ 7 ou
g=2dn—tous=mw—1.

Eida:wcemsy{t)*y(s} donne t = 0 ets mout=wels=2routi=fet
g = 2F

Les pomts mudtiples sont : (1,8) un point double ¢t (—3%,0) un point triple.
Solution 8.21. :
o) = 5L

Pour F(t) = ((t),v{t)) avec { o(t) = ¢ "f‘“g* ety =0

Faire des déveiop;?ements limstés pow te V(D) :

Flt) = (1,3) + £(3,0) + $2(3, ) + (o(£2), o(t%))

en déduire que le point (3, é, est un point de concavité et tracer la partie de la courbe
au votsinage de ce point.

a(t) = sh{-~sint
Pour G{t) = (z(),4(1)) twvec B $#
() = At et =0

Fuire des développements limiiés pour t € V{0) :

Olt) = (0.2 + (3, 1) + 4200, 1) + (o(2), 0(2))

en dédutre que le point (0,2) est un point de concavité et tracer lo partie de lo courbe
at voisinage de ce point.

(t) incl
Pour H{t) = {x(f),y(1)) avec W(t) = timu:t b, =1
Faire des dewloppemenfe hmztes pour te V(l) enposgntu=t-~1 t=u+1}:
G() = (3, 7)+ (¢~ D=5, 7} + 51t = DHE, ~F) +(o(t?), o2%))

en dédmm gue le point (0, 2} est mz point de concavité el tracer luo portie de la courbe
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au voisinage de ce point.

Solution 8.22. :

o p(t) = 7 = 2, Y{E) =15 4 B2~ et = L
Poseru=1t—1 et vérifier que g = ~1 + 1% = ~1 + (¢ —~ 1)
ety=-—l+ul=-1+(-1)*
F'(1) = (0,0}, F"(1) = {(2,0), F"(1) = (0,0) et F®{1) = (0,24)
p= 2 etg=4, le point F(1} = {—1,~1) est un peint de rebroussement de
deuzitme espice.

~~~~~ () = L+sint, yli) =t~ § et t, = %.
Poseru=1t— T et vérifier que.z;w-ml-’-u =2-fut+o(ut) ety =1u
F'(1) = (0,1) et F*(1) = (~1,0).
p=1 et g=2, le point F{1} = (—1, 1) est un point ondinaire.
— ft) = ‘;f*’l L yit) = &2 e, =0,
Vérifier que z = 4+ t2 - t3 +o(tY) ety = —4— 2 ~ 5 + oth)
PG} = (0,08}, F"{(0) = (2,~2) et F"(0} = {~6, —6)
p= 2 et g =3, le point F(O) = {4,~4) est un point de rebroussement de
premiére espéce.

— x(t) =1t~ t+sin’t, y(t) = 1~ cost — L2+ 13 et t, = 0.
Vérifier que 2 = ~£ + 262 4+ o{t3) et y = t3 + o{f}
F{0} = (~1,0), F*(0) = (4,0} = —4F'(0), F"(0} = {0,86)
p=1 et q= 3, le point F(0) = {0,0} est un point dinflexion.

Solution 8.23,

Etude des branches infinies des courbes paramdtrées suivanies :
— z{t) = et~ ~ 1t et y(t) = 1% - 3L,
Dg 2} (X3, ‘i'GG{,
Quand ¥ — ~o00
Z - 400, ¥ -+ —o el %—}w(x}

. e
branche purcholigue d’ave Oy du coté © -~ Foo ety — —oa.
Quand t — +oo
L b 00, Y -+ +00 et—i—m—}O
Yoy
branche purabolique d'axe Op du coté T — +00 ef y — +oc.
¢ i
— () = — et ylt) = —— .
(t) = g el = 7
Dp =]07 ]éu}i} +°0[)
Q}iand t— 1"
T - —00, Y —F —00, % —t
ety —x -3
branche infinic asymptote & la droite D : y =2+ du coté z — o0 &t
Y = —00,
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Et de méme quand t = 1%, £ —r o0, y — 400

bronche infinte asymptote & la droite D © y = z + % du coté & — +oo et
Y —+ +00. K
Quand £ — 400

m——>+oo,y—~)+oo,§—}+oo

branche parabolique d'aze 5;; du coté x — 400 et y -+ +o00.

¢ -2t
1} mr e g {1} = -»-—-~.
W= gThary 4V =T
Dyp =}~ oo, -2U] ~ 2,1{U ]1,+oo{
Quand t — ~o0
Ty 00, Y 00, g —+1
ety —~a~+ 0
branche infinie asympfote & la droite D ; y = = du coté £~ —oc ef § — —00.
Quand t — —2~
T~ 00, Y~ "”a‘
branche infinie asymptote & la droite déquation y = -— du coté & — —co.
Quand ¢ — —2+
T > 400, g~ w%
branche infinie asymptote & lo droite d’équation y = -~~ du coté T — $00.
Quand t -» 17
T~ —00, Y ~r +00, %-—& ~3ety+3z—§
branche infinie asymptote & la droite d’éguation y = m%;\: + du coté  ~ —o0
ety = +oo,
Quand { 3 17
= +o0, y =+ =00, = y -3 ety+3z ¢
branche infinie asymptote 4 lo drotte d’égquation y = -3z 4+ g du mté T +00
el y ~ —00.
Quand t -+ +00
T 400, Y~ -0, % —lety—z-—-0

branche infinie asymptote 4 la droite d’Squation y = z du coté  — +oo et
¥ = +00.

7

4
2(t) = In e j %) et y(t) = £ — 62
Dp =) — oo, 0110, 2{U12, +00},
Quand ¢ — —00
x—++o:>,fy——>~oc;stg -0
branche paraboligue d’aze Oy du coté x — +oo el y — —00.
Quand t - ot -
z - o, y—+0 B
lu droite d’égquation y = 0 est asymptote & lo courbe du coté T — o0,
Quand t — 2F
z - oo, gy — —16
la droite d’égquation y = —16 est osymptate & la courbe du coté z — +oo.
Quand t — +o0

231 g
i



T -3 oo, § —+ +oo eti——}-{—oo

branche parabolique d’aze 5}; du coté x —3 +oo ef y — o0,

Solution 8.24. : Pour ln construction des cotrbes paraméirées suivre le plan d’étude
proposé dans le résumé et cssoyer de faire le tract le plus correctement possible.
Ci-dessus le tracd de chague courbe :

) 2= 42 42
BCES TS V=R
e 5 i W ¥ ey 3 W
2) z=tant e y= 1
- ¥= dni
& £y Y Q - ﬂe IS H ) * 3 e

' 2 t—2)2
9 =l @ =L
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233




- i
d) T = e gt t) =sint
/ cost y(t)

[T SRR ey

6) = =cosdt+4cost et y(t)=sin3t

Solution 8.25. :
1. En coordonnées polaires Péquation 22 — 2ry + 3y = 0 devient
_ 6sind
P Deingd —cosb—1°
2. En coordonnpées polaires I'équation 3 + 3y + 2 = 0 devient

p= cos@ + 3sin g’

3. Bn coordonndes polaires Uéquation 2% — y? = Q devient
2

_ sin®9

T eosi .
4. En coordonnées polaires Uéquation z° + 3° = 22 ~ y? + 2y devient

_cos® § —gin® 6 + cossin @

cos3 f + sin® @

5. En coordonnées poluires I’équation x(z —y) — 3y° = 0 devient

234

_cosB{cosd ~sinb)
- 3sin> 0

Solution 8.286. :

Les équations paraméirées suivantes deviennent en coardonnées polaires :

I o=t4+2 y=3-1t

dovient 5 e -5
event p = cosf +sind’
2 73:?.'-,:'2' y=1 y
devient 2) =y ef ensuite p = ——
evient oy +2) =y ¢ CP cos8  sind
3 z= = -
. viva Y= aoe )
Y 2 ,
donne =~ = t* = tané et donc pcosf = & = = , Ppuis
T i V1412 V14 tand ’

1

p= cos /1 + tand’

Solution 8.27, :

Transformation d'équation polaire en équation cartdsienne :
Utitiser : £ = tanf, z* + y? = p?...

__3cosd , . o 3cosf 2 .
1) p= -y devient psin§ = g ¢ done y* — 32=0.
2tan§ . 2

2) p=tan? donnesinf = =
7 1+tan®d  1+p2
passer par y = psin @ pour aveir y + (2* +y?)(y — 2) = 0.
tan® @ .
WP i g evient
plcosf — 5sinf) = tan® 8, puis 28 ~ bz’y — 42 = 0.
EP )
4{)p= 295—6—5221——@ devient
cos? fsin” @
p* cos? Bsin® 6 = % cos®§ — p? 5in® B, puis 2% ~ y? — 22y? = 0.
|
|
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Solution B8.28, : &~ p = sin 26{cos § + sin f)
Pour la construction des courbes d'éguations polaires suivre le plan’ d’étude propose.
Ci—dessou.i leurs tracés : :

R i | 14
e e~f 41 }

-a

gin? @ cos 8
cos 20

AN .
2-p =gin® §

4p=

4= k] -an 2

26
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" \/icas% .
1++vZcos 7p=3+tan}

)
.
M |
'
H
1
{ *
'
3 B
:
! W
N
: {
i
: e i b o e et B 0 e st
H
+ H
:
: ¥
g '
H
% 1 3 ) ;Y 3 T ¥ 3 H H ’ H
: 13 7 ® H %
- E - ~X 2 -
; t ) 1 2 3 ¥ ¥ ] 7
-t I3
'
H
: ~1
i
s i
'
H
i *
H
i
. '
H

s B
sin &
80 5= e
P 1 2econd
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9-p = vcos 20

~28 -2 -15

_ 2cosf~1

0-p = e
O-p 2c0826 ~ 1

o5
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