
Le chapitre VII, c'est un melange d'exercices sur 
la notion de developpements limites et leurs applica­
tions : calcul des limites, etude local des fonctions, 
equation de la tangente, recherche de fonctions equi­
valentes ... 

Le chapitre VIII est consacre a l'etude detaillee 
des courbes parametrees. C'est un chapitre tres inte­
ressant, surtout en mecanique pour l'etude · des depla­
cements d 'un objet materiel dans le plan. 

Les auteurs seront reconnaissants a toute personne 
qui aurait l'aimable gentillesse de leur signaler toute 
erreur ou tout oubli dans ce livre. . 

Pour tout contact: benkaddoursaidl960@gmail.com ou benkaddoursaid@yahooJr 
tel : 0670842513 
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Chapitre 1 

Les suites 

1.1 Rappels de cours 

Definition d'une suite numerique 

Definjj;J_cm ... 1.1. Soit IN1 une partie infinie de IN. 
TO'l.tte application u de lN1 dans JR est appelee une suite numerique. 
Pour n E lN1, le reel u(n) est dit le terme general de la suite 11 et ,qero note Un. La 
suite u e.,t notee (un}nElN,. · 

Operations sur les suites 

Definition_ 1.2. Soient (Un)nElN, et (11n)nElN1 deux suites reel!es et,\ E JR. 
L'egalite de deux suites : 
(un)neJN, (vn)nElN1 -¢==}- ('r/n E lN1, 1.,. v.,). 
La somme de deux suites : 
(un)ne!N1 + (v,..)nelN1 = (u,,, + v,,),.eJN1 • 
La multiplication par un reel : 
A· (un)neJN1 (>.u,.)nEIN1 • 

La multiplication de deux suites : 
(u,.)nElN, X (vn)nElN 1 = (un X t1n)nElN1 • 

Suite extraite 

Definition 1.3. Soit (unrnEIN, 1.ne suite et h une application strictement crois~ 
sante de lN1 dmui lN1. 
La suite ( Vn )nelN 1 definie. J!a.r : Vn E 1N 11 Vn Uh( n) est appelee une suite extraite 
de la suite (un)neJN 1 , 



Suite convergente, suite divergente 

Definition 1.4. Une suite (u,.}nElN, est convergente si, et seulement si, il eriste un 
reel a tel que 

'.;Ir::> 0, 3n0 E 1N : Vn E 1N1, (n > no) ~ (lu,,, - a! < c). 

Une suite qui n'est pas convergente est dite une suite divergente. 

Theoreme 1.1. Si une suite (un)neJN, est convergente, le reel a est unique. 
On l'appelle limite de la suite et on le note a= Um Un, a= lim u,. ou a "" Jim u,,. 

n n➔+oo 

Si (vn)nEN est une suite extroite de (unlnElN, et a= lim Un, alors a= lim Vn-
i · n➔+oo n-++IX! 

D!)ifinition 1.5. Boit (u,,)nEIN, une suite diveryente. 
Si on a: VA> 0 3N E lN1 : Vn?:: N, un?: A, 
on dit que cette suite a pour limite +oo et on ecrit Jim Un = +oo. 

. n➔+oo 

Si on a: VB< 0 3N E lN1 : Vn 2': N, Un s B, 
on dit que cette suite a pour limite -oo et on ecrit Iim Un= -oo. 

n-+-roo 

Suites boroees 

Definition 1.6. • (u..)neN, est constante = 3c E lR, Vn E 1N1, u,. c. 

• (u.,),,elN, est majoree-¢::=> 3M E IR, Vn E 1N1, u,,_ :5 M. 

• (un)nElN, est minoree-¢::=> 3m E JR, Vn E lN1, m Su.,.. 

• (un)nElN1 est bomee ~ 3(m,M) E JR2, 'in E 1N1, m Su,.. :5 M. 

Proposition 1.1. Toute suite convergente est bornee. 
-- Une suite extmite d'une suite bomee est bomee. 

Suites monotones (a partir d'un certain rang) 

Dl!lfiaj.tlog 1,7. • (u,.)nEINi est croissante ¢=;, E 1N1, Vn E lN1 et n 2 no, 
'Un+l - Un ?'. 0. 

• (Un)nElN, est strietement croissante ¢=? 3no E lN1, 'v'n E lN1 et n 2: n,,, 
'Un+i Un > 0. 

• (un)nElNi est dtforoissante ~ 3n,. E IN1, 1:/n E 1N1 et n;;: no, '11.r.+1 - Un $ 0. 

• (1Lrt)nEJN, est strictement decroissante -¢=? 3n,, E IN1 Vn E 1N1 et n ~ no, 
'Un+l - Un < 0. 

Theoreme 1.2. 1. Toute suite croi.ssante et majoree est convergente. 

2. Toute suite decro·issante et minoree est convergente. 

3. Toute suite croissante non rnajoree a pour limite +oo. 
4. Toute suite decroissante non rninoree a pour limite -oo. 
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Suite arithmMlque 

Dldlnition 1,8, Une suite (un)n~n
0 

est dite ime suite arithmetique s'il existe r E 1R 
tel que: 

Vn ~ n0 , Un+l - u,. = r 

Le reel r ein appelee la raison de la suite ( u,. ),.2:; ..... 

Propri(!tes 1. 1. (u,.),.:;,:n. est une suite arithmetique si et .seulement si 
Un+2 + u,. 

Vn 2: n0 , U,.+1 = 
2 

2. (un)n>n. est une suite arithmetique de raisorl r si et setdement si 
'in~ Pc! no, Un ""t£p + (n - p)r. 1 

· 

{ 

+oo sir> 0, 
En particulier u,. = u,.,. + (n - n0 )r et lim Un= u,, sir. = 0, 

n➔+oo , · . 
~°"'. Sl r < 0. 

9. Si (un)n;;:n. est une suite arithmetique, alors · · 

Suite geometrique 

Definition 1.9. Une suite (un)n;?;n. est dite tme suite geometri.que s'i! existe q E JR 
tel que : 

Vn ~ no, U.n+1 "" qu,. 

Le reel q est appelee la raison de la suite ( u,., )n;:,:n •• 

Proprletes 2. 1. (u..) ... ;;: ... est tme suite geometrique si et seu!ement si 
Vn ~ n,,, u!+l "" Un+2 x Un. 

2, (Un)n;,:n. est une suite geometrique de raison q {=} Vp E ·.lN · : n. ~ p ?:: 11Q, 

.... = =.::::· : ::~ poo{ ~~:t ' 2:;: ~·:::: : ~ 
" n.➔+oo no 

0 si -l<q<l 
pas de limite si q :-::; -1 et Un

0 
,f 0 

3. Si (ttn)n>n,, est une suite goometrique de. mi.son CJ (q-./; 1}, alcrs - . 

Suites I'tklurrentes 

Definition 1.10. Si ( un)n2:;n. est une suite telle que : il e:i:iste une fonction de JR 
dans 1R et 'rln > n.,, u,.+1 = f(un\ on dit que c'est une suite 1-eeurrente {simple) 
associte a la Jonction f. 

Proposition 1.2. Soit (u..)n,::nq une suite recurrente associee a f. 
1. Si f est une fonction croissante, alors (u,.)n~n. est croissante (resp. decrois• 

sante) 
si Uo S f(ua) = U1 (resp. Uo 2: /(uo) = U1), 

3 

; 

l 
I 

I 



; 
I 

I 

2. Siu,. EI un intervalle Ile lR avec f(I) c I et f continue sur I, alors la limite 
de (un)n?:n• si elle existe, eile est tme mcine de l'equation f(x} = x. 

Remarque 1.1. Etant donnee tme sutte recurrente verifiant ""1.+i =au,.+ bet tel 

que a::/= 1, la suite v,. definie par v,. = u,. + ,,~1 est une suite geometrique verifiant 
Vn+l = aVn· 

La suite ( tin }n est dite la suite auxiliaire associee a la suite ( Un )n. 
Le calcul de u,. est mmene a celui de vn. 

Suites adjacentes 

Deflnitiou 1.11. Dew: suites (u,,,),.;:,::n
0 

et (vn)n;:::n
0 

scmt dites adjacentes si elles 
verifient : 

1. L 'une est croissante et I 'autre est decroissante. 

2. lim (vn - ttn) ~ 0. 
n➔+oo 

TheoMme 1.3. Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la ml!lme limite. 

Proprifltes utiles 

Proprii:ltes 3. Etant donnes deux re~ls l et l', des suites (u.,_).,,?:n., (vn)n;::n
0 

et 
(w,,.)n?:n

0
, alors on ales resultats : 

{ 
\In ~ !lo, lttn - ll ::; Vn . 

• et lirn v -0 =? hm Un 
n➔+oo n - n--++oo 

l. 

{ 
\fn 2'. no, v,.. S Un 

1 
• lim u,,=let lim v,.:::::!' ~I s.l. 

n➔+c,o n➔+oo 

4 

1.2 Enonces des exercices 

Exercice 1.1. Cakuler les limites des suites snivantes : 

2n2 -3n+ 2 
1. Un = --1---n--

(-l)"+n 
2. u,, = (-1)" ·- n 

a" -b" 
3. 'Un = n + ; !al 1' lbl 

Q, 

4. Un = sin(n) + n 
• nsinn 
;:,. 'Un= n2 + COST! 

. 1 
6. u,. nsm­

n 

7. Un = Jn 2 + 3n - n 8. Un"" (1 + !)n 
n 

9.Un 

Exercice 1.2. Determiner les iimites des suites su.ivantes : 

n 1 
1. Un=). ,~--

~ ·✓n3 +k 
n 
\' n 

4. u,, = L.. n + k 
. k=l 

3. Un 

• 3+u,, 
Exerc;we 1.3, Soit ( u.n)n l.a suite defime par uo = a > 0 et Un+i = 

2
(
1 
+ u.,_) 

1. Montrer que \fn E 1N, Un> 0. 

f. Mont:rer· que Vn E 1N, lu.,+1 - II :S ~!Un - lj. 

. 1 
3. En dedui,re que Vn E IN .. !un - II :S (2Y la - 11. 
4, Determiner la limite de la suite ( ,Ln) n. 

n 1 
Exercice 1.4. Poson.s u,, = L WI, pom· n E JN•. 

k=.l 

1 a b 
1. Chercher a et b tels que 4k2 1 Zk -1 + 

2
k +-i, V k E 1N · 

2. En ded11ire lirn u,,. 
·n~+oo. 

~ 1.5. Soit (un)n une suite arithmetique de premier ter-me uo et de raison 1· 

telle que u5 3 et uia = 15. 

1. Calculer uo et r. 

2. Calculer la samrrf.'e S = U7 + ua +, · · + U19. 

Exerclce 1.6. Calculer en fonction de n la somme Sn = 3 + 6 + 9 + · • · + 3n. 

Exerc;;ice 1.7. Soit la .mite (,.,,)n definie par u.o = 0 et u,,+1 ""ln(l + e"• ). On pose 
Vn = e"", '<In E IN. 

1. Montrer que la su.ite (vn)n est arithm{tique. 

2. En ded.uire une expression de n,, en junction de n. 

1 
Exercice 1.8. Soit ( Un)n la suite definie par Uo = 0 et un+1 = 2 ✓12 + ~t;.. 

1. Montrer que la suite (vn)n definie pai"'Vn u~ - 4 est geometrique. 
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2. En deduire la limite de la suite (1Jn}n puis celle de la suite (un)w 

~-~ 1.9. Soient !es derux suites {u,,),..?:::2 et (vn)n?:::2 definies par : 

n 

IT r.: 
u,.. = cos(')!: ) 

k,,,,2 ... 

et v,.. Un. sin(;.,). 

1. Montrer que la suite (v,,.)n?.2 est goometrique. 

2. Ecrire v,.. puis Un en fonction den et en deduire la !imite de (Un)n?.2• 

Exercice 1. 10. Soit la suite ( u,,,)11 definie par uo = -4 et Un+ 1 

On pose Vn = Un + 6. 

1. Montrer que (vn)n e.~t une suite geometrique. 

3 
4(u,,, -2), Vn E lN. 

2. En deduire une expression de ( Un )n en f onction de n et determiner lim u,.. 
n➔+oo 

n 

3. Calculer Sn ~ VJ, en fonction de n puis lim S 11 • 
L_; -n--++oo 
k=O 

,.. 
4. En dedui.re s~ =~Uk en fonction den et lim s~. L....t n-t+oo 1;;,.,o 

Exercice 1.11. On can.ridere la suite (un)n definie par Ur,+1 

1. Definir la suite auxiliaire ( un)n associee a ( u,.)w 

2. Montrer qu.e {vn)n est une suite geometrique. 

3. Exprimer ·vn puis Un en fonction de n. 

4. En deduire lim Vn et lim u,.. 
n-t+oo n-t+oo 

Exercice 1.12, Etudier la monotonie des suites suivantes : 

')n 

1. u,. 
n+l 

e" 
~- u,. = ✓n + 1 y1i 

vn+2 

3. u,. = ~ 
1 

, n E JN:* 
n. 

n 1 
4. u,, = I:--k' n E 1t~• 

k.~1 n + . 5. Un = n + 3 

n 1 
Exercice 1.UI, Soit (u,.,),,2:1 la suite definie par Un=~ 

1=1 

. 1 1 1 
1. Verifier que pour tout entier k ~ 2, k2 :S k _ 

1 
,;-

2. En deduire une majoration de la suite (un),... 

3. Montrer qu.e la suite (un)n est convergente et donner un encadrement de sa 
limite. 

Exercice 1.14. Soit (un)n la suite numeriqu.e definie par: 

{ 
Uo = 3, 
Un+i = \/'3u,, + 4, '<In ?: 0. 
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1. (a) Montrer que la suite (un)n est majoree par 4. 
(b) Montrer qt1.e (t1n)n est strictement croissante. 

(c) En deduire que la suite (u.,.),. eJJt converg,mte et determiner sa limite, 
1 

2. (a) Montrer que Vn E lN, 4 - U...+1 $ 2(4- u,,). 

(b) Retrowver le resuUat de 1.{c). 

(c) Etudier la convergence de la wite (v,.)n ~1!.finie par Vn = n2(4- u,.,). 

Exerclce 1.15. Soit ( u,.),. la suite numerique definie par 'U() ER+ et pour tO"Ut entier 

nature! n, 'Un+1 = ✓ 2 + ~u~. 

1. Montrer qu.e si uo $ 2, alors la suite ( Un)n est croissante et majoree. On 
deduire qu'elle est convergenttJ et calculer &a limite. 

2. Montrer que si u0 > 2, alors la suite (ttn)n est decroissante et minoree, puis 
deduire qu'elle est r.onvergente et determiner sa limite. 

" 1 
~ercice 1.16, Soit (un)n?;l la suite definie par Un= L k. 

! k=l 

1. Montrer que la suite (un)n e.,t croissante. 
. . 1 

2. Montrer que pour tout entie.r n:?: 1, t12n - Un~ 'i 
9. En deduire la limite de la suite ( un),.. 

Exerch:;e 1.17. Etttdier la com,ergence des 8'11,ites su.ivantes : 

(2n)! 
1. Un= 22n(n!)2 

4 { ua?: O, 
• Un+I =2+~ 

3 { 

'U() >0, 

Exerci9e 1.18. Dans chacun des cas suivants, montrer que les deu:i; suites (un)n et 
( Vn)n sont addacentes : 

1 
l.u-n=l+-

1
, 

n. 
n 1 

3. u,. = L kl' 
k=l 

n 
Vn = 

n,.+ 
1 

Vn =un +--1 n.n. 

. " 1 l 
2. Un = L k2 , Vn = Un + ;;: 

4, .. 1 
n l . · 1 

4. Un"" L k .... ln(n), Vn = tln - -
k,,,1 · ' · fl 

Exercice 1.19. On con.side-re les deu:.r. suites (u,,.),. et {vn)n defin'ies par : 

{ 

UO = 3, Vo = 4, 
u,,,+v., 

l.!n+1 = --
2
- et Vn+l 

Un+1 +vn 
2 

, 'v'n~ 0. 

1. Montrer qv.e la :mite (w,.)n, definie par Wn = Vn - Un, est geometrique et 
determiner sa limite. 

2. Montrer f[tte !es suites (u,.)11 et (v,,)n sont adjacentes. que peut•on deduire? 

7 
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s. On considere la suite (s,.).,. definie par Sn= v.,,,, + 2vn. 
. 3 

( a) Demontre.r que la suite (s,.) 11 est constarite. 

(b} En deduire la limite des suites (u,.),, et (vn).,. 

Exercice 1.20. Soient a et b deu:r; reels tels que O < a < b. On definit deux suites 
(u,,)n et (vn)n par: 

{ 

tto = a, vo = b, 

Un +Vn 
tl.n+1 = --

2
- et Vn+I == JUn+1Vn, Vn 2: 0. 

1. Montret· q1.te Vn E 1N, 0 < u,, < Vn· 

2. Demontrer que la suite (u,.,),, est crof,&sante et que la s1tite ( i1n)n est decrois­
sante. 

1 
3. Demontrer que Vn E 1N, Vn+l - Un+1 s 2(Vn Un), 

4- En der.fo.ire que (un)n et (vn)n sont adjacentes. 

E:x.ercice 1.21. Saient a E Ill et (Un)n la suite definie par u,,, = ( 11

1
n • Etu.dier, 

n - +a 
suivant les ualeurs de a, si la suite ('Un),, conve1Ye. 

Exercice 1.22. Montrer que si les suites (u.211),.., ('IL2n+i)n et (uan)n convf1Yent, alors 
la suite ( 'ltn ),. conve'ile, 
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1.3 Solutions detaillees des exercices 

Solution 1.1. 1. Par simplification on a 

I
. 2n2 

- 3n + 2 . 
1
. n(2n - 3 + 1) Ji 2n - 3 + ~ 

1m ----- = 1m n = n1 -.,,-----""' = -oo, 
n-•+oo 1 n n--++oo n(¼ - 1) n--++oo ¼ - 1 

2 . 1 
ca1·-~m+-(2n 3+-)=+ooet hm (- 1) -L .. ~ - n n-++oo n 

(-l)''+n (-1)" +l 1(-1r1 1 
2. On a ( 1·) = ( ~)n • Puis(f1J.e lim --l_ = liin - = 0, alors 

- 'l'J -n _-__ 1 n.-t+oo n f n➔+oon 

(-l)n " (-lr+n 
lim --· - = 0 et done lim -'---'--- = -L 

n-.+oo n n+too(-l)n - n 
a"-bn 1-(!i.r 

3. Si lal > !bl, alors lim -~-b-- = Jim " = 11 car lim ( !!. )" = 0 
· n--++ooa,n + n n➔+oo 1 + (¼)" n-t+oo " 

puioque It!< L 
. . . a" - iP .. ( !!. )1' ·- 1 

De m@me, si !al < lbi, alors lim --b- um ( b) -" -1. 
tt--++= a" + n n-H-oo l n + 1 

4. Onasin(n)2'.-LCequidonne11.n2-l+n.Camme Jim (-l+n) +oo, 
n--++oo 

on en deduit que lim Un = +oo. 
n➔-+-oo 

n~inn einn 
5. En simplifiant par n2

, on ecrit 2 • = •~"" n , 
. n +cosn 1+,.r 

. sin n l cos n 1 . 1 . 1 
Et puisque OS 1--1 $ -, 0 :.S l-2-f:::;-::; et hm - = hm - = O, n n n n~ n--t+oon n-•+oon2 

. sinn . cosn 
alors lun -- = hm -- = 0, et lim Un= 0. 

n->+= n n->+oo n:l . n--++oo 

, sinx . 1 
6. Sachant que bm -- = 1 et hm - = 0, 

x--+0 X n-, 1-oon 

. . . 1 sin l 
on ecnt hm n sm = lim 1 .!!:. "" 1 . 

n~+oo n n--++oo -
n 

7. En multipliant par l'ex.pression cunjugmle, on 11 

lim (Vn2 +3n 
n➔+oo 

n) = 1
. ( Jri2+' 3n + n) ( ✓iiT+-:iii -- ii) 
1m -'--=--=~·,:--=-----

,,, ..... +oo Jn'l + :~n + n 

l
. 3n = lfil 

n 4 +00 ✓n2 + 3n + n 

1
. 3 = 1m 

n➔+ooFf_+l 

3 
2· 

8. ScLchant que a/J = eb In<>, 011 er:rit 
1 l~(l+A) l ( ) 

lim (1+-)"""' lim. enln(I+¼) = lim e ~ = e, r.a.r Um n 
1 + x = 1. 

n➔+oo: n n..-+-1--oo n-++oo x➔O x 
9. Puisque n./2 - 1 < E(nvi) :; nvi, o.lm·; vi - :; < Un 5 vi. 

Comme lim (vi-¾)= lim ✓2 '""' ✓2, on obtient lim u,. = vi. 
n-++w n~·+·! oo n-t+oo 

9 



Solution 1.2. : 

1. On a d'apres les implications $Uivantes 

'" l n 
-::-::::aan== < °" ~== < ---. - L -Vn3 + k - {in3 + 1 

k=l 

(En passant a la somme en variant k de 1 d n). · 
n . 1 1 lim -=="" ltm ____,,,== = 

n-.+ooVn!i + n n-H<X> efr+-¼ 
1 

et lim n = lim -== = 1. 
n-++oo {ln3 + 1 n-t+oo 

D'ou lim Un ;:::: 1. 
n-l+oo 

2. On a d'apres !es imp:ications suivantes 

Os; k ~ 2n+ 1 :=;, n2 ::; n2 + k:::; n2 + 2n + 1 = (n + l)~ 

3. 

1 <_ 1 <_!_ 
+ - n2 

__ n_·_ < n n 
"'? <-

(n+ 1)2 - + - n"l 

2n+l 
(2n +2)n < L n (2n + 2)n 

S n2 :=;, 
(n+1)2 - k=O 

2n+l 

2n s; .L 
n+ 

n 

+ 

+ 

2n+2 <--. 
- n 

(En pMaant d la somme en iiariant k de O d 2n + 1, on a 2n + 2 terrne,1). 
2n 2n 2 2 d 'd t Comme Jim lim , on en e m que 

n-,-~ocn + n-++oo n 
2n+l n 

lim I: = 2. 
n➔+oo l:=O + 

1 l ~1 'r'l 
k$n==> >-~L ?.L, 'n 

- .,/n l,;l k=l V 

n y'n, 

n 1 
D'ou lim ~ = +oo car lim y'n = +oo. 

n4+oo L ' n-++cc 
k=l 

10 

4. 
t1 

n n ~ n 
k <n==>n+k <2n=> -- > - ==> L 

- - n + k - 2n k=l n + 
> n..::. = ~. 
- 2n 2 

n 

Or Jim :'. = +oo, d'oit. lim ~ _!::_k = +oo. 
n--++= 2 n➔+oo L n + 

k=l 

Solution 1.3. 1. En raisonnant par recurrence : 
On a uo a > 0. Supposons que u,. > 0. A!ors 3 + 1i,.. > 0 et 1 + u.. > 0. 

. 3+u,. 
Par suite Un+i = 2(1 + u,.) > 0. 

Done Un> 0, Vn E JN. 

l 3+u,. I jl Un! 
2. iu.,,+i - 11 = 2(1 + u,.) - 1 = 2+ 2-u.i s car 2 + 2u,. ~ 2. 

3. En raisonnant par rtcurrence ; 

luo -1/ ja-11 :$ (1)0 la - Ij. 
1 

Supposons que lun ll S (2tla - 11, 
ju,,. - 11 1 1 n 1 n+l 

alors !U.,+1 - 11 ::.". ·-f - S 2((2) ja - 11) = (2) la - lj. 

Par suite lu,,. - 11 s <2rla - 11, Vn E .IN. 

.4. Puisque li111 (!
2

)1' 0, al.ors lim lttn - lj = 0, et done 1im u,. = 1. 
~➔+oo n➔+oo 1l➔+oo 

Solution 1.4. 1. Par des equivalences, on a : 

1 a b 
= 2k 1 + 2k + 1' Vk E 1N 

# _l_ = 2k(a + b) + a. - b Vk JN 
4k2 - 1 I 4k2 - 1 ' E 

# a+b=O pta-b""'l 
l 1 

{c} a -etb""' 
2 

2. On peut done ecrire 

D'ou lim Un = -21 . 
n➔+oo 

Solution 1.5. 1. La suite etant arithmetique, on a 
Un= uo + nr, 'r/n E 1N. Done us= uo + 5r = 3 ei u13 ;,, u~ +·13r.=.16. D'ou 

uu - us= (13 - 5)r Br""" 12. 

11 
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. 12 3 , g 
Par suite, r = - = -. Et 'l!o = U5 - 5r = 3 - 5r = --

8 2 2· 

2D' 'lf, ld . n-p+l . apres a ormue .ucoursu,,+1ip+1+···+Un=---(up+u,,), ona: 
2 

19-7+1 
S = 11.7 +us+···+ u19 = 

2 
(u1 + u19) 

D'ou 
S 13 1( g _3) ( 9 3 l = 2 I -2 + r2 + - 2 + 192) = 195 

§_olution 1.6. Considerons la st,ite defmie par Un= 3n, Vn E IN. La suite (u,,.)n est 
arithmetique de premier te1me 11.0 = 0 et de raison r = 3. On a 

, . n+l 3n(n+l) 
Sn= Uo -t- ~i.1 +.'.+Un= --2-(1.io +·tin)= 2 . 

Solution 1. 7. 1. Par definition d,.; (v,, )n on a Vn+I = eu~+i = 1 + e"" = 1 + Vn, 
done la suite (v,,)n est aiith.metique de raiBon r = 1 et de premier terme 
Vo= e" 0 = 1. 

2. Par suite Vn = v0 + nr""' l + n et 11.,.. = ln(v,,) =In(]+ n). 

Solution 1.8, 1. En rempfru;ant, on trouve 

2 1 ( 2 ) u;, - 4 Vn 
Vn+l = u,,,+ 1 - 4 = 4 12 + Un - 4 = -

4
---- ""' 4 . 

Done (vn)n est une suite geometrique de raison q = 1/4 et de premier ter-me 
Vo = 11.5 - 4 = -4. ·-

2. v,. = qnvo = 
4
1 

(-4) = -
4 

1 
l . D'oil. Hm v,. = 0 et 

" n- n--+-+oo 

lim u,.. = lim ,Iv,,+ 4 = 2. 
n.➔+oo n-++oo 

Solution 1.9. • 1. Ca.lculons le rapport Vn+I : 
Vn 

.'U_n+l ~ Un.+1B~n~:: C~!l~R!n~ 
V , Un t;lln "fk am ~ 

·. n,, ·,;,, ,_!•ln~')·r)·= ½s!n(,'ir) = l 
sm sin ,'Ir 2 

D 'ou ( v,.)n est une suite geometrique de raison q = l/2 et de premier terme 
• 71' 71' • -;r I 

V2 = U.2sm4 =CQS481ll4 = 2· 
2. On en deduit que v,.. = v2qn-2 = ~~2 = - 1

-. 
2 2n- 2n-l 

P 
. Un I 

ar suite Un = -.-,,- = ---­
sm F 2n-l sin f,, · 

~ 2" 1 2 
lim 1.ln= lim F •---=-

n➔+oo n-++co sin 2'l, 71' 2n- I -;r 

Solution 1.10, 1. En remplarant, on ecri.t 

3 3 9 3 3 
· ~n+( = 1.ln+l + 6 = 4(u., - 2) + 6 = 4un + 2 = 4(un + 6) = 4vn· 

Done (v.,)n est une, suite geometrique de raison q = ~ et de premier terme 

Vo= U0 + 6 = 2. 

12 

2. On en deduit que Vn = Voqn = 2(i)n. 

Et par suite Un= 2(~t - 6 et lim Un= -6. 

3. 
4 n-H-oo 

Done lim Sn = 8. 
n➔+oo 

S' n Uo + UJ + ' · · + Un = Vo - 6 + UJ - 6 + · · · + Un - 6 

Sn - 6(n + 1) = 8(1 - (~)"+l) - 6(n + 1). 

D'ou lim 8~ = -oo. 
n-++oc 

Solution l.ll. 1. Pour tout n E lN, on pose v11 = Un -l ou l est la solution de 
l'. - l 1 t equation = 2 + 1. Alors l = 2 et v,.. = Un - 2, 'in E JN. 

2. Pour tout n E IN, v,..1-1 = Un+I - 2 = ½(un - 2) = ½vn, La suite (vn)n est 

geometrique de 1uison q = ½ et de premier terme v0 = -1. 

3. Vn = Voqn = -(½)". D'ou Un=-(½)"+ 2. 

4- lim v,, = lim - ( ! )" = 0 et Um Un = lim (v + 2) = 2. 
n➔+oo n--t+oo 2 n-4+co n➔+i::::iio n 

SI n+2 n+l o ution 1.12. J_ Un+i - Un - -- - --
en.+t EJ" 

e 2'. 2 2 1. Done (un)n est decroissante. 

2. Pour tout n E IN, u,.. > O, et 

vnTI-vn+l 
vn+T-vn 

= n(l-e)+2-e 
:S 0, car 

(✓ri+-2-v'n+T)(foTI+ v'n+I)(✓ri+T + ✓n) 
(✓n+ 2 + ✓nTT)(vn+ 1- ✓ii)(,,!n+l + ✓ti) 
v1i+l+Jn 

Jn+2+jn+T 
:::; 1. 

Done (un)n est decroissante. 

3. Pour tout n E 1N*, on a 

'Un+I 2••-1-l nl 2 
--u;:- = ~~1)!2" = n+i '.S 1. 

D'ou (un)n est decroissante. 

13 
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4. 

Un+l -Un = (-1-+ _1_ +···+-l-)-(-~+-l-+···+ ~) 
n + 2 ' n + 3 2n + 2 n +- 1 n + 2 2n 

1 1 1 
2n + 1 + 2n + 2 - n + 1 

1 = -,-----:-;-:-----,-,->0. 
2(n + 1)(2n + 1) 

D 'au ( Un )n est croissante. 

5. Considerons la fonction 

On a 

I: IR+ -+ 

X 1---t 

z+3 -Jx+2 
'( ) 2J;+2 f X = ~'--'(..c,x_+_3_),,,_2 -

JR 
✓x+2 
x+3 

-x-1 
-==---<O. 
2Jx + 2(x + 3)2 -

La fonction f est done dicroissante. D 'ou 

n < n+ 1 * /(n);:::: /(n+ 1) =>Un;:::: Un+l, 

et la suite ( Un )n est decroissante. 

Solution 1.13. 
1 1 _ k - (k - 1) _ 1 . - 1 > 1 . 1 _ 1 . 

1· k - l - k - k(k - 1) - k "k - 1 -: k k k2 

1 1 1 
D' · l t· 1 2 11 = 1 + - + - + • • • + -- apres a ques ion ., on a . "' 22 32 n2 

1 1 l 
22 :S 1 2 
1 1 1 

32 
:::; 

2 3 

1 1 1 
n2 

::; ----· 
n-1 n 

1 1 1 1 1 1 
D'ml - + - + .. • + - S 1- - et done Un S 1 + 1- - = 2- - ::S 2. 

22 32 n2 n n n 
1 1 1 1 1 1 

S. Un+l -Un= (1 + 22 + · · ·+ n2 + (n + l)2 )-(l + 22 +- · · + n2) = (n + 1)2 2: O. 

La suite (un)n est croissante et majorie par 2, done elle est convergente. 
Puisque 1 < Un < 2, alors l :S lim Un :S 2. 

- - n➔+oo 

Solution 1.14. 1. {a) Par recurrence, on a 
0 :S uo < 4. 
Supposons que O ::S Un < 4, 
alors O :S 4 :S 3un + 4 < 16, et done O :S Un+1 < 4. 
D'oiJ, 0 Su,.< 4, Vn E JN. 
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{b) 

3u,, + 4 - u! (4 - Un)(l + Un) 
Un+l - Un = ✓3un + 4 - Un = ~ = ~ > O. 

u,.+ +un 3un+4+Un 

Done ( un)n est strictement croissante. 

{c) La suite (un)n est croissante et majorie, done elle cnnverye vers un cer­
tain l E JR. La I onction :z; H v3x + 4 it ant continue sur 80n domaine 
de definition, on en diduit que l = ✓31 + 4. D'ou 12 - 31 - 4 = 0, soit 
(l-4)(1+1) = 0. Donel= 4 au l = -1. Mai.3 l = ✓3l + 4 2: 0, done l = 4. 

2. (a) 

12 - 3un 3 
4-Un+i=4-J3un+4= 

4 
~= ~(4-un), 

+ Un+4 4+ u,.+4 

Or 
3 l 

Un 2: 0 =?- 4 + ✓3un + 4 2 6 ~ 
4 

+ ~ :S 2. 

D'ou 4 - Un+l :S ~( 4 - Un)­

(IJ) Pui3que 

1 
4-U,. $ 2(4-Un-l) 

1 
4-Un-l $ 2(4-ttn-2) 

4- Ut 
1 

< 2(4-uo) 

alors 4-u,. :S ( ! r'( 4-uo), et done O $ 4-un :S (-
2
1 f'. Or lim (-

2
1 )n = O, 

2 n-++oo 
done lim Un = 4. 

n-++~ 

n2 
{c) 0 s; tin S 

2
,... Or 

n 2 ln(n) 
ln(-) = 2 l,µ(n) - nln(2) ""'n(2- - ln(2)). 

2n n I 

n2 2 
Done lim In( -

2 
) = -oo. D 'oti. lim ~ 

n-++oo n n--++oo2n 
conclut que' l\m Vn ""0. 

n-++oo 

Solution 1.15. 
\;fn EIN. 

1. uo;:::: 0 et \;fn E JN, U.-.+1 = ✓2+ ½u~? 0. Done Un? 0
1 

Supposons que uo S 2 et montrons que Un S: 2, \;fn E IN. Si Un S 2, alors 
1 2 

2+ 2u,. S 41 

et done Un+1 = ✓2 + ½u~ $ J4 :S 2. 

15 



D'ou Un 5 2, 'r;fn E IN. 
MontroM que (un)n est croissante. On a: 

1Ln+l - Un= ✓2 + ~~':, - Un= 2 - ¥- = (2 - u,.)(2 + Un) ;?: 0. 
2 J2 + ½ua + Un 2( J2 + ½ua + u,,.) 

{ceci pv.isque O _$ Un :S: 2). 
La suite ( un)n est croissante et majoree, done elle est converyente. 

Posons l = lim 'Un, alors l = ~- D'ou r._ = 2, cad l = ±2. n-t+oo V "'T :i'- 2 

Or l = J2 + ½12 ~ O, done l = 2. 

2. On suppose que uo > 2. Si Un > 2, alors 2 + ½u! > 4 et done u..+1 > 2. D'oit 
u,, > 2, 'efn E IN. 

(2 - u,,)(2 + Un) 
D'apres la question 1.,·on a 'Un+t -u,, = ~ < 0, done 

2( y 2 + ½u~ + Un) 

(un)n est decroissante et minoree par 2, d'ou elle est convergente. Posons 

l = Jim u,., alars l est solution de l = J2 + ½F. Done I = 2. 
n-++oo 

Solution 1.16. 1. 

1 1 1 1 1 1 
Un+l - U,,. = (l + 2 + .. • + n + n + 1) - (l + 2 + ... + n) = n + 1 > O. 

Done (u,..).,. est croissante. 

2. 
1 l 1 1 1 1 

(l + 2 + ... + n + n + 1 + ... + 2n) - (l + 2 + · .. + :;:;) 

1 1 1 --+--+ .. ·+-
n + 1 n+ 2 2n 
1 1 1 -+-+· .. +-
2n 2n 2n 
n 
2n 
l 
2· 

3. La suite (nn)n est croissante, done soit elle converge, soit elle tend vers +oo. 
Si lim 'I.Ln = l E Ill, alors Jim u2n = l et, en passant a la limite dans 

n➔+oo n➔+oo 

l 'inegalite 
1 1 

U2n -Un ;::: -
2

, on aura O = l-l ? -
2

, ce qui est absurde. Done lim u,., = +oo. 
n-t+oo 

Solution 1.17. 1. La suite (u,..)n est positive d termes non nuls et s'ecrit comme 
produit. Il vaut mieux etudier le rapport ~ - En eff et 

Un+t (2n + 2)! 22"(n1)2 

Un 22n+2((n + 1)!)2 · ~ 

= {2n+2)(2n+l)(2n)!. ~. (n!)2 

(2n)! 22.22n (n + 1)2(n!)2 

= (2n + 2)(2n + 1) = 2n + 1 < 1. 
4(n+l)2 2n+2-

16 

., Done (un)n est decrofasante et puisqu'elle est minoree par 0, alors elle est 
convergente. 

2. La suite (u.,,),. s'ecrit comme somme, on €t-udie alo-rs la difference u,..+1 - Un. 

En effet 
1 

v,,+1 - u = ----- 2 0, done (nn)n est eroissante. De plus , . n (n + 1)2n+l 

'\ l » ... 1 1 1-(¾"l" I 
Un = ,, - < ) - = - · • 1 = 1 - (-)n < 1. 

L, k2k - ~ 2k 2 1 - 1 2 -
lc=l k=l 2 

La suite (u,.)n est majore.e par 1, done elle est convergcnte. 

1 
:':I. Par r·ecurrence, on a: no> 0 et si Un> 0, alors 'ttn+I =Un+ - > 0. 

Un 

Done 14, > U, Vn E JN. D'ou ltn+l - u,.,_ = _!_.. > 0 et la .mite (un)n est 
. 1:1.-n 

croi.qsa:n.te Supposons que (11.n)n est m.ajore.e, o/or-,s ellc converye vers un reel l 

qui vfrijie l = l + ~l- , ce qui est absur·de. Done Ji;n u,,_ = +oo. 
n-t-+oo 

4. Etudions la difference 'tn+J - u,, = 2 + Fn - u,, = (2 - y'Un)(l + y'Un). 

1 er cas : Uo ;:;: 4. Par recurrence : si Un ~ 4, [],/ors Un+l = 2 + y'Un? 4. 
Done Un 2'. 4, Vn E 1N et u,-,+1 -- Un :'.S 0. 
La suil.e (Un)n. est [J,/01·s decroi.qsante et m.inoree par 4, done elle est conver­
gente. 
Notons l = lim Un. Alors l = 2 + v1 et pai· mite ( ✓l - 2)( vi+ 1) = O. 

n--t+oo 
D'ou l = 4. 

2•me cas : Uo < 4 . 
On montre de la me.me manier-e que u,, ~ 4, 'efn E JN, que (un)n est crois­
sante 
et que lim Un = 4. 

, n➔+oo 

5. Considerons la .f onction 

.f: !O, 1] -t IO, 1] 
x >--+ ln(l + :i:). 

Puisque f'(x) = -
1 

1 
> 0. alors J est croissante et on en deduif; quc lei suite 

+x 
(u,.)n est monotone. Posons 

• g : [O, l; -) lR 
x >--i- ln(l-+ x) - 1;. 

On a g'(x) = 
1
-x ::; 0. Done q est decroiasante et comme g(O) = 0 alors +x . . .. 

g(x) :'.S 0, Vx E [O, I]. Par suite ln(l+x) s; x, Vx E JO, I]. D'oitu1 = ln(l+v.o) s; 
1to et la suite (un)n est done decroissante, De plu8 et par recurrence, on a 
Uo:?. 0 et si Un;:;: 0, alors u,-,+1 = ln(l + Un) 2:: 0 et done ·un 2:: 0, 'efn E lN. 
La suite ( u.,)n est ainsi decroissante et minoree pa.r 0, done elle est convergente. 

Solution 1.18. 1 
1 1 -n 

.• Un+J-Un= (n+l)!-n!=-(n+l)! ::;o, 
done ( u,, )n est der;roissante. 
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n + 1 n 1 
• On a Vn+l - Vn = _n_+_2 - _n_+_l = (n + l)(n + 2) 2: 0, 

done ( vn)n est croissante. 

• En plus lim (un - vn) = lim (1 + _!_I - __!!__l.) = 0. 
n➔+oo n->+oo n. n + 

Par su-ite (-un)n et (vn)n sont a,djacentes. 

1 
2. • Un+! - Un= (n+ l)2 2: 0, 

done (un)n e8t croissante. 
1 1 1 -1 

• Vn+l - Vn = (n + 1)2 + n + 1 - n = n(n + 1)2 :'.S: O, 

done (vn)n est decroissante. 

• En plus on a lim (vn - Un)= lim ~ = 0. 
n-++oc n-++oon 

Par suite (un)n et (vn)n sont adjacentes. 
1 

3. • Un+! -Un= (n+ l)! 2: 0, 

done ( un)n est croissante. 
1 1 l -1 

• Vn+J - v,. = (n + 1)! + (n + 1).(n + J.)! - n.n! = n(n + l)(n + 1)[ SO, 
done ( vn)n est decroissante. 

1 
• En plus on a Jim (vn - Un)= lim --

1 
= 0. 

n➔+oo- n➔+oon.n. 

Par suite, ( Un)n et ( Vn)n sont adjacentes. 
1 n 

4. • Un+l - Un= -- + ln(--
1 

). 
n+I n+ 

Considtrnns la fonction : 

/: !l, +oo[ JR 

X 
1 X 

--+ln(--). 
x+l x+l 

f'(x) = 1 
2 > 0 done f est croissante s·ur l'intervalle [l, +oo[. 

x(x + 1) 
Et puisque lim f(x) = 0, on ded-uit alors que f(x) 5'. 0, Vx E [l, +oo{. 

~➔+oo 

D'oit un+l - Un SO et la suite (u,.,),, est decroissante. 
1 71 

• Vn+l - Vn = - + ln(--
1

). 
n n+ 

Considerons la f onction : 

g: [1, +oo! ---t IR 

X ~ 
1 X 
-+In(--). 
X Xt- 1 

On a g'(x) = -I < 0 et lim g(x) = 0. On en deduit que g(x) 2: 
x2 (x + 1) x➔+oo 

Vx E [1, +oo[. 
D'oit Vn+i - Vn 2: 0 et la suite (vn)n est croissante. 

1 
• En plus on a Jim (un - Vn) = lim - ""0. 

n➔+oo n-++oo n 
On conclut que les suites (un)n et (vn)n sont adjac.entes 
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Solution 1.19. 1. On a 

~ + Vn Un + Vn Vn - Un Wn 
Wn+l = Vn+I - Un.Ll = -~-- - --- = --- = -

' 2 2 4 4 
Done (wn)n est geometrique, et'rln E lN, w., = (!)1'w0 = (!)n 
D'oft lim Wn = 0. 

n➔+oo 

4 4 . 

. 1 
2. Puzsque Vn - Un= (4)1' 2: 0, alors Vn ~ Un, Vn E IN. On a 

Un+v.,, Vn-U,, 
Un+l - Un "°' --- - Un = --- > 0 

2 2 - ' 

done (un)n est croissante. Et 

un: t·on + Vn 'Un - Vn 
Vn+1-Vn= -

2 
-v,,=--

4
-- :S:;0, 

I 
done (v ... ),, est decroissante. Enfin, lim (vn -un): = lim ( !)1' = 0. 

n➔+oo n➔+oo 4 
On conclut que (u11),. et (vn)n sont adjacentes. 
Puisque (un)n et (vn)n sont adjacentes, alors elles sont convergentes et conver­
gent vers la m~me limite. 

8. (a) Pour tout n E IN, on a 

Un+l + 2vn+l .. .,+,,n + 2 =4:"":+vh 
8 - ----=--- - 2 2 n+I - 3 - 3 

D'ou (sn)n est uns suite constante. 

(b) Notons l = Jim u,., = Jim v,.. 
n-++oo n-+ +oo 

11 Un + 2vn 11 
On a Sn = so = - , done --=-- = -

3 3 3 

Un+ 2Vn 
--

3
--=8n· 

P . l 1. ·t b . l + 21 11 11 ar passage a a zmi e, on o tzent -
3
- = 

3
, soit l = 

3 
. 

Solution 1.20. 1. Par recurrence on a : 
D < uo < iio. Supposons que O < u,, < Vn, • . . 

Al Un+ Vn Un+ Vn Vn + Vn · · ' 
ors Un+! = --- > 0 et 'Un+1 = --- < --·- = 11 
' . 2 r.:----::::-- 2 2 n· 

D OU Vn+l = ✓'ttn+i Vn > \/Un+J Un+1 "" Un+l, 

.. 
On en deduit que O < Un < Vn, Vn E IN. 

f2 O Un+1Jn Un+u,; 
· n a Un+1 = --2- > --2-- = u,., d'oit (Un)n est croissante. 

Et Vn+1 = Jun+1Vn < ✓vnvn ""v,., d'oit. (iln)n est decroissante. 
3. Pour tout n E lN 
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4. On a 
1 

0 < 11n - Un :5 2(11,._1 - u,.._i) 

1 
0 < Vn-1 ·- Un-I $ 2(Vn-2 'Un-2) 

Dane O :::,; Vn - Un :$ ( ! t(va - Uo)- D'ou lim (v,. 1i,i) = 0 et par s1,ite 
2 n-.+c:o 

(u.,,),., et (vn)n sont adjacentes. 

Solution 1.21. Si a ,I, 0, 0,lors 

lim Uzn = lim -
2 

1 
'"'0 et Jim 'IL2n+I = Jim --

1
-- = ! 

n--++oo n-++oo n + a . n-+oo t<➔+oo + a a 

D(J'rl,c (u,.)11 diverge (car si elle avait une limite, celle-ci 11eroit unique). 
Si a= 0, alors Jim u2,i+1 = +oo. Done Va E JR, la suite (u,.),. dfoerye. 

n➔+oo 

Solution 1.22. Posons Jim u2n = li, lim u2-n+1 = h et Jim Uan la et consi-
n➔+oo n➔+i::,o n.➔+co 

derons les deux suites (u6n)n et (utin+11)n-
La suite (U6n)n est une suite e:i:traite de ('1.'2n)n : 
U6n ; Uo, U6, 'U12, • .. et U2n : Ua, U2, U4, U5,_;. • ' .. • 

et aussi e:i::traite de la suite ( ua,,.)n : 
Uon : Uo, t15, u12, · · · et t13,.. : u.,, u3, UB, u12, · · · , · · · 
done lim UBn = lim U2n = lim U3n, D'o1) l1 = l3. 

n➔+oo n➔+oo n➔+~ 

De m~me, la suste (u11,.+a)n est extmite de (ua,.)n et de (u2n+1)n, 
done lim 'tllln+3 = lim U3,. = lim U2n+1· D'ou l2"" lg. 

n➔+oo n➔+oo n-t+oo 
On en deduit que Um 1.12,. = lim u2n+1 et on C1Jnclut qtte la suite (u,..)n est comJer• 

n--++oo n--++oo 
gente. 

20 

1.4 Exercices supplementaires 

Exerciee 1.23, Calculer les limites des suites suivcmtes : 

1.un"" 5n+3 
2n2 + n + 1 

sin(n"+?r) 
2. u,,"" 2 ·3 

n2 +cosn 
3· u,.. "" 2n2 + sin n 

7. u,. = (~ sinn.)" 

n + 
2n+2 - 3" 

5. Un= 2" + 4.3n 

cosn 
8. Un= Em) 

6. Un= n ;
2 
(;~)n 

9. u,."" 

1.24. Determiner les limites des suites suiuantes : 

1 2n , 1 ) 
3.Un= cost C7T. 

n vn+k 

1 
Exer9ice 1.25, 1. Verifier q1ie (1 + r::-Y' :;:::_ 1 + ../n, Vn E JN*. 

\m 

2. Qu 'en deduit-on? 

n 

1.26. On pose Un = 

1. Verifier que v'k + 1 - .Jf 

1 
2. En deduire que -v'k+1 - ,/k :5 pour tout k E JN'. 

3. Verifier qtLe ✓n + 1 - 1 $ 1¾ pour tout n. 

4. Donner lim Un, 
n➔+oo 

1.2r. Soit ( tl,n)n une suite arithmetique tel le que U5 = 4 et Ur = 9. Calculer 
le premier terme et la raison de cette ,,uite. 

1.28, Soit la suite (u11 ),, 
2un On par uo = I ct Un+ 1 = ·-----. pose 

2 + 3tLn 
1 v,,,= 'in E 1N. » 

Un 

1. Montrer que (vn),., est ime suite arithmeiique. 

2. En deduire ·une ea;pres8ion de Un en fonction de n. 

Exerdce 1.29. Soit (un)n la suite definie par Un+i 

Vn = ln(u,..). 

VA ;/; Vn 1. ,;;1'1.Jter que 1;n+1 = - . 
p 

2. En deduire le terme general de (it,..)n, 

Exercice 1.30. On considere la suite (u,i),.. 
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1. Definir- la suite auxiliaire (vn)n associee a (un)n. 

2. Montrer que (vn)n est une suite geometrique. 

3. Exprimer Vn puis u,,_ en /onction den. 

4. En deduire lim Vn et lim u,,.. 
n-++oo n------Jo+o:i 

Exercice 1.31. Etudier la monotonie des suites sui11antes : 

1. Un= 2n + (-1)" 

1 

2n 
2.un = -­

n+l 

n l 
3. Un = II (1 -

2
k + 

1 
), n E IN* 

k=l 

4. Un= n + en 

Exercice 1.32. On considere la suite (un)n definie par uo = 0 et Un+i = ,/u.,. + 2. 

1. Demontrer que pour tout n E IN, 0 $ ·un S 2. 

2. Montrer que la suite (un)n est croissante. Que peut-on ded-uire? 

Un-2 
3. (a) Montrer que Un+i - 2 = v'Un+2 ?. 

Un +~ 
1 

(b} En deduire que, pour tout n E lN, lun+I - 2[ S 2iun - 21, 
1 

puis que, lun - 2[ $ 
2
,,_1 • 

(c) Que peut-on dedwire? 

Exercice 1.33. Soit (Un)n;?:O la suite de.finie par uo = 1 et la relation 
Un+l = ~ valable pour tout n E 1N. 

1. Montrer que si (un)n converge, alors sa limite est egale a 3. 

2. Pour tout n E IN, on pose Vn = Un -- 3. 

1 
(a) Montrer que pour tout entier n, [vn,+1[ S 3[v,,.j. 

1 
(b) En deduire que pour tout entier n, lvnl :S 2( 3t. 

8. Derfoire de la question precedente que la suite (un)n converge vers 3. 

. n 1 
Exercice 1.34. Bait (Un)n la suite de terme general Un= L IT.' 

k=l vk 
n . 

1. Montrer que U2n - Un ?: ffn' Vn E lN* • 

2. En deduire la limite de ( Un) ... 

Exercice l.35. Do.ns chacun des cas siiivant, montrer que la suite (un)n est crois­
sante et majoree par le reel M, puis determiner sa limite : 

1. Un+! = ✓6 + Un, Uo = 0, M-= 3 

2n+Un 
3. Un+l = ---, uo = 1, M = 2 

n+un 
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4un-3 ,
1 

__ 
3 2. 'Un+! = ----, UQ = 2, i, 

U-n 

Exercice 1.36. Dans chacun des cas suivant, montrer que la suite (un)n est decrois­
sante et minoree par le reel m, puis determiner sa limite : 

Un 
l. Un+l = ---

2
, Uo = 1, m = 0 

u,., + 
1 1 

3. Un+!= -(Un+-), Uo > 1, m = 1 
2 u,,. 

u~ +3 
~- Un+l = 2(un + l), Uo > 1, m = 1 

Exercice 1.37. On considere les suites (un)n et (vn)r, definies par: 

{ 

UQ = 2, Vo = 1, 

Un+ 2vn 
Un+l = 

3 
Un+ 3vn 

et Vn+l = ----
4 

Vn;?: O. 

1. On pose w,. = v,,, - Un, '<In E lN. Montrer que (w
1
,),. est geametrique et deter­

miner sa limite. 

2. Montrer que (Un)n et (vn)n sont adjacentes. 

3. En posant tn = 3un + Bvn, deduire la limite commune de (un) et (v,..). 

Exercice 1.38. Soient a et b dew: reels tels que O < a < b. On deft.nit deux suites 
( u,.),,, et ( Vn)n par : 

{ 

uo = a, v0 = b, 

2UnVn 
Un+l =--- et 

Un +vn 
Un+ Vn 

Vn+I = --2--, Vn 2 0. 

I 
1. Montrer que Vn 2:: 0, 0 < u,, < Vn, 

1 

2. Montrer que la suite (u,.),. est croissante et la suite (vn)n est decroissante. 

3. Demontrer que Vn 2:: 0, v,..+i - U...+1 :s; i(vn - Un)-

4- Deduire que les deux suites convergent vers la mBme limite. 

5. On note l = Iim Un = lim Vn, 
n-t+oo n-t+(X) 

(a) Montrer que la suite (unvn)n est constante et expliciter la constante. 

(b) En deduir-e la valeur de l. 
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1.5 Indications sur les exercices supplementaires 

Sol!.!Y.Q!L 1.23. 1. En f aisant une simplifiootion par n ? verifier que 
- l' 5n+3 O 

n-!~oo2n2 +n+ 1 = ' 
\sin(n"+1r)I 1 

2. Utiliser la maj<>ration O s; lu.,.l = n 2 + 3 ::; n2 + 3' 

montrer que Um Un= 0. 
n➔+oo 

3. Simplifier par n2 pour ecrire 
n2 +ooan 1 + 7 
2n2 +ainn = 2-t~' 

cosn 1 sinn l r 1 0 utiliser les majorations O :S 1-2-1:; 2 , etO :SI ~.2 I :S et n-!T00n2 ' n n ,. 
n2 +cosn 1 

pour deduire que lim 2 2 + • ~ · 
n➔+oo n Slll n .t, 

4. Ecrire que 5" -c 4n = 5n(1 - ({)") puis deduire ,}~:;:1
00

5" - 4n sachant que 

lim (i)" = O. 
n➔+oo 5 

. z..+2 _ 3n . 4~)" - 1 
5. Simplifier par 3"' pour ecrire que .,.!;lf00 2n + 4.3" ""'n.!!Too (i)" + 4 · 

<-n~ 
. . n + (-1)" . 1 + :'-;:;'--

,11 ,,_ 1 --"'---'- lim ---+-- puis deduire 
6. Simpli;,er par n pour """re ,...!1;1

00 
n2 + 1 = n➔+oo n + ~ 

1' n+ (-1)" 
,,...!foo n2 + 1 

1 
1. Verifier que OS lunl < 3,. · 

1 
8. Passer par j cos nj ::;; 1 et E( i) > ~ - 1, pour avoir O 5 \u,.I < 

9 ,:,c ... re ,,.,en¼ = e¼ ln(n). Sachant que lim ~ = 0, donner lim n¼ • 
• l.:'.1 ., c. '1.... n-++oo n n➔+oo 

1. Verifier les implications : 

n li GaLculel' lim ✓ 4 et m 
n➔+oo n + n n➔+= 

n 

2. Gomme precedemment verifier que : 

n n n2 
k<n= 'I.;"',--> .Jii2+n' 

- L., Jn2 + k - n + n 
k=l 

En dedui.-re ertlluite fun Un. 
: n-->+<» 
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3. Ve.rifler que : 

1 l< ___ k< __ .2n =:, O<--< . -y3n-
1 

<~--<1 -- ✓n+ 1 -

Passer par la decroissance de la Jonction cosinus su:r [O, lj 
Faire la somme de 1 a 2n pour deduire que 
2ncos(A+t) $ I:~:1 cos(~):$ 2ncos(~) 
Donner ensuite lim u,.,. 

n···>+oo 

.4. Verifier que 

n '!.. 1 n 
l<k<n ~ -<'-~---<----. 

- - 2n2 - L., n2 + k2 - n2 + l 
k=l 

n 

Puis donner- lim '\' 
n➔+cc,.L-, 

k~l 

5. Verifier que .-

1 

Passer a la somme de O an ((n + 1)- termes). 

1 
:S n 

. n+l n+l 
Sachant que lim ---:---;;; = 1, donner lim Un . 

n--.++con + y n n tt-t+oo 

Solution 1.25. 1. Soit a;; 0. Verifier d'abord par recurrence que 
(1 + a)" ~ 1 + na. 
Choi.sir le a cormenable pour avoir le risultat c.hercM. 

2. Deduire emuite lim ( l + ~ )". 
n➔+co vn 

Solution 1.26. 1. Faire le produit ( vk + 1 - \/k)(✓k + 1 + \/k). 
2. Verifier que ~---;;: ;S; 

3. Pa8ser a la somme de k I a k = n pour avofr 

4. Puis donner lim ~-
11-t+(X) 

Solution 1.27. f:Jachant que u,, u0 + nr, \:/n E JN, ecrire lea deux equa.tions obte­
nues pour U5 et U7 et en deduire r et u 0 • 

Solution 1.28. 1. Verifier que 11,-,.p - 11,., est une comtante independante den 
et done ( v,.),. est une suite ari.thmetique. 
En deduir-e v 0 en fonction den. 

2. Donner ensuite 1t.,, en fonctian de n. 

Solution 1.29. 1. Exprimer Vn+I en fonction de v,.. 
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2. En deduire que (vn)n est tme suite geometrique et donner son terme general, 
pnis c,efoi de (u,,,),.,. 

Solg,tion 1.30. 1. Poser v,, '= Un - I et verifier que v,-,H = ½vn + (¼ - ½0-
Choisir I tel que Vn+ 1 ½vn. 

2. Deduire que la l!Uite (v.,),.. est geomttrique. 

3. E:rpr·imer v.,, puis u,,,. 

4. En dtduire lim Vn et lim u,... 
n➔+oo n-➔+oo 

Solution 1.31. 1. Verifier que u,,.,.1 u,. ?: 0. 
n2" 

2. Verifier que Un+1 Un . > 0 (o·u que '.'!.?l.il?: 1). 
(n+ 2)(n+ lJ - "'"-

3. Remar-quer que (1- ·2k~l) = 
• . Un+l 1 1 t d 'd . Verifier que -- = e e uire que 

Un 2n + 3 u,, 

4. Calculer Un+r Un et voir son signe. 

Solution 1.32. 1. Montrer par recurrence qv.e O :Su,, :S 2. 

2. Verifier que 'Un+l - Un= (
2~:,::i. et utiliser la question pn5cedente pour 

deduire la monotonie de Un et sa convergence. 

3. (a) Ecriro que u,.+1 - 2 = ✓'Un + 2 - 2 et multipl-ier par l'exvre.ssion c.onjugue 

v'Un +2+ 2. 

(b) En utilisant v'Un + 2 + 2 2: 2, verifier {]'lie lnn-1-1 - 21 $ 
1 

et que par recurrence !Un - 21 ::; 
(c) Pmiaer a la limite 81lr n pour d6duire lim Un. 

-n-¼+oo 

ci-1 .. +;on 1 33. 1. Remarquer que si lim u,,, = l alors liro u..:+1 = l. 
~- • n➔+~ n➔+~ 

En passant a la limite sur n des de= cotes en ded-u.ire que 
I lim t1-n+1 = Um ~ = v'12'=1. 

n➔+oo n➔+oo 

Deduire l sach.ant que l ~ 0. 
R (a) Ecrire rpi.e \i1n+ll = IJ12 - u,,_ ~ 31 et multiplier par l'expressian conjugue. 

J12 -u~ +3. 
M . t3-u.,I ~ a1orer ,7 2 _"" .,..3 par 3 • 

(b) Verifier par recurrence que Jvnl 5 2(~)n. 

3. En deduire lim lvnl et eruuite lim 'Un-
n➔+~ n➔+oo 

SQlytion 1.34. I. Ca!culer 1L2n Un et passer par l'inegalite 
~ ? pour tout k tel que n + 1 $ k ,::; 2n. 

n /n 
Deduire en passant a la /JDmme que u2n - Un ? v'2n ✓2 , 

f>,. En sv.pposant que (u11.)n converge vers une limite finie l deduire une absu:rdite 

' l'''l't' >,Iii. en passant ii. la limite sur mega i e u2n - u,.. _ ./2 • 
En veri;;:ant que la suite (un)n est croissante deduire que lun Un= +oo. 

~• n➔+co 
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Sglution 1.35. 1. • Mantrer par recurrence que O :Su,,.$ 3, ':/n E JN • 
• , (3 u,,)(2 + Un) 

• Verifier que u,.+l - Un"" v'fi +Un+ Un 

et que la suite (-un)n est croissante et majoree. 
• Poser l ""' lim u,, et donner l'equation verifiee par l, puis calculer I. 

n➔+oo 

2. • Montrer que 2 $ u,. 5 3, vn E IN. 
• Verifier que Ur,+1 - Un ~ 0. 
• Deduire que la, suite ( u.., ),. est converyente et calc'Uler l = fun ?Jon. 

n➔+oo 

fJ. • Montrer que l :$Un< 2, 'r:/n E JN. 

3 
• Verifier que O < 2 - Un+1 $ - et dedui.re lim u,,,. 

n n➔+oo 

Solution 1.36. 1. • Verifier que Un> O, 'r:/n E JN. 
• Montrer que u,,,+1 Un < 0 et en deduire que (ttn)n est converyente. 
• Poser Um u,, = l et resoudre /'equation verifiee par I. 

n->+oo 

2. • Verifier que u,.. > 1, '<tn E JN. 
• M ontrer que 

'Un+i - Un :$ 0 et en deduire que ( u,,,),.. est convergente. 
• Poser !im u,, = l et resoudre I 'equation verifiee par l. 

n➔+oo 

3. • Verifier que ·u.,,, ~ 1, Vn E JN. 
• Montrer que un+l - Un < 0 et deduire que (u,.)u est convergente. 
• Poser lim u., = l et risoudre !'equation verifiee par l. 

n-4,t-o:, 

Solyjion 1.37. 1, Exprimer w,,+1 en fonction de Un et 'lln, puis en fonction de 
w,... 
Donner Wn en fonction de sa raison et trouvBT' lim w,... 

n-t+oo 

2. En utilisant le signe de w,,_, donner ce!ui de Un+i - u,. et de v,.+I - v,., puis 
condu.re. 

3. Exprimer tn+I en fonction de tn pour voir que (t,.)n est constante. 
Poser l = lim u,, = Jim v,.. et 1itiliser la limite de ( t,,),, poiir determiner l. 

n-?+oo n--++oo 
I 

Solution l.SS. 1. Montrer par recurrence que O < u.,. .< vn., 1:/n E IN. 

2. En utilisant le resultat precedent verifier que 
'Un+l - u,. > 0 et que Vn+l ·~Un< 0 (utiliser v..,, -u.,. > 0, '11.n > 0 et v,. > OJ. 

3. Exprimer Vn+1 - t.n+1 en fonction v,,_ - Un pu:i.s majorer · 
sachant que v,, Un < Vn + Un. ' 

1 . 
• ,I. Montrer que O :S: v., -u,., :S 

2
n (vo -ua) et en deduire que les deux suites (u.,),.. 

et (v.,),,. sont done adjacentes. 

5. (a) Mantrer que Un.Un = u0 v0 "" ab, "l'n E 1N. 

(b) Posed= lim Un= Jim Vn. et utili.ser la limite de (t,.),., = (u.,,_v,.)n pour 
n-..+oo t,➔+oo 

determiner l. 
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Chapitre 2 

Limite, continuite d'une 
f onction sur 1fl 

2.1 Rappels de cours 

Dans tout ce resume : 
fest une fonction reelle de variable reelle definie sur un intervalle I (I peut avoir des 
bornes infinies), et soit a un element de Jou une extremite de J. 

Linute en un point 

Definit!QY 2. 1. : 
1) f admet b E JR pour limite en a , {-oo, +oo} lorsque 

Ve> 0, 3o > 0, Vx EI, (0 < Ix - al< o => !/(x)- bl< e). 

2) On se place dans le cas ou I a +oo ou -oo pour extremite. 
a•/ admet b E JR pour limite en +oo {resp. en -oo) lorsque 

Ve> O, 3A E JR, Vx EI, (x >A=> lf(x) bl< c:) (fm + oo). 
Ve> 0, 3A ER, Vx E J, (x <A=> lf(x) - bl< e) (en ·- oo). 

b· f admet +oo pour lim.ite en a lorsque 

VB ER~ 3a > 0, Vx'E I, (0 < Ix - al <a=> f(x) > B) (a ER). 
VB E JR, 3A E JR, Vx EI, (x >A=> f(x) > B) (a est + oo). 
't/B E IR, 3A E JR., Vx EI, (x <A=> f(x) > B) (a est - oo). 

c• f admet -oo pour limite en a lornque 

VB E JR, 3a: > 0, Vx EI, (0 < J:e - aJ < u => f(x) < B) (a E JR). 
VB E JR, 3A E JR, '<Ix E J,(x >A=> f(x) < B) (a est +oo). 
VB E JR., 3A ER, Vx E J, (x <A=> f(x) < B) (a est - oo). 
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Proprietes 4. et notation : 

- Si J admet une !imite reel!e en a, a.tors f est bomee au voisinage de a. , 
- Si J admet b et b' pour limites ·reel/es en a (a ·r'<!el, +oo ou -oo), alors b = b 

(la limite lorsqv,'elle existe e8t unique). 
- Lorsque f admet une limite b en a on ecrit b lim f ou b = lim J(x). a ;Z-,a, 

Continuite 

Definition 2.2. On dit que f e/Jt continue en a ;ii f(a) = ;i~ J(x). 

G'est d dire 

ve > o, 3a > 0, 'efx EI, (Ix al < "=4> lf(x) - f(a)I < s) 

Caractllrisation a l'aide des suites 

Proprietes 5. J admet b pour limite en a (reel, +oo ou -•oo) 8i et seulement si, pour 
toute suite (:i::n)n d'elements de I - {a}, 

on a /'implication ( lim Xn =a=:> lim f(xn) = b) · 
n.-++c::c n4+oo 

Qorollaire 2.1. Si (x,,,),. est ime suite d'elements de T admettant une limite l E J 
et si J est continue en I, aloni la suite (f(;i:,.))n corwerge vers f(l). 

Remarque 2.1. Pour montrer que · f n'a pas de !imUe ( ou non contimie) en a, il 
s·uffit de donner !'exemple de deux suites (x,.),. et (y,,,),, verifiant Vn Xn fa et Yn-# a 

et telles que . . . 1 • 
lim x = a et Jim y,. = a mais hm f(xn) i Jim _!(y,.) ( ou .!l~ f(x,,,) f 

t"i➔+oo n n➔+oo n---t+oo n--++o:::: n 
f(a) pour la non continuite). 

Limite ou continuite ii gauche 9u a droite 

Deftnition 2.3. Pour a E JR., on dit que f admet b (fini ou infini} comme limite d 

droite en a lorsque 

\;/i:; > O, 3a > 0, Vx E J, (0 < x a< a=> \f(x) - bl< c) 
VB> O, 3a > 0, V;v E J, (0 < x - a< a=> f(x) > B) 
VB> O, 3o, > 0, Vx E J, (0 < x - a< o: => J(x) < B) 

b E IR. 
(best +co). 
(best - cc). 

On definit de mt!me ta limite a gauche en remplar;ant partout l 'inegaliU O < x - a < o: 

par l'inegalite O < a - x < o. , . , . . 
f est dite continue a droite (reap. a gauche) lorsque la lnmte a droite (resp. a gauche) 

est €gale a f(a). 
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Proprietes 6. et notations : 

- Lorsqu 'elie existe, la limite a droite (resp. a gauche) de f en a est notee lim f 
a.+ 

OU lim f(x) OU J(a+) (resp, limf OU Jim f(x) OU J(a-)). :>~ ti- ~~~ ~ 
f a pour limite b en a si et seulement st letl limites a droite et a gauche en a 
sont egales a b. 

- f est continue en a si et seulement si les limites a droite et a gauche en a sont 
ega!es a j(a). 

Tableau resuroant les resultats sur lea limites infinies : 

limf limg Jim(!+ g) lim(f g) lim; lim! 
+oo +oo +oo +oo 0 ? 
~oo -oo -oo +oo 0 7 
+oo •·-00 ? -oo 0 ? 
-00 +oo ? -oo 0 ? 

0 ±oo . ±oo ? 0 0 
±oo 0 ±oo 7 ? ? 

Propriiltes 7. : 
Soit I =]a, b[ un intervalle de R et :x0 E {a, b] et soient J, g, h et u des fonetions 
definies sur I - {x,,} = i : 

{ 
'<Ix E J, lf(x) --11 :$ u(x) · _ 

- et u.·m u(x) = o ==> hm J(x) = 1 
a: ➔z◊ x➔.xo 

Si lim f (x) ""' l ,:f:. 0, a.lors il existe e > 0 tel que : 
z-t~o 

'<Ix EI et O < Ix·- x.,I < e =;, f(x} x l > 0 
(f(x) et l ont meme signe), 

{ 
Vx E j, f(x) S g(x) 
lim f(x) = l et lim g(x) = k ==> l S k 

X4X-, X-t.Zo 

{ 
'vx El h(x) :5 f (x) :5 g(x) . 
lim h(x)::: lim g(x) l. =:zj, ,.,~L f(x) =< l 
z➔xu ·x➔xa ,_ 

Ces prnprie.U.s restent vraies m~me si x0 est infini (a= -oo ou b = +oo). 
Et s'appliquent aussi dans le eas de limite a dmi.te ou de limite.a gauche. 

Si f est continue sur I et g continue stir J avec J(l) C J, a,lors go f est 
continue su:r I. 

L'image d'un intervalle par une fonction continue 

Proposition 2.1. : 
Si f est continue sur l'intervalle [a, bl, alors f ([a, bl} = Im, M) 
avec m = inf f(x) et M = sup f(x). 

>c€('1,bj xE[<>,b} 
En particulier : 
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Si f est continue: et croissante awr11 m"" J(a), M = J(b) et J([a, bl) = !J(a), f(b)J. 
Si f est continue et decroissante alora m f(b), M = f(a) et J(!a, bl)= [J(h), f (a)]. 

Th~rl'!ime 2,1. : · 
Si Jest continue sur !'intervalle [a,b] et ,Bun reel compris ,mtre f(a) et f(b), alors 
i.l existe au moins c E [a, b] tel que f(c) = fl. 
A utrement dit : 
Si J est continue sur Vintervalle [a, b) et f(a) x f(b) < 0, alr.rrs l'eq11,ation f(x) "" 0 
admet au moins une solutior,, c E]a, b[. 
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2.2 Enonces des exercices 

Exercice 2.1. : 
1 J Pred.ser quelles sont !es applications f definies $UT' R telles que 
'v(x,y)EIR2 

: /(x)f(y) f(xy)=x '!/, 
(Determiner d'abord f(O) et f(I)) 
2) Preciser qve!les sont ks applfoations g definies sur R telle,, que 
V(x,y) E 112 

: q(x + y) g(x -y) = 4xy. 
(Remarq1ier que (x + y)2 

- (x - y)2 = 4xy, puis tmnsformer l'egalite donnee,) 

Exercice 2.2. : 
1hnwer toutes /es fonctirms defini.es .~ur IR telles que 

'rf(x, y) Em? : !f(x) - f(?J)I = Ix - YI• 
Exercice 2.3. : 
1) On definil sui· lR," la. fonction J par f(x) sin(t). 
En u.tilisant la definition, montrer que f n'admet p,.s de limite en O. 
21 Soit a Et r-1, Ij. 'Jhnwer une suite (xn)n de IR* telle que Um Xn ""0 

I n.-++oo 

et lim f(x,.,) a, 
n-,+= 

Exercice 2.4. 
Soit f une fonction definie de IR dans JR periodique de periode T > 0. 
Montrer que si lim f(x) = l, alors f est constante. 

:J:·➔+oo 

En deduire que la fonction g(x) sinx n'a pas de limite en +oc, 

,§xercice 2.5. : 
Deurminer la limite de la Jonctian f en x,, dans lea cas suivants : 

f . ) t.;:+s-3 -1. (x = vZ:i:+2_ 2 et X 0 - 1. 

2, f(x) i3/x+S-·2 et x,, = 0. 
~ 

S. f(x) = 
4- f(x) 

Exerciee 2.6. • 
Galcu.ler les limites sutvantcs : 

et X 0 = 0. 

1 l -· sinx 
lim ~- - <t Iim x2 (1 - cos2 -); Jim -·--·-­
x-+O vx2+b2 b' r--;+x• · x .,:--iJ (; -·x)2 

au a et b sont dew; reels tel q!J,c a > 0. 

E:xercjce 2.7. : 
1) Calc1iler les limites suivantes : 

lim uE(11,) et lim uE(u) 
u.-+-oo u➔+oo 

33 



{E(u) eta:nt la pa,rUe entiere d'U reel v.). 
2) En deduire les Ii.mites s·uivantes : 

1 E(~) +x lim __;...___ et E(½) + X 
lim -

x ➔ O E(½)-x 0 E(_!) :_ X 
x ➔ ~ 

x>O x<O 

Exercice 2.8. ; 
On cansidere la fonction rmmerique f definie par : 

tan x_.ltaiix -- sin x✓sTrix 
f(x) = 3✓-. X X 

Soit D =JO, H 
1) Montrer que pour tout x ED on a __ 

f(X) ( ~ + ✓tan~sfr1x + •l:.t) X ✓"!:" X 1-~r" X 
2) En deduire lim f(x). 

x➔o+ 

Exercice 2.9. : 
On considtwe la f onctian definie par 

x + x2 + • · · + x" - n f (x) = x _ 
1 

, (n E JN*) 

1} Determiner la limite lim ;:::} pour k E JN•. 
.:t➔ l 

2) En deduire Um f(x). 
:t-+1 

Exerclce 2.10. : 
On considere la Jonction definie par 

, (1 -sinx)(l - sin2 x) · .. (1 - sin" x) 
fvx:) = 2n ' 

COS X 
(n E JN•) 

. M l' :j,-cos;; - !s: 1) ontrer que t1.!fo 1-cos t - 2 pour k E IN*. 

2) En deduire Jim f(x) = ~-
:i: ➔; ' 

Exercice 2.11. : 
On considilre la fonction numerique f definie sur JR par : 

{ 
J(:t} = sin i sin 1_:"' six :p O et x f 1 
f(O) = f(l) = 0 

Etudier la continuite de f. 

Exercice 2.12. : 
On considere la fonction f definie mr 1 [-f, fl par : 

{ 

)1-cos2x 
f(x)=sinx+ . sixtfD 

' SJilX 

f(O) = v12 

Etudier la continuite de f sur I. 

Exercice 2.13. : 
Soit f une fonction continue de JR dans IR.. On suppose qu 'il emste l et l' deux reels 
tels que 

lim f(x) = l et Jim /(x) = l'. 
x->+oo x➔-oo 

Montt·er que la fonction f est bornee. 

Exercice 2.14. : 
Determiner les fonctions continues sur JR telles IJUC 
V(x,y) E lR.2 

: f(x) + f(y) = f(x + y). 
En deduire ensuite les fonctions continues sur JR telles que 

( )2 2 2 
V(:t,y)EJR-2; 9(x+y)=g(x)+g(y)+xy{remarquerquexy= x+y ;-x ···Y ). 

Exerci.~ 2.15. : 
Soit f une fonctiori continue sur [O, +ool et positive, telle que 

Montrer que : 3.'1:0 E [O, +oo[ / f (x,,) = x,,. 
Quel rbsultat on obtient si on a l'hypathese llm l.i:tl < a: avec a> O? 

c~+oo $ , 

Exercice 2.16. ; 
On considere les deux Jonctions numeriqaes 

f : JR -➔ IR 

X ➔ { ~ six ,f O 
six==O 

1) Etudier la limite def en 0. 
2) Etudier la oontinuitt! de 9 en 0. 

g : JR 

X 

3) La f one ti on J o g oA,eJ,le une limite en O ? 

• 

si X 'f' 0 
six=O 
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E.xercice 2.17. : 
Da'M chacun des oos BUivants1 etudier si la function donnee est prolonyeable par conti­
m.1ite sur lR ; 
1) f, ) - 1 - cos v'1xt 

\X - lxl · 
2) g(x) sinxsin ¼-
3) h(x) = sin(x + 1) In 11 + ;IJ!. 

Exercice 2.18. : 
On oonsidmi la Jonction f(x)"" -x3 + 2x + 1 definie sur Vinte:rvalle l"" \1, 2]. 
1} Et11.dier le .9ignt) Ile f(x) - f(y) pov.r x ,f, y deu3; reels de I, puui en dl!duire la 
mcnotonie de f . 
1!} Montrer que l'equation f(x) 0 admet une solution unique dans I, 

E.xerdce 2.19. : 
On considere la fonction f(x) = 4x3 3x - ½-
1) Oalculer J(-1), /(-½), f(O) et /(1). 
!!) En deduire que !'equation /(x) = 0 admet au mains tro·is solutions dans l'intervalle 
l--1, l]. 
3) Exprimer cos 3a: en fonction de cos a. 
,0 En posant a= cosa, deduire les trois solutions de l'eqMtion J(x) .:.o O. 

Exercice 2.20. : 
Montrer que !'equation: 

l 1 
-cosx- --- =0 
2 (1 +x)2 

a au moins une solution dans IR. 

Exercice 2,21. : 
Soi.em a et b deux reels non nu.ls de mtme aigne (ab> 0) et f une fonction definie et 
continue de la, b} dans [a, bJ. 
Montrer que : 3x0 E !a, b] / x 0 f (xo) = ab. 

Exercice 2.22. : 
Soient I et fl· de11.x fonetiom continv.es sur l'interualle [a, b) et telles qw3 : 

VxE[a,b] g(x)<f(x). 

Montrer que : (3m E IR~): (Vx E [a, ol), /(x) ~ g(x) + m. 

Exercice 2.23. : 
Soit f une Jonction continue sur un interualle I de R pour laquelle 
3k E JR,: Vx EI, /2(x) = k. . 
1) Montrer que f est une fonction constante sur I. 
2) Est-ce que cette propriete reste vmie si I n'eat pas un intervalle ou si J n'est pas 
continue? 
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~ergi(ie 2.24. : 
Soit f ime Jonction continue sur IR telle que : 

lim /(x) = a et lim J(x) = b avec ab< O. 
x~+~ ~➔-oo 

1) Montrer que : (3(x0 , Yo) E IR~) / f(x 0 )j(y,,) < 0, 
!:!) En deduire que !'equation f(x) 0 admet au moins une solution dans IR. 

E.xerc;jce 2.25. : ' 
Soient f et g deux fonctiort,/J continues su.r l'intervalle [O, 1] et telles que 

(/(0) g(O))(J(l) g(l)) < 0, 

Montrer que: (3x0 E 1]} / f(x 0 ) ""g(x0 ), 

Exerclce 2.26. .· 
Soit f une fonction difinie et continue de [O 11 dans ro l] 
Mantrerqu'ilexistex.,E{0,1] telquef(x

0
)~'x

0
• '' , 

Exercic~ 2.21. : 
On considere f une fonction numerique definie et continue sur l'intef"llalle [O, 1]. 
Montrer qu.e : 
(3c E]O, l!) / f(c} = ¼ + 

Exercice 2.28. : 
Soi.t f une fonction continue sur un segment (a, b] etc, d de= reels fi,xl!s de l'interualle 
[a,b]. 

Montrer qu'il existe a E [a, b] tel que J(a) = f(c); f(d). 
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2.3 Solutions detaillees des exercices 

Solution 2.1. : , 
1) Etant donne que '<i(x,y) E IR2 

: f(x)f(y) - .f(xy) = x + Y, 
prenons x = y = 0 on obtient : 
f(0)f (O) - f(0) = f (O)[f (O) - 1] = 0 et done f (0) = 0 uu f(O) = 1 {1). 
Ensuite avec x = l et y = 0 on obtient : 
/(l)f(O) - /(0) = /{O)[.f(l) - 1] = 1 (2). 
Ce qui implique que f(0) ,j: 0 d'apres {2} et que /(0) = 1 d'apres (1). 
D'ou: pour tout x E JR, f(x)f(0) - f(0.x) = /(x) - 1 = x + 0 
c.dd, l;/x E IR, /(x) ""x+ 1. 
lnversement : 
la fonction f(x) = x + 1 verifie la propriete 
V(x,y) E JR2 

; f(x)f(y) - f(xy) = (x + l)(y + 1) - (xy 1: 1) = x + Y· . . , 
Finalement, la f onction f ( x) = x + 1 est [ 'unique solution verifiant la condition posee. 
2) En utilisant la remarque, on a.ura 
g·(x + y) - g(x - y) = 4xy = (x + y) 2 

- (x - y)2 

2 ce qui donne g(x + y) - (x + y)2 = g(x - y) -· (x - y) . 
u+·u 

x= ·--2-
u-v 

y=--
2 

Pm« u ,t " quekonq,,,, on ''"' { : : ; ~ ~ " qu; ,..;,m,U a { 

On aura g(u) - u? = g(v) - v2 ceci pour u et v quelconques. . 
Par s·uite l'application f(u) = g(u) - u 2 est constante g(u) - u2 = c avec c E JR. 
D'ou 3c E JR tel que Vu E IR, g(u) = u2 + c. 
ln·uersement : _ 
/es fonctions de la fonne g(x) = x2 + c, avec c E JR constante, verifient bien 
g(x + y) - g(x - y) = [(x + y)2 + c] - [(x ~ _Y) 2 + c] = 4':y, _'v(x, y) E JR.2 • . 
Finalement, une Jonction g verifi,e la condition demandee s-i et seulement s1 elle est 
de la forme g(x) = x2 + c, 'rfx E IR (ou c est une consiante dans JR). 

Solution 2.2. : 
8oicnt u et v non nu.ls quelconques tels que u > v. 
On aura IJ(u) - /(t,)I = It, - vi= u - v (1). . 
Avec x = u et y = O dans l'egalite de l'hypothese, on a lf(u) ·- f(0)I = !·ul 
et avec x = v et y = O dans l'egalite de l'hypothese on a aussi IJ(v) - f(0)I = lvl. 
1ercas: 

{ 
f(u)-f(0)=u 
f(v) - .f(O) = -t' . 

ce qui donne. par difference IJ(u) - f(v)I = lu + VI (2). 
II s 'en suit d'apres (1) et (2) que lu + vi = u - tJ. 

Ge qui implique qtte u + v = u - v ou -u -: v = u - v 
et done v = O ou ti= 0. Absurde avec le fait que ·u et v non nuls. 
2emecas: 

{ 
f(u) - J(0) = -u 
f(v) - /(0) = V 

On arrive a la meme absurdite. 
II nous reste 
f(u) - f(0) = u et f(v) - /(0) = v 
et done f(u) = u + f(0) et .f(v) = v + J(0) 
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ou bien 

f(u) - f(0) = -u et f(v) - /(0) = -v 
et done f(u) = -u + f(0) et f(v) = -v + J(0) 

Par suite, 'r/x E Ill, f(x) = :r: + c, ou bien 'r/x E Ill, f(x) = -x + d (ou c et d sont 
des constantes dans IR). 
lnversement : 

une fonction de la forme f(x) = x + c verijie 
If (x) - f(y)I = l(x + c) - (y + c)I ""' Ix -YI 
et une fonction de la forrne f (x) = -x + d verifie 
lf(x)- /(y)I = 1(-x + d) - (-y+d)I = 1-x +yl =.lx-yj. 
Finalement les Jonctions verifiant la condition donnee sont celles de la forme 
g(x) = x + c et celles du type h(x) = -x + d (c et d des CO'll8tantes quelconques). 

Solution 2.3. : 
1} Raisormons par l'absurde : 
supposons qu 'il existe l E JR tel que lim sin(¼) = l. 

•-+0 
z,fO 

On aura done 've > 0, 317 > 0,: '<Ix, Ix -01 < 1/-~ jsin(¼) -ll < e. 
Prenons t:0 = ½. Pour 'f/ > 0 quelconque, posons x 71 = 2l., eb- y.,, = t+1k,.,. oil. k est un 

entier naturel tel que ~ < k (c'est possible avec k = E(
2
~") + l}. 

0 < lx'l - OI = 2l" < T/ et IY1J - 0I = f+~k1r < 21,, < 'T/· 

On aura done lsin(;~)-ll < e =½et lsin(i¾;-)-11 < c = ½-
Comme sin(:1-) = si.n(2k'lr) = 0 et sin(.l..) = sin("-2 + 2k1r) = 1, on obtient Ill< -

2
1 et . .x-.,., v.,, 

jl -II<½, . 
et done 1 = IZ + (1 - l)I .$ Ill+ ll - II < ½ + ½ = 1 
ce qui est impossible (on ne peut avoir l < 1). On arrive done d une absurdite. 
Ou on peut traduire Ill<½ et 11 - ll < ½ par l E] - ½,½[et (l -1) E] - ½, ½[. Ce qui 
donneroit l E]- ½,½[et l EJ½, i[. Ce qui est impossible/. 
Ainsi lo, Jonction f ( x) = sin { ¼) n' ad met pas de lim·ite en O. I 

2} 8oita E [-1, 1]. Pui.~que lafonction sin(x) est une bijection de [-i, ;] dans [-1, 1], 
ii existe 8 E [-~, f] tel que sin(0) = a. 
Pour n E JN•, posons Xn = B+~n . On ax,. E IR*, Jim Xn = O, 

,r n➔+oo 
et lim J(x,,) = lim sin( .1...) = lim sin(B + 2mt) = sin(B) = a 

n➔+oo n--++oo Xn n➔+oo 

Ce qui confi:rme que f(x) = sin(¼) r,;.a. pas de limite en 0. Gar si la limite existe, elle 
serait unique et non pas egale a chaque a E [-1, l]. 

Solution 2.4. : 

Hoit f une fonction definie de 1R dans lR periodique de periode T > 0. 
Soit x E 1R. Pour chaque n E JN, posons u., = x + nT. On a lim un = +oo. 

n➔+oo 

Comme Hm f(x) = l on a d'apres les proprietes des limites lim f(un) = l. 
x➔+oo n➔+~ 

Or lim J(u,..) = lim f (x) = f(x) (! etant periodique). 
n➔+co n➔+oo 

D'ou 'r/x E IR f(x) = I. 
Ainsi f est constante, • . .. 

On sait que la fonction g(x) = sin X est periodique et n'est pas Constante.' Done; elle 
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ne peut admettre une limite en +co (sinon elle serait constante !). 

Solµtiou 2.5. : 
Si on passe aux calculs de ces limites directement on a des form.es ind;etenninees. On 
essaie done d'enlever ees indetermination..~ S1J,i'IJant les cas. 

1. En mu!tipliant par les expressions conjuguees, on a 

D'oit 

f(x) 
_ ( v'x+B - 3)( v'x+S + 3)( y'2x+2 + 2) 
- (✓2:i:+ 2 -2)(-,/x+s+ 3)(✓2x + 2+ 2) 
_ ((x + 8) - 9)( v"2x'+2 + 2) 

- ((2x + 2~ - 4)(\/x + 8 + 3) 
(x -1)( 2x + 2 + 2) 

= 2(~v'x+8+3) 
( v 2x + 2 + 2) .± l 
2(✓x+8+3) pourx' 

. r (./2x+2+2) (.tm+2) 1 
i~ f(x) = "'~ 2( ;lx+8 + 3) ""' 2( v'f+8 + 3) = 3' 
~~1 ' 

2. Remarquons que pour z et a reel8, on a 

z3 - a3 = (z - a)(z2 + az + a2
) et done x = ( ?/x + 83 

- 23
) 

puis z = (¢'x+ 8-2)(,?'x + 82 + 2~+ 4) (avec z = .,Yx+ 8 eta =2} 
. X 

ce qm donne - 2 = ,r:::-;-,s'l 
{rx+o +2{/x+8+4 

et !'on a z2 a2 = (z - a'jz + aJ et done x2 = v'4 + x22 
- ~ 

. puisx2=(✓4"+?-2)( 4+:i; +2) (avecz=v'4+x2 eta=2) 
• . . Xz 

ce qui donne ( v'i+'x2-:- 2) = ( ✓4+z2 ) • • . 4+x +2 
Par suite, pour i i 0 

X (V4+x2 +2) 
--------- X ,;.._ ___ .:_ 

( v'x + 82 + 2..1/x + 8 + 4) x2 

v'4+x2 +2 

D'ou 
lim /(x) = +oo et lim f(x) -oo 

:r-+O+ ~--;.o-
x;,!O a<'/"O 

S. Pour' x ,f O on a 

(J¾, + 1 #)(/-t,s +l+ #)= (/:, +1
2 -#2

) =1 
ceci d'apres l'exercice precedent (ou en multipliant par l'e:xpression conjugue). 

Par suitef(x) "'\' ✓ ~ + 1 H. = {!:- 1 # . . • +1+· ;;'2' 

Et done 
lim f (x) = lim . 

1 = O 
i"-+O+ :,;--+O+ ff+ 1 + # 
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4. L'expression \/'4x+'T - ~3x + 1 (4x + - (3x + 1)¾. 
On pose done m = 6 ppc,•m(2, 3) (le plus petit commun multiple de 2 et 3) 
et l'on utilue l'identite u.6 •- v6 (u - v)(u6 + u4v + u3v2 + u2v3 + ·uv4 + v5) 

qui donne u - t• .. u
0
-v" _ 

(u5+u4v+11S112+u2,;i+-..v•+~") 

avec U = V4X + 1 = (4x + 1)½ et V ~ (3x + 1)¼ pour avoir 
+ 1)3 

- (3x + 1)2 = (✓4x + 1 -c/3x + l)h(x) 
et done ~"'

3 \1!f +ex = ( V 4x + 1 {1/3x + 1) 
au h(:r,) (4x+ l}l +(4x+l) 1 (3x+1)½ +(4z+ 1)¾ (3x+l)f +(4x+ 1) ! (3x+l)f 
+(4x + l)t(3x + 1)1 + (3x + 1)! 
et lim h(x) = 6, 

o➔O 

x;,!O 

Dememel'e:xpre,~aion - =(2x+l)½- +1)l. 
On pose done n = 4 = ppcm.(2,4) (le plu.s petit Commun mitltiple de 2 et 4} 
et l'on 11.tiliH !'identite s4 t4 = (s - t)(s3 + s2t + st2 + t3 ) 

avee s = v2x +I= (2x + 1) ~ et t""' {/5x + f = (5x + lJ¼ pour a11oir 
(Zx + 1)2 (5x + 1) ( y'2:r- +1 - {/5x + l)k(x) 
t d 4x 2 X r,::::~-e one -1,c;j = v5x+ 1) 

ou k(x) = (2x + 1)~ + {2x + I)i(5x + 1)¼ + (2x + 1)½(5x + 1)¾ + (5x + 1)¾ 
et lim k(x) = 4 · 

o ➔O ,,,.o 
Ce qui donne 

f(x) = -/4xTI - {/3x+l = 64x3 + 39x2 +_6x x 
v'2x + 1- ¢1ix + 1 h(x) 

k(x) . 
x h(x) 

ceci a.pres simplification par x pour x :f, O 
Et finalement 

lim f(x) 
U!c-;(J 

v/0 

6 4 
-x- -4 
-1 6 

Solution 2.6, : 
1} En utilisant les expre.9sions conjuguees on a 

2) Faisons le changement de variable . 11 '" .l et done x 
On a x tend !!ers +oo si et seulement y tend vers o+. 
Etl'onax2(1-cos2 ½)= =~JL (~/. 
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SfLchant que lim ~ = 1, on enduit que 
v-+0 11 

' 4 
• 2 ~ 1) . (sin y) Jim x (1 - cos~ - = hm -- = L 

:t-++oo · x· y➔O y 

3) Faisons le changement de va1'iable z == (l x) et done x"" (! - z). 
On a x tend vers ½ si et seulement z tend vers 0. 
Saclw.nt que sin(x) = sin(J -z) ""cos(z) = 1- 2sin

2 (½) 
. 1 sin:r 2sin

2(½) l (sinW) 2 

on ecrit que --- = --- = - ---(i - x)2 z2 2 ; 
D'oit 

. l - sin x _ . ! (sin(~) ) 
2 

_ ~ 
hm (" 12 - lun " ~ - 2 a,-+J 2 - x, >➔0,, 2 

( en passant par Jim sin u = 1). 
u-+0 'U 

Solutio!!_ 2.7. : 
1) On sait que la partfo entiere E(u) d'un reel verifie E(u) Su< E(u) + 1 
et ri u > 0, on aura. vP < 11E(u) + u et done ,;,2 - u < uE(u). 
Comme lim u2 - u = +oo, on a aussi lim uE(u) = +oo. 

ti.➔+oo u-++oo · J 

De merne si u < 0, an aura uE(u) 2: 1.i2. 
comme lim u2 = +oo, on a aussi lim uE(u) = +co. 

u➔-00 u➔-oo 

2) Enfaisant le changement de variableu = ¼ (x = U, on a·um 
1 

E(l)+x E(u)+¼ 
E{¼) - x = E(u) ~ 1-·-.-

uE(u) 
Et l' on deduit que 

( ceci car lim u.i(u) = 0.) 
u-++oo 

Et de la mtme fo.9on 

Solution 2.8. : 

lim 
X -t 0 
x<O 

1 
1\ . l+--

E{;;;, +x = lim uE(u) r.:. 1 
E(½) x 1,-++QO l __ 1_ 

11.E(u) 

1) En utilisant le fait que 
a../a = (..fa)3 et l'idmtite u3 - v3 = {u2 + uv + -v2)(u v), 
on a les tgalites suivantes pour x E D etant dorme q·ue sinx 2: 0, tan x 
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cosx:2:0: 

f(x) 

=[I.a=,:+ 
= •o.:x + 

D 'ou le resultat 

[
tanx 

f(x)= --::;;-+ --.. -. - + -- X -- X --- X -::=,,.,..-==---ta.nxsinx sinx] fi¥inx 1-cosx 1 
X x x x x2 ✓cosx(.,,lcoiix + 1) 

2) Sa.chant que lim ~ = lim 
:c-tO+ " x-.o+ 

= 1 lim .).~CO!iX J 
, x-.o+ -.;r- 2 

etliJn~l _l 
z....O+ cos.x(✓coa.,+1) - 2 1 

on en deduit que 

Jim f(x) = ~-
"'➔o+ 4 

... 
Solution 2.9. : 
1) On a pour chaque k E JN*, l'egalite , 
(x-l)(x!H +xk-2+ ... +1) = (xk+zk-1 +·. •+x)-(xk-1 +xk...'.2+· .. +l) = xk 1 

zk-1 I 

Ce qui donne x _ 1 =xk-l +xr.-:. +, •· + 1, pour k E lN*. 

On en dedui.t que lim xk - l lim(xk-l + xk-2 + ... + 1) = k · k · n,.1• 
:C-tl X - :o➔l . ' pour E JI~ • 

2) On a pour n E JN* 
J(x) =x+x2 +···+x"-n _ (x l)+(x2 -l)+···+(xn-1) 

x-\ x-1 
== (x -1) +~--!Lt' ... + (.xn - 1) 

X 1 X 1 X-1 
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Puisque n E N*, est fi:r;e alors : 

I. [(x - 1) (x2 -1} (x" - 1)] 
J~f(x) =.,::!½ ~+-;=T+···+---;-=T 

= lim (~) + lim ~(x• - l)) ··. + lim ((x" - l)) 
z➔l X 1 x➔l X - 1 z➔l X - 1 

= l + 2 + ... n = n(n + 1 
2 

~gjution 2.10. : 
En utilisant l'identiU: 1 - ri' = (1- a}(l +a+ .. •+ ak-l) pour a E JR et k E lN*, 
on ecrit 1-cosk t = (1-cost)(l+cos t+· .. +cosk-I t) et 1-cos2 t = (1-cost)(l+cost), 
ce qui donne 
1-coskt _ (1-cost)(l+cost+ .. •+cosk-lt) 
1 cos2 t - (1 cost)(l + cost) 

1 +cost+•••+ cosk-l t 
1 +cost 

On en deduit que 

, 1 - cosk t . 1 + cost + • -• + cosk- t t k 
hm --- = hm --------
1-,0 1 - cos2 t t-+O 1 + cost 2 

2) Eri faisant le changement de variable t = x - 1 (et done x = t + !), on a 
sin :z: = sin(t +J·) = ~ t ei COB x cos( t + J) sin t 
Ce qui nous danne . 

(1 - sin:i:)(1 - sill x) • • • (1 - sin" x) (1 - cos t)(l cos2 t) • • • (1 - cos" t) 
- sin2" t 

(1 - cos t)(l - cos2 t) • • • (1 - cos" t) 
C()S2n :z: 

(1 - cos2 t)" 
(1 - cost} (1 - cos2 t) (1 oos" t) 

= (1 - cos2 t)(l cos2 t) .. · (1 cos2 t)' 
Pour n E JN•, fi:tl on en dM.uit, d'apres (1), que · 

. limfx .,,,lim[(l-cost)(l-cos
2

t) ... (1-cosnt)]=!x!x .. ,x~=nl_ 
cr4J () HO (1-oos2 t)(1-cos2 t) {1-cos2 t) 2 2 2 2n 

:Solytlon 2,11, : 
Ccnsiderrms lea fonctions : u(x) = f, v(x) = 1 ~"' et h(t) = sin t. 
Lea deu:,; fonctions u(z) et v(x) Bont des fractions rationnelles, done continuei; aur 
leuri; ensembles de definition qui sont respectivement I= JR - {O} et J = IR-· {I}. 
Com me la fonction h( t) = sin t est definie et continue sur JR, les dew: fonctions com-
posees I 

h(u(x)) = sin i et h(v(x)) ,,:q;in 1~"' sont continu~ ,Sur J n J = JR- {O, l}, 
Et done leur produitf (x) = h(u(x))h(v(x)) = sin i sin 1_:'., est une fonction c.ontinue 
aur lll- {O, l}. 
n no11-B reste a lltudier la crmtinuiti en O et 1. 
Au point x 0 ::,;,Q on a: 
1/{x)I S lsln 1.'.:,,I {ear lsinil:::; 1). 
Comme lim I sin 1.'.: l = I sin 1rl = O, on en deduit que lim J(x) = 0 

"'➔O "' z40 
et Jim f(x) = f(O). 

.. ....a 
Ainsi J est continue en 0. 
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De mtme au paint a:1 = 1 
lf(x)I $ !sin ;I {car! sin 1:.,l $ 1). 
Com.me lim lsin~I = jsinrrl 0, on en deduit que lim /(x) O 

x➔l ~41 
et lirn f(x) = /(1). 

,,-,J 
Ainsi f est continue en 1. 
Finalement, f est continue sur JR. 

Solution 2.12, : 
Posons h(:.i:) = sinx, k(x) = cosx et w(z) = ,Ii. 
La f onction 1 - lc2 

( x) "" I cos2 x est continue sur JR car somme et produit de fonc­
ticrns contin'Ucs sur IR. 
Gomme l - cos2 x est a valeurs dans JR+ et la fonction w(z) = ,/ii f':8t continue sur 
JR+' ta fonctian composee w( 1 cos2 X) "" vl - cos2 X est continue sur IR. 
La Jonction h(x) sinx est continue w.r !'interoalle I= [-1!:. :!!l et s'annt1,le en O 2' 2, , 

0{uj0, J] I - {O}. 

lim J(x) Um sinx +--. --
x➔O+ :c-+O+ SIU X 

I
. . ✓sin2 x = 1m smx + ---

,,--,o+ sinx 

= lim (sinx + js~xl) 
x--+o+ s1nx 

= lim (sinx + 1} = 1 f f(0). ., ___ ,o+ 

De meme, on trnuve Jim /(:r) = lim (sinx - 1)·= -1 #: f(O) 
a:➔O- x--+()-

Ainsi f n'est pas continue en O {elle n'est meme pas continu.e d gauche ni a droite c1en . I 

Solution 2.13. : 
Puisque Jim /(x) = l et lirn /(x) = l' et par definition des limite/J on a: 

::t'➔+oo '1:➔-oc, 

Pour 1:.0 = l ils existent A < 0 et B > O tels qtte 
'tfx(x < A "'i> lf(x) l'I < 1) et Vx(x > B => If (x) - ll < 1) 
En p/1./Jsant par l'inega!ite la! lb! :S la bJ pcmr a et b des reels, VT! a : 
Vx(x <A'=> IJ(x)/ - ll'i < 1) et Vx(x > B => !f(x)! Jll < 1) 
Et done 

Vx(x < A ctj,- lf(x)I < ll'I + 1) et 'v'x(x > B ⇒ lf(x)I <Ill+ 1) 
Comm.e f est continue, l'image de !'intervatle I [A, BJ est tm inte'J"tJalle de la forme 
J=[a,,,:,] aveco-=inff(t} et{J supf(s). 

tEI •El 

En poaant M = max(lal, l.61, !!I + 1, ll'I + 1), on conclttt que 
Vz E JR lf(x)j $ M 
Ce qui signifie que f est une for.ct ion bomee. 

Solgtion 2.14. : 
1} Soit J est u11.e fonction =tinue sur JR telle gue 
'if(:t, Y) E JR2 

: f(x) + f(y) = f(x + y). 
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On a f (0) = f(O + 0) ""f(O) + /(0), done f(D) = 0 = 0/(1). Et si on suppose que 
J(n -1) (n -1)/(1), 
alors J(n) = f((n - 1} + 1) = f(n -1) + /(1) = (n l)f(l) + f(l) n/(1). 
Par recurrence on obtient: J(n)'= nf(l) '<In E lN. 
Pourk E 7L, (-k) E lN, done f(-k) = (-k)J(l), 
et O = /(0) = J(k + (-k)) f(k) + f(-k) = J(k) + (-k)J(l), 
c:e qui donne f(k)"'"' -(--k)/(1) kf(l). 
D'ou ¥k E 7l J(k) = kf(l) (k positif ou neyatif}. 
Pour r = l! avec p E 'IL et q E N• 

• f . q- f~$ q- OU 

f(p)=f(qr) f(r+-~·+r)=~=qf(r). 
Com.me f(p) = pf(1), on obtient pf(l) = qf(r) et par suite f(r) = if(l) = rf(l). 
Pour x E it, on so.it qu'il existe une suite (r,-.)n d'elements de ij teUe qne 

lim r,,, = x. 
n➔+oo 

Comme f est continue, on a : lim f (rn) = f ( Um r,.) ""f(x), 
n➔+oo n-++oo 

sachant que r,.. EGl et done J(rn) rn/(1), 
on ecrit que x/(1) = lim rnf(l) = f(:i:). 

n➔+oo . 
Pinalement, on conclut que 'ilx E JR J (x) = x/(1). 
La Jonction J est de !a Jorme f(x) = ax (o:uec a f (1)). 
Inversement : 

2 Si fest de laforme f(x) = ax, alor11 elle vcrifie f(x+y) = /(x)+ f(y), \i(x,y) E it • 

(x+y)2-:.c2-y2 
2) En utilisant !a remarque XV 

2 
l'egalite g(x + y) = g(x) + g(y) + xy dement 

(x+y)2-x2 y2 
g(x +y) = g(x) + g(y) + xy""' g(x) + g(y) + · 2 

ce qui donne g(x + y) - (:i: ~ y)
2 

= [g(x) - 2;) + [g(y) - u;] · 
x2 

En posant f(x) = g(x) -, on trouve que f veTifie f(x + y) = f(x) + f (y). 
2 2 

Et d'apre8 (1), on trouve J{x) = ax g(x) - ~ 
x2 

ce qui donne g(x) :=ax+ 2 . C'est la forme de toutes les fonctions continues sur JR 

qui verifient 
V(x, y) E JR2 : g(x + y) g(x) + g(y) + xy. 

Solution 2.15. : 
On pose g(:l!) = f(x) - x s·u.r [O, +oo{. La fonction g est bien definie et. continue sur 
l'intervalle [O, +oo[ car differerice de dewr. Jonctions continues. 

On a lim g(x) = fun x (f(x) - 1) = -co 
z-++oo £-¼-+!X) X 

{ceci ear Um (f(x) -1) = l - 1 < OJ. 
o;->+oo X 

Par definiti01l des limites, on a : 
pour A< 0, 3B > 0: Vx (x > B =} g(x) < A) (•l 
En pronant a = O et b B + 1 on a !es donnees suivantes 
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1) g est continue B'!lr [a, bl, 
2) g(a) = g(O) = /(0) ;;:: 0 (! est positive) et g(b) = g(B + 1) <A< 0 (voir· {"')). 
En utilisant le the.:rreme deB valeurs intermediaires, on en dtduit : 
3x0 E {a,b} tel que g(xa) 0 = f(x,,) - Xe et done f(xo) x.,. 

Si on a l'hypothese lim fkl < a, avec o: > 0, on refait la mtme chose avec 
a::-+-+oo a;, 

g(x) = f(x) - ax. Et l'on obtient le rest1.!tat 
3x0 E (0, +oo[ tel que f (x0 ) = a::i:0 • 

Solytion 2.16. : 
1} On a limf(x) = lim 1 = 1. 

#.-+O :r➔ O 

:i:#0 :,,,;,!O 

BJ On a 'r/y E JR, ·-1 S siny :S 1 et done OS sin2 y 5 L 
Par suite, 'rlx # 0, 0 S sin2 ¼ $ 1 et done Vx 'F 0, 0 :5 lxsin2 ½l $ !xi, 
Comme liro u(x) = lim v(x) = 0, avec u(x) = 0 et v(x) = x, 

W➔O it-...0 
:i:;i,O :i:,;,!O 

on en deduit que limxsin2 ½ ""0. 
~➔O 

o:,;eO 

Par suite lim x sin2 ¼ = g(O) et g est continue en 0 . 
.... o 
,;¢0 

{ 

/(xsin2 ½)"-"l sisin2 f1-0etx;/O 
3) On a (f o g)(x) = f(g(x)) /(0) ""0 · si ain2

;. = 0 et x # 0 
, f (0) = 0 Si X = 0 

L 'egalite sin2 ½ = 0 a lieu si 3k E 7l : ½ = k1r et done x = -J;;. 
En prenant les dew: suites 
(x,..) -... ~" et (y,.) = (2,.~l)rr' on a 

lim ,:,,. 0 et lim y,. = 0 
n➔+oo · n➔+oo 

mais lim f(g(x,,))""' lim J(xnsin2 n7r)-"' lim /(0) = 0 
n➔+oo n4+oo n~+~ 

et lim J(g(yn)) = um /(y,,sin2 (2n + l)J) = lim /(y,..)""" l (car Yn =IO et 
n➔+oo n➔+oo n➔+oo 

J(y.,.) = 1). 
Par suite fog n'a pas. de limitc en 0. 
On a dem suites qui convergent vers 0, mais les limites de leurs images sont diffe• 
rentes (voir l'unicite de1, limites). 

Solution 2.17. : 

1} La fonction f (x) = 1 ~:IM est defonie e:t contim.,e sur JR•, car elle est com­

post!e et rapport de Jonctions continues et definies sur Ill c.wee !xi ~ 0. 
Po1.!'r0 on a: 
1-cosv'Txf 1-cosy /CT 

!xi = y2 en jaisant le changement de variable y = v lxl (.'If = lxl)-
Quand x tend vers O on a aussi y tend vers Q. Ce qui donne 
limJ(x) = lim l - cosy=!. 
"➔D 11 ➔0 y2 2 
"'¢0 11¢0 

f est done prolongeable par continuite en O par la fonction 
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!(x) = lxl six Io 
{ 

1 cosvfxl . 

½ 8tx=0 

2) Sur JR* lafonction g(x) = sinxsin ½ est compose.e et produit de/onctions continues 
done continue. 
En O on ecrit que pour tout x f: O 
0 :5 ln(x)I S lsinxllsin½I SI sin xi (car O::; I sin lj :s; I). 
Et par suite Jim g(x) = 0 (ceci car limsinx OJ."' 

z~O : ➔ O 

~~O m~O 
g est done prolongeable par continuite en O par la f onction 
-{x)={ sinxsin½ .~xjO 
g O six=0 

3) La f onction 11 + xi est defini.e. et continue sur Ill - { -1} et pr-end des ualeurs stric­
tement positives. Dooc la Jonction In 11 + xi est definie et continue sur JR { -1} et 
par suite la fonction h( x) = sin( x + 1) In 11 + xi est definie et contimr.e sur JR. -· {-1}. 
En(-l)ona: 
Paisons le changement de variable y x + 1. Quand x tend vers -1 on a y tend vers 
0. 

Et lim ain(x + 1) lnll + xJ = limsiuylnjyj = lim sin Y (y ln IYD = O 
~;8 ~;;g y 

(ceci car liro sin y = 1 et limy ln IYI OJ. 
~g y ;~ 

Par suite h est prolongeable par oontinuite en O par la fonction 
h(x) = { sin(x + 1) lnjl + :vi a~ x j<i -1 

0 SIX=-1 

1:'.!Q!Y!!!Q!L 2.18. : 
1} Pourx f: yon a 
J(x) f(y) ""(-x3 + 2x+ 1) (-y3 +2y + 1) = (y8 --x3) +2(x-y) 

= (y-x)(y2 + yx +x2
)- 2(y-x) = (y x)(y2 +yx+x2 -2) 

On a x ~ 1 et 11 ~ 1, done x2 2: 1, y2 ?:. 1 et xy ~ l, 
ce qui donne 1/1' + yx + x2 - 2 2: 3 2 = 1 et done y2 + yx + x2 - 2 > O. 
Ainsi le signe de f(x) f(y) est celui de (y- x) = -(x - y) 
,;t pnr Buite f est strietement decroissante sur l'intervalle [l, 2] et done injective. 
(x < y => 0 < Y - x => f(x) - f(y) > 0 * f(x) > f(y)). 
2) On a /(1) = 2 et /{2) 'Zt -3, done /(1) x /(2) < O. En plus f est continue sur 
[l, 2) puisqu'elle est polynomiale. 
En utilisant le thiareme des valewrs intemiediaires on obtient l'existence d'un r E [1, 2) 
tel que f (c) "'0. 
Comme f -est injective, c est unique. 
D'oi.; l'equation J(x) 0 admet une solution unique dans [. 

SQ.luti~n 2,19.' : 
1) Etant donnt f(x) = 4x3 - 3x - ! on a : 
f(-1) = -J, f(-}) ½, /(0) = -½ et J(l} = ½-
2) On a: · 
J(-~) x J(-½) = -! < 0 et f polynomiale done oontinue sur [-1, -½J-
D 'apre.s letheore.me des ooleurs intermediaires il existe c1 -½! tel que f ( c1) = O. 
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Comme /(-½) x J(O) < 0, onfait le m~me raisonnement sur [-½,OJ, done il existe 
C2 E] - ½,O[ tel que f(c2) "-" 0. 
Et de meme sur [O, ll, /(0) x /(1) < 0, f continue sur [O, 1) il eziste es E]O, l[ tel que 
/(c3) = 0. 
Ainsi l'equation f(x) = O admet dans [-1, 1] au mains les trois differentes solutions 
q,c2 etca (-l<c1<-½<c2<0<ca<l). 
3} D'apres les formules tT"igonometriques 
cos 3a cos( a; + 2o:) = cos a coo 2o - sin o sin 2a: 

:= (cosa)(2cos2 a: - 1) - 2 sin2 a cos a 
2 cos3 a - cos a: - 2(1 - cos2 a) coso 

= 4cos3 a -3cosa 
D'ov. 

cos3or 4 o: 3cosa. 

4.) Pour a E (-1, Ij, posons a= cos a. Alors 
f(a) =4a3 -3a- ½ =4cos3 a- 3roso - ½ = cos3a - ½ 
Ainsi l'equatfon f(a) = 0 equivaut a .cos3o: ½ ""0 et done iJ. 
cos 3a ½ = cos J. 
Par suite 3a 1f + 2h OU 30; = -} + 2k'1r avec k E 7l et k' E 7l. 
Et done a= if+ 2

;" ou a=-}+ ~;"' avec k E 7l et k' E 71,. 
En tenant compte de la. pa rite et la periodicite de la f onction co sinus on trouve trois 
valeurs differentes 
a = ooa J ou a = cos 7; o·u a = cos 1i11 

• 

Ce sQ'llt done les seule$ aolutipns de l'equati.on f(x) = O dans [-1, 1]. 

2.20. : 

Considerons la fonction f{x) = 
]-1, +ao[. 

1 
- (l + x):!. Elle est definie et continue sur 

On a f(O) = -½ < 0 et J(21r) = ½ - (l /z1r)2 > 0. 

En plus la fonction f est continue sur [O, 21rj. D'aprl~'I le t.hem-eme des valeurs inter-
mediaires il existe c E [O, 21r] tel que f (c) O. 

Ain.~i l'equation ½cosx 
1 ..,.......---:-:: = 0 a au mains une ,9olution drm8 Ill. 

+ 

Soluti!,m 2.21. : 
Posons g(x) ""xf{x) - ab. Alors 
i- g est continue sur [a, b] ear prod.uit et difference de f onctiom continues. 
ii- g(a) x g(b) = [af(a) ab) x [bf(b) ab)= ab(f(a) - b)(f(b) a.). 
Comme f(a) - b $ 0 {car f(a) E [a, b)}, J(b) - a~ 0 (car J(b) E [a, bl} et ab> 0 
an en deduit que g(a.) x g(b) 0 
En passant par le theoreme des valeurs intermediaires, il existe x 0 E ja, bj, tel que 
g(x,.,) ""x0 f (x0 ) - ab= 0. 
Et done il existe x0 E [a,b] tel qite x.,J(:1:0) ""ab. 

Solution 2.22. : 
f et g etant continues sur l'intervalle [<L, b] et telles que: Vx E [a, bl, g(x) < f(x), 
Posons h(:i:) = f(x)-g(x). Lafonction h e1Jt c01itinue .,ur bJ -ear elle est difference 
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de deux fonctians continues sur [a,b]· et Vx E [a, bl, h(x) > 0. 
D'o:pres le cours h([a, bl)= [m, M] avec m min h(t). 

tEl<t,b] 
Comme h est continue, elle a.tteint ses bornes, done il e:xiste x 0 E [a, b] tel que 
m = h(x0 ) > 0. 
D'ou (3m E JR.~), ('i:r, [a, bl), m::; h(x) = f(x) g(x) et par suite 

(3m E JR:), (Vx E [a, bl), .f(x) 2: g(x) + m. 

~olution 2.23. : 
1} Si k = 0: 
on aurait J2{x) = 0 et done f(x) = 0 pour tout x EI. f serait la fonctian constante 
nulle. 
Si k ,f 0: 
Soit x0 EI. Alors /2(xo) k. 
Pour tout x EI - {x.,} on a aussi f 2 (x) = k = /2(x()), 
et done lf(xo)I If (x)I ..ff. 
Si f(x) et f(x 0 ) sortt de signes differents on aumit d'a1wes le theoreme des valeurs 
intermidiaires -puisque f est continue sur l'intervalle I-, l'existence de c EI tel que 
f(c) = 0, et done J2(c) ""0 = k. Ce qui est absurde ! 
Par suitef(x) et f (x 0 ) ont mllme signe et !f(xo)I !f(x}j. Ce qui donne f(xa) = f(x) 
pour tout x E J. 
Ainsi f est bien constante sv:r I. 

{ 
1 six E [0, l] 

2) i- Prenona I= [O, lj U [2, 3] et f definie par f(x) = _ 1 si x E 12, 3] 

On a J2(x) 1 et f est continue sans que f soit constante. 
(I n'est pas un interualle) 

. { -1 sixE [-1,0] 
ii- Prenom I [-1, I] et f definie po.r f(x) =:= 1 six E]O, lj 

On a P(x) I et I est un intervalle sans que f soit constante. 
(f n'est pas continue; lim f(t) = l ,f, lim f(s) = -1). 

t➔O+ s➔O-

Par suite, la pmpriete ne reste po.s uro.ie si I n'est pas un intervalle ou si f n'est pas 

continue. 

Sol11tion 2.24. 
Par hypothese, on a lim f (x) = a. 

x-1+00 

Done pour t: 1 ~, il existe A > 0 tel que 

\ix> A lf(x)-al < 1;l =0:1. 

Auec x0 = 2A >A> 0, on a lf(xo) a!< 1%1, 
ce qui donne < f(x 0 ) - a< I;l, et ensuite a - ~ < J(xo) <a+ 1ii-
Les deu:i; reels a - ¥ et a+ J;t ont le meme signe que a. Par suite f(x,,) a le mime 
signe que a. 
De la meme far,,on 
Par hypothese, on a Jim f (x) b. 

:C➔-00 

Done pour e:2 = ~l, il existe B < 0 tel que 

Vx < B lf(x) bl < ~ = cz. 
Avec Yo= 2B < B < 0, on a lf(Yo) - bi < ~ 1 
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ce qui donne -~ < f(y0 }-b <~'et ensuite b- ~ < f(Yo) < b+ ,. 
Les deux reels b - , et b + l;1 ant le meme signe que b. Par suite f(y,,) a le meme 
:,i~qa,eb. , 
Finalement f(x 0 )f{y.,) est du signe de ab qui est nego.tif. 
Par suite 3(x0 , y0 } E 1R.2 / f(xo}f(yo) < 0. 

2) f etant continue aur lR, · done elle est continue st1r [x.,, Yo!. 
Comme J(x 0 )f (y") < 0 on en deduit d'apres le theoreme des valeurs intermedia:ires 
qu'il e:r.iste c E [x 0 , y0 ] tel que f(c) 0. 
Ce qui signifie que l'eqi,,ation !(:;;) = 0 admet au moins une solution dans lR.. 

Solytion 2.25. : 
Posons h(x) = f(x) - g(x). La fonction h est continue sur l'interualle [O, l] c.ar diffe­
rence de dew: fonctions continues, 
En plus, on a h(O)h(l) = (J(O) - g(O))(f{l) - g(l}) done h(O)h(l) < O. 
En utilisant le theoreme des valeurs intermediaires on obtient 
(3x., E f0, 11} / h(x,,) = 0 f(x,,) - g(x,,). 
Ce qui donne 
(3x0 E IO, lj) / f(xo) g(x"). 

Solution 2.26. : 
Posons h(x) = f(x)-x. La fonction h e.5t continue sur l'intervalle (0, lJ car difference 
de dew; fonctions continues {la Jonction f ( x) et g (x) = x). 
En plus on a h(O) = f (O) et f (0) E [O, 1) done h{O) > 0. 
Et l'on a f(l) E [O, l]. Done f(l) < 1, puis h(l) = f(l)-1 <-0. 
Par suite h(O)h(l) < 0. . 
En utilisant le theoreme des valeurs intermediaires, on obtient 
(3xa E {0, 11) / h(x..,) = 0 = / (xo) - Xo, 

Ce qui donne 
(3xo E !O, 1]) / f(x 0 ) = x,,. 

Solution 2.27. : 
Pour c ,f O etc ,f 1, l'egalite f(c) = ¾ + c!:1 est equivalente a 
f(c) _ l _ ...L = O = c(c-l)/(c)-2c+l. 

c c-1 c{c-1) 
Posons h(x) = x(x - l)f{x) - 2x + I. 
la Jonctian h est continue sur (0, lJ puisque les fonctions x, x - 1, f(x) et -2x + 1 
sont continues S'fJ.r [O, l]. 
Et en pl'IJJJ, h{O)h(l) = (+1)(-1) = -1 < O. 
D'apres le the.ore.me des ualeurs intermediaires, U existe c E]O, l[ tel que h(c) = 0. 
Ce qui donne, (3c E}O, lf) / c(c - 1)/(c) - 2c + 1 = O. 
Puis, (3c E}O, 10 / e(c-lW .. :tt+! = J(c) -· ~ - :::;: 0 
Et finale'llUJnt 
(3cE]0,1[) / f(c) = ~ + 

Solution 2.28. : 
f etant continue sur [a, b], done J([a, bl) = [m, MJ, 

51 



avec m"" inf /(t) et M = sup J(s). 
tE(<hl,J se(a,b] 

Comme c E [a, b), /(c) E f((a, bl)= [m, M], et done m 5 f(c) $ M. 
Et de meme m $ f{d) s M. 

Par suite 2m S /{c) + /(d) $ 2M, et done ms f(c) ~ f(d) $ M. 

f i!tant.continue, le thooreme des valeurs intermi!diaires nous permet de conclure 

qu'il e3:iste o: E (a,b] tel que J(o.),,,, f(c); f(d). 
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2.4 Exercices supplementaires 

~xercice 2.29. : 
'.lhnwer toutes les fonctions definies sur lR. tel!es que 

V(x,y) E lR2 
: lf(x) + f(v)I =Ix+ vi. 

Exercice 2.30. : 
'lh)uver les couples de fonctions (!, g) continues sur IR et telles que 

V(x y) E lR { f(x + y) ~ f(a;) + J(g(y)) 
' ' g(x+y) =g(:n)+g(f(y)) 

Exercice 2.31. 
Soit f une fonction definie sur lR et continue en O telle que : f (3x) ""'f(x). 
t) Montrer que pour tout entier n E JW et tout x E IR, f(x) = f(f,;:). 
2) En diduire que pour tout x E JR, f(x) = f(0) et que f est constante. 

E.$ercice 2.32. : 
On pose ,\ = ~; et on definit la .fonction go(:!:) = lxlA. 
1) Montrer que: Vx E JR, g,,(3x) = Zgo(x). 
2) Soit g une fonction definu su:r JR telle qv.e 'vx E JR, g(3x) = 2g(x). Verifier que 

'ix E Ill* 

Exercice 2.33. ; 

g(3x) g(x) 
: 9o(3x) = 9a(x) · 

Galculer les limites suivantes : 

I
. )x + 3 - J3x + 1 
1m ---=---

o, ➔ l {/x-1 

lim v' x 3 + x 2 + 1 - mx oit m est un reel. 
x---++oo 

Exercice 2.34.. : • 
Calculer lee limites suiva.ntes : 
1) 

2) 

SJ 

. {Ix - 1 - ~3 - :t 
hm-.-=--== 
X-;2 {!/X-1--v'x-=1 

. rxTT- ffe 
hm -----­

,, ... +"" iY:i~ + 1 ifii 
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Exercice 2.35. : 
Co.Iculer, lorsqu'elles existent, les limites suivantes : 
1} 

2) 

9) 

li 1- sinx + coax 
m. 

:t➔ f smx + cosx 1 

x"' - a" 
lim ~-- ( avec a E lR+) 
:r➔<t X - a 

4) 
1
. sin( 7rx) - cos(-!!f) 
1m -

x-+2 2"' x2 

5) 
. sinx sin(½) 
hm , 
::t-tl ez - e'i 

Exercice 2.36. : 
Calculer les limites suivantes : 

. .Ja2+x2-~ 
hm-------· 
x-40 ✓lil + x2 v'b2 - x2 ' 

ou a et b sont deux reels tel que b > 0. 

Exerclce 2.37. : 
On considtre les intervalles suivants : 
I =]1,2~ J =)3,5), K = [-1,l[ et H = [0,2]. 
1) Donner si possible des exemples de f onctions polynomiales ( done continues) de l 'un 
de ces intervalles da:is l'autre. 
2) Pcut-on trouver tme frmction affine bijective {done continue) cntre deux de e.es 
interval/es P 

~~ 2.38. : 
1) On dejinit sur lR* la fonction f par f(x) =cos(½). 
En utilisant la definition m.ontrer que f n'admet pas de limite en G. 
2) Soit a E {-1, 1], Thmver ur1e suite {x,,),.. d'elements de JR• telle qv.e lim x,,, 0 

n.-++oo 

et lim f(x ... ) = a. 
n➔+oo 

Exercice 2.39. : 
Soit f une fonctwn definie de lR dans IR periodique de periode T > 0 et telle que 

lim /(x) = k0 , k0 ER. 
:x-4-oo 

Montrer que f est canstante. 
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Exercice 2.40. : 
On considere la fonction f donnee par l'expression 

f(x) = ~ 2tanx 
cos2x 

1) Determiner /'ensemble deQ reels appartenant a l'intervalle I= [O, JJ pour lesquels 
f ut definie. · 
2) Peut-on prolonger! par continuitl mi point x 0 = f? 

Exercice 2.41. ; 
On ronsidere lu Jonction f donnee par l 'e:cpn:ssion 

/(x) = E(x)sin(mi:) 

1) Etudier la continuite de la fonction f au point x,, :i. k (avec k E 71,J. 
2) Montrer que f est. continue sur IR. 

Exercice 2.42. : 
Montrer que l'tquo.tion --:z:3 +x+ 1 admet une solution unique dans l'intervalle [1, 2]. 

Exercice 2.43. : 
Soit f une Jonction continue de l'intervalle I= [O, l] dans !ui m~me. 
Montrer que pour chaque entier n E :rr, il existe a,, E [O, l} ref que /(a,..)= a:. 

Exereice 2.44. : 
Soit f une fonction continue sur l'interualle I= [a, b] et telle ([Ue f(a) = f(b). 
Montrer qu'il existe au moins x 0 EI tel que f(x 0 ) = f(xu + b2"). 

Exercice 2.45. : 
Soit n un entier mm, nul (n E JN• ). 
Montrer que l 'equation cos x + cos 2x + · ··+cos nx = 0 admet au rnoins une solution 
dans l'interoalle [O, ?r]. 

Exereice 2.46. : ,. 
Soient f et g deux fonctions definies et continues sur JR. . 
On suppose qu'il exi.ste (a,b) E (IR:)2 tels que a< b, f(a) = a;f(b) =,b,,g(a) < 1 et 
g(b) > 1. . . . .. 
Montrer qu'il existe c E]a, b[ tel que : f(c)g(c) = c ' 

Exerclce 2.47. : 
Soit f une fonction continue sur un segment {a, b), avec J(a) f. J(b), et u, v dew, 
reels stnctement posttife fi:i;e.s, 
1) Justifier la continuite de la fonction g(x) ""(u + v)f(x) - uf(a) - vf(b). 

2) Montrer qu'il e::ciste c E}a, bj tel que J(c) = uf(a) + vf(b). 
u+v 
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Exerdce 2.48. : 
Soit f une fonction continue our v.n seyment [a, b]. Et soient xi; x2, · · · , Xn n-reels 
for,es appartenant a l'intervalle (a, b). 

Montrer qu'il exitlte o E [a, b} tel que /(,:,) "" f(xi) + f(x2) + · · · + f(x,,.). 
rt 

Exer~ige 2.49. : 
Soit f une /oncti()11, continue sur un segment {a, b] ,J 0, avec f(a) ¥, 0. 

M m l b{ l f( ) Xo-af(a.). ontrer qu i. existe x 0 E a, te que Xo 
b-· X 0 

Exercice 2.50. : 
Soit f une fonctwn continue sur un segment la, bl, avec f (a)< ab, et b2 < f(b). 
Montrer qu'il existe c E]a, b( tel que f(c) = be. 

Exercice 2.51. : 
Studier la continuite de la, fonc.tion f definie de lll dans lll par 
f(x) = E(x) + (x - E(x))2. 

Exetticf! 2.52. : 
Dane chacun dee cas suivants etudier si la fonction donnee est prolongeable par conti­
nuite S1'r lll .: 

!liny'f:ti(l-cosv'fxi} 
1) f(x) 

. . .!xii 
2) g(x) = cosxcos-½- • 
9) h(x) = oos(xUln!l +x\. 

Exercice 2.53. : 
On cor;sidere la f onetion numerique a variable rielle definie par : 

f(x) { 
Biu(xE{!)), six#,0 
f(O) = 0 

1) Montrer que la fooction f est continue a droite de Xa = O. 
B) Soit un entier k E JN•. Reaoudre dans l'intervalle IO, 1r] l'equation E(i} = k. 
On note I,., l'ememble des solutions de cette l!quation. · 
9).Soit f1c la restriction de la fonction f d. l'ensemble I,.. 
Dtterminer des expressions de fi.(x) et de A-1(:t) pour k E IN•. 
Etudier la continuite def sur l'internalle IO, 1r] 
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2.5 Indications sur les exercices supplementaires 

_solution 2.29. ; 
Calculer d'abord f (O). 
&primer lf(x)I en forwtian de Ix!. 
Prendre x et y di.jferents et non nuls. En supposant que f(x) et f(y) de sign.es diffe• 
rents m.ontrer qu'on arrived x = 0 ou y = 0. 
En deduire la forme de J. 

Solution 2.30. : 
Verifier que Vy E lll /(y) = f(O) + f(g(y)). 
Pu.is en. deduire que V(x,y) E lll f(x + y) - f(y) = f(x)- f(O). 
Poser h(x) = f(x) f(O) et verifier que h est lineaire. Voir la solution detaillee de 
l'ea;ercice (Ex 14) et donner ensuite l'e:i;pressfon de f et de g. 

Solution 2.31. ; 
1) Faire un raisonnement par recurrence pour montrer qae pour tout entier n E ]N• 
et tout x E lll /(x) = f(f;; ). 
2) Pour x donne, ,~Wiser la conti.nuiU def pour trouver lim f ( 3";.) Jim f (xn) 

n-...++oo n-++oo 

Solution 2.32. : . 
1) Faire le calcul directement pour verifi.er que g,,(3x) = 290 (:-c). 
2) Faire le calcul en rempla~ant g0 • 

Solution 2.33. : 
Utili.ser leIJ techniques vue., d(l,m les exercices solutionnes telles que les i.dentites 
u3 -v8 = (u-v)(u2 + uv+v2 ) etu2 -v2 = (u v)(u+v). 

Solution 2.34. : 
Revoir· lea solutiom detaillees. 

Solution 2.35. : 
1) .Multiplier par les expressions cvnjuguees 01.1 utiliser leB identitee pour calculer 

. ✓x-t+I-~ 
llrn -===--=== • 

<-++oo #TI - ~-
!J) Utiliser les formules sin x = 2 sin! cos f, cosx = 2coa2 J - 1 l - 2sin2 j pour· 

li 
1- sinx + cosx 

m. . 
o:-+½ smx + cosx - 1 

,: "' 
8) Tramformer ~ = .;..,:,. __ et utiliser (!11)"' = edn ! . PQ.8ser e.rnmite par 

x-a x-a a 
la notion de deri11ee en posant h(x) = e"' In : • 

'} Jj; . sin(rix) - cos(¥) 1,(x) - u(2) ;i: - 2 
., crire que 2"' - x2 ""' ----;;-:-2- x v(x) v(2) 

twee 11.(x) = sin(1rx) - cos( "1"') et ~1{x) 2"' - x2 = (f'ln,2 - x2. 
Passer eniruite par la notion de deriw!e. 
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5) Utiliser les mtmes indications que les precedentes avec u(x) = sin x - cos(½) et 
v(x) == e" - e½ en separant les cas x -t 1 + et x -, 1-. 
Les questions ou l'on utilise la derivee, sont d faire apres le chapitre sur la notion de 
derivee. 

Solution 2.36. : 
Pour la premiere limite multiplier pa.r les expressions conjuguees. 
Pour la deuxieme faire le changement de variable x = 1 et utiliser lim 1-.~r,s" = -21 • 

"14 u-;-0 ... 

Pour la tmisieme faire le changement de variable u = ~ - x et passer par 
J' 1-C(JB'U l - ~ 
"~-;;r-=2· 

Solution 2.37. 
1} Sachant qu'une fonction affine est de la forme f(x) =ax+ b .. 
Trouver a et b tels que f(l) = 2 et /(2) = 4 (ceci pour avoir /(/) =]2,4[c J). Cette 
jonction sera continue de I dans J. 
Faire de meme pour les autres. 
2) Si f est affine f(x) =ax+ (3 on a 
/(I} =]/(1), /(2)[ si a > 0 et f (I) =]f (2), /(1)[ si er < 0. 
De meme f(J) =]J(3), /(5)] si a> 0 f (J) = [/(5), /(3)[ si a < 0. 
La seule possibilite d'avoir une bijection est entre J et K (en mison de la forrne de 
Jet K). 

Solution 2.38. : 
Revoir la solution detaillee de l'exercice (3). 

Solution 2.39. : 
Revoir la solution detaillee de l'exercice (.ef.). 

Solution 2.40. : 
1) f est definie s1tr I= [O, !] si cosx i 0, tanx definie et cos2x i 0. Done x /=- f et 
2xf !, . 
21 Utiliser ± = 1 + tan2 :z: et cos 2x = cos2 x - sin' x = cos2 x(l - tan2 x) pour / cos~ -

±-2tanx 
determiner lim "'-c0=5

-':t"-----

"' ..... f cos2x 

8~_2.41. 
1) Calculer Jim f(x) et lim J(x). 

x-►k+ x➔k-

2) Utiliser (1) et passer par le fait que la fonction E(x) est continue en tout x -=f k 
(pour tout k E 7l). 

Solution 2.42. : 
Utiliser le theoreme des valeurs intermediaires pour l'exi.litence d'nne solution avec 
y(x) = -x3 + x+ 1. 
En etudiant le signe de la derivee verifier l'unicite. 
Ou verifier que six i y deux reels de 11, 2] l'egalite O = -x3 + x + 1 = -y3 + y + I 
donneroit x 2 + xy + y2 = 1 ce qui est faux vu que x ~ 1 et y 2:'. 1. 
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Solution 2.43. ; 
Pour chaque entier n E IW considerer la fonction hn(x) = f (x) - xn, 

Utiliser ensuite le theoreme des valeurs interme.diaires. 

Solution 2.44. : 
Considerer lafonction h(x) = f(x)-f(x + b·t) pour tout x E [a, b+«j. 
Utiliser ensuite le theoreme des valeurs intermediaires. 

2 

Solution 2.45. : 

Pour n E JN• donne, considerer f(x) = cosx + cos2x +,,. + cosnx. 

f(1r)=(-l)+l+·--+(-lr={ 0 si_n~air. 
-1 sin impair 

Si n pair la reponse est immediate. Si n est impaire utiliser le theoreme des valeurs 
intermediaires sur [O, 1r) apres ca/cul de /(0). 

Solution 2.46. : 
(!onside-rer la fonction h(~:) = J(x)g(x) - x sur l'intervalle {a, b]. 
Etudier les signes de h(a) et h(b). Utiliser ensuite le theoreme des valeurs interme­
diaires. 

Solution 2.47. : 
1} Utiliser le /ait que g(x) = oJ(x) + fl, (a et f3 const_antes et f continue). 
2} Verifier que g(a)g(b) :S 0. Utiliser le theoreme·aes vafours intermediaires sur {a, b]. 

Solution 2.48. : 
En posant m = inf f(s) et M = sup J(t), verifier que 

oE(a,bj tE{a,b) 

m $ f(x1) + f(x2) + · · · + f(x,..) < M. 
n -

Utiliser ensuite le theoreme deB valeurs interme.diaires sur [a, b]. 

Solution 2.49. : 

C~7u:iderer la Jonction h(x) = (b- x)f(x) + (a - x)f(a) sur [a, b]. 
Verifier q·ue h(a)h(b) < 0 et que h est continue sur [a,b}, puis utiliser le theoreme des 
valeurs intermediaires. • 

S,.olution 2.50. : 

?onsiderer la Jonction h(x) = f(x) - bx. Passer ensuite par le theoreme des valeurs 
intermediaires sur /a, b]. 

§9lution 2.51. : 
Justifier la continuite sur IR - 'II,. 

Pour Xo == k E 7l, verifier que lim J(x) = Iim f(x) = x,,. 
x-¼xt 2:-+:"G";;-
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Solution 2.52. : 
1) Verifier que f est paire et justifier la oontinuiti sur )0, +oo[. 
Calculer lim f(x) en faisant le changem.ent de variable x = u.2 

• 
.,-,.o+ 

2) Verifier que g est paire et justifier la continuiU sur JO, +oo[. 
Choisir par exemple Xn == ~ et Yn = 2nJ+½. 
Verifier que Jim Xn = Jim y,. = 0 et lim g(x,,..) =f lim g(fJf>). 

n➔+oo n➔+oc n➔+oo n➔+oo 

Conclure que g n'a pas de limite en O. 

.'I} Jrutifier la continuite de h sur ]- oo,-l[Uj-1,+oo[. 
Faire le changement de variable u = x + 1 (done x""' u - lJ, puis co.lculer 
lim h(x)"" limsinJulnlttl-

., ... -1 u➔O 

Solution · 2.53. : 
J)Pourx > 0 utiiiser l'inegalite;; SE(!) S ! + 1 et done 1r s xE(;) Sn +x. 
DPJJ.ui,re ensuite Urn xE(-;). 

. . . a:➔O+ 

JJ) Pour k E JN*, troduire E(!) ;= k parks i < k + l pour avoir I;. =lrn, f]. 
SJ Pour x E Ik, Ji.(x) ""'sin(kx), et pour x E Ik-1, ti.,-1(x)-= sin((k l)x). 

• (+oo) Ecrire ensuite que {O, 1r] = {O} U U I,, , et itudier la continuite en chaque { pour 
1,,,,1 

k E lN~. 
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1 
Chapitre 3 

Derivation d'une fonction de lR 
dans lR 

3.1 Rappels de cours 

Dans ce chapitre, I designe un intervalle non vide de lR, a bomes finies on non. 

Deft.nit ions 

Definition 3.1. Soit f une f onction definie de I dans 111. 

• f est dite derivable en un point a de I lor.sque la limite lim /(x) - f(a) 
a: ➔a X -a 

:,;Ef-{r,} 
existe da.ns 111. 
Cette limite est alors appelee la derivee de f en a, et est notee f'(a). 

• f est dite derivable a droite (resp. a. gauche} en a lorsque lim 
:t-+n+ 

f (x) - f(a) 
X a 

xEI~{n} 

(resp. lim f(x) - f(a)) existe dans JR. 
~--a- X ,_ a 

:rEl-{,:1} 

Cette limite lorsqa'elle ea:i,ste est notee J:1(a) (resp. t;(a)). 

• Si A est une partie de I, on dit que .f est derivable sur A quand die est derivable 
en tout point de A. 

• La fcmetfon qui d x associe f'(x) est la fonction derivee de f. Elle esl de.finie 
sur une partie de I. 

Remarque 3.1. La Jonction derivee def e.~t cm.9si notee ! ou DJ. 
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Proprietes 

Theoreme 3.1. PG'Ur un point a E I verifiant 3a > 0 tel que ]a - Q, a + o:[ C I, on 
a les equivalences : 

1. f est derivable en a <:=> f est derivable a dmite et a- gauche en a et 
J;(a) = /~(a). 

£. f est derivable en a <;=} il existe une fonction cp definie sur I et continue en 
a telle que pour tout x E J, f(x) ""J(a) + (x - a)\O(x). 

3. f est derivable en a ~ il existe un reel ,4 et une f onction e: definie sur I et 
continue en a et nulle en a tels que, 
pour tout x EI, J(x) f(a) + (x a)A + (x - a).c:(x). 
Et a/ors A f'(a). 

Theoreme 3.2. Etant donnees f et g deux fonctians definies sur I et derivables en 
a et un reel >. 1 alors 

• f est CQntinue en a. 
• la fonction f + g est derivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + g1(a). 
• Lafonction.>.J est derivable en a et (),J)'(a) = V'(a). 
• Lafonction Jg est derivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g{a) + /(a)g1(a). 
• Si f ne ll'annule pas irur l'interualle ]a-a,a+a[ tel que Ja-o:,a+O![C I, alors 

. 1 , . 1 / f'(a) 
la fonction f est derivable en a et ( i (a)= - (!{a))2 • 

• Si f est continue et strictement monotone de I dans J = f(I) et si f'(a) f 0, 
alors l'applicatian reciproque 1-1 est derivable en b = f (a) 

et u-1
)'(b) f'~a). 

• Si h est definie aur wn interval!e U contenant /(I) et derivable en c = f(a) 
alors ho f est derivable en a et (ho f)'(a);,:: f'(a) x W o /)(a). 

Dl:lrivoos successives 

DMlnltlon 3.2, i) On defini.t par recurrence la derivee neme de f, notee f(n), par 
J(o) = f et pour taut n E lN'*, f(n+l) (Jf"i)'. 
ii) On dit que f est de clasae 'D" sur I, si to-utes les derwees j(P) e:ristent et sont 
definies sur I pour p E {O, 1, • · · , n }. .• 
iii) On dit que f est de elasse C" sur I, si toutes les dmvees jlP) exi.~tent et sont 
definies et continues sur I pour p E { 0, 1, · · · , n}. 
iv) On dit que fest de classe C00 sur I, si f est de classe en sur I pour tout n E JN. 

FQrmule de Leibnitz 
Soit n E lN'. Si J et g sont deux fonctions de classe vn sur J, alors la fonction / g est 
de cla.sse 1J'' sur I. Et l'on a dans ce cas: · 

. n 

(Jg)(n) = I:C!f(k)g(n-k) 

k=O 

Composee de fonctions de classe en 
Soit f et h deux fonctions de classe C" sur I et J respectivement, a.vec /(I} C J, alors 
h o / est de cla.sse C" sur I. 
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3.2 Enonces des exercices 

Exercic~ 3 .1. : . . . . · · · 
Etudier la derivabilite d droite, la deri.vabilite a gauche et la derivabilite des f o;ictior,.s · 
suivantes : · · 

1) La Jonction I definie par f JR --t JR 
X ➔ f(x) = lx2 4j 

g JR ~ JR 
2) La fonction g deftnie par 

X ➔ g(x) = { : sixf,O 
si X = 0 

Exercioo 3.2. : 
Etudier la derivabi.lite puis calculer les derivees des fonctions suivantes : 

1) f(x) = ✓ixl + vfx"i 
2) g(x) == ln(x + v'x2+1) 
SJ h(x) = (r)"' 
4) k(x) = xC.,~) 

E;?.eri;jce 3.3. : 
On considere la Jonction numerique definie par : 

- 1) Montrer q11.e la fenction definie pour x ,f. O pa.r g(x) = cos l n'admet pas de 
limite en x., = 0. "' 
2) Montrer que la Jonction f est continue en x

0 
= 0. 

3) Montrer que lo. fonctian f est derivable en x,, """O et en tout x -f O. 
~ 4) Montrer' que la fonction / 1

, derivee de f sur JR, est continue sur JR• mais 
ne l'est po,s en x 0 = 0. 

Exercice 3.4. : 

Soit a E JR O f( ) _ { !xi" sin½ six # 0 . n pose _x - 0 si x = 0 

1) Pour quelles valeurs de a la. fonction f est continue sur 1R 'I 
2) Pour quelles valeurs de a la /onctpn f est derivable sur lR? 
3) Pour quelles valeurs de a la fonction f est dew; Jois derivables sur m. ? 

E_xerci!,e 3.5. : 

Soit f: [O, l] ➔ JR, derivable et telle que f (0)""' /(1). On definit l'application g par 
9 : [O, l] -·➔ JR • 

x ➔ (x) { /(2x) si O :5 x S ½ 
g f(2x - 1) sq < X $ 1. 

1) Montrer que g est ttmtinue. 
2) A quelle condition 9 est derivable? 

Exercl£!! S.6. ; 

Galculer Les derivees des f onctions suivantes ( ou la variable est no tee x) : 
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b) g(x) = 

c) h(x) 1n d) k(x) ""In [In (lnx)J 

Exercice 3.7. ; 
On considere la fonction definie par f(x) ""'x3 + x pour tout x E R. 

1. Montrer que la fonction f admet une Jonction riciprvque h. 

2. Preciser la parite de h, sa monotonie et donner son tablea.~ d~ variation. 

S. Montrer que : 'rlx E IR+, h(x) 5 x. 

4. Determiner la iimite : Jim *1, 
1
• 

~➔+oo ~ 

5. Montrer qu.e la fonction h est derfoable sur JR. 

6. Calculer h'(2). 

Exercice 3.8. : 

1) 1:fontrer que la derivee de l'apptication f(x) = cosx - 1 + 1- est une appliootion 
croUJsante. 
2} En deduire que: {"Ix E IR) 

3) 1\-fontrer que : (\tx E IR+) 

Exerclce 3.9. : 

cosx > 1- ~ 
3 - • 2. 

z lf ~ smx ::;x. 

Soient a et b dew: reels positifs. On considere la fonction f a variable reeUe 
definiepa1rf(x)=a3 +b3 +x3 3abx. ' 
1) Studier les variations de f. 
£) En deduire que pour tous reels a, b etc de IR+ : 

a
3 + b3 + c3 2:: 3abc. 

ExerciC:@ 3.10. : 
Calc'Uler f(n){x) : 
1) pour n = 0, 1, 2, 3 et 4 et f{x) == cosx; 
2) pour f(x)·= e-" et n E JN. 

~iui.:. 
Soit n E IN. C.alculi:r la ~ri:uee d'ordre n des fonctions suivantes; 
1} f(x) = e"' sinx. 
2) g(x) = e""# pour p E JN•. 
3) h(x) x"' cos;v pour k E JN•. 

Exercice 3.12. : 
Calculer les derivees n eme des f onctfons suivantes : 
1) f(x) = 
2) g(x) = 
S) h(x) 
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;mxercice 3.13. : 
On considere la f onction f { x) 
1) Donner l'ensemble de definition def et etudier sa derivabilite. 

2) Calculer pour x E] - 1, l[ u(;i;) = v'T=x2 ! ✓1 - x 2 

v(x) = v'l -x2 d~2 ✓1 -x2 et w(x)"" ~::3 ✓1 -x2
• 

Exerclce 3.14. : 
Soienf. a et b deux nombres reels, En derivant n-fois la relation e(aH)x e""ekx, 
retrouver la formule du bin6me de Newton. 

E;serclce 3.15. : 
On de.fin it la f onction numerique f par : 

f(x) = { e-~ s~x ~O 
0 six=O 

t) Verifier qu.e f est derivable .mr JR. 
£) Galculer sa derivee f1 et montrer qu 'elle est continue sur JR. 
3) Calculer sa derivee seconde f" et montrer qu 'elle est continue sur JR,. 
4) Montrer par recurrence sur n E JN que six f: 0, j(n)(x) est de la forme 
j(n)(x) Pn(½)e-;1:, ou Pn est un polyn(im.e de degre 3n, 
5) En deduire que f est de classe OX' sur JR. 

S.16. : 
Pour n E JN*, on pose 

f,, et 9n = Un)(n), 

Exprimer gn+2 en fonction de Bn+i et g~. En deduire que 

3.17. : 
• d" Pour n E JN, on pose Hn(:i:) = (-l)"e"' 

1) Calculer H.,.(x) pour n = 0, 1, 2, 3, 4 
2) Mor&trer que H~(x) = 2xHn(x) - Hn+i(x), Vn EN. 
3) Montrer que H~(;,;) = 2nH,.-1{x), Vn EN. 
..j} En deduire que n;:(x) -.2xH~(x) + 2nH,.(x) = 0, l;/n E JN. 
Et que (2x £;) H,.(x) = 2xH,..(x) - H;,(x) = Hn-1(:e) 
et 2xHn(X) = Hn+1(x) + 2nHn-1(x), Vn E JN. 

Exercke 3.18. : 
1) Preciser quelles sont les applications f definies, continues et dfrivables sut· JR te!les 
qu.e 
V(x,y) E rn.2 : f(x)/(y)- f(xy) = X + y. 
2) Preciser quelles sont les applications g definies, continues et derivables sur JR telles 
que 
lf(x, y) E JR2 

: g(x + y) - g(x - y) = 4xy. 
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3.3 Solutions detaillees des exercices 

Solu!i2n _ 3.1. : 

1)0naf(x)""{ x
2 ~ s~x'E.J-oo,-2]U[2,+oo[ 

, ,1 - x2 si x Ej - 2, 2[ 
Sur ]-co, -2[U]2, +oo[ et sur J-2,2[ lafonction f est derivable car c'est un polyn6me 
s11,r chacun de ces intervalles (en pas,sant par les theoremes du cours). 
Le probleme c'est en x,, = 2 et en x1 -2_ 

f (x) /(2) (x2 - 4) - 0 
On a lim ---- = lim -'----'-- = lim x + 2 = 4 = fd(2) 

:t-+2+ X 2 x->2+ X - 2 :i:-1-2+ 

(4 -x2)-0 
et lim ~--- lim -(x+2)=-4=fg'(2) 

.:c-,..2- X 2 ,.-,2~ 

f est done derivable d droite avec fd(2) ""' 4 et derivable a. gauche avec 1;(2) -4, 
mais n'est pas derivable en x 0 = 2 puisque 4 cf -4. 
On obtient la mtme clwse avec J~(-2) = 4 et f;(-2) -4. 

2) Sur] - oo, O[U]O, +oo[ la fonction g est derivable ca.r c 'est un polyndme sur chacun 
des interoalles ] - oo, O[ et JO, +oo[. 
Pour O la fonction g errt definie par une autre expression. On utilise la definition pour 
etudier la derivee. 

g(x) - g(O) x - 1 1 
On a done lim ~--~ = Um = lim (1- -) = -oo 

x-1-o+ X O x➔O+ X x-1-0+ X . 

et de meme lim g(x) - g(O) = +oo. 
,:➔O- X - 0 

La fonetion g n'est pas derivable a droite de 0, ni a gaU(;he de 0. Et done non derivable 
en 0. 

Solution 3.2. : 
1) La fonction u(x) Ix! est continue et derivable sur] oo,O[UJO,+co[, done 
v(x) = !xi+ JTxl est continue et derivable sur] - oo, O[u]O, +oo[. Et par suite f(x) 
est continue et derfoable sur ) - oo, O!UJO, +oo[ ( car composee et somme de jonctiom 
derivables stir ] oo, 0[U]0, +oo[). 
Et l'on a 

r f(x) - J(O) I' ( J)x) + M) o 1im ( v'X+7x) 
,:.!_,liJ+ X - 0 ,,..'..,rg-1, X - 0 z➔O+ X 

"" lim ✓! + /13 +oo. :,;➔O+ X Vx3 
Ainsi f n'est pas derivable a droite en 0. Done non derivable en 0. 
Pour calculer lo de:rivt!.e en x # 0 an a : 

I 
Six> 0, alors f(x) = Jv(zj ou v(x) = x + ,.fi et v'(x) = 1 + 

1 
l+-v'(x) · 2-y'x 

2ylv(x} = 2✓x + y'x 
et f'(x) 2,/x + 1 

4✓x2 +x./x 
Six< 0, alor·s f(x) = ~ O'U u(x) -x + ..;::::i et u'(x) = -1-

-1 
-2Fx-1 

= 
4✓x2 -xFx 
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2} La fonction g(x) ln(x + Jx2 + 1) est une romposee de fonctions. On fait le 
rai.sonnement suivant : 
D 'abord, I.rt fonction u(x) = x2 + 1 est un pobynllme, done derivable sur JR. 
On compose avec !a fonction rocine qtJ,i est continue et derivable ~O, +J{.

2 
Cop,me 

u(x) 2: 1, on a u(x) E]O, +oo[ 'vx E 1R et par suite v(x) = yu(x) = x + 1 est 
derivable en tout x E IR. 
Et done la fonction w(x) ;=: x + v(x) = x + ✓x2 + I est derivable sur m. (somme du 
polynllme ;i; et de v(x)). 
Remarquons ensuite que : 
x ~ 0 * w(x) 2: :r: + 1 2: 1 > 0 
et x < 0 * w(x) > x + v'x2 = x + fxl '""x - x 0. 
Ce qui donne w(x) > 0, Vx E JR . 
Comme la fonction ln(t) est derivable en tout t > 01 on en deduit que la composee 
ln(w(x)) = ln(x + ✓x2 + 1) est definie, continue e:t derivable sur JR. 
Finalement la fonction g(x) est derivable sur 1R tout entier. 
Et l'on ecrit que 

g'(x) (ln(w(x)))' 
w'(x) l+v'(x) 

== w(x) w(x) 

1 + tl(x) l + 2x 
2-Ju(:tj 2JxT+I 
w(x} x+,;/:¥J2+1 
~+x 1 

= PTI(n+T + x) = ✓x2 + 1 
9) Par dl.!finition de la fonction puissance, on a : ab= eblna et done 

· h(x) (x"')"' = e"'ln(x") = e3'(xln:i:) = e"'~ lrio: 

Lafonction u(x) = ln:r est definie, continue et derivable en tout x > O. On multiplie 
par le pol~6me v(x) = x 2 qui est derivable sw JR, done w(x) = x 2 lnx est Mritlable 
en tout x > o. 
O1t compose cwec la fanction exponentielle qui est derivable sur JR. 
On obtient h(x) = ew(.,) qui est done derivable en tout x > O. 
Finalement la fonction h(x) est definie, cuntimte et dirivabl{; sur ]O, +oo[. 
Et pour tout x E]O, +oo[, ' 
h'(x) = w1(x)e"'("') = (2xlna: + x2 ½)e"' 2111

" = a:(2lnx + l)e"'01
nx. 

On peut mtme ecrire que h'(x) = x(2lnx + l)x"'~ (21nx + l)xx•+l. 

4) De mtme k(x) = x<x") = e(z")ln,: = e<ez'"~)lnx est definie: continii.e'-et derivable 
11-ur )0, +oo[ comme composee des fi,nction suivantes : ' 
posons t.(t) = ln t, v(s) e•, w(z) = z, done k s'ecrit 
k(x)"" v (v (w(x)u(x)) u(x)) comme composee et produits de fonctions derivables sur 
]0,+oo(. 
Et pour tout x E]O, +oo[ 
k'(x) = ((e:1n)Inx)' e(e•Ia"')lnx ""'((e"'10"'}'lnx+e"'1""'(lna:Y)x<"'~) 

= ( (lnx + l)exln.:c lnx + e"' 1u;) :i:(x") = ((lnx + 1) Ina:+¼) e"' 10 "':if"'"') 

= ((ln:i; + 1) Inx +;;) e1""'• x<.,~l = ((ln:il + 1) In_z + ¼) ra:<•h 

S!;ilution 8.3. 1} La fonctian g(x) =cos¼ n'admet pas de limite.en O car les 
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dew: suites de termes generatix x,, "" - 1
- et y ~ ont pour limite O. 2n,r n ~+2n11' 

Mais lim g(x,.) = 1 et lim g{y.,.) =- 0 sont differentes. 
n➔+oo n➔+oo 

- 2) D'apres la majorotion lx2 sin¼ I s x2 et le resultat lim :i? -::; O, 
~-+0 

on a limx2 sin 1 = 0 = f(O). 
;i:---+0 X 
:i:¥{! 

Ce qui assure la continuite en O. 

3} En :r;,, = 0 on a: 
limf(x) f(O)_limx2sm¾_r . 1 0 
%-+O X - 0 - •➔0 --X- - .1!!:, X SlU;; 
:,;¥{) x;,1,0 "';>00 

{d'apri>.s la majomtion lxsin¼I :S: lx!J. 
Ainsi f est derivable en O et f'(0) = 0. 

:t¥0 

Comme f est derivable sur R • •· ( car cornposee de fonctions derivables sur 18.* )­
f est alors derivable sur JR. 

- 4) Pour x /:- 0, 
j'(:JJ) = (x2 sin 1 )' = 2xsin l + x2(-:.\- cos 1) = 2xsin 1 - cos! ~1 ~ ~ :c ,a: ,a-; 

on aw q1ie xsin; tend vers O et que cos¾ n'a pas de limite quand :i; tend vers 
0. Par suite f'(x) n'a pas de limite en O et done J' n'est pas continue en 0. 

Soluti2n 3.4. : 
Natom les fonctions sv.i.vantes : 
u(t) z Jtl", v(s) = ¼ et w(q) = sluq. 
La fonctian f s'e.cri.t f(x) = u(x) x w(v(x)). 
11 est difinie et.continue swr JR* a valeurs dans JR. w est definie et continue sur JR, 
done la compopee w(u(x)) est definie et continv.e stw JR•. 
La fonction u(x) = lxl" etant definie et continue .mr IB.*, done le produit donne f(x) 
gui est continut ,'l'l/,r lR*. · 
ll nous reste a etudier la continui.te en O : 
1er cas a> 0 • 
On sait que 'r/x I, 0, lain ¼Is 11 

ce qwi donne Vx /:- 0, IJ(x)I = l!xl"sm¼I $ lxl"• 
Oomme ll1n lzl" = 0, on abtient lim /(x) = O == /(0). Ainsi f est continue en O et 

~➔O x-+0 
par stiitii continue sur JR. 
,ellme cae a = 0 
V:r. # 0 f(x) =sin½ 
On aait que cette fonction n'a pas de limite en 0. 
Dpne J n'est pas continue en 0. 
3eme CM a< 0 
La Jo1:ction lxl" = 1,,,j-~ tend vers +oo qu.and x tend vers O et sin½ n'a pas de limite · 
en O. ·, 
Par suite f(:r,) n;'a pas de limite en 0. 
Finalemem: 
I eat continue sur JR ai et /Jeulement si a> 0. 
2) Puisgue f n'est continue s11r IR que pour a > 0, pour lo. derivabilite sur JR on 
etudie seulement les cas a> 0. 
Sur] - oo, O[U]O, +co[ la fondtian f e8t derivable sans probleme car produit et compo-
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see de fonctions derivables sur Ill*. 
En Xo ""0, on ecrit 
fun J(t) J(O) = lim jtl" sin½ - 0 = limta-l sin!_ 
...... t - 0 t➔il t O ..... t 
t;>O t>O t>O 

1•" cas a> l 
On a: 'it> 0, 0 ~ lta•- 1 sin ½I :5 t"-1 (car I sin½!$ 1 et O < t"-

1 
). 

Comrne limt"-1 = 0, an a aussi limt"-1 sin½::=: O. 
t~O i-o 
t>O f>O 

P 
·t li f(t) f(O) - 0 

arsuie,-5: t-O -
t>O 

et f est derivable a droite en Xo 0. 
· 1· f(t) J(O) 0 d f t d' ' L! . h De la meme f ar;on on obtient 1m = , one es erwa" e a gauc e en 

,-,n t - 0 
t<O 

Xo = 0. 
Ain.ii f est derivable en 0 et f' (0) = 0. 
On concfot que I est derivaole sur lR.. 
2eme c.as a 1 ou O < a < 1 1 
A cause de !a fonction sin} qui n'a pas de limite en O et de la fonction t"-1 = · 
qui tend vers l'infini en O lorsque O < a < 1, 

la limite lim f(t) - J{O) = limt"-1 sin! n'existe pas et done J n'est pas derivable en 
<-+0 t Q t➔O t 
t>O t>O 

o. 
Finalement an a : f est derivable sur JR si et seulement si a > 1. 

S) Pour etudier la derivabilite deux fois, f doit d'abord litre derivalJle une fois. On 
dvit done truvailler avec a > 1. 
D'aboro on a f'(x) est donnee par 

{ 

ax"-1 sin l + xa(-lw) cos 1 = axa-l sin 1 x"-2 cos 1 six > 0 z s~ z z m 
j'(x) = =-a(-x)'•-1 sin¼-(-x)"'" 2 cos¼ six< 0 

f'(O) = O six = 0 
On au.ro done 
1"' cas a> 2 
I" l'(t) - /'{O) lim f'(s) - f'(O} = 0 
,~ t-0 •➔o s-0 
t<O •>0 
et done f" (0) = 0 ( ceci en passant par les majorations 
laz"-l sin ¼I S !ax"-1I et lx"-2 cos ¼I ::; lx"-2 1). 
2eme1<a<2 
la fonetion ;a-2 cos;;; n'a pas de limite en O et done f' n'est pas derivable en 0. 
Comme / 1 est derivable sans probleme sur IR*, on conclut qtie : 
f est dmvable deux f ois sur IR ei et seulement si a > 2. 

Solution 3.5. : 
1) Natons u(x) = 2x et v(x) = 2x 1. La fonction u est continue swr Ill, done conti-
nue sur [O, ½{ miec u([O, ½D = [O, 1[. Comme f est continue sur [O, 1{, g(x) = f(u(x)) 
est continue sur [O, ½t· 
Pa.run raisonnement sembfo,ble g(x) = f(v(x)) est continue sur J½, l]. 
En Xo = ½, on a : 
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Jim g(x) = lim J(2x) = f(l) g(½) 
"'➔r ,,-+½-
et lim g(x) = lim f(2x - 1) /(0) 

.:-+½+ ,,-,½+ 
ce;.;:i car f est continue en O et en l . 
L'hypothese f(O) = /(l) nous permet d'icrire que 
lim g(x) = lim_ g(x) g(½)-

x➔ ½+ $--+½'t-' 

Ainsi g est continue en ½ et par suite continue sur [O, l]. 

2) g est derivable s-ur [O, ½i et sur g, lj car composee de Jonctians de-rivables (mison­
nement identique a {1)). 
En x,. = ½, on a : 

lim g{x) g(½} = lim f(2x) - f(l) lim 2/(2x) - /(1) 
x➔~- x-! x➔!- x-½ x->½- 2x 1 
= 2 lim f(u)-/(l) 2}'.1 (1). 

u➔l- u-1 fl 

I. g(x)-iW li /(2:,;-l)-J(O) _ 1. 2
J(2x 1) - J(O) un m , - 1m 

x-+½+ z- ,,➔ ½+ x-i x-+½+ 2x-l 

= 2 lim =-4-= = 2/~(0). 
u-tO+ 

Puisque f est derivable en O et en 1, g est derivable a gauche de½ avec g~( ½) = 21;(1) 
et amsi derivable a droite de 1 avec g~(½) 2/d(0). · 
Pour que 9 soit derivable en ! il nous faut f~{l) f~(O) (la derivee a gauche def 
en l doit etre egale a la derivee d droite def en OJ. 

Solution 3.6. : 
a) On a J(x) ""ta+x),;(b+z)~ = u(x)v(x) ave.c u(x) ""' (a+ x)-m et v(x) ""' (b + x)-n 
Done 
f'(x) = u1(x)v(x)+u(x)u1(x) = (-m(a+x)-m-1 )(b+x)-"+(a+x)-m(-n(b+x)~n-l) 

[--m(b + x) n(a + x)J ((a+ x)-m-1 (b + x)-"-1). 

D'ou 
, -m(b+x) n(a+x) 

f (x) = (a.+x)m+l(b +x)n+l pour to-ut x ,j=-a etx,f. -b 

b) On a g(x)""' = y'u(x) avec u(x) = I +x+x2 = s(xl, 

s(x)=l+x+x2 ett(x)=l x+x2. 
· 1-x+x2 t(x) 

s'(x)t(x) - s(x)t'(x) (1 + 2x)(l x + x2) - (I+ x + ;,})(-1 + 2x) 
Commeu'(x) (s(x))2 (l-x+::i:2)2 

2-2x2 1- a? 
- (1 X +x2)2 

on a 
2(1-:c+x2)2' 

g'(x) = u'(x) 
2y'u(x) 

D'ou 

1-x2 

2-----,---, 
(1 - X + .x2)2 

r----: 2.; f!:$:~ 

1 - x2 f 1 - x + x2 

g'(x)'= (1 x+x2 )2 v I+x+x2 • 
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Remarque: 
g est derivable sur 1R. pu.isque les deux polyrwmes 1 
jamais .sur-1R. {leurs discriminants sont negatifs). 

et l+x+x2 ne s'annulent 

a+btanx In ( ) ( ) «tztanx s(x) 
c) On a h(x) =Ina_ btanx u,x avec u :r: = ,,,_ tanx"" t(x) · 

Comme 2 

) 
s'(x)t(x)-s(x)t'(x) =b(l+tan2 x)(a-btanx)-(a+btan.x)(-b(l+tan x)) 

u'(:i: = (t(x))2 (a btanx)2 

2ab(l + tan2 x) 
(a-btanx)2 

On aura done 
2ab(l + ta.n2 z) 

h'(x) = u'(x) = (a - btanx)2 

u(x) a+ btanx 

D'oiJ. 

a -btanx 
2ab(l + tan2 x) a-· btanx --'---~x . 
(a-btanx)2 a+btanx 

1 2ab(l + tan2 x) 2ab(l + tan2 x) 
h (x) = (a - bta.nx)(a + btanx) a2 - b2 tan2 x · 

d} On a k(x} = ln !In (lnx)] ln ·u(x) avec. u(x) = ln v(x) ln(lnx) et v(x} lnx. 
1 , v'(x) 1 

Comm.e v
1
(x) = x' on au (x) = v(x) xlnx 

1 

et k'(x)"" 1l(x) = xlnx 
u(x) ln(lnx) 

D'ou 
l 

k' (x) - -----,,------,...-:-:--:--:-:­
- x(lnx)(ln(lnx)) · 

a cos bx+ bsinbz ""' ( ) ( ) • ( ) ocoob.:+hlnho> t e) On a l(x) = ------e = u x v x avec u x = a•+•" e a2 + b2 
v(x) = e0

"'. 

-absinbx+b2 cosbx , ..., 
Comme u'(:c)""' 2 et 11 (x) = ae , 

a2 +b 

l'(x) 

D'aiJ, 

-ab sin bx+ I? cos bx "'" a cos bx+ bsinbx "'" 
u'(x}v(x) + u(x)v'(x) = a2 + b2 e + a2 + b2 ae 

t

-absinbx + b2 cosbx a2 cosbx + absinbxi ""' - + e - ~+~ ~+b2 
_ -ab:.inbx + l?cosbx + a2 cos bx+ absinbx o.o: 
- a2 + b2 e 

l'(x) = e'"" cos bx, 

Solution 3. 7. : 

- 1) La fonction f(x) = x3 + x est un polyndme done continue et d~riv~le "}IT 
R . 
Et l'on a f'(x) = 3x2 + 1 qui est strictement positive. 
Par suite f est une fonction strictement croissante et continue. D'apr-es les_ 
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theoremes du coo:rs, f est une bijection de lR dans J(R) 
o1l /(JR) =] lim f(t), lim /(s)!=J - oo +oo[= lR. 

t➔-oo 1t➔+(Xi ' 
Ainsi kl. Jonction f admet une reciproque notee h definie de lR dans JR. 

- 2) On a pour tout z E JR, f(-z) -z3 - z = -(z3 + z) = - f(z}. f est afors 
impaire et Ba reciproque est aussi impaire. 
En efjet 
Pour tout x E lR 
h(-x) = h(-J(z)) avecx = f(z) <=? h(x) = z 

= h(f(-z)) car f impaire 
= -z car (ho J)(t) 
= -h(x) car z = h(x) 

d'ou pour tout a: E JR, h(-x) = -h(x) et done h est impaire. 
On sait que h a la m~me monotonie que f. Done h e$t strictement croissanie 
et 
lim h(s) = +oo et lim h(t) = -oo. 

. 1-t+oo t➔-oo 

- S) OnapourtoutzElR+, f(z)=r+z?:z 
Et donc·pour tout x E l:i.+ J(h(x)) ~ h(x) (x ,::: 0 =:, h(x) ?: h(O} = O 

, puisque h croitlsante), 
. Ce qu.i do,nne pour tout x E JR+ x?: h(x) 

- 4) Pour.tou.tx Em.•, /(h(x)) =x et done (h(x))3+h(x) x 
·a X 1 

ce qui onne (h(x))S =I+ (h(x))2 

On passe a !a limite en ecrivant que 

Hrn (-x-) = lim (1 + - 1
-) = 1 + lim _l_ - 1 

.:'-++oo (h(x))3 z➔+oo (h(z))2 :-Hoo (h(x))2 - ' 
ceci car lim h(x) = +oo. 

0,-1+00 

D'oit le resultat 

lim 
.,➔+oo 

=l. 

- 5) Puisque f eiit derivable sur lR et ne s'annule jamais (f'(t) = 3x2 + 1 i= 
: 0 ·vx ER), afors sa redproqu.e h est aussi derivable 1Jur f (Ill)= R. 

-- 6) D '-0.~11 les resultats sur la derivee de la reciproque, on a 
. ' 1 

pour tout x E JR, h'(x) = f'(h(x)). 

Pour x ""'2, h'(2) = f'(~(2)) 

comme /(1) = 2 dQnnt 1 = h(2), on obtient 

h'(2) = _l_ = ~ 
f'(l) 4 

§olution 8.8. : 

1) La derivee de l'application f(z) = cosx-1 + ~ est donnee par J'(x) = -sinx+x. 
La deritiee de cette deritJee est (f')'(x) = f"(x) = -cos+l qui est done positive 
puisque cos x :f 1 Vx € ]R. 

Par in.ite /'application f'(x) est croi.tlllante sur lR. 
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£) D'apres (1), pour tout x 2: 0, f'(x) ?: f'(O) avec ] 1(0) = 0. 
Ce qui assure que J est croissante sur R+ (sa derivee etant positive). 
Et done pour tout x 2: 0, on a f(x)?: f(O) .2: 0. 
En plus pour tout x E IEL, (-x) E IR+ et f(-x) = f(x) avec f(-x) 2: O. 
D'01), Vx E lR, /{x) = coax -1 +,;. ?: 0. Et par suite 

Vx E IR, 

3) En posant g(x) = sinx x + ~' sa derivee doncne 

g'(x) COSX -1 + ~ f(x). 
Gomme f est positive, en part·icttlier sur lR+, g est croissante sur lR+. Et done 

Vx E lR+, g(x) = sin :r - x + ?: g(O) = O. 
C'est ii dire ; 'vx E lR+ x f sinx. 
Et d'apres (1) or, a vu que f'(x) = x - sin:r; est cmissante rur JR, done sur JR+. 
Et done pour tout x ER+, f'(x) = x - sinx?: /'tO) o::: O . 
Finalement 

(vx E IR.+) X 
x3 
- < ainx <x. 
6 - -

fumltjon 3.9. : 
1) Derivons la fonction f(x) = a3 +Ii+ x 3 - 3abx, on trouve f'(x) = 3x2 - &lb"'-
3(x2 - ab). Comme a et b sont dew: reels positifs, f'(x) est nr¾}ative sur l'interoalle 
j-v'ab, v'abJ et positive sur ] oo, -v'ab[UJvab, +oo[. Done f est dk7:!iss~nte sur 
[--lab, -lab] et croissante sur chacun des intervalles] oo, --lab[ et ]v'ab, +oo!. 

2) D'apres (1), f atteint .,on minimum sur R+ en x 0 -/ab. 
Par suite, pour tout c E Ill+, /(c) ~ J(v7if>), 
Ce qui donne, pour tout c E IR+, a3 + b3 + ~ - 3abc?: a3 + b3 2ab,/ab. 
Or a3 + b3 2abv'ab = (a.ya b-./b)2 est positive. 
On en deduit que pour taus reels a, b et c de Ill,. : a3 + b3 + c3 3abc ?:'. O. 
D'ou le resultat: 

V(a,b,c) E nt3 a3 + b3 + ca ? ,.lahc, 

Solution 3.10. ; 
1) PO'Ur f(x) cosx, on a j<0 l(x) ""'f(x) = cosx et: 
f'(x) ⇒ - slnx f"(x) = (f')'(x) = cosx 
Jl3l(x) (J<2l)'(x) = sinx f(4l(x) = (!<3>)1(x) = coox = /(x). 

A partir de ce calcul an P,.eut ec.ri.re en general 
f(n)(x) = f(x) = cos:/ sin= 4k, k E lN 
f(nl(x) =f'(x) -sinx sin=4k+l,kEIN 
JC"l(x) = f"(x) cosx sin 4k+ 2, k E lN 
j\")(x) =f(3l(x)=sinx sin 4k+3, kElN 

( ceci en fa is ant une rf.currence sur k). 
On resume ces cae en ecrivant que f (n) (x) = cos(x + n}) 
( en pass ant par la formu!e cos( a + b) = cos a cos b - siu a sin b). 

2) Pour f(x) =e-"' etn E IN. 
f'(x) = -e-"', f"(x) = -(-e-"') = e-·,r = f(x) 
Et en general : 
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f(n)(x) = e-"' sin est pair et fC")(x) "'-' -e-" sin est impair. 
C'est a dire f">{x} = (qu'on peut verifier par recurrence). 

Solutign 3.11. : 
Soit n E IN. 
1) Pour f(x) = e"'sinz, on a 
f'(x) = (e"'Y sinx + e"'(sinx)' = e" sinx + e"' cosx = e"(sinx + cosx). 
JU(x) = (f'(x))1 = (e")'(sin:i: + cosx) + e"'(sin x + cosx)1 

= e"'(sinx + cosx) + e"'(cosx sinx) 
= 2ex COSX. 

fl3l(x) = (fl(x))' = (2e" cosx)' 2ex cosx 2e"' sinx = 2ex(cosx - sinx) 
j(4)(a:) = 2e" {(cos x - sinx) + ( ~sinx oosx)] = -4e" ain;i; = (-4)/(x). 

on retrouve f mmtiplie par -4. 
Et par recurrence : 
J(<il(x) = J(4><2l(x) (f(4l)(4l(x}"" ((-4!)(4l) (x) = (-4)(J(4l)(x) = (-4)2 J(x) 
et en general jC4kl(x) (-4)k f(x) pour k E lN 

Pour n E JN, faisons la division euclidienne den par 4. On aura n 4k + r avec 
k E JN et r = 0, r"" 1, r = 2 our 3. 
Par suite J(4Hr)(x) = (f(4k))(rl(x) = ((-4)k j)Crl(x) = (-4)k(J(r)(x)). 
D'ou le resultat 

{ 

(-4)kexsinx 

f[nl(x) _ (-4)"(sinx. + cosx)e" 
- (-4)k(2cosx)e'" 

(-4)"(-sinx + eo,-,x)e"' 

sin 4k (k E JN) (n multiple de 4 (r = 0)) 
sin 4k + 1 (k E JN) {r = 1) 
sin= 4k + 2 (k E 1N) (r = 2) 
si n = 4k + 3 (k E JN) (r = 3) 

2) Pour g(x} = e"xP avec p E JN*, en utilisant fo. for-mule de Leibnitz, on a : 

1,<n)(x) = f: C:::(xP}{ml(e"')(n-m), 
m=O 

Sachant que : (e")(n-m) = e"', (xi>)<0l xP et que 
(xP)(m) = v(p 1) - • • (p- m + l)xp-m = (p.!~i)!x1,_," sip ?: m > 1 et (x")(m) = 0 ai 
m>p, 
on obtient 
t•r cas n::;; p 

2eme cas n > p 

n 
g<nl(x) = '[; C~(xP)(m)(e"')(n-m) 

m=O 

"" ): C;:>(xP)(m}(e")(n-m) (car (xP)(m) 0 poor· m > p) 

""m~=} cm._.1!:....... ! xp-m \ e'" 
L, n (p-m)! f 

= ( :;i + C~pxp-l + C..,p(p - I)xi>-Z + · · · + c~-1p!:r + C~!) e"' 
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SJ Pour h(x} xk coax pour k E JN•, on utilise lo. formme d~ Lei'bnitz. 
Soitn E 1N 
1ercasn<k 

-n n t 
h(nl(x) = E ~(xk)(m)(cosx)(n-m)"" E c:::o,~;.,.}lxk-m (',0S(x + (n - m)f}. 

m=O m=O 

1/ime ros n > k 
Camme les derivees (xk)(m) devienner,t nulles pour m > k, il reste la samme jusqu'd 
k. 

k k 
h(n)(x} = E C:"(xk)(ml(cosx)(n-m) = E ~ (k~~l!xk-m cos(x + (n mH ). 

mi;w:0 m~o · 
On a par exemple : 
h1(x) = kxk-l cosx - xksina;""' kxk-l cosx + xk coa(x + f). 
h11($) = k(k- l)xk-2 coax+ k::z:i•-1 coa(x+ ½L + kxk-1cos(x+ J) +xkcos(x + 2i) 
= k(k-1)xk-2 cosx+ 2kx"-1 cos(x+ f) +x cos(x+ 2J) (avec; k 2: 2). 

SolutioJ.L 3.12. : 
1) Poor f(x) = ,,:.,, on ecrit f(x) = (x - a)-1 et par suite 
f'(x) = (-l)(x - a)-2, f"(x) = (-1)(-2){:r: - a)-3 2I(-1)2(:i: - a)-3 

Pais= l'hypothese de recurrence 
f{"1(x) = (-l)"n!(x - a)-n-l 
Poor n + 1 on auro : 
f(n+l)(z) = (f(n))1 (x) = ((-Wnl(x a)-n-l )1 = (-l)"n!(-(n + l))(x - a)-rH-l 
et done f('n+l)(:r;) = {-1}"+1(n + 1)1($ - a)-n-2, 
D'ou le re:rultat 

(-l)"n!(x - a)-n-1 = (-l)"n~ . 
(x-a)n,1 

2) Pour g(x) = x2 ~ 1 
on utilise la decomposition ~n elements simples. Ce qui donne 

1 
g(x) = - 2

-, et ensuite : 
x- x+l 

l ){n) ( 1 )(n) 
Vn E 1N, g<n>(x) = (_L - _L . 

x-1 x+l 
En v.tilisant la question (1) avec a= 1, puia a= -1, on trouve pour tout n E JN, 

(11.)( ) 1 [ (-l)"n! (-l}"n! ]- 1 ( }" 1 ( 1 1 ] 
g x 2 (x - l)n+l - (x + l)n+l - 2 -1 n. (x - l)"+l - (x + l)n+l . 

3) Pour h(x} = 1.,2.:1)2 , on utilise ·ta decomposition en elements simples. Ce qui donne 

h(x) = (.,':'..15 + (o:!1)• + t::il) I {,H:,1)2' . 

apres calcul, on trouve ¼ = -a = fJ = 'Y = l:i et done 

1( 1 1 1 1 ) h(x)"=- ---+--+--+--
4 (x-1) (x-1)2 (x+l) (x+1)2 · 

Soit n E 1N. En faisant comme avant, on a : 

( 
1 ) (n) - = ((:i:-.l}-2)(n) (-2)(-3)· •·(-2-n+ l)::v~2-n 

(:r: -1)2 
_ (-1)"2 x 3---(n+ 1) (-l)n(n+ 1)1 
- (x 1)"+2 = (x l)n+2 · 
Etdem~e 
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( 
1 ) (n) (-l)"(n + 1)! 

(x + 1)2 = (x + t)n+2 · 
Finalement on a pour tcut n E 1N 

hn(x)= _
4
1 ( (-l)"n! + (-l)"n! + (-l)"{n+l)l + (-l)"(n+l)I) 

(x - 1)"'+1 (x + l)n+l (x l)n+:l (x + 1)"+2 

Qu'ori peut &rire sous la forme : Vn E 1N 

Solution 8.13. : 
1} Lafonction /(;1;) = v'l - x2 = u(v(x)) est composee de v(s) = 1 s2 

et u(t) = ✓-f,. 
Noton1J D1, D., et D., les ensembles de definition respectivement def, u et v. 
On sait que D., = IR et D,, =·{O,+oo[. Et l'on a 
x E Di # f(x) est definie • 

· # u(x) est definie et v(x) ED,.· 
·# ·x E Dv et v(x) E [O, +oo( 
* x E JR et (1 :r) 2: 0 
# 12:x2 2:o 
# -1 < X < 1 

- - I 
# xe r-111 

, t ' I 
D'ou D1 = [-1, lj. · 
v{x) eta.nt un polynOme, ii est continu et deriuable sur IR et done wntinu et derivable 
sur [-1, 1]. 
La Jonction u etarit continue sur {O, +oo[ mais n'est derivable que sur ]O, +oo{ (u non 
dl!rivable en U}. 
ll 11'en suit que /(x) = u(v(x)) est continue sur [-1, 1] et derivable sur (-1, 1] savJ 
pout· x tel que v(x) = 1- x2 = 0 (qui donne x = l ou x = -1), 
Finalement, f est continue wr [-1, lj et derivable sur] 1, 1{. 
2) Sur l'intervalle 1- 1, lf, on a : 

:x ✓1 - x2 /'(x) = (u(v(x)))' = v'(z)u'(v(x)) 
1. -x 

""(-2x)2~ = ✓1 -x2 
-x 
f(x) 

D 'au le reS1tltat 
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D'oil. le re:w,J,tat 
d2 ~ - 1 

J1-x2-yl-x2 =~( 2), 
dx2 1 - x 

= J"'(x) = {f"(x))' = C;(~) )' 

D'ou le resultat 

3/1(x) 

= ~~;) 
/{tj 

= !~~2 

Solution 3.14, : 
Pour a E JR, (e"'")(l) = a:e""', (e""')(2) (oe0 "'f) = ci2e"" 

• ' k E. lN (e"'")(I<) - ~ke"'"' et par recurrence sur , , - ~ • , 
Soit n E IN. En derivant n-foilf la relation e<a+b)a: = e""e1>,,:, on ol,t.wnt 

(e(«+b)xt') = (e""'e!"") (n). 

En utilisant la formule de Leibnitz et ce qui precede on aura 

(a+ b)"e(a.+b}" = 'E C~(e"'-<)(m)(e""')(n-m) = '£ C~ame""'b"-meb"' 
ni.=O 'fn=O 

e""'ebx ( f: ~arnbn-m) ""e<"+")"' ( f: __ C;-:iamb"-m) 
m=O" m-0 

En simplifiant des deux cotes par e<a+b}x -qui est non nul- on retrouve la formule du 

binome de Newton 

"' 
(a+ b)'' = -L C:'"ambn-m' a et b deux reels. 

m""'O 

Solution 3.15, : 
1)0nae-;\=v(u(x)),avecu(s)=-·;;\i etv(t)=et. . , * 
La Jonction u est definie, continue et rlhiva.ble autant de f ais qu on veut sur 1R ( et 
ses derive.es successives sont continues s1tr IR•). 
La fonction v est di.finie, mntinue et derivable autant de Jois qu'on veut sur JR. 
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Done la. compc,see f = ·v ou. est definie, continue et derivable autant de fois qu. 'on veut 
surR*. 
En x., = 0 on a: 
lim e-:-z = lim c-Y~ = 0 = J(O) (en faisant le changement de variable 1 = y) 
tl'-1'0 y➔+,;x, ; . :J: 
!l:;,!-0 
f est done continue en x,, = 0. 
En plus 

. f(x) - f(O) 1. e-:-z lim ye••fl• _ 
0 hm :...:..~_;;_-'-'- ""' 1m -- = ~ -

z➔O X - 0 £-+0 X y➔+oo 
!l:#0 x;eo 
(ceci d'apres le resultat lim zPe-• 0). 

z-++oo 
Ainsi f est derivable en x., = 0 et f'(O) = 0. 
Et par suite, f est derivable sur R tout entier. 

2) Pour x # 0, on a 

( )

I 2 l 
f'(x) = e-;:,. = u'(x)v'(u{x)) = x

3 
e-;,,"'1 elle est continue sur m.• 

et lim 
2
3 

e-;:,. = lim 2y3e- 112 = 0 = J'(O). 
-,...;,o X y-++oo 
x,>!O 

Par suite f'(x) est continue en 0, et done continue sur IR. 

lim f'(x) - f'(O) = lim ""---- lim 2y4e-ii2 = 0 
~➔D X - 0 .~➔-O X y-++oo 
!l:#0 x~O 

D'oiL f"(O) = O. 
En plus 

Iimf"(x) = lim (-: + ~) 
.t:·-► 0 m ➔O X X 
x;,!O "'?'0 

= Jim (-6y4 +41,t6)e-1l=O=f"(O). 
11->+oo 

Par suite f 11 est continue en 0, done sur JR tout entier. 

4) Pour x 'I- 0, on a vu que 
JM(x) = /(x) = P0 (½)e~;.,'!z ou P0 (z) = 1 polynome constant de degrt d0 P0 = 3 x 0. 

2 l 1 _ 1 

Et f'(x) = :i;Se-;;ii = Pi(;;;)e ;::r 

avec Pi le polynome P1(z) = 2z3 et d0 P1 = 3 x 1. 
Supposons que pour n E IN 

f<">(x) = Pn(½)e-;¼ oil. Pn est un polynome de degre 3n. 
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On aura 
f(n+l)(x) = (J<nl)'(x) ""(P,.(})e-;!,.)' 

= (P,.(;~))'e-;1:. + Pn(¼}(e-;\i)' 

= -l P'(.!.)e-;:,. + P,.(.!.)(.!)e-;:,. 
x2 nx xwl 

= (-1
P'(~)+.!P,._(.!:))e--:Z 

x2"x x3 x 

=Pn+1C¼)e-,j,; · 
Avec Pn+1 (z) = -z2 P,,.(z) + 2z3 Pn(z). On a 
d0 (z2P~) = 2+d"P~ 2+3n-1 = 3n+l etd0 (z3P,..) = 3+d0 P11 = 3+3n = 3n+3 
Par suite d0 (P,.+1) = 3n + 3 = 3(n + 1) et done l'hypothese de rectirrence est vraie 
pourn+ 1. 
D'ou le res'llltat 

Pour toot n E IN, /(")(x) : P,,( .!_ )e--:Z oil P.,, est un polyn6me de degre 3n. 
X 

5) f est de dasse CX' sur m,• derivable autant de fois qu'on veut. 
En x,, = 0, on roisonr.e par recurrence : 

·- pour n = 0 J(o) (x) "" f (x) est continue et f (0) == O. 
Suppos(mS que JCn) est continue en O et f(n)(O) ""'O. 

- Pour n + 1 on sait que 
lim /C'->(:i:} .... J(nl(O) 
=-o X -Q 

= lim .!.pn( .!.)e-;!,. 
z-i,OX X 

;i;;=O r#I ~ 
= lim yP,.(y)e-JJ = O. 

y➔+oo 

D'ou J{n+l)(O) = (f(n))'(O} = 0. 

En plus limf'"+l)(;i;) = lim Pn+l (1 )e-~ "" lim Pn+1(y)e-1i' = O = /C"+ll(0). 
lt--+-0 ° .:n--+0 :t y-t-+oo 
z;,!O • "'1"0 

Ainsi j(n+l) est continue en O et done sur ill,, · 

Finalement on conclut que J!n) est continue 8'ltr ill, pour toot n E JN. 
Ge qui assure que f est de classe C00 sur R. 
Reml.lrque : 
yP.,(y)e-11' = y(ao+a11,1+· · •+a3ny3"')e-11• = a0 ye-v• +a11J2e-y• +. •+a3,,y3n+le-ii' 
c'est une somme finie de quantitt!s qui ten.dent vers O /Jtiand y tend vers l'i.nfini. 
Par suite lim yP,.(y)e-11• = 0. 

y➔+oo .. 
,Solution 3.16, : 
D'a.bord on 0, : 

l d., . .,,d., t(i)' (1 )'.1. 1 .1. . 'I' l d. d l a. cnv= e e" es e~ = ;;; e» = -~e•, ceci en utz isant a mvee e a com-
posee. 
Ensuite on a 

Dr,+1(x) = Un+1){n+l)(x) = (:i;(n+l)·-1e¼)(n+!) = (a:"e¼)(n+l) 
= ((x"e¼)(l))(n) = ({x"e!Y)(n) 
= (nx"-1e½ - x"'¾,re½)(n) 

g~(x) == ((f,.)(n))'(x) = (J:,J<"l(x) = ((xn-le½)'){n) 
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9n+2(x) = Un+2)(n+2l(x) = (x(n+2)-·le½)(n+2) = (x"+le½ )!n+2) 
= ((x"+le½)!2))(n) = (({xn+ie¼)')')(n) 

= (((n + l)xne½ - x"+l ,,!,-e½ )')(n) 

= ((n + l)nx"-1e½ - (n + 1)xn;be¼ - (n - l)x"-2e½ + x"-1 :!,,e½)(n) 
:,: ~ 

= (n + 1) (nx"-1e! - xn~e½ t) - [(n - l)x"-2e½ - xn-l ~e½ r) 
ceci en utilisant le fait que (au(x) + bv(x))(n) = au<nl(x) +1n,(n)(x). 
D 'OU le resultat 

Yn+2(x) = (n+ 1)9n+i(X) - g~(x) (*) 

Ensuite et par recurrence : 

- Faisons l 'hypothese de recurrence suivante : 
Vk, 1 '.:S k ::Sn Yk(x) = (Ji,,)(kl(x) = (-l)"'x-lc-le¼. 

- Pour n + 1, on a d'aprts la relation (*) 

9n+1 (x) = ngn(x) - g~-l (x) = n(-l)"x-n-le½ _ ( (-1)"-lx-(n-1)-le¼ )' 

= n(-wx-n-le; - ((-1)"-lx-ne¼ )' 

= n(-l)"x-n-1e½ - ( (-1)"-1(-n)x-n-1e½ + (-1)"-1x-"(-,,\ )e½) 

= n(-l)"x-n-le½ - (-l)"-1(-n)x-n-1e½ + (-1)"-1x-"-2e¼ 
= n(-l)"x-n-le½ - n(-l)"x-n-le¼ + (-1)"-1x-n-2e½ 

D'ou gn+i(X) = (-1)"-lx-(nH)-le½ = (-l)n+lx-(n+l)-le; 
la formule est done vraie jusqu 'a l'ordre n + 1. 

On conclut fi~alement que 

Vn E JN•, 

Soh.itloP....· 3.17. : 
1) Caleulons les derivees successives de e-x•. 

• • 2 
{e-"' )1 = -2xe-"' 

(e-"'
0

)" = (-2xe-"'
1
)" = (-2x)'e-x• - 2x(e-"'2 )' = -2e-"'2 

- 2.x(-2xe-"'2 ) 

=, (-2 + 4x2 )e-x• 

(e-"'
2

)
111 = ((-2 + 4x2)C"'

2
)' = 8xC"'

2 + (-2 + 4x2 )(-2x)e-"'2 

"" {12x - 8x3)e-"'
2 

(e-"'
2

)<4l = ((12x- 8x3 )e-"'
2
)' = (12- 24x2 )e-'"

2 + (12x -8x3)(-2x)e-"'2 

= (12 - 48x2 + 16x4 )e-"'
2 

(e-"'
2

)<5J = ((12- 48x2 + 16x4 )e-"'2
)

1 

: = (-96x + 64x3)e-"'
2 + (12 - 48x2 + 16x4 )(-2x)C"'2 

' = (.:... l20x + 160x3 - 32x5)e-x• 

Ensuite et.par. d~finition' de Iin(x) = (-l)"e"'2 ::;n e-x•· : 
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•r<· 
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-~ 
~ 

t 
ij 
··~ ,1 
! 

-~ 

-~ 
t 
I 
! 
! 

H3(x) 

Hs(x) 

, d0 
, , 2 • 2 

=(-I)0e"' ~e-x =e" (e-"' )=e"·-x =e0 =l 
.Ji 2 2 2 i 2 

= (-1) 1e"' -
1 
e-" = -e"' (e-x )' = -e" (-2xe-"') = 2x 

.~ 2 2 2 _2 2 
=(-1)2e" -

2
e-x =e" (-2+4x )e"' =-2+4x 

~~ 0 • • 3 = (-1)3e"'
2 -e_,,. = -e" (12x - 8x3 )e-" = -12x + Bx 

dx3 
d~ 2 , 2 2 4 = (-1) 4e"'' r2Js

4 
e-x = e"' (12 - 48x2 + 16x4 )e-x = 12 - 48x + 16x 

= (-1)5 e"
2 !!.....e-x' = -e'"

2 
(-120x + 160x3 

- 32x5 )e-"'
2 

dx5 

= 120x - 160x3 + 32x5 

2} On sait que : 
{i) pour m E IN, on a 

( 
dm )' d"'+l dm 
-·-u(x) = (u!ml)'(x} = u(m+l)(x) = -d +1 it(x) = dx;,(u')(x), 
dx"' xm 

{ii) pour p E IN•, on a : 
(xu(x))(P} = Cg(x)l 0 lu(P)(x) + C!(x)(llu<P-1l(x) = xu<P)(x) + pu(p-l)(x) 
(la derivee seconde et leB suivantes de t(x) = x s'annulent). 
Ensuite on ecrit 

1 

H~(x) = ((-lte"2 1:e-"2

) 

,d'' 2 ,d" 2 = (-l)"(e"' )'-e-x + (-l)"e" (-e-"' )' 
dx11 dx"' 

dn 2 • d"+l 2 = 2x((-l)"e"
2
-e-x )- (-l)"+le'" ~~e-x 
dx" dxn+I 

= 2xH.,.(x) - Hn+l 
D'ou le resultat 

3) Ensuite on a : 

Hn+1(x) = (-l)"+le"2 (e-"'2 ) (n+l) = (-l)"+le"'2 
( (e-"'

2
)') (n) 

= (-l)M 1e"'2 (-2xe-"'")(n) = (-1)"+1e"'0 (-2x(e-"'2 )(n) - 2n(e-"'
0
)(n-l)) {voir 

{ii)). 
= 2x(-l)"e""2 (e-x' )<n) - 2n(-1)"-1e"'

2 
(e-"'

2
)(n-l) = 2xHn(x) - 2nH,..-i(x). 

D 'au le resultat 

Hn+1(x) = 2xHn(x) - 2nHn-1(x) (**) 
• 

En combinant (*) et(**), on trouve 
H~(x) = 2xHn{x) - Hn+l (x) 

= 2xHn(x)- (2xH,,(x) - 2nH,,_1(x)) = 2nH.,.._1(x). 
D'ou le resultat 

H~(x) = 2nHn-1(x) 

4) On a 
s;:(x) = (H~(x))' = (2xHn(x) - Hn+l(x))' (voir (**)) 

= 2Hn(x) + 2xH~(x) - H~+ 1 (x) 
= 2H,.,.(x) + 2xH~(x) - (2(n + I)H,,(x)) ((***)pour (n + 1) 
= -2nHn(x) + 2xH~(x) 
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D 'ov. le risul:tat 
H~(x) - 2xH~(x) + 2nH.,(x) 0. 

D'apres (*}, on a trouve H.:,_(x) = 2xH,,,(x) - H,..+i(x). 
' d 

Qu'on ecrit smts la forme 2xHn(x)- H~(:i:) = (~ -)H(x) = Hn+l(x). 
dx . 

Et d'apres (**), on a 2xH.,.(x) = Hn+1(x) + 2nH,._1(x). 

Solution 3.18. : 
1} L'egaliti J(x)f(y) f(xy) = x + y dorme lor-sque x = 0 et y 1 
f(0)/(1) - /(0) = 1 = /(0)(/(1) 1) et done f(0) ¥ 0. 
Ensuite on prend x = y = 0 on troiwe f(O)f(O) - f(O) = 0 = f(O)(J(O) 1). Comme 
f(O) ¥: 0, on a force!fMnt f(O) 1 = 0 et done J(O) = I. 
Fixons y et dirivons par rapport ax les deit:t membres de l'ega!ite 
f(x)f(y) - f(xy) = x + y, on <.mm 
f(y)J'(x) -yf1(xy) = I (2), :i:: et y etant quelconques dans lR. 
{y est c.onsiderie comme consta:nte, la derivee de f(xy) "" f{u(x)) est u'(x)f'{u(x)) 
avec u(x) yx, u'(x) = y). 
En prenant y O dans l'igaliti (2), on trr:n.we f(0)f'(x)""" 1 et done f'(x) I pour 
toutx ER. · 
Done f (x) = x + c = x + 1 (puisque c = J(O) = I). 
Rfriproquement : 
La fonction f(x) = x + 1 virifie f(x)f (y)- J(xy) = (x + l)(y+ 1) - (xy + 1) = x+ y. 
Ainsi la seule Jonction derivable sur R verifio.nt V( x, y) E R 2 : 

f(x)[(y) f(xy) = x + y est f(x) ""x + 1. 

fl) S'il existe g definie, continue et ,derivable sur ill. telle que 
\f(x,y)EIB.2 : g(x+y)-g(x-y)=4xy (*), 
on derive lea membres de l'egalite (*) en consideront que yest constante. On obtient 
g'(x + 11) g'(x y) ""4y (3). 
On derive en8uite les mem.bres de l'egalite { *) en consideront que x est constante. On 
obtient 
g'(x + y) + g'(x - y) ""'4x (4). 
En Jaisant la somme de (3) et (4), on obtient 
Zg'(x+y) =4x+4y = 4(x + v) ceci pour tout (x,y) E IR.2 . 

Et on aura done g'(u) = 2u pour tout u ER. 
Ce qui donne g(u) = 1.12 + c avec c constante dans ill.. 
Reciproquement toute fonction de cette Jorme verifie 
g(x + y) - g(x - y)""' [(x + y)2 + c] - [(x -y)2 + c] = 4xy. 
Finalement les f onctions deriuables sur JR verifiant 
\f(x,y) E lR2 

: g(x+y) g(x-y) se:4xy 
sont !es Jonctions de la forme g(x):: x2 + c ou c ER. 
Rerr>..!!.rque 
Revoir cet exercice qu 'on a deja fait dans le chapitre precedent sans l 'hypothese de la 
derivation. 
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3.4 Exercices supplementaires 

Exercice 3.19. : 
Etudier I.a derivabilite puis calculer les derivee.s des fonctions suivantes : 

1) f(x) = ✓x2 + .Jixf 
2) g(x) = ln(x2 + ..Jx + 1) 
SJ h(x) = (lnx}"' 
4) k(x) = z(lnx) 

E,i;ercice 3.20. : 
. * { x~sin:!i- six#O 

Soit b E iR+. On pose f(x) = 0 six= o 
Studier la continuite et la derivabilite de la Jonction f. 

J:;~cice 3.21. : 
On deft.nit sur I = {-J, ,J] la f onction numerique f par : 

{ 
e-(•"'

1
•!2 six::/= 0 

/(x) 0 six= 0 

1) Verifier que j est derivable 1mr I. 
11) Oalculer sa derivie f' et montrer qu'elle est contmue sur I. 
3} CalcuCer sa. deriv¢e seconde f" et montrer qu'elle est continue sur I. 
4) Montrer par recurrence sur n E 1N que 
si :i; :/= D f<")(x) est de la forme 
t<"'l(x) = (acosx + b)Pn(,;!., )e - (.i.!.,i• oo Pn est tm polyn{lme de degre 3n, 
(a, b) = {O, 1) sin pair et (a, b) = (1, 0) sin impair_. 
5) En deduire que f est de cla.sse CJ"' sur I. 

~entice 3.22. : 

On considere la fonction f : iR -4 iR telle que : 

f(x) { 
eC"''-i)-i si Ix! < 1 
o si !a;I ~ 1 

Montrer que f est indefiniment derivable sur rn.. 

Exercice 3.23. : .. 
Calculer les derivee.s n eme des fonctions suivantes : 
f(x) = (,._;1)~ pour a= 1 puis a= 2. 

E,wrcice 3.24. : 
Soit n EN. Oalcnler fC"l(x) : 
1) pour f{x) = sin ax ou a E JR"; 
2) pour f(x) e-lm: et b E JR•. 

Exerclce S.25. : 
Calculer la derivee. d'ordre n, n = 1, 2 ou 3, des fonctions stdvantes : 
l) f(x) = e"'tanx. 

83 



2) g(x) = e"'1 • 

3) h(x) cosx2 • 

Exercice 3.26. ; 
Calculer les dlrivees n emes des 'onctions suivantes · 2 J' • 
f(x) = 4sin xcosx; g(re) = cos2 x; h(x) "'xcosx et k(x) x 3sh x. 

Ex;wclce 3.27, : 
TI-ouver les couples de fonctions (f,g) derivables sur IR et telles que 

V(x, y) E IR { f(x + v) = f(x) + f(g(y)) 
g(x+y) g(x)+g(J(y)) 

Exercli.t1 3.28. ; 

On considere la fonetion numerique a variable reelle de,finie sur f o, 1f [ par 
f(x) = 2sinx + tan.a: - 3x. 
1) M ontrer q'lle 

Vx E]O, it J'(:i;) > 0 

2) En deduire que 

Exerclce .3.29·: : 
Soit f. une forn:tfon nUmerique definie sur IR+ et bornee. 
On suppose que fest deuxfois derivable sur IR+ et que Vx E IR+, J"(x) ~ o. 
Montrer que f ·est decroiasante. 

Exercice 3.30. : 
Soit f la I onction numerique a variable reelle definie par : 

1) Ditermfaer l'intervalle ]a, bl tel que f soit une bijection de JR dans ]a, b[. 
B) Soit g I 'application bijective re.ciproque de f. 
i- Et1i.dier la derivabilitl de g sur ]a, bl. 
ii- Calculer g'(x} en fonetiO'tl, de g(x). 
iii- Galc-uler g'(l). 

Exercice 3.Sl. : 

Soit f une fonction numerique definie et derivable sur un iritervalle I et telle que f1 
est continue sur I. , 
Soient u et v deu:i: t!llments, de f'(I) tels que u < v. 
Montrer que: Vw E}u,v[, 3c,,, EI / w = /'(ew). 
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3.5 Indications sur les exercices supplementaires 

Solution 3.19. : 

1} Verifier q'U£ f (x) ,/ x 2 + Jixf est definie, continue SW' IR et derivable sur JR.*. 

Et que pour tout x f O /'(x) 
1 (2x + s(~) avec s(x) = 1 si 

2✓ x2 + Jixf 2y !xi 
x>O ets(x):::::-1 six<O. 
2) Wrifier que g(x) = ln(x2 + Jx+T) est definie et continue sur [-1,+oo[ fJt deri­
vable sur 
]-1,+oo[. 

Et que pourx > -1, 9'(x) = 2 ~ (2x+ ~)-
x + x+l 2 x+l 

3) 15crire que h (a,) = (In x )"' = e"' ln(ln:x) • Verifier que h est definie, continue et deri~ 
vable sur }1, +oo[. 
Et que pour tout x > 1, h' (x) = (ln(lnx) + 1;"J (lnx)"'. 
4) Ecrire que k(x) = xClnx) = e(ln:r)'. Verifier que k est dfjinfo, continue et derivable 
sur ]O,+oo{. 

'( ) ln :z: (Ju), Et que pour tout x > 0, k x = 2-e . 
, X 

Solution 3.20. : 
Verifier que f ( x) = xh sin;:. est definie, crm.tinue et derivable sur IR•. 
Verifier que f e,it rontinue en x 0 = 0 si et seulement si b > 0. 
Et que f est derivable en x0 0 si et seulement si b > 1. 

Solution 3.21. : 
Revoir la solution detainee de /'exercice sur la fonction 

Solution 3.22. : 
Remarquer que f est pair et jur;tifier qu'elle est indefiniment derivable sur] -1, l[. 

Montrer par recurrence que ,C11)(x) = ( ;,,,.(x) 
2 

c<"'
2
-l)-

1 
avec d0 P71 = 3(n 1} + 1. 

X 1) n · 
En ded'!l.ire que toutes les derivees en 1 sont nulles, et que f est indefinimcnt derivable 
surR. 

Solution 3.23. : 

Verifier que (f(x))(n) = 

Solution 3.24, : 
1) Verifier que J<nl(x) 
2) Verifier que J1">(x) 

( -l}n (o+n-)1) 1 

(a-l ! = ---,.---,-...,..--
(x + l)"'+n 

a" sin(a:v + nn. 
(-b)ne-bx. 
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Solution 3.25. : 
f(x) = e"" ta.nx 
f1(x) (1 + tanx + tan2 x)e"' , 
f"(x) (2 + 3tanx + 2ta.n2 x + 2 tan3 x)e"" 
fC8>(x) (5 + 7tan x + 11 tan2 x + 6tan3 x + 6tan4 x)e" 
h(x) cosx2 

h'(x) ""-2xsinx2 

h"(x) = -2sinx2 -4x2 cosx2 

h"'(x) -12xoosx2 +8x3 sinx2 

Solution 3.26. : 
1) Ecrire que J(x) = 4 sin2 x cos x cosx cos 3x 
et f(n}(x) cos(x + nf) - 3n cos(3:i: + nf) 
(voir avant : (cos ax){11l). 

g(x) = 
g'(x) 
g"(x) = (2 + 4x2)e"'

2 

g"'(x) = (12x + 8x3 }e"'
2 

2) Ecrire que g(x) = cos2 x = ½(cos2x) + ! et (g(n))(x) = 2n-l cos{2x + nu. 
3) Util'iser La Jormule de Leibnitz pour h( x) x cos x ; 
hl"l(x) ..:coa(x + nj) + ncos(x + (n l)J). 
4) Utiliser La formule de Leibnitz pour k(x) x 3sh x : 
l,;(tt-l(x) = x3 (sh x)(n} + 3nx2(sh x){n-l) + Sn(n l)x(sh x)(n-2) 

+n(n l)(n 2)(sh x)(n-3). 

Sin pair k("l(x) = (x3 + 3n(n - l)x)sh x + (3nx 2 + n(n - l)(n - 2))ch x 
Sin impair k(n)(x) = (x3 + 3n(n - l)x)ch x + (3nx2 + n(n - l)(n - 2))sh x. 

Solution 3.27. : 
Deriver par rapport ax la premiere etl_f!,litt! (enfixanty). En drfduire q-u.e f'(y) = /1(0) 
et que f' est constante. Et que J est affine. Faire de m~e pour g. 

Solution 3.28. 1) Verifier que la derivee de f(x) = 2ainx + tanx - 3a: est. 

/
'( ) 2 3 (cosx -1)2 (1 + 2cosx) 

x oosx+ - = cos2x 
En deduire que Vx E]O, f [, f'(x) > 0. 
i!) Utiliser la croissance def. 

Solution 8.29. Par l'absurde en suppasant que / 1 rt'est pas negative, done :l:i:0 E 1R 
tel que f'(x 0 ) > O. 
Verifier que "Ix?: X 0 f'(x) 2:: J'(x 0 ) > 0. 
Poser g(x) f{x) - f'(x0 )x et verifier que g est c:roissante. 
Calculer lim g(x} sachant que f est·bornee. Ein deduire une contradiction. 

z➔+oo 

Solution 3.30. 1} Verifier d'abord que f est definie sur JR. Etudier ie signe de f' 
puis deduire que f est bijective de JR dans ]a, b[ avec a = et b = lim / ( x). 

:,;--++oo 
2) 
i- Verifier que f'(x) .f O Vx E JR. 

1 
ii- Utiliser la form:uler g' ( :r;) = f' (g( x)) • 

iii-Prendre x = 1 dans (ii) aachant que: f(O) = l =;,- 0 J-1(1) = g(l). 

l;!o)ution 3.31. Utiliser le fait que l'image f'(I) J de l'interi•alle I par la fonction 
continue f I est aussi un intervaile. 
Utiliser: (u,u) E J 2 etu < w < v => w E J;;:;; f'(I) => EI/ w = f'(c,c}. 
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Chapitre 4 

Theoreme des accroissements 
finis 

4.1 Rappels de cours 

Accroi!isements finis 

Thtiormne ,u. de Rolle 
Soit f une. fonction definie sur un intervalle [a, b} de JR tel!e que : 

f est continue sur [a, bj, 
- f est derivable. sur ]a, b[, 
- f(a) = /(b). 

Alors, ii existe c E]a,b! tel que f'(c) = 0. 

Theoreme 4.2. des accrcrissements finis : 
Soit f une fonction definie sur un intervalle {a, bJ de Ill telle que : 

- f est continue sur [a, bj, 
- J est derivable sur ]a, b{. 

A!ors, il existe c E]a, b[ tel que f (b) - f(a) = (b a)f'(c). 

Corollaire 4.1. Monotonie et signe de la dtriuee 
Soit f tme fonction continue $UT I = [a, b] et derivable aur ]a, b[, on a les equioolences 
suivantes: 

1. f est wnstante sur I~ f' = 0 sur Ja,b[. 
2. J est croissante. sur I ~ f' 2:: 0 s-ur Ja, b{. 

3. f est decroissante sur I ~ f' :5 0 sur )a, b[. 

Con,~uences : 

• Accroissements finis generalises : 
Soient / et g deux fonctions continues sur / = [a, b} et derivables sur ]a, b{, 
alors il existe c E]a,b[ t-el. que (/(b) - /(a)) g'(c) = {g{b) - g(a)) f'(c). 

• Ragle de I'H6pital : 
Soit e: > 0 et a E JR. Etant donnees deux fonctipns J et g derivables sur 
)a-e,a +el telJes que; 

1 
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I. 'vz EJa - e, a[U)a,a + e[, g1(x) f, 0, 

2. /(a) g(a) = 0, 

3. lim f'(x) 
. ;;; g'{x) l, 

alors 

Formules de 'Tuylor 

Theoreme 4.3. Formule de Taylor-Lagronge · 
Soit f _ une_ fonc_tion de clasae C" sur un segment [a, b], et de cl1UJse D"+1 sur ]a, b[. 
Alors ti ~ste? E)a, b[ tel que: 

.f(b) _;,,. t (b - a)1' J'">(a) + (b- a)"+l j(n+l)(c) 
. : · k=O • k! ' (n + 1)! · · 

Tbeoreme 4.4. Formule de Taylo1·-Mac Laurin 

Soit f _ une_Janctfon de dasse en sur un segment (0, xi, et de classe D"+l sur JO x[. 
Alors ii e:,;f,Ste 0 E JO, 1 f tel que : ' 

n xk n+l 
f(x) = :E-J(l•>(o) +-x __ .,(n+l)(Oz). 

k=o kl (n+ 1)1 _ 

Th69f!me 4.5. Formule de Taylor-Young . 
Soit I une fonction definie sur un intervalle [ et a E J, 
Si f est derivable a l'ordre n en a, alors 

. ljm ___.!:___ (t( ) _ ~ (x a)k (k) ) _ 
· o:-M (x-, a)" :r t1i k! I (a) - 0. 
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4,2 Enonces des exercices 

Exergice 4.1. ; Peut-on appliquer le theoreme de Rolle aux fonctions suivantes? 

1./i(x)= sur [-1, lJ, 

X 1 
3. f:,,(x) = -- sur [O, lJ. 

x+l 

~xercice 4.2. : 

2. '2(x) jx-1I eur [0,2], 

Peut-on appliquer ie th€oreme de Rolle a la Jonction f dans chacun des cas suivants f 

I = [O, ,rj et f(:r) sinx. 

{ 
f(x) = 

-- l [-1, I} et f(O) O 
si X T 0 

- I= [-1, lJ et f (x) = 2 + ~ 

Exercice 4.3. : 
Dans chacun des cas suivants, montrer que la. fonctfon f satisfait au theoreme de 
Rolle swr l'intervalle indique, puis determiner la valeur du reel c figurant dans cette 
formule 

1. f(x) = x - x3 /JUT [-1, OJ, 2. f(x) = x2 (1 -x2 ) sur [O, 1], 

3. f(x) = Jl - x2 sur lj. 

Exerci@ 4.4. : 
Soit f(x) = x(x + l)(x + 2)(x + 3}. Montrer que l'equation f'(x) = 0 a troiiJ mcines 
reelles. 

i,xercice 4.5. : 
Soient a et b dew: reels f/:1;€s. On pose P(x) = x 6 - ax - bet Q(x) = x7 - ax - b. 
1) M ontTer que le polyn6me P( x) ne peut avoir plus que deux racines n5elles di11tincte11. 
2} Montrer que le polyMme Q(x) ne peu.t avoir plus que trois mcines reelles distinctet!. 

Exercice 4.6. : 
Ecrire la formu1e des accroissements finis pour chacune des fonctiontJ suivu.ntes, pais 
oolculer la valeur du reel c figurant dans cette f ormule : 

1. fi(x) = x - x3 sur {-2, l], 2.f2(x) = x2 sur [a,b], a< b, 

3. h(x) = f sur !a,tJ, 0 < a < b. 

Exercicfl 4. 7. : 
Soit f une f anction numerique definie et derivable sur ffi. telle que 

lim J(x) Hm f(x) l E ffi.. 
x-t+oo :t➔-oo 

On definit la fonction numerique g sur l'intervalle [-L 1] par: 

{ 
g(x) = J(tan("t)) pour x Ej 1, 1[ 
g(-1) = g(l) = I 

1} Montrer que la fonction g· est continue sur [-1, lj et derfoable sur] 1, l[. 
2} Montrer que : (3o: E] 1, 1[) y'(n) O. 
3) En deduire que: (3c E ffi.) /'(c) = 0. 
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Exergtee 4.8. : 
On considere lafonction J a variable reelle definie sur I= [O, J] par: 

f(x), 4x{1i-x) ir
2 sin2 x 

1. Verifier que la fonc/:i.Q'n f est deux fois derivable sur I et que pour tout x EI, 
f1'(x) = -2(4 + 1i2 oos2x). 

2. Montrer qu'il existe a E J unique tel que f'(cx) O. 

3. En deduire que : 

1f 
'<Ix E [0, 2], 

Exercice 4.9. : 

sin2 x ~ 4
2 x(ir -x). 

11" 

Soit f la fonction definie par : 

six El oo, 1[, 

si x E [1, +oo[. 

1. M ontrer que la f ooction f verifie les hypotheses du theoreme des accroissements 
finis sur l'intervalle [O, 2]. 

2. Determiner toutes !es valeurs de c E]O, 2[ telles que f(2) - f(O) = 2/'(c), 

E;x;ercke 4.10. : 
Soient f, get h trni.s fonctions continues sur l'intervalle [a,b] et derivables sur ]a,b[ 
(ou a et b deux reels : a< b). 
On pose A(x) = (g(a)h(b) g(b)h(a))f(x) + (h(a)f(b) - h(b)f(a))g(x) + (f(a)g(b)­
f(b)g(a))h(x) 

f(a) f(b) f(x) 
{Ll(x) est le determinant ll(x) = g{a) g(b) g(x) ). 

h(a) h(b) h(x) 
1) Montrer que l'appli.rution Li(x) est continue sur l'intervalle [a, b] et derfoable sur 
]a,b[. 

J(a) f(b) J'(x) 
2) Verifier que sa derivee 6'(x) est donnee par 6 1(x) = g(a) g(b) g'(x} 

h(a) h(b) h'(x) 
.'i) Montr·er qu 'il e:ci8te c E)a, b{ tel que 

Exercice 4.11. : 

f(a) J(b) J'(c) 
Ll'(c)""' g(a) g(b) g'(c) =0 

h(a} h{b) h'(c) 

b a b a 
1. Montrer que < a.rctan(b) - arctan(a) < -

1 2 si O < n < b. + . +a 
~ l ~ 1 

2. En dedv:ire que 4 + 5 < a.rctan(2) < 4 + 2 • 

Exercice 4.12. : 
Etab!ir les in~alites suivantes en utilisant le theoreme de8 accroissementa finis : 
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1. 2fx+r < ✓x + 1- ,Ix<~. '<Ix> 0, 

2. x $ ~ - 1 $ xe", Vx > 0, 

9. cosx $ ~(f - x), Vx E {O, fl, 
4- 0 5 ta.ny - tanx :'f 

5. lsinxl $ lxl, Vx E JR. 

OU O < x < y < J, 

Exercice. 4.13. : 
On considere la fonctivn f IR ~ IR, x H f(x) = Ax2 +Bx+ C, ou A. E IR", 
B E IR et C E IR. Soient a et b deux reels tell, que a < b. 
Verifier qu'on peut appliqt,er le theoreme des accroissements finis 11, f sur [a,b]. Ex­
primer c en fonction de a et de b. 

Exercice 4.14. : 

On considere la fonction definie par f : [O, l] ---+ ll 
x H- / (x) = l -12:x - lj 

Pour quelles valeurs de a et b peut-on appliquer le theoreme des ac.croissements finis 
a f sur[a, bJ? 
Exercice 4.Ui. : 
Etudier l'existence et l'unicite de c tel que 

f(b) f(a) = (b - a)J'(c) 

dans les cas suivants : 
1) a"" 1, b 3 et f(x) = (x - l)(x - 3). 
fd} a= -1, b = 1 et f(x) {/x3. 
:J) a= -2,r, b = 21r et f(x) = cosx + 2x. 
4) a"" -1, b = 1 et f{x) = {Ix. 

Exru;:cice 4.16. Soient f, g : [a, b] ➔ lR dew: fonetions continues sur [a, b] et 
derivables sur ]a, 1,i[. 
On suppose qtie f(a) I f(b) et g(a) 'F g(b). 
Montrer qu 'il existe c E]a, b[ tel que 

f'(c} g'(c) _.:....,:...;.__ = ....,..~__,..,. 
f(a) f(b) g(a) - g(b) · 

Indication : Considerer la f on ct ion F definie sur [a, b] par .. 
F(;i;) = (!(a) - f(b))g(x) (g{a) - g{b))f(x). 

Exercice 4.17. : 
Bait f une Jonction numerique definie et derivable sur [O, l] et telle que : 
/(0) 0 et (Vx E !O, l]), /'(x) # 0. 
Demontrer que f garde un signe constant sur [O, 1]. 

Exercice 4.18. : 
On considere la fonction numerique f a variable reelle x definie par f ( x) ""' x cosx. 
1) Montrer que : (3xo E If, ¾D / J(xo) = 0. 

2) Montrer ensuite que. : (3c Ejx0 , i [) / /' ( c) = ::~. 
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Exercice 4.19. : 

1. Ecrire lo. formuk de Mac-La'!Jrin pour la fonctian J(t) = ln(l+ t) a l'ordre f. 
2. En derJ-u_ire que 

x2 x2 xa 
x - < ln(l + x) < x - - + - 1:/x > O. 

· 2 3' 

Exercice 4.20. : 
Verifier les inegalites S'!Jivantes d l'aide de la formule de Mac-Laurin: 

1. Vl + x > 1 + ~-- f I Vx > 0, 

2. e"' ?: 1 + 11: + =;, \ix E R, 
0 1· ~ • 
v, - 2 $ COSX :$ 1 - +~'\ix E JR., 
4. x $ tanx s x + x 3, Vx E]O, U, 

E2&ercic~ 4.21. : 

En utilisant la fmmule de Taylor-Mac-Laurin, demontrer lea inegalites suiuantes : 
1) (Vx E !O, +co[) sinx s x 
2) 01~ E (0, +oo[) 1,:',,2 s arcta.n x :s; x 
3) (VvE}O, l[) arcsinx ::; 

;Eixercice 4 .. 22. : 

Oalculer (a la main, sans utiliser une machine) les expressions suivantes : 
a) cos(60, 1°)-4 trois decimalrs pres. 
b) aretan(l, 001) d quatre d~imales pres. 
c) ln(l, 002) d cinq decimales pres. 
d) ;/5 a trois decimates pres. 

Exei;cice 4.23. : 

1. Acrire la formule de Mac-Lau.rin pour la fonction f(t) = et. 

2. En deduire la limite de la suite (un)n definie pr;r 

1 1 1 
u,., ""l + 11 + 2! + ... + n EN•. 

fl~4..24.: 
Calculer les limites suivantes en utilisant la regle de l 'H6pital : 

1. lim tanx 
z➔O 

4. lim(x -1) tan~ 
· Z➔l 2 

2 l
. 2xsinx -1r 

. lm ----:1:-tf 2cosx 

5. lim(cosxr:.r 
x➔O 

7. lim(-·:i:_ - - 1-) 
x-+lx-1 Inx 
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J. lim J3+cosx-2 
x➔O x2 

6. Um~ 
X-+f ta:n5z 

. e2
"' - 2e"' + 1 8. bm --:------,,-.;__--

., .... o cos 3x ·- 2cos2 x + cosx 

4. 3 Solutions detaillees des exercices 

§_glution 4.1. : 

1. On ne peut pas appliquer le theoreme de Rolle(). la fonction Ji sur l'intervalle 
I= [-1, l}, car Ji n'est pas definie en 1 (ni en 

2. Non, car h n'est pas derivable en 1. En effet, la derivee a droite de 1 est 

lim h(x) - h(l) = Jim x - 1 = l, 
o:-t!-+ X - 1 x-+1+ :r. -

et elle est differe.nte de la derivee a gauche · 

fz(x)-h(l) = lim 1-x = -l .. 
x-1 x-,1-x-

3. Non, w:r fa(O) ¥ fa(l). 

Solution 4.2. : 

La Jonction f ( x) sin x est d~finie, continue et derivable sur lR, done continue 
sur I = [O, r.-] el derivable sur JO, 1r!. 
En plU!J on a f(O) f(n) = 0, par suite il ea;i,te c E)O, 1r[ tel que 
f'(x) = cosc = 0. 
Enfait c = ~, 

- En posant g(x) = cos21rx, on a g'(x) = -271' sin2nx 

et lim ==~ lim g(O) - g(x) = -g1(0) = O. 
:r.-+0 :t-+0 X 

Ainsi lim f(x) 0 ""/ {O), et f est continue en O. 
<t->O 

Ensufte: 

I
, /(:i;)-f(O) 

1
. 1-cos2irx l' 2sin2

,r:i; 2 2 2 un =1m =un 1r""'1r. 
rc-+0 :X - 0 :r➔O xZ x->O (me)2 
Ainsi f est derivable en O. 
Cvmme f est continue et derivable sur ]R• puisqu'elle est quotient de deux 
fonctions continues et derivables sur JR• et le denominateur ne s'annule pas 
sur JR*, f est alors continue sur I= [-1, 1] et dt!rivable sur j 1, 1[. 
En plus on a J(-1) = f(l) = 0, ce qui nous permet d'utiliser le t.heoreme. de 
Rolle et d1assurer !'existence de c E] - 1, 1[ tel que Jl(c) 0. 

-- La f onction f( x) = 2 + {'(x2 eet definie et continue mr I ~ [-1, 1]. 

On a lim f(x) - f(O) .. = lim (2 + {'x2) - 2 = lim .1-. +oo 
x-+O+ X - 0 :t-+O-+ X - 0 z-tO+ ~ 

par suite f n'e11t pas derivable en O et on ne peut pas utiliser le theoreme de 
Rolle. 

Solution 4.3. : 

1. La fanr;J;ion f est un polynt'lme, done definie, continue et derivable sur JR (sans 
problem.e et on peut la deriver autant de fois qu 'on veut sur toute parlie de 
JR), En particulier, elle est continue sur [-1,0j, et derivable s-ur) 1,0[. De 
plus f(-1) = f(O) 0. Done il exi.ste c E] 1,0[ tel que f'(c) 0. Comme 
f'(x) = 1 3x2, alors c? = }. Par consequent c = -i, car c E] -1,0[, 
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2. Comme dans le premier cas, f est un polyname done continue sur [O, 1] et 
derivable sur JO, 1[ avec /(0) = /(1) = 0. 
Alors il existe c E]O, 1[ tet que f'(c) = 0. 
On a f'(x) = Zx(l - Zx2 ) = 2x(l - v'2x)(l + v'2:x). Puisque c E)O, ll, alars 

1 
C s/2" 

3. La fonction f est definie et continue sur [-1, lj, derivable sur ] - l, 1[ et 
/(-1) = f(l) = 0. Done il existe c Ej - 1, 1[ tel qu.e f'(c) = - .;1:_c• = O. 
D'ou c= 0. 

Solution 4.4. : 
La fonction f etant polynomiale, elle est continue et derivable sur R. _ 
De plus J(-3) = f(-2) = f(-1) = f(O) = 0. 
D'apres le theoreme de Rolle applique sur chacun des inter-valles [-3, -2j, l-2, -1] et 
l-1, O}, ils existent c1 E] - 3, -2[, c2 El - 2, -1{ et c3 E] - 1, 0( tels qu.e 

f'(c1) = .f'(c2) f'(c:;) = O. 
Ce qui assure que l'eqv.ation f1(x) 0 a t:rois racines re.elles c1, c2 et C3. 

SoJution 4.5. : 
1} Supposons que le polynome P(x} = x6 - ax - b a au moins troill rocines reel/es 
distinctes x 1 < x2 < x3, 

La fonction polynomiale P{x) esl continue, derivable sur IR 
et P(x1) = P(x2) = P(xa) = 0. . 
On ales hypotheses du theoreme de Rolle sur chacun des intervalles [x1, xz) et [xz, X3]. 
Par suite, ii existe ct E]x1,x2{ etc2 E]x2,x3[ tels que 
P'(ci)=0=6q-a etP'(c2:)=0=6~ a. 
On aurait ci = c2 = ( ! ) ¼ ce qui est al>surde m,ec c1 < Xz < cz ! 
Ainsi P(x) ne peut avoir plus que deu:i: rocines reelles distinctes, 
2) Supposons que le polynome Q(x) x7 - ax - b a au moins qnatres racines reetles 
distinctes y1 < 'Jh < y3 < y4• La c.antinuite et la dmvabilite sur lR nous permettent 
d'apres le theoreme de Rolle d'affirmer que le polyntJme Q1(x) ""'7x6 

- a. 7(x6 
- ~) 

a trois mcines reelles distinctes er E]y1,Y2[, Cz E}y2,Ya[ etc3 E]ys,y,i[. 
C'est absurde ! D'apres la question (1) le po/yn{jme x6 - v ne peut avoir plus que deux 
raci nes reel/es distinctes. 
Par suite le palynome Q(x) = x7 - ax - b ne peut avoir plus que trois racines reelles 
distinctes. 

Solutiop_ 4.6. : 

J. Ji (1) - Ji (-2) (1 + 2)j1(c), ou c Ej - 2, 1[. n vient -6 ""'3(1- 3c2), et done 
c? = 1. Par consequent c = -1, ca1·c E] - 2, 1[. 

b2 a2 
2. b2 - a2 ""2(b a)c, au c E]a, b[. Par suite c = _ 

1 1 (b - a) • . . 1 1 
3. b - a=-~, ou c Eja, b[. Ce qui donne ";J; = et done c Jiib {ceci 

carO <a< c). 

S9lution 4.7. 
1) Notons u(x) la fonction bien definie, continue et deri:uable de] 1, 1[ dans 
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Jou J uQ-1, 11) - !, J[, v(x) = ta.n(u(x)) = tan("ir;) la fanctfo~ bien defi.nie, 
continue et derivable de] - 1, l[ da.ns JR. 
Comme fest definie et derivable /lur JR, la fonction g(x) == f(v(x)) = f(ta.n(,..;'}) est 
bien derivable sur] - 1, l[. 
En plus 

fun g(x) liro /(tan(,...;)) lim /(tanu) = lim f(v) l =g(-1). 
.,-+-1+ :r-+-1+ u-+-f+ v-+-oo 

Et de m~me lim g(x) = l = g(l). 
x➔l-

Ainsi g e.st continue sur [-1, lj et derivable sur 1- 1, 1[. 
f) D'apres la que.~tion (1) et:imisqueg(-1) g(l), on utilise le theoreme de &lie: 
il existe a Ej - 1, l[ tel que g'(a:) = 0. 
3) La deri11ee deg sur} - 1, l[ est donn6e. par 
g'(x) v'(x)f'(v(x)} = u1(x)(1 + tan2 (u(x))}/'(v(x)) 
Et done g'(x) = ½(l +ta.n2 t ";'))/l(tan(''n). • 
En posant c = ta.n(";}, on a O = g'(a) = ~(1 + ta.n2

{ ""2))/'(c) 
D'ou l'existence de c E JR, tel que f'(c) O. 

Solytion 4.8. : 

I. La fonction f est diffe:rence du polynome 4x(1r - x) et de la fonction 7r2 sin2 x 
qui sont indefiniment deri1,ables sur JR, elle est done deux fois derivable sur 
I== [O, U· . 
Et l'on a f'(x) = 4'11' -Bx -2'1f2 sinxcosx = 4,r Bx - ir2 ain2x, 
puis f"(x) = -8 - 2ri2.cos2x = -2(4 + 1r

2 cos 2x) 

2. On a f(J) = 4J(1r U - '11'
2 = 0 et J(O) = O. 

f ltant continue sur [O, II et derivable sur Jo, H le theareme de Rolle nous 
assure l'e.xistence de a E}O, ~[ tel que /'(er.) = 0. 
Remarquons que l'equation f"(x) "" 0 equivaut a cos2x "" a une seule • 
solution da.ns l'intervalle JO, fl, notee fl. 
En l l t bl d . t· def' : p,usonaeaeau e vana ion 

:v 0 /3 ... 
? 

f"(x) - 0 + 
f'(x) 4:1r "-,, f1((:J) < 0 / 0 

On voit done que f' s'annule une .seule Jois entre O et f1 et est strtctement 
negative sur )t,, n 
D'oil l'unicite de a E]O, ![ tel que f'(a} = 0. .. 

9. En dress ant le tableau de variation de f, on a : 
X 0 a ! 

f'(x) 411"• + 0 - 0 
f(x) 0 /- f(a) > 0 "-,, 0 

Ce qui mantre que: Vx E [O, !] /{x) 2::. 0 
D 'OU le result at : 

sin2 x $ ~x(ir x) 
'II' 
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Solution 4.9, : 

1. La fonction f est continue sur (0, l[U}l, 2], et de plus 

3- 2 
Inn J(x) = Inn x = 1 = /(1) et 

%➔ 1- o:➔ 1- lim f(x) = lim ! = 1 = /(1). ,, .. u+ :,, .... +1+ X 

D'ou f est continue en 1 et done elle est continue sur l'interoalle [O, 2]. 
D'autre part, f est derivable sur JO, l[UJl, 2[, et puisque 

lim f(x) - f(l) = l;- l - x2 
• -(1 + x) 

1 
=• .._,.. __ = lim --'----'- = -1 

x➔l- x- x➔J- - .,-,1- 2 ,· ' 

et 
Jim J{x) /(1) _ li'm 1 - x -1 

( 
::; Jim = -1 

z-11+ X - 1 ,,-,1+ X X - 1) x-n+ X ' 

alors f est derivable en 1. D'ou J est derivable sur l'intervalle ]O, 2[. 
2. Soit c E]O, 2f tel que /(2) - f(O) = 2f'(c). Alors f'(c) = ~. 

Pmsque f'(I) = -1, alors cf 1. . : 

Six< 1, alors f'(x) = (3-;,i"''Y = -x, et done f'(c) = -½ ¢.? c = ½, 
Et six> 1, a/ors f'(x} (~)' = -:r, et done f 1(c) = -½ # c = /2. 
D'ou C = ! OU C = .,12. 

Solution 4.10. : 
1) L'application 

A(x) = (g(a)h(b)-g,(b)h(a))f (x )+(h(a)](b}-h(b)J(a) )g(x )+(f (a)g(b)-J(b)g(a))h.(x) 
est _de la f~rme P,.(x) = o.f(x) + /;Jg(x) +-rh(x) qui est continue sur fa,b] puisque les 
trois fondwns,f, g et h sont continues sur [a, b] et o, /j, 1 constantes. 
Et l'on a A(x) est derivable sur ]a, b[ puisque !es trois Jorwtions f, g et h sont deri~ 
vables .sur ja, ,bf et a:, {:J, 'Y constantes. 
£) La derivie de A(x)' est dannte par 
L'i' {x) = g( a)h(/1 )-f( b )h( a) )f' (x )+(h(a)f (b)-h(b )!( a) )g' {x)+(f ( a)g(b )- f (b)g(a))h' ( x) 

= :(t~ 1~:{ /!'(x) I ~~:? 1~:~ '9'cx) + j ~~;j !i:; I h'(x) 
.J(a) f(b) f'(x) · 

= g(a) g(b) g'(x) 
h(a) h(b) h'(x) 

S) En plus on a : 

I 
/ (a) f(b) J(a) I J(a) f (b) f(b) 

A(a) ,= g(a) g(b) g{a) = 0 et A(b) = g(a) g(b) g(b) = O 
h(a) h(b} h{a) h(a) h(b} h(b) 

en disant que ces deux determinants ont deux colunnes egales { ou en eff ectuant les 
calcul11}. 
Ai.nsi l'n~plfoatfon A(x) est co?tinue 81.tr {a,b], derivable sur )a,b[ et A(a) = A(b), 
par le theoreine de ftolle on a l·e:r;istence de c E]a, bf tel que A'(c) = O 

JW IW f~ . 
c.d.d g(a) g(b) g'(c) = 0. 

h(a) h(b) h'(c) 

Soluj;iog 4.11. : 
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J, La fonction arctan(x) est continue et derivable sur R avec a.rctan'(x)"" 1;.,2. 
· D'apres le theoreme des (I.Ccroissements fir,tis, il existe c Eja, &[ tel que 

arctan(b) - arctan(a) = :.:;~. 
Puisque O < a < c < b, alors ~ < r.f.'c1 < 
t b-<> b-a < b-o. 

e IW < ~ l+a2 , 
d'Mt le resultat 

b-a b-a 
1 
+ b2 < a.rctan(b) - arctan(a) < + pour a, b tels que O < a < b 

2. En prenant a = 1 et b = 2, on en deduit que ¼ < atctan( 2 )-¾ < ! et par suite : 

~ 1 ~ 1 ,4 + 5 < arctan(2) < 4 + 2 
Solution 4.12. : 

1. Pour tout x > 0, la fonction f(t) ..ft est continu.e sur [x, x + II et derivable 
SUT ]x, X + l[. 
Done il existe c E)x,x + 1[ tel que f(x + l} /{x) = f'(c). 
Ce qui. donne ,./ x + 1 - _Ix = 2~ • 

Et c.omme x < c < x + 1, on a 2vh-t < 2'7c < 
D'ou le resultat : 

2. La Jonction f (t) = et est continue sur [O,x] et derivable sur ]O, x[. 
D'apres le theoreme des accroissements finis, 3c E]O, x[ tel que 
f(x) - f(O) = /'(c)(x - 0). 
Et done e"' - 1 = xe". 
Or O ~ c :S x =:> 1 $ ec :5 e" =} x S xe0 :$; xe". 
D 'au. le: resultat 

3. L'ineyalite est verifiee si X = 1· 
Pour x E [O, H, la Jonction f(t) = cost est continue sur [x, ¾] -qui est un 
intervalle non vide- et derivable sur )x, {[. · 
D'ou il existe c E]x, i! tel que f(1l) - f(x) = (f x)r(c). 
Par suite ccs x - '{f ( ¾ ·~ x) sm c. 
La fonction sin t est croi.seante sur [O, i] et O S c :$. i, 
done sine< sin l! ~ ~. - 4 2,. 
D'ou le tisultat 

v'2 y2 'It' 
cosx- <-(--x) , - 2 4 

4. La fonction f (t) = taut est continue sur [x, y] et derivable sur )x, y[, done ii 
existe unreel c E]x, y{ tel que f(y)- f(x) = (y x)f'(c). 
Par suite, tan y - tan x = /1;,;fc 2 0. 
Comme la. Jonction cost est decroi.9.sante sur [O, J], et O < c :S: y < i, on a 
cosc >cosy> 0. D'ou ~ < ± et ensuite ~ < ~ - cosc~cosy cosc ...... cosy 

Sachant que tan est croissante sur [O, fl on en deduit le result,i,t 

y-x 1r 
O :<; tan y - tan:i; $ - 2- pour O < x < y < -

2 COB Y 
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5. Six= 0, alors I sinOI = IOI. 
Et six f. 0, on considere la fonction sin qui est continue sur {O, xj {ou [x, Ol} 
et derivable sur ]O,x[ (ou.]x,OU, en utilisant le theoreme des accroissements 
finis on en deduit : · 
il existe c entre O et x tel que sin x - sin O = (x - 0) case. D'oii. le rt1Jultat 

I sin a;j = lxll cos cj $ !xi. 

Solution 4.13. : 
La fonction f (x) ""' Ax2 +Bx+ C est polynornia!e, done continue et derivable sur JR. 
Pour a < b deux reels, J est continue s1,r [a, bl et derivable sur ]a, b[. D 'apres le theo­
mne des accroissements finis il existe c E]a, b[ tel que 
f(b) - /(a)= (b- a)f'(c). 
Ce qwi donne A(b2 - a2

) + B(b- a)= (b - a)(2Ac + B) = 2A(b - a)c + B(b - a), et 
A(b2-a2 ) 

done c = 2A(b-a) = 

Solution 4.14. : 
Lafonction f(x) = 1- l2x - 11 est continue sur JR et derivable ia 011 2x -1 ;l O {car 
la fonction valei.w absolue n'est pas derivable en OJ. C'est a dire x ::p ~- · 
On peut done appliquer le the.oreme des accroissements finies a f sur un intervalle 
[a,b] tel que ½ i]a,b[ (a< b S ½ ou men½ Sa< b}. 

Solution 4.15. : 
1) Pour a 1, b = 3 et f(x) = (x - l)(x - 3) "'x2 - 4x + 3-
l'e.quatfon f(b) /(a)= (b -- a)f'(c) donne; 
0 = 2c - 4 et done un unique c = 2, dont l'existence est deja assure par le the.oreme 
des accroissements finis. 
2} Pour a= -1, b= 1 et f(x) = ~ =x! 
!'equation f(b) f(a) (b - a)f'(c) donne : 
1- (-1) (l - (-l))fc-i et done c = (i)i E] - 1, l{. 
On a une solution mtme si le theoreme des accroissement.s finis ne s'applique pas a 
cause de la non derivabilite en Ode lafonction f(x). 
3) Pour a= -21r, b = 21r et f(x) = c..osx + 2x l'exil;tence de c est deja assure par le 
theoreme des accroissements finis. 
L'equation f(b) - f(a) (b a)f'(c) donne: 
(1+4,r)-(1 4rr)=8w,.;;:,4,r(-sinc+2) etdoncsinc O. 
Gette equation a plusieura solutionl! dans] 21r, 21r[, a savoir c = -·1r, c = 0 ou c = tr. 

4) Pour a= -1, b = 1 et J(x) ffe l'equaiion f(b) f(a) = (b a)f'(c) dorme: 
1-(-1) = (1- (-l))½ci et done c = (½)½ E]-1, l[. 
On a une solution m~me si le theareme des accroissements finis ne s'applique pas a 
cawie de la non derivabiliU en O de la f onction f ( x). 

Solution 4.16. : 
La Jonction F(x) = (!(a) - f(b))g(x) - (g(a)- g(b))f(x) est de la forme 
F(x)=af(x)+/3g(x) avec a =f(a)-f(b) et /3 =g(a)-g(b) des comtantes. 
Comme f(x) et g(x) sont continues sur [a,b], F(x) est continue sur [a,bJ. 
Et comme f(x) et g(x) sont derivables sur Ja, b[, F(x) est aussi derh,able sur ]a, b[. 
Et l'on a en plus F(a) F(b) = f(a)g(b) - f(b)g(a). 
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On a par consequence du theoreme de Rolle /'existence de c E]a,b! tel que F'(c) = O. 
. f'(c) g'(c) 

D'oii. (f(a)-f(b))g'(c)-(g(a)-g(b))f'(c) 0, et par suite f(a) _ J(b) = g(a)- g(b) • 

SolutiQD 4.17. : 
Supposons que f change de signe sur [O, 1), ce qui signifie qu'il existe a et b dans !O, 1] 
tel:; que 

/(a) x j(b) < 0. 
f etant derivable sur [O, l], done el!e est continue sur [O, l]. D'o:pres le theortme des 
va!eurs intermediaires if existe c E)a, b[ tel que f(c} = 0 (0 <a< c < b). 
f etant derivable sur [O, 1 ), done continue sur [O, c) et derivable sur JO, c[. D 'apres le 
theoreme des accroissements finis, il e:ciste done d EjO, c[ tel que 
f(c) - f(O) = (c - 0)/'(d). 
Comme f(c) f(0) = 0 etc t= 0, on arrive a f'(d) = 0 f Ge qui est absurde. 
Par suite f garde un signe constant :ru.r [O, l]. 

Solution 4.18. : 

1) La fonction f(x) = x - cosx est continue sur JR, f(i) = ? - ~ "" ir-gva ~ 
-0.34 < 0 et !{¾) = ¾ - 4 = ,r-~ifl,:,;; 0.08 > 0. 
Ainsi fest continue sur [f,¾l et!({) x /(f) < 0. En app/iquant le theoreme des 
valcurs intermediaires on obtient : 
(:ho E]f, }[) / J(x.,) O. 
ll} La fonction f etant continue et derivable sur JR, elle est done cantinue sur [x,,, ¾I 
et derivable sur ]x,,, H 
D 'aprl~s le theoreme des accroissements finis on en deduit : 
(3c E]x.,, f !) tel que f( {) J(:to) = (f Xo)f' (c) 
qui donne zr¥ = (f..:. Xo)J'(c). 

D'ou (3c E]x,,, ¼D / J'(c) = :,:2£. 

Solution 4.19. : 

1. La forrmde. de Mac-Laurin a l'ordre 2 .ri'e.crit 

2 3 
J(x) = f(O) + xj'(O) + ~ J" (0) + ~ t<3>(c), 

ou c est entre O et x. 
On a f(t) = ln(l + t), f'(t) = f"(t) = (1'.;.h• et 1<3l(t) = [l~tj5. D'ou 
f{O) = O, f'(O) = 1, f"(O) = -1 et f(3>(c) = (l_;c)". Par suite 

ln{l +x) =x 
x2 xa 
2 + 3(1 -Ir c)3 • 

2. Par encadrement, on obtient 

l 1 x3 :.i:3 ;i:3 

O<c<x'90< (l+x)3 < (1-+ c)3 < l-=:>O< 3(1:+x)3 < 3(1+c}3 < 

D'oii. 
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Solution 4.20. : 

1. D'~pres la formule de Mat.:-Laurin appliqv.ee a la fonction f(t) = v'ITt il 
e=te C ejo, :i::[ tel que I 

2 
f(x) = f(O) + zf'{O) + ~ J"(c). 

On a f'(t)"" 2fi+t et f"(t) = -~. D'ou f(x) = 1 + :i: - ,,• Et 
4.y{l+t)3 2 8y(l+c)3 ' 

c>0::e> 1 x2 x2 x x2 
< l :::> --.-~== > -8 ~ /(x) > 1 + 2 g· 

2. L'in~al~te, est verifi_ee six= O. Pour x f; O et f(t) = et, la Jormule de Mac­
Laurin a I ordre trois assure l'existence d'un reel c entre o et x tel que 

x2 I . 4 
· f(x) = /(0) + x/'(O) + - /"(O) +:.... Jl3}(0) + :.._f(4l(c). 

. 2 6 N · 

Pui.s,que P"l(t).= et; Vk EN, a.lore f{O) == /'(O) = /"(O) = j<l}(o) 1 
et fH)(c) = ec. D'ou • 

"'.:i;2x3x4 x2xa 
e := 1 + x + - + - + -e< > 1 + x + _ + __ 

2 6 24 •• . 2 6 ' 

·a:• 
oor 

24
e0 ;?; 0. 

8. Pour_x = 0, l'inegalitl est veri.fiee. Pour x ,t. 0, et d'apres la formule de Mac­
~aun~ appliquee rl la fonction f (t) = cost avec n = 1 et n = 3 respectivement, 
ils existent deiu; reels c1 et c2 entre O et x tels q't/£ 

et 

2 
J(x) ""/(0) + xf'(O) +:.... /"(c1) 

2 

·. . x2 a 4 

f(x) ""J(O) + xf'(O) + 2 f"(O) + ~ j<3)(o) + ;
4 

j<4l(cz). 

Co~me f'(t) = -sint, f"(t) = -cost, j(3l(t) = sint et fl 4)(t) = cost on 
~~ I ' 

/( ) - ~ ~ 
X - 1 COSC1 et f(x) = 1- + 24 COSC2. 

On a 

et 

D'ov. 
x2 x2 x4 

1 - <coax< 1 - - + -- - 2 24. 
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4. En appliquant la formule de Mac-Laurin a la fonction f(t) = ta.nt sur [O,xJ, 
il existe c E]O, x( tel que 

x2 x3 
f (x) = f(O) + xf' (0) + 2-J"(O) + 6 f

3(c). 

On a J'(t) = l + tan2 t, f"(t) 2 tant(l + tan2 t) 
et J<3)(t) = 2(1 + tan2 t)(l + 3 tan2 t). D'ou 

tanx 
x3 

x + 3 (1 + tan2 c)(l + 3ta.n2 c) ;:::: x. 

La /onction tan t etant croissan~ sur [O, J] et OS' c S' :g, ii vient 

2 2 2lf 2" 1 . 3 8 (1 +tan c)(l +3tan c) .=; (1 + tan 6)(1 +3tan 6) = (1 + 3)(1 + 3) = 3. 

D'ou 

Solution 4.21. : 
1) Soit x > O. En utuisant la formulc de Taylor-Mac-Lamina l'orore un, pour 
f(t) = sin t -indefiniment deriooble- sur l'intervalle JO, x[, on a l'exi.stence 
de 0 E]O, l[ tel que 
sinx = f(x) = f(O) + xf'(9x) xcoo(9x). 
Comme x > 0 et cos(9x) :S: 1, on obtient sinx = xcos(8x) :S: x (va.lable mbne si 
X = 0). 
D'oi le resultat 

'vx ;:;: 0, ainx S x. 

fJ) Si :i; = 0, l'inegal.ite est evidemment vt!ri,fiee. 
Six > 0, an c.onsidere la fonc.tion f(t) = arctant sur l'intervalle [O,x]. Elle est 
indtfiniment derivable sur lR. On lui applique la formule de Tayior-Mac-Lauri.n. On 
a l'existence de 0 EJO, 1[ tel que 

1 
arctanx f(x) = f(O) +xf1(fJx) '-' x 1 + (Ox)Z 

Comme O < B < 1 et x > 0, donnent 1 < 1 + (0x)2 < 1 + x 2, 

. 1 1 l 
puis i + x2 < I+ (0x)2 < ' 
on obtient finaiement 

(Vx E [O, +oo[), 
X 

+ 
S arctanx S x. 

3) Pour x E]O, l[, on coitBidere la fonction J(t) := arcsint sur l'interoalle [O,x]. Elle 
est indefiniment derivable sur JO, x[. On lui applique la formule de Taylor-Mac-Laurin. 
On a /'existence de 0 E]0, II tel que 

arcsinx = f(x) f(O) + xf'(0x) = x 
1 

. 
y'l - (0x)2 

Comme O < () < 1 et 0 < x < 1, donneni 0 < 1 - x2 ::; 1 - ( 0x )2 , 

. l < 1 
puis F-1/h)2 _ 

on obtient finalemerit: 

(Vx E]O, l[)i 
X 

arCSiR X < ,.-----. , 
- vl - x2 
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Solution 4.22. : 
a) On a : 60, 1° = (60 + 0, 1)0 = 60"(1 + Jo) = + = J + Tifoo en radians. 
Posons a= J et b = J + rsllo· 
Par application de la formide de T.aylor-Lagrange, on a l'e:Listence de c E]a, b[ tel que 
cos(b) = cos(a) ·· (b- a) sin(a) (o-

2
a)' cos(c). 

Ce qui donne cos(b) = cos(60, 1}0 
Ri ½ - UWcilf,:,; 0,4985. 

b} Par la m~meformule et twee a= 1, b = 1,001 et f(t) arctant, ii existe c E]a,b[ 
tel que • 

arctan(l, 001) arctan 1 + ~·~ ..+ (o,o~l)• f"(c) Ri 0, 7858. 

c) On fait de m~me qu'avant: a= 1, b = l,002 et f(t) = lnt, il existe c E]a,b[ tel 
que 
ln(l,002) = /(1) + (0,002)J'(l) (o,o~:.i)' J1'(1) ·1 (O,~:.!l

3 
f"'(c) R::0,001998. 

d) On a : v'5 = v'4+} = 2✓1 + 0, 25 ~ 2(1 + - (o,!5l
2 

+ i (0, 25)3 ). 

G'est a dire V'5::::: 2,235 (on a utilise la fonctian f (x) = v'f+'x). 

Solution 4,23. : 

1. Pour tout x E R*, il existe un reel c entre O et x tel que 

2 n n+l 
f(x) = /(0) + ~ f'{0} + :_ J"(O) + · · · + :::_ f(nl(O) + _x __ f(n+il(c). 

11 2! ' n! (n+l)l 

Puisque, VkEN*, J'k){t) ""et, on obtient 

x x2 xn x"+1 

e"' = 1 + ll + 21 + ... + -, + ( l)le". . . n. n+ . 

2. Pout x "" 1, on a 

e 
1 1 1 1+-+-+ .. ·+-+ 1! 2! n! 

D'ou !u,. ej = (nli)lec :$ (n.;'.iji, car c < 1. Et puisque n.!!1.'l1oo(n ~ l)! = 0, 

alors lim u,,, = e. 
n-++oo 
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Solution 4.24. ; 

1. En posant f(x) = tanx et g(x) = a.resin a:, on a: 
J. g'(x) s::- ~L,,, =IO 11ur j - 1, O{U]O, 1( 
f!- f (O) = g(O) = 0 
3. lim J'(x) = lim 1 +tan2(x) = 1 

~..+D g1(X) ~➔D ~ 
:i,#0 x:;60 V l-:,;• 

A partir de ces hypotheses, on utilise la regle de l'Hopital. D'ou 

lim f(x) = lim tan(x} = lim J'(x) 
NO g(x) MO arcsinx .... o g'{x) ,,,.,o ,z;;,(O :i;;,60 

1 

2. En utilisant la rogle de l'Hapital avec J(x) = 2xsinx - 'If et g(x) = 2coax, on 

al' 2xsinx - 'If 1. 2sinx + 2xcosx __ -l. 
!ID ---- = Ill z-+½ 2co:,x ,, .... ½ -2sinx 

3. En utilisant la rogle de l'Hopital avec f (x) = v'3 + cosx - 2 et g(x) = x2 et 
ensuite le f ait que lim !!ill = 1 on a : 

, :.c➔O z 
~-- -miH' . 

I. v3 + cos X - 2 1· 2v'3+;;on ll SID X 1 -1 
llll =lffi = ID -8. 

:r➔O x2 %-tO 2x 3'➔0 X 4\1'3 + cos X 

1
. ( ) 1f'X ,, X - 1 . 'll'X 1. X - 1 Ii 1 2 4. 1m x 1 tan - um -,;:ii sm = 1m = m = --

3'-+l 2 z-+l cos 2 ., .... 1 cos o:➔l -J sin .,,2 7r 

_l ln(r;'!!~:z) ,_ ~i.r,o-: l 
5. lim(cosx)~ = lime • ""lime>wc0 u ,.,e-~. 

. :r➔O x➔O z·➔O 

6_ Jim tanx = lim eo!•., = ~ (llm ~s5x)
2 

=}; ( lim 5s~n5x)
2 

= 5_ 
z➔ f tan "1-+f cwh:r 5 s;-+f COSX 5 o;-+'f s1nx 
Pour cette limite on a utilise de1,13; foiB la regle de l'Hi,pital (et en general au­
tant de fois qu 'on veut). 

7. 

8. 

lim(_::_- - l 
o:➔ l ·:i;-0 1 

I
. x In x x + 1 

1
. In x = JID ----- = lID ----....-,-

:.e➔l (x - 1) In x ., .... 1 lnx + (x - 1}½ 

r xlnx li lnx+ 1 1 
=.,~xlnx+x 1=.,~1llnx+2 =2 

e2"' - 2e"' + 1 
Jim ------=--­
x-+O cos3x - 2cos2 x + cosx 

_ r 2e2"' - 2f!' 
- .,~ -3sin3x + 2sin2.'!:- sinx 

. 4e2x - 2e"' 
hm --,---------­
., .... 0 -9cos3x +4cos2x cosx 

Ld r.mssi, On a utilise deux fo·is la regle de l'lI6pita!. 
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4.4 Exercices supplementaires 

~lee 4.25.: 
Peut-on appliquer le theoreme de Rolle aux f on ct ions sui11antes ? 

L /(x)"" {/(x - 2)2 sur [O, 4), 2. g(x) = tan x sur [O, 1r]. 

Exercice 4..26. : 
1) On pose f(x).= x(x - l)(x - 2)(x - 3) pour twt x E JR. 
Montrer t]Ue h!quation f'(x) = 0 a e:roctement trois solutions dans R. 
2) Que ·P.f-!ut~on _dire de _lafanction g(x) = x(x - I)(x - 2)(x - 3)(x - 4) 'I 

Exercice 4.27. _: 

Soit f ; R ➔ JR la fonction definie par f(x) 

s'annu!e au moins une Jou; sur l'intervalle ]O, 1r[. 

Exercice 4.28. : 

sinx+coo(2x) M tre f' = . on r que 
1 + cos2{2x) 

Sait f une fonction definie et continue sur [a, b], derivable sur )a, b[ telle que f' ne 
s 'annule pas sur ]a, b[. Montrer que f est injectiue. 

Exercice 4.29. : 
Montrer que l'equation e" = 1 + x admet une settle solution x = O. 

Exewc!i! 4.ao. : 
Montre~ qu'entre dew: mcines reeltes de e"'sinx l, ii exi.ste une mcine reelle de 
e"'cosx -1. 
Indication : Appli~er le theoreme de Rolle d la fonction e-" - sin x. 

E?!i!rclce 4.31. : 
Soient a et b de·ux ree/,8 fix~ e~ nun entie1· tel que n;?: 2. On pose P(x) "";i;n -ax-a. 
t) M'ontrer qlle sin est pair ~e polyn1'me P(x) ne peut avoir plm (J'Ue deux mcines 
reelles. 
2) Montrer que sin est impair le polynllme P(x) ne peut avoir plus que trois rocines 
reelles. 

/:lR-tR 
On considere la j,mction definie par x H f(x) lx2 _ ll + !2:r.2 _ xi 
Pour quelles valeurs de a et b peu.t-on appliquer le theoreme de.s accroissements finis 
ii I sur [a,b] '? 

Exercice 4.33. ; 
Etudier l'e.xistence et l'unicite de c E]a, b[ tel que 

f(b) - /(a) :; (b - a)f'(c) 

darn/ les ca., suivants : 
1) a= -1, b = 1 et f(x) = x2 - 1. 
2} a= -2, b ,d et /(x) = {/x2. 
S} a= 0, b""' 21r et f(x) = sinx + 3x. 
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1t;xercige 4.34. : 

J. Montrer que 1- ~ < Jn{~) < ~ -1 siO <a< b. 
b a a 

1 1 
2. En deduire que 6 < ln(l,2) < 5. 

Exercice 4.35. : 
JJemontrer que pour tout x E R+ on a : 

X -- < ln(l + re) < x. 
l+x - -

E_xercice 4.36. 

1 
1. Montre:r que poitr tout x > 0, . 

1 
<ln(x+l)-h1(x) < ·-. 

X X -r-
1 

2. End&iuire lim x(ln(x+l)-ln(x)),puis lim (l+:-r"· 
x➔+oo :r➔+oo .r 

Exercice 4.37. : 
~ que pour tout x > 0 on a : 

e"' -1 
1<--<e"'. 

- X -

Exerck:e 4.38. : 
Demontrer que pour tous a et b deuz reels donnes tels que O < a. $ b < f on a : 

b a b-a --- s tan b - tan as ---r-b· 
cos2 a cos 

Exercig~ 4.39. : 
Soit f une Jonction numeri.que d variable reelle definie ef. rleri1111l1lr mt· I 'interualle 
[a, b}, telle que : 

/1(a) = /'(b). 

Montrer que : :le E]a, b[, f'(c) = fi4:::~. 
Exercice 4.40. : 
Soit f u.ne fanctwn 11.'Umerique definie et derivable s·ur JO, +ool telle que : 

Vx E]Ot+ao[, f'(x) = _!. et f(l) = O. 
X 

1) Determiner le si,gne de f(x) pour taut x E]O, +oo[. 
fl) Demontrer que pour tout a i;trictement positif 

a 1 !( , -- $ · a) Sa - 1. 
a 

.'J) Demontrer que : 

V(x, y) E ()0, +oo[)2, { f(xy) = f(x) + f(y) 
f(}) = J(x} -· f(y) 
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Exercice 4.41. : 
Etablir les inegalites std'Uantes en utilisant le theoreme des accroissements finis : 

1, +"' 1 < ln(l + x) < x, Vx. > 0. 
,: I 

2. arcsinx < V:r; E]O, l[. 

3. 2:Jf=-; < \fi E]O, 1[. 

4. lcos(x + 1)- cos xi :S l, 'efx E IR, 

~ jy- xj, \fx,y tels qv.e x ~ 0 et y;?: 0. 

Exerdce 4.42. 
En utilisant le theoreme des accroissement., finis, determiner la limite suivante : 

Exercice 4.43. : 

e"""h"' - e""""' 
lim----­
"'->O cosh x cos x 

1. Ecrire la form:ule de Mac-Laiur-in pour la fonction f(x) = ln(l + x). 

2. En deduire la limite de la suite (u.i)n definie par 

1 1 1 c 1r-1 

u,., = 1 - - + - - - + .. + ----, n EN*. 
2 3 4. n 

Exercice 4.44. : 

x2 
J. Montrer que x - - < ln(l + x) < x, Vx > 0. 

2 

E;is;;ercice 4.45. : 
Calc.uler !es limiteB ~iuantes en utilisant la regle de l'Hopital : 

I 
xcoox - sinx 

L irn----c---­
:r➔O 

I
. lnx 

4. 1m ,r;:;: 
~➔+<>0 yX 

. ln(•1
:"') 

7. hm--2-:c➔o :;:; 

Exercice 4.46. : 

!
. x - ln(l +x) 2. u:n __ .c___-'-

"'➔O 1 COSX 

I
. ln(cos3x) 

5. 1m l ( ) z-,o ll COS 2X 

8. lim 
1 1 

:c➔D 

3• lim tanx -_sinx 
x➔O x smx 

I
, l+cos:rrx 

6. Jill 2 ,;➔ 1:i; 2x+l 

Soit g : [-1, 1]-+ JR une Jonction de classe C2 telle gue g(0) = g1(0) = 0. On pos 

, { ~ sixE[·-1,1]\{0}, 
fix)= 

0 si X = 0. 

Montrer que la jonction f est derivable en O. 
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4.5 Indications sur les exercices supplementaires 

Solution 4.25. : 

1. Non, car f n'est pas deri'Uable en 2: 

lim f(x) - /(2) = lim (x - 2)f "" lim _.l_ = +oo. 
,:➔2+ X - 2 ,:➔2+ X - 2 :i:··•2+ (x 2)$ . . 

2. Non, car g n'est pas definie en i. 
Solution 4.26. : 
1) Remarquer que J(x) = x(x - l)(x - 2}(x - 3) est un polynome de degre qu~t~, sa 
deri.vee f'(x) est de degre trois, a au plus trois rocines dans ll.l. Utiliser le theoreme 
de Rolle pour montrer que f'(x) a deja au mois trois solutions x1 E]O, 1[1 x2 E]l, 2[ 
eha E]2,3[. . 
£) Faire de ml!me pour verifier que si g(x) = x(x- l)(x - 2)(x -3)(x - 4) !'equation 
g' ( x) = 0 a exactement quatre racines dans JR. 

Solution 4.27. : 
La fonction f est continue sur· [O, 71'j et derivable sur ]O, 71'[. De plus, f(O) = /(,,r) = ½• 
D'apres le theoreme de Rolle, il f$Mte c E)O, 1r! tel que f'(c} 0. 

Solution 4.28. : 
Supposom qu 'ils existent xi, x2 E [a, b], X1 < x2, tels que f(x1) = /(:,;2). La fonction 
fest continue sv.r [x1,x2J: et derivable .mr ]x1,x2[- Done il existe c E]x1,x2[ tel8 tplB 

f'(c) = O, ce qui est absurde. · 

Solution 4.29. : 
Supposom qu'il existe a E JR• tel que ea. = 1 + a. La fonction f(x) = e"' - :i: est 
continue et derivable sur R a'llf:c f(O) = /(a) = 1. D'apres le theoreme de Rolle, ii 
existe un 'i'iel c entre 0 et a tel que f'(c) 0. D'oii. ee = l, ce qui est absurde car 
cf O. 

Solytion 4.30. : 
Soi.ent a,b E JR, a< b, tels que e"'sina = ebsinb = l. Lafonction f(x) =tC"' -sin:t 

1 -e;:in!" est continue et derivable sur R a:uec f(a) = 1-•;:1na 0, et de meme, 
f(b) = 0. Done il f$Mte c eja,b[ tel que f'(c) = 0. D'o1J. -e-c: coac = O, et par 
consequent, ec cos c = -1. ,. 

Solution 4.31. : 
1) Pour n :2:'. 2 pair, la seule mcine reelle de P'(x) nx"-1 - a= 0 est •-{11. 
Et done P(x) ne peut avoir pbts que deux rncines rtelles {sinon, en utilisant le theo­
reme de Rolle P'(x) aurait plus d'une raeine!), 
2) Pourn 2 2 impair, Q(x) = P'(x) = nx"-1 -a= n{xn-l i) ne peut avoir plus 
que deux racines reelles d 'apres ( 1). Et done P(x) ne pcut avoir plus que trois racines 
reelles. 

Solution 4,82. ; 
La fonction definie sur 1l.l et definie par 
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/(:c) = lx2 -.ii +l2x2 -xl lx+ll x Ix- lj +2lx-OJ x J:i:- 1 1 
est derivable sur] - oo, -l[Uj - 1,0[u]O, ½[u)½, l(U}l, +oo[ et n: l'est pas aux pmnt,s 
-1, 0, ½ et L On rieut appiiquer le theoreme des acc:n:,wsements finis a f sur [a, b] tel 
que • 

[a,bJ CJ -oo, ...'.1j, au [a,b] c[-1,0], ou (a,b] c [O, ½J, ou [a,b] c [½, 1], 
OU [a, b] C [1, +oo[. · 

Solution 4.33. : 
1) Pour a= -l, b"" I et f(x) x2 - 1, /(b)- f(a) = (b- a)f'(c) equivaut a 
0 = 2(2c) et done c = 0 est unique. 
f) Pour a= -2, o = 2 et /(x) = ~. f(b)- f(a) = (b - a)f'(c) equivaut a 
D = ·4( ~) et dtmc pas d'existence de c. 

3c~ 

S) Pour a= 0, b = 211" et f(x) = sinx + 3x, f(b) - J(a) = (b - a)f'(c) eqwiw.ut a 
61!' =-21r(cosc+ 3), puis d cosc = 0. 
Comme c e)0,~1r[, on obtient dew; solutions c = J OU c = ,. 

Solution 4.34. : 

1. On applique le theoreme des accroissements finis a la fonction ln(x) sur l'in­
tervalle !a, b). Il exist!:: alors c E]a, bl tel que lu{ !) = Jn(b) - ln(a) = 1>;". 
Or0<a<c<be:> <b<b-r,1 d'oill-!!.<Jn(.!!.)<.!!.-1 

c al b a a • 

2. Il suffit de prendre a 1 et b = 1, 2. Ou, d'une maniere genera.le, a E R+ 
quelconque et b = 1,2a. Alors .!!. = 1, 2, .!!. 1 0,2 ::= l et 1- !! = ~ = 1 
fl '01} le resultat. a " li b 1,2 6 ' 

Solution 4,85. : 
On applique le thloreme de, accroissements finis a la fonction ln( 1 + t) sur I 'intervalle 
[O,x]. 
On aura l'existence de c tel que O < c < x et f(x) - /(0) = {x O)f'(c) 
et done ln{l + :z:) = x..L1+ avec -1

1 < - 1- < I c +;z, l+c · 
En multipliant par x positif, on obtfont, \/x E JR+ : 

X 
l + X :S ln(l + x) '.S x 

.e..QlY:ilim._ 4.36. : 

1. La fonetion ln(t) est continue et derivable Bur JO, +(X)[, done elle verifie le,~ 
hypotheses du theoreme des accroissements finis sur l'interualle [x,x + lj si 
x > 0. Par sttite, il emte c E]x,x + 1[ tel que ln(x + 1) - ln(x) !. On en 

· 1 l 1 1 le 
dedmt que < ln{x + 1) ~ ln(a.:) < -, puisque < - < .:_, 

x+ X x+ C. X 

2. D'apres la question 1., _x_ < x(ln(x + 1) - In(x}) < 1. 
x+l 

Par consequent, lim x(ln(x + 1) - ln(x)) = 1. 
:t:➔+oo 

Ona 

(1 + ! t = e"'ln(l+;) = e"'ln ~ = ex(ln(,:+1)-ln(x)) 
X • 

Done fun (1 + .! )"' = e. 
<t➔·b:» $ 

108 

!1 

·.· .. ·;•··· .. ·.1: ., 

;1 

Solution 4.37. : 
Pour x > 0, utiliser le theoreme des accroi.ssements fin-is sur l'interoalle (O,x] et avec 
la Jonetion /{t) = e1

• Ce qui donne : 
· 3c E]O, x[ tel que "" e;::ri = e0

• 

Comme O < c < x, on al < ec < e"'. D'otl. le resultat : 

e"' -1 
'ix > □, l :S x S e"'. 

~lution 4.38. : 
Uti.li,ser le theoreme des accroissements finieJJ rur ]a, b[C]O, ;[ a'tleC f(x) = tanx et 
comparer cos2 a, cos2 b et cos2 c. 

Solution 4.39. : 

{ 

f(x) - J(a) six E}a,bj 
Definir lafonction g(x) = x -a 

/'(a) six a 

J'IJ.$tifier l'existence de d Eja, b( : g'(d) "" g(b) - g(a). 
b-a 

Verifier que g'(b) = -g'(d). 
Si g' ( d) 0 donner c. 
Si g'(d) f, O, ju.stifier que g' change de signe et que g possede un extremum pui,s 
cvndv:re. 

Solyji2n 4.40. : 
1) f' etant stridement positive done f est strictement croiuante, en deduire le signe 
def sur JO, 1[ ef sur JO, +oo[. 
2) Utiliser le theoreme des accroissements finis sv,r ]a, 1[ ou }l, a[ suivant qtJ,C 1 < a 
oua<l. 
3) Poser h(x) = f(xy) - f(x) f(y) en fixant y. Galculer h'(x) et en deduire que h 
est constante nulie. 
Appliquer h a ; · 

Solution 4.41. : 

1. La fonction f(t) = ln(l + t) est continue sur [O, x] et derivable sur JO,rc[, d'oo 
3c E]G,x{ tel que f(x) - f(0) = ::r.J'(c). Par consi(J11."nt, ln(l + x) == iie• Or 

0 < c < x ~ < i!c < 1. D'mi __!__l < ln(l + x) < x. 
• x+ 

2. La fonction J(t) arcs.int est continue sur [O,a:j et derivable sur ]O,x[. Done 
il eri,te c E]O,x[ tel que f(x) - /(0) (x - 0)/'{c), soit =inx = ~-
Comme O < c < x < 1, a/ors ~? < D'ou arcsinx < ; 1':..,"l. 

3. On applique le theori:me de11 ac~ements finis pour f(t) vT=t au,, l'in• 
· terualle [O,(l;). n existe alors c E]O,xf tel que yT=x - 1 Comme 

0 < c < x, alors 1 < ,;b < D'ou < ✓1 -x - 1 < 

4. Pour tout x E JR, l'application t ....+ cost est continue BU, [x,x + 1] et deri.ooble 
sur ]x,x + 1( avec cos't = -sint. Done il existe c E]x,x+ 1[ tel que cos{x+ 
I) cos;i; =-sine.Par suite lcos(x + 1)-cosxl I sine!~ 1. 
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5. L 'inegalite est verifiee si x 
et 1J tel que e-v - e-"' ""' 
care-•$ 1. 

y. Supposons qne x =j: y,. alors il e:i;iste c entre x 
-x). D'ouje-v e-"l=e-cly-x]:::;ly-xl, 

Solution 4.42. : 
Pour tout x E R!, la fonction et eBt continue sur {cos x, cash x] et derivable sur 
l cosx,coshx[. Done il existe c E] cosx,coshx[ tel que 

ecoshx - em•x = (coshx - cosx)ec. 

Six -t O, alcrrs c-, 1, et done 

Solution 4.43. : 

ecoshx _ eeof$,.::r 

lim-----c:c 
z➔O cosh x - cos x 

ec ;;:;;: e. 

1. Pour tout x E JR*, ii eriste un reel c entre O et x tel que 

2 n 7',-'-1 

/(x) = /(0) + xf'(O) + x
2

, f"(O) + · · · + =, tM(o) + -( x 
1
.)/(n+l)(c). 

. n. n+ . 

P k N~ f(k)(t) (-1)~-l(k-l}! D' . 
our tout E , = (Ht)• . ou 

Par suite 

(-lt-1 k 
--k-x. 

X2 xn x"+l 

ln(l +x} = x - ~ + ... + (-1)"'-1 n +(-1)" (n+ 1)(1 + c)n+l. 

P b . t l (2) + (-l\" D' · 2. our x = 1, on o tien. n = u,,_ {n+l)(I+c)"+t • ou 

ju,. ln(2)j = (n + l)(~ + c)ri+l :S: n ~ 
Par consequent, lirn ·u,."" ln(2). 

n---++oo 

Solution 4.44. : 

1. D'apres i'exercice precedent, ln(l +~:) = x - Z(l~c)"' ou c E]O,x[. Puisque 

0 < C < x * (l:zP < {l~c)" < l, alors 

x 2 x2 

:i:- 2 < ln(l+x) < x- 2(1 +x)2 < x. 

2. Posonsu11 

"' k (Il (1 + n2 )). A.tors 
li;=l 
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En utilisant les resw.tats 

! '2-- k2 > n(n+l) __ 1_-2-, k2 > n(n+ 1) 
2 L.., n4 - 2n2 2n4 L.., · - 2n2. 

.1:,.,,1 lc=l . , 

D'ou lim ln(u,.) = -
2
1 

et Jim rr" (l + k2 ) = ei = ./e. 
n~+oo n➔too n ' 

k=1 

Solution 4.45. : 

1 
Um xcosx -sinx _ Ii cosx - xsinx -coax_ l' -sinx _ 1 

, ;aHO a;3 - o;~ 3x2 - ,;~ ~ -

2 
li x-ln(l+x) I' 1-

. .,!fo 1 - cosx = "'~ 
3. 

l
. tanx - sinx 
1m----­

;i:➔O x -s.inx 

=lim_::_x 
::r->0 sinx 

1 
=l. 

+x 

-cosx .• ·1.-cos3 a: 
Um-=-"'----- hm · · · · 
:t➔O -e.oax -.,➔0·cos2 x(l-oosx) 

I
. 1 + cosx + cos2 x 
!ID ----,,--- :::.: 3. 
x➔O cos2 X 

4, Jim lnx:;;;. llrn = lim 2_ = 0. 
.cc➔+cc -Vi z➔+oo .c~➔+'!Xl- ~ 

1 
2n' 

5_ lim ln(cos3x) = Jim 3sin3x x cos2x = ~ lim sin3x =~Jim 3cos3x = ~ 
:1.-1-0 In( cos 2x) "'➔O cos 3x 2 sin 2x 2 z➔O sin 2x 2 z➔O 2 cos 2x 4 · 

6_ lim \ + cos''ll'x = Jim -,r sin ,rx = Jim -~'lf2 coe 1rx = n-2 
:a➔ l X - 2x + 1 :t-->l 2X - 2 .:➔ l 2 2 . 

7. 

8. 

li xcosx-sinx 
x!fo 2x2 sin ;i; 

= lim-~-.....:-­

li 1 1 
,,..To sin2 x -

x➔O 

2 · 2 = lim x - s1u x = lim 2x - sin 2x 
:t➔O x2 sin2 x ;r➔O 2:i: sin2 x + x2 sin 2x 

= lim 2- 2cos2:i: 
x-+O 2 sin2 x + 4x sin 2x + 2x2 OOll 2:fl 

= li 4sin2x 
.,,~ 6sin 2x + 12:i:cos2x - 4x2 sin 2x 
lim -:-:---::--__ 8_c_os_2_x ____ _ 
~-to 24 cos 2x 32:i: sin 2x •- 8x2 cos 2:ll 
1 

3 
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Solution 4.46. : 

En ~tilisant la r½le de l'HtJpital deuxfois, pour passer de !lgl a~, et pour passer 
d ® g''(:,) :r 2:o 
e 2,,a 2 ,ona 

Jim J(x) - /(0) = lim g(x) = lim g'(x) = Jim g"(x} - g"(O) 
z--+O x-0 :r➔O x2 :o➔O 2x :t--+O 2 - 2 · 

Par consequent, f'(O) == 9"J0!. 
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Chapitre 5 

La convexite et ses applications 

5 .1 Rappels de cours 

Soit I un intenralle de JR et f une fonction definie sur J et C la courbe representative 
de f da.ns un repere du plan. 

Definition 5.1. Une partie Li de JR2 est dite convexe lorsque, pour A et B deux 
points quelconques def;., on a le segment [AB] est inclus duns~. 
L 'epigraphe def est I 'ensemble note. et defini par Ep(f) = { (x, y) E Ix JR / y 2:: f (x)}. 
On dit que f est convexe lorsque son epigraphe est une partie convexe de JR2

• 

f est une fonction concave si la fonction ( - f) est conve.te. 

Proprietes 8. Les enonces suiva.nts sont equivalents : 
- f est convexe sur I, 
- \f(u,v) E 12 etV>. E]O, 1[ 

f(>.u + (l - >.)v) ::; >.f(u.) + (1 - >.)f(v) 

- Pour tout a EI la fonction ip0 (x) = f(x) - f(a) est croissante sur I - {a} 
x-a 

Theoreme 5.1. Lorsque f est derivable sur I on a l'equitlalence : 
f convexe sur I ~ f' croissante sur I 

Theoreme 5.2. Lorsque f est de11x fois derivable sur I on a l't!qnina.len1:,: : 
f convexe sur I ~ f II positive sur I .. 
Proposition 5.1. Soit f convexe et derivable sur l'intervalle I = [a, b]. Pour chaque 
X 0 E [a, b} on a : 

\fx E {a,b], f(xo) + {x - Xo)f'(x,,) '.S /(x) '.S f(a) + f(bi = ~(a) (x - a) 

Ce qui signifie que la courbe de f sur I est au dessus de la tangente en x 0 quelconque 
de [a,b] et au dessous de la corde reliant les deux points (a,f(a)) et {b,f(b)). 
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5.2 Enonces des exercices 

Exercice 5.1. : 
On definit la fonction f par 

f : I [0,2] 
Bi x !O, l[ 

➔ Si X = 1 
si X E]l, 2] 

1) Et11.dier fo, continuite, la derivabilite et la deriiuabilite seconde def s-ur I. 
2) Soit a E}O, l[. On pose X1 ½ et X2 = ½-
Ca.lculer J{ca:1 + (1- a):z:2) et af(x1) + (1 - o:)f(x.). 
SJ f est•elle convexe (resp. concave) sur I? 

Exercice 5.2. : 
Determiner les intervalles de conttexite et de concavite, les points d'inflexion des 
courbes des fonctions suivantes : 
f(x) = C"'

2 
et g(x) = xe-x". 

Exercice 5,3. : 
Soit J(x) "" x3 + ax2 +bx+ c avec a, b et c trois reels. 
Determiner a, b, c pour que f soit conuexe sur [0, +oo{ et concave su1· l oo, O[. 

Exercice 5.4. : 
Soit J{x) = ax3 + bx avec a, b dew: reels et a# 0. 
Etudier la convexite de f suivant les valeurs de a et b. 

Exer;cice 5.5. : 
J J M ontror qu,e la Jonction f ( x) = e" est convexe sur IR. 
ft} En deduire que poor tout (x,y,z) E m,3: 

. e'" e11 e"' 
a- ef+H i < - + - + 

- 2 3 
b- $ ½ (e'" + eY + e"). 

J:);ir.ercice 5.6. : . 
a) Montrer que la fonctian definie par f(x) = e2"'+sm:i: est convexe .nir JR. 
b) Soit g ; IR-+ IR une fonction telle que pour tout x E JR g(x) > 0. 
Montrer que si la Jonction h(x) = ln(g) est convexe alors g est corwexe. 
La reciproque est-elle vraie ? 

Exercice 5.7. : 
Soi.ent n ~ 2 un entier nature!, ai, a2, · · · , a,. des reels positifs tels que : 
a1 + a.2 + · · • + a,, = 1. 
Montrer que pour taus x1,x2, • • • , x,, des reels donnes cm a : 
1) 
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2) Et si en plus a1 > 0 et Xi> 0 pour i"" 1,2· • · ,n alors 

In (a1x1 + a2x2 + · · · + G.r.Xn) ~ a1 lnx1 + a2 h.t:i;:i +···+a,., lnxn. 

!J) Et st en plus °'i > 0 et x, > 0 pour i 1, 2 • • · , n alors 

Exercice 5.8. 
Onposef(x) -lnx. 
1) M<mtrer que la fonctwn f est convexe sur l'intervalle I =JO, +oo[. 
2) Verifier que ..,fiy ~ \l(x,y) E 12

• 

!J) Montrer que pour n un entier nature/, a1, ll2, • • • , a,. des reels strictement po· 
sitifs on a : 

a1 +a2+ ··•+an 
o/0.J<l:l ···Un :5 -----­

n 
4) Etudier le probleme d'igal.ite d().tis cette inigalite. 

Exercice 5-9. : 
Soient n ~ 2 un entier nature/, a1, a2, · · · , an des reels strietement pofJitifs tels que 

n 
E a,,, = a1 + a2 + · · · + a,. = I. 

:l""l 

1) Montrer que si k est un entier nature/ alors on a: 
nk+1 s a11,: + a;k +•··+a;;"". 
2} Etudier le probleme d'egalite dans cette inegalite. 

E:x:ercipe 5.10. : 
Soit p E JR. et Iv la Jonctfon definie par fp(x) = :r;P sur JO, +oo[. 
1) Pour quelle valeurs de p la Jonc.tion J11 est convexe? 
2) Pour p > l, verifier que fp e;it convexe et qu.e l'on a 

Vx E [1,2] (x l)p+ 15 zP S (2P - l}(x l) + 1. 

Exercice 5.11. : 
a. Verifier que la foncti.an f(x) = sinx est concave sur [O, H 
b- En deduire que : • 

Vt:"'=:. (0, iJ ;x 5 sinx ::S x. 
Exercic§ 5.12. : 
· Soit f : JR+ -+ JR,, derivable et concave te!le que f (0) 2: 0. 
Montrer que 

V(x,y) E (1R.+)2 f(x + y) S J(x) + f (y). 

Essayer d'utiliser la fonction g,.(y) = J(x + y) J(x) - f(y) definie pour x fi,xe. 
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5.3 Solutions detaillees des exercices 

Solution 5.1. : 
1) La fonction J est continue sur {O, 1 [ et sur ] 1, 2] puisqu 'elle est polynomiale sur 
chac.un de ces intervalles disjoints. 
Et lim J(x) = lim(:i: -1) = 0 t,. /(1). Par ~ite f n.'est pa8 continue en 1. 

:t-+l z-""'+1 
~>] o:>1 

Les deritiees premieres et secimdes de ia Jonctfon f sur chacun des intervalles dis­
joints [O, l[ et ]1, 2] existent. Mai8 J n'est pas derivable en l puiJlqu'elle n'est meme 
pas continue en 1. 

8) PO'Ur o ejo;1[, x1 = ½ et :i::2 = ~. on a: 
J(a.:r:1 + (l -,'a)x2) =/(a½+ (1-a)~) = /(~-22°'). 
'Comme on a; 

· · · { ·O <;:a<½_ =l> -1 < -2a < O * 1 < 3
-;

2« < i 
OU . 

O<a<l~. a:=½ * 3-2
2P'=l 

. OU 

½ <a< 1 * -2 < -2a < -1 =l> ½ < •-.}'« < 1 
On en diduit que 

' { ( 3-ia) - 1 = 1-r ::,,: ½ 
/(3-2<>) = 1 

2 
1-(~)=a-~ 

D'autre port 

a si O<a<½ 
si a,=½ 
si ½<a<l 

af(m1) + (1 - u)/(x2) =a/{½)+ (1 a)/(})= a:½+ (1- er)½=½-
8) On en deduit que f(ax1 + (1- a):i;2) ::; o:/(:-e1) + (1 - a)f(x2) /Ji er ,f:; ½ 
et J(a.x1 + (1- a)x2) > a/(x1) + (1 a)/(x2) si a= ½-
Ai.nsiJ n'est ni. convexe ni concave sur I. 

SQlutiog 5.2. : 
1- Lafonct.i.on f(x)"" e-x• ~to.nt d,frivo.ble a l'ordre de'!IX, on utilise la derivee se.conde 
pour etudier la comiexite. 
On a f'(x) = -2xC"'

2 
et /1''(x) = 4x2e-"

2 
- 2C"'

2 = 2{2x2 - l)e_.,•. 

Lt! pulynbme (2x2 - 1) e 'annule en x1 "" - J; et en x:i = ~, de signe positif sur 

J , ... oo, 2:1] U [x2, +oo{ et de signe ntgatiJ sur {x1, x2). 
. v'2 v'2 Par suite f"(x) 2: 0 sur] - oo, - 2 ] U [2 ,+oo{ et done f est convexe sur chac'l.'n 

. v'2 v'2 
des mtervalles J oo, - 2 ] et [2 , +oo[. 

v'2 v'2 v'2 v'2 
Et f"(x)-:; 0 sur [-2 , 2 ], done f est concave sur (-2 , 2 ]. 
Les points d'inflexion de J sont A(x1 , /(x1)) et B(x2, /(x2)). 

f!-. La derivee seconde de g( x) = xe_.,• est donnee par 
; 3 2 2 2 

g"(x) = ({-2x2 + l)e-·" )' = (4x - 6x)e-"' = 2x(2x - 3)e-"' . 

Elle s'annule a'/.13: points x1 = -ji, x2 = 0 et X3 = [f. 
g1'(x) est done positive sur [-/'i',o) U [/f, +oo[ ce qui implique que g corwexe sur 
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' 

c.hacun des intervalles [-jf,o] et [jf,+oo[. 

Et g11(:i;) e.,t negative su.r ] - oo, -jf J U [O, y1] ce qui implique que g ooncave sur 

chacun des i.ntervalles] - oo, -y1] et (0, jiJ. 
Les points d'infiexion sont : 

A(-ji,g(-ji)), B(O,g(O)) et c(fj,g(jf)). 

So.!gtiop 5.S. : 
La derivle seconde de f(x) x3 + ax2 +bx+ c est f"(x) = 6x + 2a . 
Pottr qu.e f soit convexe sur [O, +oo[ il nous Jaut f"(x) = 6.x + 2a 2'. 0 'rlx 2 0. Ce qui 
donne a 2: 0 (en prenant x == OJ. 
Pour que f soit concave s-u.r] - oo,O[ il nous faut f"(x) = 6x + 2a s; 0 Vx < 0. Ce 
qui donne a::,; 0 (en tendant x vers OJ. 
Par suite a= 0. Et twee a= 0 an a bien cc qu'il faut. 

Solution 5.4. : 
La derivie seconde de f(x) = ax3 + bx est f"(x) = 6o.x. 
Par suite on a les Cl1li ; 

1- Si a 2: 0 J" est positive sv.r [O, +ool et done f est convexe l!Ur [O, +oo[. 
Ji' est negative /ltt.r ) 00, O] et done f est concave l!Ur ) - oo, O] • 
2- Si a< O f" est negative sur [O, +oo[ et done f est con,cime sur [O, +oo[. 
f" est positiue s·ur l ... oo, OJ 'et done J est convexe sur] - oo, OJ. 

Solution 5.5. : 
1) La fonction f(x) = ex a sur Dl comme dertvee seconde f"(x) = e"' qui est positive 
sudR. 
Par suite f est con11e:r.e sur Ill. 

2) En utilisant la definition de la convexite, on a pour tout (x,11, z) E IR
3 

: 

a- En prenant ll:1 = ½, 0:2 =} et a3 ¼-
On a bien 01 + 02 + 0:3 = 1 et a1, 0:2, ag E {O, 1] 
d'ou f(a:1x + a2y + aaz) s; 01/(x) + a-,f(y) + 03/(z) 
Ce qui donne 

/J. En prenant ensuite 01 ; ½, °'2 ¼ et as -= ½. 
On a bien a 1 + a2 + o:a = 1 et ci1, Oll, 03 E [O, lJ 
d'ou J(a1x + a2y + a3z) S ad(x) + a•d(y) + a3/{z) 
Ce qui donne 

Solµtion 5.6. : 
a) La fanction f(x) = e2"'+•inx a une dtfri!Jee seconde donnee par 
f"(x) = (f'(x))' = ((2 + cosx)e2'"+alnx)' = ((2 + cos :i:f - sin X) e2

"'+slnx, 
2 On a -1 $ oosx, qui donne 1 :S (2 + cosx) et done 1 :S (2 + cosx) . Comme 

-1 s - sin x et en rojoutant les membree de ce.9 demieres ine.galites on obtient 
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0 :s; (2+cosx)2 sinx. 
Par suite f"(x) 2: 0 Vx ER et f est bien conve.-i:e sur JR. 
b} On a Vx E JR g(x) > 0, la Jonct~on h(x) = ln(g) est bie:ri definie. 
Si la function h(x) = ln(g) ei,t convexe alors 
V(x, y) E IR.2 V(a, b) E [O, 1j2 tel$ que a+ b = I : h(ax + by) :s; ah(x) + bh(y), 
ce qui donne ln(g(ax + by)) S aln(g(x)) + bln(g(y)) (1) 
Sachant que In est concave on a deja 
aln(g(x)) + bln(g(y)) S ln(ag(x) + bg(y)) (2) 
En combinant {1) et (2) on obtient 
ln(g(ax+by)) :S ln(ag(x) +bg(y)). 
En composant a:uec la Jonction exponentielle, qui est croi.ssante, on obtient 
g(ax + by) .S ag(x) + bg(y) V(x, y) E JR2 V(a, b) E !O, 1]2 tels que a+ b = 1. 
La f oncti.on g est done convexe sur lR.. · 

La reciproque est fa.usse : 
D'apres la premiere question lafonction f eA~t convexe. Et h(x) = lnf(x) = 2x+sinx 
dont la derivee seconde h" ( x) = - sin x change de signe sur IR. La f onction ln(J ( x)) 
n'est done pas convexe. 

Solution 5.7. : 
Soient n ;:;: 2 un entier nature!, a1, a2 , • · • , a,, des reels pm1itifs tels que 
a1 + a2 + -.. + a,,, 1. 
Pour tow; x1,x2 , • · • ,xn des reels donnes on a: 
1) On considere la fonction f (x) = x2 dont la derivee seconde est f"(x) 2 qui est 
positive sur IR. Par suite f est eonvexe sur lR. et l'on a : 
f (a1.'t1 + a.:ix2 + · · · + a,,xn) .S a1f(xi) + a2f (x2) + · · · + a,..f(x,..) 
D 'OU le resultat 

2) Et si en plus a; > 0 et x; > 0 pour i = 1, 2 · · · , n, on considere la fonction 
g( x) = ln x definie sur Jo, +oo[, dont la derivee seconde g" ( x) qui est negative 
sur JO, +oo[. Par suite g est concave sur JO, +oo [ et l 'on a : 
g (a1x1 + a:ix:;i + · · · + a,.x,.) ;::: a1g(x1) + a2g(x2) + · · · + a,,g(x,.) 
D'ou. le rell'Ultat 

1 
8) Et si en plu8 ai > 0 et Xi > 0 pouri = 1, 2 · · · , n on considere la fonction h(x) = -

X 

definie sur JO, +oo(, dont la derivee seconde h"(x) = 2 
qui est positive sur JO, +oo[. 

Par suite h est convexe sur JO, +oo[ et l'on a : 
h (a1x1 + a2x2 + · · · + a,.xn) .S a1h(x1) + a2h(x2) + · · -+ 11:nh(xn) 
D 'OU le resultat 

Solution 5.8. 
.t) La deriuee seamde de. lajonction f(x) = lnx definie sur I =]0, +oo[ est 
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1 
/"(x) = Comme f"(x) > 0 Yx E /, f est strictement CiJnvexe sur I. 

2) Prenons ar fJ = ½ et (x,y) E ti. On a a+ fJ = l. /,a convexite def donne 
/(½x + fy) :S ½f(a:) + ½J(y) · , 
Et done -ln(~) :S -½ (lnx + lny) -½ lnxy = -ln~ 
Ce qui donne In ..,;'xy ::; ln( ~). , 
En passant par la croissance de l'appUcation exponentielle on trouve 
,.J:cy = exp(ln ..,;'xy) $ exp(ln( ~)) == ~ · 
D'ou le resultat 

V(x,y) E / 2 

4) La fonctio'{I, etant strfotement oonvexe l'egalite dans cette inigalite s'obtient st et 
seulement les (a,)i sont egaux. 

Solution 5.9. : 

S::ient n 2::: 2 un entie.r naturel, a1, a2, · · · , an des reels strictement positifs tels que 

L O.p = a1 + a2 + · · · + a,, = l" 
P"'l 

1} P~u.: ~ un entier naturel on considere la fond.ion fk(x) == x-k definie aur JO, +ool. 
Sa de'l"wee seconde /" (x) = -k( -k-1 )x-k-2 = k(k+ 1 )x-k-Z est strictement positive 
sur JO, +oo[. Par suit f est stricte.ment convexe. 
On a done l'inigalite 

a1 + a:i, + · · + an I 1 1 
/(-----) $ - f (a1) + - f(a2) + • • • + -J(a,..) 

n n n n 
Sa.chant gue a1 + fl.2 +··•+an "" 1, on obtient 

1 -le , -k + + -1, 
nlc = ( _ )-k :S al , (½ - • • an 

n n 
D'oil. le resultat 

+···+a;;"' 
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1:) Puisque J,. est strictement conveu on a egalite danii cette inegalite si et seulement 
a1 = 02 = · · · ""a.,. 

Solution · 5.10. : . 
1) La Joiictfon J1kc) == xP etant derivable deux fois snr }0, +oo[ et sa derivee seoonde 
est donnee par.J;{x) =p(p-'- l)xP-2. 
Puisque X E]0, +oo{, le si~ de p(p l) etJt pmritif si et seulement si 
PE] - oo, O} U [l, +oo[ et l'on aura dana ce cas 1;:(x) 2: 0 et done /11 est convexe. 
2) Comme P > 1, d'apri:8 ce quiproceae f;, est bien convexe .mr ]O, +oo[ et done f est 
convexe snr {1,2] c]O, +oo[. 
Soit X 0 E [1,2] : 
L'equati1m de la tangente au point (x0 ,f1,(!i::,,)) a la courbe de fp est dMnee par 
Y = J;(x,,)(x - :i:,,) + /p(xo)-
L 'equation de la corde reliant (1,/i,(1)) = (1, 1) et (2,fp(2)) = (2,2P) est donnee par 
y - /(1) """ /(2} /(1) 2" _ 1. 
x-1 2-1 

Ce q'l.li donne y = (2P l)(x - 1) + 1. 
D'apres la convexite, on a la tangente est au des.sou:, de la courbe et la courbe est au 
dessowi: de la corde. 
Aimi pour ch~que, x': E {1, 2) et Vx E (1, 2], on a : 
px~-1(x - Xo) + ~ =J;(xo}(x -x.,) + J,,(x,,) :$ fp(;,;) 5 (2P - l)(x - 1) + 1 
En partieulier avec x,, = 1, on obtient: 

Vx E [1,2) p(x - l} + 1 5. xP :S (2P - l)(x -1) + 1 

Remarque: 
On peut utiliser d'autre v1,deur de x0 E [l, 2} pour avoir d 'autre inegalite. Par exemple 
avec x., = f on aura 
"Ix Ell, 2} p(~)"-1 (x - j) + mp :S rrl' 5 (2" - 1)(:i: - 1) + 1. 

Solgtlon 1u 1. .-
o- La f=tion f(x) = sinx a une dlrivie seconde ey,ale a f"(x) = -sinx $ 0 pour 
tout x E [O, J ]. On en deduit que f est concave sur [O, I]. 
b- L 'equation de la eorde reliant le point (0, /(0)) = (0, O) et le pamt (J, /(i)) = (J, 1) 

/(1) - /(0) 1 2 
est donnee par y"" ,.. (x •- 0) + /(0) = -x = -x. 

2-0 . 1!: 'R 

L '~ation de la tangenie en x0 E [O, i] est donnt par 
11 = f'(xa)(x - x0 ) + J(x0 ) = cos.x.,(x - x,,) + sinx.,. 
D'ap~s la concavite on sait que la corde est au de&ous de la crmrbe def qui est elle 
meme at. dessous de la tangente. D'ou le_, inegalites 
Pour chaque x,, E {O, !] et Vx E [O, i}, on a: 
2 
-x ::£ sinx ~ coaxo(X - x0 ) + sinx.,. 
1f:n partiC'l.llier pour x,, = O, on a 

'If 
Vx E {O, 2} 

Remarque: 

Pour x 0 = f on aurn Vx E (0, J] 

2 • 
-X < Slll.X < X 
'If' - -

2 . v'2 1f v'2 
-x < sm:i: < -(x- -)+-
7f - - 2 4 2 . 
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P()Ur :r:0 = J on aura Vx E (0, J] 
2 1 1r y'3 
-x < sinx < -(x - -) + -. 
11: - -2 3 2 

Solution 5.12. : 
La f onction f : ll+ ➔ ll etant derivable et concave, sa derivee est alors decrois1Jante 
sur R+, 
Pour x ~ 0 fi:xe on considere la fonction Y:r(Y) = f(x + y) f(x) - f(y) qui <>.8t 
derivable et g~(y) ""(x + y)'f'(x + y) - /'{y} = f'(x + y) f'(y) :SO (car / 1 est 
di!croissanfe et y ~ x + y donne f'(x + y) $ f'(y)). 
Ainsi Yoc(Y) est dicroissante sur R+ et done 9oc(Y) $ g.,(O) Vy E JR+. 
Ce qui donne I (x + y) - f(x) - f(y) :S /(x) f (x) - f(O) = - /(0). 
Sachant qu.e /(0) :,: 0 et done - f(O} :'.S:: 0 et que x est quelconque dans ll+, on en 
deduit que 

V(x, y) E (1R+)'2 f(x + y) ::; /(x) + f(y) 
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5.4 Exercices supplementaires 

Exercice 5.13, : 
f I=[-1,1] --+ lR 

On deft.nit la. f onction I par 
X { 

x2 six,60 
➔ 1 pourx=0 

1} Etudier la continuite, la derivabilite et la derivabilite seconde de f sur I. 
2) Soit a E]O, 1[. On pose X1 = -½ et x2 = ½-
Calwler f(ax1 + (I -a)x2) et af(x1) + (1 - a)f(x2). 
3) f est-elle convexe (resp. concave) sur I ? 

Exercice 5.14. : 
On pose I= ff, 2;] et f(x) = 2cosx - 3x. 
1) Peut-on troover a E [O, 1] tel que 
V(x,y,z) E 13 /(ax+ ½Y + iz):::; af(x) + ½f(y) + U(z)? 
2) Donner l'exemple d'un interva.lle J c [1t, 31t] tel que 
V(a,b,c,d) E J4 f{0,3a+0,12b+½c+0,08d)?.: 0,3/(a)+0,12/(b)+½/(c}+0,08/(d). 

Exercice 5.15. : 

1) Montrer que la Jonction f(x) = e:"
2 

est convexe sur I= [l, +oo[. 
2) En deduire que pour tout (x, y, z, t) E 14 

: 

a- e(!r+¼11+½z+~t)' :::; ½e"'' +¼ell+ ½ez" +~et'. 

b- it+~+¼+¼)':::;¼ (e"'2 
+ell

2 +e' +e12
). 

Exercice 5.16, : 
Determiner suivant la valeur de a E JR, !es interval/es de conve.xite et de conca­
vite, les points d'infle:r,ion de la courbe de la fonction f(x) = x0 e-"'

2 
sur l'intervalle 

I =]0,+oo[. 

Exercice 5.17, 
Soient n 2'.: 2 un en tier nature!, x1 , x2, • • • , x,.. des reels strictement positifs et o: > 1. 
Montrer que 

Exer<;i@ 6.18. : 
On pose f(x) == - ln(lnx). 
J) Montrer que la.fonction fest convexe sur l'intervalle I =Jl,+oo[. 
2) Verifier que v'Inx ln y::; ln ~ V(x, y) E [2 • 

3) Montrer que pour n 2'.: 2 un entier natv.rel, a1, a2, · · · , an des reels appartenant a 
I, on a: 
v'ln a1 ln a2 ·•,]nan S In aita2~··-+cin • 

4) Etudier le probleme d'egalite dans cette inegalite. 

Exercice 5.19. : 
Soient n 2'.: 2 un entier nature/, a1, a2, · · · , an des reels strictement positifs. 
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·" .~, 

L,L 

n 
On pose S = a1 + a2 +···+a,, = Z::: a,,. 

paal 
1) M ontrer que 

!:. ::,; ~ (_!_ + _!_ + ... + 2-) 
S n a1 a2 an 

2) Etudier le probleme d'egalite dans cette inegalite. 
S) On pose bp = (1 - a~)S (done ap ,:;c 1 - ~ ). 
Montrer que 

n I n b 
s- 1 s;;:Ls .. \ · 

P"'l p 

puis etudier le probleme d'egalite dans cette inegalite. 

Exercice 5.20. : 
Soient n ;,:: 2 un entier nature/, a1, a2 , • • • , a,.. des reels positifs tels que 
a1 + a2 + .. · + Un = 1. 
Montrer que pour tous x1, xz, · · · , Xn des reels donnes on a : 
1) (a1x1 + a2x2 + · · · + a.,.xn/ ::,; a1xf + a2x~ + · · · + a,.x!. 
2) Et si en plus a,> 0 et Xi> 0 pour i = 1,2· ·· ,n alors 

1 a1 a2 Un 
2:S2+2+···+-. 

(a1x1 + a2X2 + · · · + anxn) Xi X2 x~ 

Exercice 5.21. : 
Soient p et q deu.x reels tels que p > 1 et q > I et ~ + ¼ = 1. 
1) Exprimer p en Jonction de q. 
2) On se donne a et b deux reels strictement positifs et on pose 
a=¼InaetP=¼lnb. 
Exprimer a (resp.b) en fonction de o: (resp.fj). 
3) En utilisant la convexite de la fonction x >-+ e"', montrer que 
4) Soient x1, X2, • · · , Xn et Y1, Y2, • • · , Yn 2n reels positifs. 

1 l 

On pose u = (t xf) v et v = (t y'f) •. 
•=1 ,=1 

Montrer que pour chaque i : 

XiYi :::; ! (x;)P + ! (y;)q. 
UV puP qvq 

5) Montrer l'inegalite de Holder : 

l 1 
_x1Y1 + · · · +x,.,y,,::,; (xf + · .. +x~)P (yf + ... +y~)•. 

6) Ecrire cette I ormule dans le cas p = q = 2 et n = 3 et I 'interpreter. 
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5.5 Indications sur les exercices supplementaires 
Solution 5.13. : 
l) Verifier qu 'en dehors de O / est deux Jots derivable et que f" est positive et qu 'en 
x O elle n'est meme pas continue. 

1 - 2o { / {O) = 1 
2) f(ax1 +(l-a)x2} = /(-

2
-) = (~}2 

S) f n'est ni convexe, ni concave sur I. 
2 

si a=½ 
Bio E]O, ½(u]½, 1[ 

Solution 5.14. : 
1) Verifier que f est amvexe sur I en determinant le Bigne de f"(x) sur I. Trouver 
ensuite a E [O, 1] tel que 
a+½+ i 1. 
f!} Detenniner le signe de f"1(x) dans [1r, 31r). Choisir ensuite JC [1r, 31r] sur lequel f 
est concave pour avoir l'ineglJU.te desirie. 

Solytion 5.15. : 
1) Verifier que la derivl.e seronde de f(x) = e"'

2 
est positive Bur [1, +oo[. 

2) a• Verifier que a1 + 02 + 03 + a4 = l pour a1 !, a2 = ¼, 03 = ½ et 0:4 = ~' 
puiB utiliser l 'inlgalitl de la com1e.xite. · 

1 
b- Prendre a1 = 0:2 = aa = a, = - . . 4 

Solution 5.16. : 
Verifier que f"(x) = x"-2 (4x4·- 2(2a+ l)x2 + a(a l))e-"'

2
• 

Etudier le signe et les racines positives du polyn6me P(y) = 4y2-2(2n+l)y+a(a-1) 
(y x''). 
Diacuter ensuite suitiant que a<-¼, a=-½, -! <a< 0, a"" 0, 0 <a< I, a== 1 
o~ a> I. 

Solution 5.17. : 
Verifier que f(x) ""x"' est convexe pour a> 1. 
Utiliser l'inegalite de la ronvexite avec 01 = o:2 =• .. =a,.=¼ et x1,x2, • ·· ,Xn des 
n4eui slrictement positifs. · 

Solution 5.18. : 
1) Cakuler la derivee seconde et verifier qu'elle est positive sur I =]1,+oo[. 
2) Utili.ser l'i-r1-egalite de la con-uexite pour a1 = x et 02 = y avec 0:1 = 02 ::i:. ½ et 
passer par les proprietes de la f onction In . 
.'J) Mbne indication que pour (11), avec 01 = 02 On=¼-
4). Remarquer que f1' est strictement positive sur I. L 'ego.lite se produit st et seule­
ment si les ( a;), sont egarec. 

Solution 5.19. : 
1) S 'assurer que la frmction f (x) = ¼ Mt convexe sur I =JO, +oo[, puis utiliser cette 
proprUte pour n 2:: 2 un entier nature!, a1, a2, • • • , a.,, de,, reels l'Jtrictement positifs et 
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a1 = 02 · · · = °'" = ¼, 
Remplacer la somme a1 + a2 +···+a,, par S. 
2) Remarquer que f est strictement con11exe et conclure. 
Jl Dans l'inegalite obteri,ue en (1) remplacer .l.. par .l.. = I ., ap ap 

Po.;;ser ensuite par la question (2) pour l'egalite. 

Solution 5.20. : 
1) Utiliser kt fonction f(x) x4

• 

2) Utiliser la fonction g( x) ~ fJ . 

Solution 5.21. : 
1) Verifier que p = 

·1+2L. = 5-bp' 

2) Verifier qu.e a = e"'P et b == ei;q. 
3} Utiliser l'inegaUte de la convexiti e"'1"'1 +etarz S.: a: e"'1 + a 2 e"'> ,wee a 1 = l et p 

02 = ¼ et x1 = plna lnaP et x2 = qlnb = lnb'l. 

4) Utiliser la q1.1.estion (,';/) auoc a= ~ et b 11;- pour chaque i de 1 an. 
5) Faire la somme ensuite de 1 a n des inegalites obtenue,; en faisant sortir les 

,i n 
constantes ne dependant pas de i et sachant que vl' = I: xf et vq "" I: yf. 

i"'l i""l 
6} Pour le cas p q = 2 et n = 3 revoi,r l'intgalite de Schwartz (produit scalai.re et 
rwrme). 
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Chapitre 6 

Fonctions hyperboliques, 
f onctions cir cul air es 

6.1 Rappels de cours 

DMnitions 

Definition 6.1. La fonction cosinm hyperbolique, notee cosh {ouch J et la fond.ion 
sinwi hyperbolique, nptee sinh ( ou. sh J sont definies sur JR par : · 

1 1 . 
cosh:r = ch x = - (e:r. + e-"') et ainhx = sh x = - (<? e:-"') 

2 • 2 . . . 
Et la fonction tangente hyperbolique, notee tanh ( OU ), est dtfinie ·sur JR par ' 

sinhx e"' - e-"' 1 - e2"' -1 
tanhx = X = -- = --- = ----,- = --

COShX e"' + e-" 1 + e-2:r: e2m + 1 

Formul!ires 

{ 

(1) coshx+sinhx=e'" 
L Pour tout x E JR,. (2) coshx - sinhx = e-"' 

(3) cosh2 x - sinh2 x 1 
2. Pour tous x et y reels, 

(4) ooah(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x)sinh(y) 
(5) sinh(x + y) = sinh(x)cosh(y) + cosh(x)sinh(y) 
(6) cosh(x -y) ""'cosh(x) cosh(y) sinh(x)ainh(y) 
(7) sinh(x -· !1) = sinh(x) cosh(y) cosh(x) sinh(y) 

3. v'x E 1R 

(8) cosh2x = 2cosh2 x 1 = l + 2sinh2 :r: (9) sinh2x= 2sinhxcoshx 

4. Pour tous x et y .eels, 
(10) coshx cosh y =) !cosh(x + y) + cosh(x -y)J 
(11} sinhxsinhy -[cosh(x+y)-cosh(x-y)] 
(12) sinhxcoshy '""} (sinh(x + y) + sinh(x -y)] 
(13) cosh2 ;i;=½(cosh2x+l) 
(14) sinh2 x = ½(cosh2x -1) 
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5. Pour tous x et y r~ls, 

(15) coshx + ooshy = 2 cosh T cosh 
(16) cosh x - cosh y = 2 sinh ~ sJnh 
( 17) ainhx + sinh y = 2 sblh ~ coah 
{18) sinhx -sinhy = 2sinh ,1t cosh 

6. Pour tous x et y rools, 

(19) tanh(x + y) tanh X + tanh y 
l+tanhxtanhy (20) tanh(x y) 

tanh X - tanh y 

1 - tanh x taah y 

7. Pour·tout x reel, en posant t ""'tanh J, 

{21} ta.nhx = 
1 
+2tt2 (22) sJnhx == ~ (23) coshx""' 1 +t

2 

1- t2 

8 .. Pour tbut x E JR, 

(24} l - tanh2 x = ~ 
cosh x 

Proprilltes 9., a) Les fanctirms coshx et sinhx sont definies sur IR et :sont respecti­
vement pa'ire et impaire. 
b) cosh x et sinh x sont de classe C00 

: cosh1 x = sinh x et sinh' x = cosh x. 
c) coshx, est convexe sur JR, sinh est convexe sur [O, +oo[ et concave sur J - oo, OJ. 

d) tanh x est im.paire, de classe C"° et tanh' x = l - tanh2 x = ~ 
cosh X 

Fonctlons hyperboliques reeiproques Les applications coshx, sinhx et tanhx 
definissent des bijectioll8 continues et rrtrictement croi.ssantes de JR+ dans [l, +oo[, de 
JR dam; JR et de JR dans J - 1, 1[ respectivement. 
Le111;1 reciproques oont les fonctions hyperboliques reciproques. 

Definlti2n' e:2. · : 
1) Lafonction argument cosinus hyperbolique, noMe argch, { ~• +co[ -:: 

est definie par , · 

{
, = a.rgchx { x =coshy · 
zz_l 4==;, y;?:0 

!1) La /onetion argument sinus hyperbolique, notee argsh, { : 

definie par 

{ 
y = w:gshx { x sinb y 
xEJR ~ yEJR 

3) La Jonction argument tangente hyperbolique, notee a.rgth , { ~-- l, 1 [ 

est definie par 

{ 
y=argthx <===l- { x tanhy 
x E} - 1, I[ y E JR 
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est argshx 

- JR 
>-t argth x 

Proprietes 10. 

etpourx>l 

1. Pour tc1tt x E [l, +oo[, argchx ln(x + ,/x2 - 1) 
/ ) } argch(x ---

✓x2 - 1' 

2. Pour tout x E JR, ~ ') 1 argshx ""' ln(x + v x- + 1 \; et argsh (x - ---- Jx2 +1' 

S. Pour tout x E] - 1, l[, 

1 
et argth '(x) = ---

Fonctions circulaires reciproques 

DMrution 6.3. La fonction sinx est continue, strictement croissante sur (-~, ~] 
et sin([-½, J]) = [--1, lj. 
Elle definit une bijection de [-if, iJ dans [-1, I]. Sa reciproqu.e est appelee la fonction 
arc-si.nus et notee a.resin. Et l'on a /'equivalence 

u = arcsin x et x E [-1, l] ~ x = sin u et u E 

D~ftniti2n 6.4. La fonction cos est continue, strictement decroi8sante su.r !O, rr) 
etcos(!0,1rl) = [-1,1]. 
Elle definit 1.me bijection de !O, rr] da.ns [-1, 1). Sa rtciproque est appelie la fonctton 
arr-cosinus et notee arccos. Et l'on a l'6/uivalenee _ 

u = arccosx et x E [-1, 1] ~ x = cosu et u E [O, 1r) 

Definition 6.5. La fonction tan est continue, strictement croissante sur ] J, J [ 
et tan (I ½, J[) ""'rn.. 
Elle definit une bijection de] - J, J[ dans JR. Sa reciproque est appelee la fonction 
arc-tangente et notee arctan. Et l'on a 1'6/uivalence 

7r 
u = arctanx et x E] oo, +<'t"lls!==- x = tan u et u E] - 2, 

Proprietes 11. 1. La fonctivn arc-cosinu.s est derivable sur] - l, l[ 

' 1 et arr.cos :i; = ----. 
✓f'=x2 

2. La fonction arc-1tinus est derivable sur ] 1, 1{ et 

3. La fonction arc-tangente est derivable sur JR et arctan' x = 
1 

: x 2 • 
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6.2 Enonces des exercices 

Exerdce 6.1. : 
Simplifier les ezpressions suivcintes : 

l} A= arcsin(sin(1tr)) 2) B = arctan(tan{- 1i--n 
3) C=arccos(cos( 2

~")) 4) D arcsin(cos(- 1°,[")) 

Exerciee 6.2. : 
Simplifier les expressions suivantes 

1. cos(2arccosx), aux E {-1, l], /l +cosx 
2. arccos( y 

2 
), ou x E [-11", 1r]. 

3. axccos(ff), ouxE[-1,lj, 4. arcsin(2sinxcosx), ouxE(-i,il• 

Exercice 6.3. : 
On considere la fonction f(x) sin2 x 2sinx definie sur I""' [O, f]. 
1) Verifier que f est tme bijection de I dans l'intervalle J (a determiner). 
£) Donner en foncti.on de XE J la fonction reciproque J-1 (x). 

Emcic~ 6.4. : 
On COfl$idere la foncti.on f ( x) sin x - 2 cos x definie .~ur I = [O, :;: j, 
1) a- Verifier que fest strictement monotone sur I. 
b- Preciser f(I). 
2) a- Demontrer que J est une bijection de I dam un intervalle J d preciser. 
b- &;primer r l { X) en fonction de X E J. 

Exerclgf 6.5. : 
On i:-,ansidere la f one ti on numerique a variable reelle definie par : 

2x 
arccos( -

1 2
) 

+x 
f(x) 

1) Determiner D1 le domaine de definition de la Jonction f. 
2} o,.. Calculer /' ( x) dans c:hacun des interoalles suivants : 
It =J - oo,-1[, 12 =J - l, l[ et Ia =]1, +oo[. 

b- En dldt,ire une autre expression de f ( x) pour tout x E D f. 
:Y) &udier la derivabiliti de f aux points x1 = -1 et x2 = 1. 

Exerdce 6.6. : 
0n C01Midere la j ondion numerique a variable reelle definie par : 

l-x2 

f(x) ""'aJ:csin(-
1 

,, ) +x~ 

1) Determiner DI le domaine de definition de la fonction f. 
2) Etudier la derivabilite def aux points x1 0 et x2 = l ct en deduire la derivabilite 
defenx3 -L 
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9) Ca.lculer f'(x) pourx E]-oo,O[ et pourx E]O,+oo[. 
4) On pose x = tan½ ,wee -r. < t < 'Ir, 

dormer une expres!lion simple de f(x). 

Exerciee 6. 7. : 
On pose f(x) ai:ctan(&h (:i:)). . 
1) Montrer que l'application f(x) est une bijection de lR sur] - f, !I, 
fl) Verifier que la reeiproque de f est l'application g(y) "" argsh(tan y). 
9) En posant 'II = f ( x), verifier les egaliMs suivanteB : 
siny = tanhx cosy= c:., 
tan J = ta.uh J tan(f + ¼) = e"' 

E1terciee 6.8. Montrer qv.e: 
• ?f 

1. vxE[-1,1],arcsmx+arccosx= 2, 
1 1f 

2. Vx > 0, arctanx + arctan(;) = 2, 
1 11' 

3. "Ix< 0, arcta.nx + arctan(;;;) = - 2. 
&e[cice 6.9, : 
MiJntrer que : 

1. Vx Ell, argshx = Jn(x + ✓:r:2 + 1), 
2. Vx E [1, +oo[, argchx = ln(x + ✓xr.:"I), 

3. Vx E] -1, 1[, argth x =½In(~). 

Exerc;ice 6.10. : 
Determiner le doma.ine de definition, le domaine de derivation et calculer la derivee 
de chacune des fonetions su:ivantes 

1. J(x) = a.rcsin(x2 
- 1) 

1-:i: 
2. f(x) = a.rccos( 1 + x) 

1 
3. f(x) = a.rctan(-

1 
-) 

+x 
4. f(x) = a.rgch(x2 + 1) 

a: 
5. J(x) = &.rgah(x2 + 1) 6. f(x) = argth (2x - 1) 

Exercice 6.11. ; 
Soit f la Jonction definie par f(x) = a.resin v1i~.,D. 

1. Determiner le domai.ne de dqinition de f et t!tudier sa parite. 
2. Montrer que J est continue et derivable sur Di et calculer sa dlrfole. 
3. En d&luire une expression s1mplifit!e de f. 

1-x 
Exercice 6.12. Soit f la J onclion definie par I ( x) = a.rctan -

1 
- . 
+x 

1. Determiner le domaine de definition de J. 
2. Etu.dier la continuite et la Mrfoabilite de f. 
S. Galculer la derivt!e def et en deduire une expression simplifiee de f(x). 

Exercice 6.13. Ga!culer la dlrivee puis do1mer une expression lli.mplifiee de ohacune 
des f onctions suivantes 

1. fi(x) = a.rgchff, 

✓1-x2 

3. fa(:,;)= a.rctan---, OU x E]O, 1]. 
X 
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X 
2. h(x) :::: atgsh ~' 

1-z 



6.3 Solutions detaillees des exercices 

Solution 6,1. : 
1) On a sin(1:"') =sin(-¼+ 5:ir) = sin(r.- ;f) = sin(1). 
Et done A= arcsin(sin(!)) = ¼· 
Ceci car i E [-J, J] et la Jonctfon arcsin est la reciproque de sin sur cet intervalle. 

11) On. a:tan(-.1
~") = tan(- 11 .. + 41r) = tan(J) 

D'oo B = ardan(tan(-:- 1; .. )) = arctan(tan(l)) = .l!: 

Ceci car f e]-, f ,.ij .et artt~ est la reciproque dl tan 1mr cet intervalle. 

9} On a cos( 2
~"·) =cos(.!!+ 4:ir) = cos(}) 

Et done O = arcoos(cos(~l,,.)) = arccos(cos(f )) i-
Ceci ror f E [O, -ir] et a.rccos est la rt!ciproque de cos $Ur cet intervalle. 

4) On a: 
cos(- 10I") = cos(- 3

_: - 26-ir) cos(-,)= sin( - 3; + f) = s:in(-i ). 
D'ofJ 
D = arcsin(cos(-lilj1r))' = arcsin(sin{-¾)) = -¼ 
Ceci-car 7 E [-J, ½J et la fonction a.resin est ta 1-eciproque de sin sv.r cet intervaJle. 

Sglution 6.2, : 
l)Soit'xE[-1,IJ. Ona 
cos(2 e.rccosz),..,; 2(cos{ar~x))2 - 1 2,:i:2 - 1. 
Ceci en utiUsant la formule trigonometrique oos(2a) 2 cos2 a l et la reciprocite de 
J = arccos etg = cos sachant que x E [-1, l] = D1. 

f:!) Soit x E [-1r,1r]. On a , 

~ = Ji+<22• l-ll ::: ✓cos2 i = I cos ~I= cos i 
Ceci en 1.1assant par la formule precedente et sachant que J E [-J, ½l (cos 1 2: 0). 
D'o1l 

FJJ:ccos(~) = arcoos(cos(i))""' i six E [O,irJ. 
Et si -1r $; x < 0 afors O < -x s 1r et done O < - ! $ J 
Cc qui donne 

arecos ( ✓ l + ;'8x) = arccos (cos(~}) = a.rccos (cos(-~)) "" x .~·x E [-1r, O{. 

Finalement 

arccos .:::: (✓l+cCIBx) \} ./lixE[0,1r] 
2 sixE[-ir,0( 

Ou plus simplement 

Vx E (-ir, ,r) 

8) Pour x E {-1, 1], posons z =, arccoex, z E {0,1r] et x = cosz. Aiors 

arccos( .jf¥.) = arccos( ✓ 1 + ;'5 z ) · i d 'apres la queBtion precedente. 
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D'ou 

arccos( .jf¥.) ~ arcoosx 

4) En utilisant la formule sin(2a) = 2sinacosa, on a: 
arcsi11{2sinxcosx)"" a.rcsin(sin(2x)). 
Par suite on a les ca.s : 
six E [-j, {1 alors 2x E [-½, !l 
et a.rcsin(2sinxcosx) 2x; 
six E)¼, JJ alors 2x E]½, 1r] et -ir - 2x E {O, H 
Et done arc-.ein(2 sinxoosx) = arcsin(sin(2x)) ""' arcsin(sin(1r 2x)) == 1r - 2x. 
Six E -i[ alors 2x E [-1r, -}[ et 1r + 2x E [0, H 
Et done arcsin(2sinx oosx) ""'arcsin(sin(2x)) arcsin(-sin(71' + 2x-)) = -(1r + 2x). 
Finatement on resume 

\ 

-:ir-2x sixE [-J,-1[ 
arcsin(2sinxcosx) = 2.x · six E [-¾, i] 

1r - 2x six E)¾, !l 
Solution 6.3. : 
1} Lafonetion J(x) = sin2 x - 2sinx est continue et derivable sur I= [O, J) comme 
iitant somme et produi.t de fonctions continues et derivables sur R. 
Sa derive.e f'(x) = 2cosxsinx - 2cosx = 2cosx(ainx -1) est strictement ne9ative 
1tur JO,½[, puisque COSX > 0 et (sinx - 1) < 0 'vx E]O, U 
f est ainsi strictement decroissante sur I et par suite bijective de I dans f(l) 
avec f(I) = !frn),f(O)] = [-1, OJ= J. 

1!) Par des equivalences on a: 

{ 
Y J-1(x) 
x E [-1,0j et y E [O, il 

{ 
sin2 y- 2siny = x 

¢a> xE[-1,0]etyE[O,½] 

{ 
(1-siny)2=x+l 

<::> xE(-1,0jefyE[0,J] 

{ 
sin y = 1 - v'x + 1 

..;:::, xE(-1,0]etyE[O,fJ 
D'ou 

'<Ix E [-1,0] ,.. 
Solution 6.4. : 

{ 
f(y) ""X 

{c} x E [-1,0] et y E [O, ½] 

(1 ~siny)2 -1 = x 
x E [-1,0J et YE [O, fl 

l -- siny = .jx + 1 
x E {-1,0} et y E {O, }] 

{ 
y = a:rcsin(l - v'x+l) 

{:.} xE(-1,0]etyE[0,fJ 

r 1(x) a.resin(} ✓x + 1) 

1) a- La fonction f(x) sinx - 2cosx est continue et derivable avec 
f'(x) = oosx + 2sinx > O'pour tout x E J [o,;]. Par sui:te fest strictement 
croi$sante sur I. 
b- Puisque f est continue et strictement croissante on en deduit que 
f(l) = J([O, ½D = [/(0),J(½)l = [-2, l]. 

2} a- Comme f est strictement croissante, on a l'implication euivr:mte : 

V(x, y) E J2 (x ;i, y => f :/ y =} f !~x) < f(y) => f(x) ;i, f(y)). 
l Y < x l f(y) < f (x) 
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La fonction f est done injective sur I. 
Et par suite c'est une bijection de I dans J = f(I) = [-2, lj. 
b- Par des equivalences on a : 

{ 
y= r 1(x) 
x E [-2, 1] et y E [O, J] <=> x E [-2, l} et y E [0, J] l 

f(y) =X 

. siny-2cosy=x 
<=> x E [-2, l] et y E [0, 1] 

En remarquant que x + 2cosy = siny ~ 0 et cosy'.::: 0 pour y E !O, J] on a 

siny-2cosy=x # (x+2cosy)2 =sin2 y=l-co.<;2y 
* 5e-0s2 y+4xcosy+(x2 -1)=0 

2 )2t;;osy+2{x+2cosy))
2 

5-x
2 

<=> (cosy+-f = 5 =~ 
5-x2 

# cosy+~= --
5 25 

<=> y=arccos(~-
2x) 

D 'ou le resultat 

'r/x E [-2, lj, (
-J5=x2-2x) r 1(x) = arccos . 

5 
· 

Solution 6.5. : · , , . 
1} Posons u(:v) = 1;:.2 et v(t) = arccost. Alors f(x) = v(u(x)). Et l on a par equi­
valence : 
x E D1 <=> u(x) est definie et u(:v) E Dv <=> :v ED., et u(x) ED,, 
Comme D,. = JR, 1 + x2 

/. 0 pour tout x E JR, et 
u(x) E D <=> -1 < =2

"' < 1 <=> -1 - x2 < 2:v et 2x :s; 1 + x 2 
V - 1+:t - -

<=> O < x2 + 2:v + 1 et O :s; x2 - 2x + 1 
<=> 0 5 (1-1- x)2 et O $ {l - x)2 * x E 1R. 
On en deduit que : x E DJ <=> x E JR 
et done DJ= JR. 

2) a- Pour x E 1R. tel que ·u2 (x) i 1, f est derivable et l'on a 

-1 ( 2x )' -1 
f'(x) = u'(x) y'l - ·u2(:v) = 1 + x2 1 - ( 2:i: )2 

1+.,2 

2(1 - x2
) -(1 + x2

) _ -2(1 - x 2
) = 2(x2 

- 1) . 
= {1 + x2)2 x ✓{1 _ 1:2)2 - (I+ x2)ll - x21 (x2 + l)lx2 - 11 

Par suite on a : 

f'(x) = { : i:: 
] + ;i;2 

si XE Ji=] - oo, -1[ 

six E l2 =] - 1, l[ 

six Eh =]l, +oof 
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2 
b- Sachant que la derivee (2 arctan x )' 

canstantes reelles c1, c2 et ca 

-~ on en deduit qu 'il existe trois 
1 +x2 ' 

{ 

2arctanx + c1 six E Ii=]- oo,-1[ 
f(x) = -2 arctanx + c2 six E I2 =] - 1, l[ 

. 2arctanx + c3 six E Ia =]l, +oo[ 

Comme lim f(x) = arccosO = ½ = Jim 2arctanx + c1 = 2=f- + c1 = -ir + c1 
.z-4 ....... 00 ::i:➔-oo . 

on obtient c1 = 3J 
El !'on a f(O) = arccosO = i = cz. . . . 
De m€me lim f(x) = arccosO = ½ = lim 2arctanx +ca= 2! +ca'= ,r +ca 

x➔+oo %➔+~ . 
on obtient ca = -J 
Finalement et puisque f est continue sur 1R 

{ 

2 arctanx + a,.. 
j(x) = -2arctanx +

2
½ 

2 arctanx - ! 

six E Ii .:...]-oo,-1[ 
six E l2 = [-1, l] 
si X E [3 =]l, +oo[ 

3) On a lim f(x) - /(l) = lim f'(c) = lim ~ = 1 (en utilisant le theareme 
x➔l+ x-I c➔l+ c➔l+ l+c-

des accroissements finies). 
. f(x) - f(l) . , . -2 

D'autre part hm · l = hm f (c) = lim -
1 

_? = -1. 
z➔l- x- c➔l- •--,1- +l-

Par suite J n'est PM derivable en 1. Et de mime elle n'est pas derivable en -1. 

Solution 6.6. : 

1} La fonction f(x) = arcsinn+~~) s'ecrit f(x) = v(u(x)) avec u(x) = ~~:~ et 
v(t) = arcsint. 
On a u(x) est une fraction rationnelle continue et definie sur D,. = Ill 
{pv:isque 1 + x 2 i O Vx E Ill} 
Par equivalence on a 

x E D1 ,;=:, x ED,, et u(x) ED,,~ x E IR et -1 $ ~; :S: I. 
Traduisons les inegalites 
-1 < 1-z• et 1-z' < 1 # -1- x2 < 1 - x2 

- l+z:I l+:i::2 - -

et 1 - x2 $ 1 + x2 # -1 $ 1 et O $ 2x2 

C'est toujours" vrai pour tout x € Ill. 
Par suite ( x E D1 <=> x E JR) et done D1 = JR. 

2) Par la regle de l'Hdpital on a : 

Ji f (x) - f(O) . (1-•") 1f . arcsm 1+,,• - 2 = hm --------o:--+~\ X - 0 -,,:+ (-1_-_x_/), r==l===;c 
-.,➔o+ l+x

2 (l-x2)2 
-2 = Jim --=-2 

z--+O+ 1 + x2 

1- --
1+:z:2 
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. -4x 1 = 1m ----­

o:➔o+ J2xl · 1 + x2 



Ainsi lim /(!t) ..:..f(O). = -~.-
., .... o+ x-0 

Et de m~me, Ii~ f(x) - f(O) = 2. 
:i,➔Q- x-:-0 

Par suite, f n'est pas derivable en 0, done non derivable en x1 = O. 
Enswite, en .utilisant le calcul precedent, on a 

lim f(x) - /(l) = lim arcsin( ~) - O = lim ~ = -1 
'"➔ l X -1 "'➔l X - 1 ,:➔ l 1 + x2 

D'ou , 

/'(1) Um f(x)- /(1) ~ -1 
:r:41 x-1 

f est d1J;1c derivable en x2 = L 
Pmsque la fo'tictic,,n J est paire, la derivabilitl en x2 1 implique la dtrivabi.lite en 
X3 = -1. ' 

SJ La fonction v(t) = arcsint etant derivable sur Dv = [-1, lj sauf en -1 et 1. Done 
v(u{x)) est derivable en tout xi tel que u(x) j ±L 

Or u(x) = ~+~ 1 donne l __i x2 = 1 + x2 et done x = O 

et u(x) = {~ = -1 donne 1 - x2 = -1- x2 qui n'est jamais vraie. 
Par suite f est derivable sur IR- {O} et pour tout x E] - oo,O[U]O, +oo[ 

/'(x) = u'(x)v'(u(x)) = u'{x) = (l - x
2

)

1 1 
Jl --u2(x) , 1 + :r.2 r:_ (l-:t•)2 vi r;:? 

D'ou 

six E] - oo,Of 

si x E]O, +oo[ 

4) En p!)sant x =tan½ avec -ir < t < ir (et done t = 2arcta.nx), on obtient 

f( ) • ( 1-z•) , ( 1-!an,"._i) · _ :,; = arcsm l+.,~ = arcsm l+tun'l = arcsin(cost). 
Pour -?I' < t < 0 (x E] - oo, O[} cost= sin(t + !:), 
on a arcsin(oost) =arcsin(sin(t+ ½)) =t+ J (ceci C:r(t+ f) E]-J,½U-
Et pourO < t < 11 (.;r.EJO,+oo[J cost sin{J-t), 
o~ a arcs!n(coot) = arcsin(sin(J t)) = 1 - t (ceci c.ar (f - t) E}- ;, J[J. 
Fznalement et d'apm la continuite def on obtient 

Remarque: 

f(x) = { i + 2 arct,anx six E] - oo, O[ 
½ - 2arctanx six E [0, +oo[ 

On retrouve a1.1Ssi ce resultat en remaTquant que f et 2 arcta.n ont mtme deri.vee sur 
] - oo, O{. Done leur difference est une oonstante. · 

Solution 6.7. : 
1) £'application sh(x) est definie, continue et derivable S'llr IR et a.rctanx est aussi 
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definie, continue et derivable sur IR. Par suite f (x) = arcta;n( :,h( x}) est difinie, conti­
nue et derivable sur IR . 

Sa derivee f'(x) = (sh(x))' 1 + (:h(x))• = (:::(~iF = ch~a:) est sf.rietement positive 

sur IR. Par suite f est strictement crois.~ante et done injective. 
AinsifestunebijootiondeRdansf{J-oo,+oo[)=] lim /(s), lim J(t)[=J-:!!: :!!:[. 

s➔-oo t-t+oo 2' 2 

2) Avec g(y) = argsh(tany), on a 
J{g(y)) = arct,an(sh(argsh(tan·y))) = arctan(tany} ""y si y E] · i, ½[. 
Et g(f(x)) = axgsh(tan(arctan(shx)) = argsh(sh(x)) x six E IR. 
Ce qui montre que g = 1-1 . 

B) Po.sons y = J(x) = arctan(sh(x)) p!)1tr x E JR, 
et dmc x = J-1(y) = g(y) = a.rgsh(tany). 
On a: 

sin2 y sin2 y 
tan2 y -· ---cos2y - 1- sin2 y 

C 
. d . 2 ta.n2 Y tan y 

e qui onne sm y = \ et par suite sin y 
I+tan y ✓1+tan2y 

( ceci car sin y et tan y ont m~me ,5igne pour y E] ! , ! [). 
0 

. tan (arctan(sh (x))) sh (x) sh (x) 
n auro sm y ""' ---;:=====.;::=;========= = ---;:=::::::;c=e=a;, th(x) ✓i+tan:i.(arctan(sh(x})) ✓1+sh2(x) ch(x) = · · 

D'ou 

Et l'on a: 
1 1 

cos2 y = 2 et done cosy"" -;:=== 
1 + tan y ,/I+ t1U12 y 

(ceci c.ar cosy?: 0 lorsque y E] - J, JU-
p ·t 1 1 1 ar sui e cosy -;:======== = --,,==== - --.... 

✓1 + tan2 {arctan(sh(x))) Jl+ (sh(x))2 - y'ch2fx)' 
D'ou 

On a: 

cosy 
1 

ch(x) 

tan~ ""' sin _ 2cos ~sin¥ _ siny 
cos - 2cos2 J - 1 + cosy 

(**) 

0 
, thx shx 

n en deduit que tan~ = 1 = (d'apres (*) et ("*)). 

:t.+ ch(x) 
Or~- 2ch(})sh(!) _sh(~)_ x 

1 +chx - 2ch2 (!:) - ch(E.) - th(2). 
D'oik 

2 2 

D'apres la formule ta.n{a + b) 

ta.n(11. + :!!) = 1 +tM(~) 
2 4 1 - tan(~) 

Sachant que 

tan !I. = th': 
2 2 

tan a+ tanb . " 
1 t b 

et puuque tan -4 = 1, on a. : 
-- ana tan 
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el - e-l e"' ·- l 
tan~ ""thJ = + = -+-1 

-1 

"- (1l ") 
1 
+ e"' + 1 _ 2e"' 

vn auro tan 2 + 4 = e"' _ 1 -
1-

+ 
D'ou le rtsultat 

Solution 6.8. : 

1. Considerons !a fonction 

f : l-1, l] -t lit 
x t---+ a resin :z; + arc cos x. 

, 1 1 O 
La fonction f est derivable sur] - 1, l[ et f (x) = Jl _ :z;2 - Ji_ x2 · 

Par suite fest constante sur] - 1, 1[. Comme fest continue .~ur {-1,1], elle 
est constante sur [-1, 1). 
On a f(x) = f(O) ""0 + f = ~' \:Ix E [-1, I). D'ou le resulta.t 

'Ir 
f(x) = -

2 
'rtx E [-1, lj. 

2. Considerons la fonctfon 

g : ]O,+oo[ -t R 
x ,-., arctana: + arctan(~). 

La fonction g est derivable sur Jo, +oo[ et 
1 1 1 

Vx > 0, g'(x) = ---2 - --1- = 0. 
l+x l+-

:r;2 

Par suite g est c:onstante sur JO, +oo[. 
Et puisque g(l) = f + l = 1, alors g(:i.:) = lf, Vx > 0. D'o1't le n!stiitat 

Vx>O, 
1 7i 

arctan x + arctan( - ) = -
2 

• 
X 

S. Comiderons la fonction 

h : ] - ao, O[ -t JR 
x ,-., arcta:nx + arctan(¼), 

De la mbne fa,on on a h'(x) = 0, 'ix E] oo,O[ et h(-1) = -J. Et done 
h(x) = ·vx < O. D'ou le resultat 

Yx < o, 
1 1f 

arctan x + arctan( - ) = 
X 
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Solution 6.9. : 

1. Considerons la fonction 

f ; JR -t 

X 1--4 

JR 
a.rgshx-ln(x + H+T) .. 

La f onction f est derivable sur R et 

1+ "' 
f (x) = 1 

- . ~ = O. 
./x2+1 X + n+1 

D'ou. f (x) est constante sur R. Et puisque J(O) = 0, alors f(x) = 0, vx ER. 
D'ou le resultat 

'r/x E Ill, 

2. Oonsiderons la f onction 

argshx = ln(x + Jx2 + 1). 

g : [1, +oo[ -t IR 
x i--+ argcllx- ln(x -r ✓x'l,-: J). 

La fonction g est derivable sur Jl, +oo[. 
Et l'an a po!,1,r t()'ll,t x > 1, 

1+~1 
y:,:•-, - 0 

x+~- . 

On en deduit que g est constante sur )1, +oo[. 
Comme g est continue sur !1, +oo[, on obtient g(x} = g(l) = argchl = 0 pour 
tout x;?: 1. 
D'oii le resultat 

Yx, x ~ 1, 

3. Considerrms la f onction 

a.rgchx ln{x + ✓ x2 - 1). 

h : ] - 1, 1[ -t Ill 
X t---+ argth X - ½ ln(~). 

La j(mction h est derivablt sur] -1, 1[ et pour tout :c E] 1, l[, 

h'{x) = ! __ 2_~-0 
2(1-x)21+x- · 

Par suite h est constante sur ]-1,1[. Et done h(x) == h(O) = O pour to1it 
XE] 1,1[. 
D'ou le resultat 

Vx E] -1,l[, 1 I +x 
a.rgth X = - ln(-). 

2 1- X 
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Solution 6.10. : 

1, On a f(x) ""arcsinu(x) avec u(x) = x 2 - 1. Par des equiva!ences on ecrit: 
XE Di -¢:=;,- -1:5u(x):51 ~ -1 S x2 - 1:51 

~ o :s .x2 s 2 ,¢::::$ o :5 lxl = ./x2 :5 J2 . 
~ -Jl! s X :.S J2 ,¢::::$ X E [--/2, v'2l 

Par suite.Di== [-v'2,v'2]. 
Puisque a.resin n'est' pas deriva.ble en 1 et -1, la fonction arcsillu(x) est deri• 
vable sur Dt la ou u(:.) e1;t derivable et u(x) j 1 et u{x) ,t. -L 
La fonction u( x) = x 2 

- 1 est derivable sur JR , done f est derivable en x E D 1 
tel que u(x) = x2 -1 Joit different de 1 et -1. 
Or (x2 -1,fi-1,::::,:\:t-o) et (x2 -1#,l#x¢{-J2,J2}). 
Done feat derivable sur Dr-{-v'2,0,J2°} =]-v'2,0[UJO,v'2[. 

!'(x) 
tl(x) 

D'oi 

· f'(x) == { J2~ •' : 
../2-x2 

x E] - ./2, 0[, 

x E]O, J:i'[ . 

2x 

. 1 
!!. On a. f(x) = a.rccoav(x) avec v(x) = -

1 
x. Par des equivalences on ecri.t : 

+x 
x E Di -¢:=;,- v(x) e8t definie et -1:5v(x):51 

{::::::} x...L-1 et -l<l-x<l ~x...L-1 et o<(l-:t:) 2 
<1 

' - +x- ' - l+x -
~ xf-let(l-x)2 $(1+x)2 -¢:=;,-X,/-let -2x$2x 
~ 0$x ¢::=?xER+ 

Par 1ruite DJ= R+ · 
Pttisque lafonction a:rccos n'est pas derivable en 1 et-1, lafonction arccosv(x) 
est derivable la ou v(x) est derivable et v(x),;, ±1. 

1-x . 1-x 
Comme -

1
- est derivable sur Dt et (-- = ±1 {'? x ·= 0), on obtient: +x l+x 

f est derivable sur R+ et 

f'(x) v'(x) =-(1-x)' 1 
✓1-v2(x) 1 +x ✓i-G;.~r~ 

_ 2 1±!.- 1 
- (l+a:)• ;l4i - (I+xj:;:7/c• 

S. On a f(x) = arctanw(.x) avee w(x) == -
1
-. Sachant que lafow.tion a.rcta.n 

1+:r: 
est definie sur JR, et par des equfaalences on ecrit ; 
x E Di~ w(x) est definie et w(x) Ell{=;} x :,f= -1 
Par suite Dr= JR - {-1}. . 

1 
La fonction -

1 
- est derivable sur D 1 et arctan est derivable sur R. 
+x 

Done J est derivable sur DJ et 

-1 (l+x)2 -1 
(l+x)2 x2 + 2x+ 2 :i:2 + 2x + 2· 

140 

4- On a f(x) argchg(x) avec g(x) ""x2 + 1. Sachant que la fonction a.rgch est 
definie sur \ 1, +oo[, et par des erp,iva,lern:e/1 an ecrit : 
x E D 1 ¢==>- g(x) definie et g(x) = x 2 + 1 2: 1 ~ x2;;:: 0 ~ x E 1R 
Par suite D1 = IR. 
La fanction argch est derivable .mr ]l, +co[, par con.~equent J(x) argchg(x) 
eat derivable en x tel que g(x) x2 + 1 est derivable et x 2 + 1 f 1. Ainsi J est 
derfoable en tout x tel que x =fa O, 
Et dans ce cas 

f'(x) = g'(x) . = 2x 1 

✓g2(x) -1 ✓(x2 + 1)2-1 

2x 

D'ou 

x E] -oo,O[, /'Ix)-{ 
-2 

✓x2+2 si 
2 

si x E)O, +oo{. 

5. Les fonctions T+I et arg;;h(x) sont definies et dirivables sur JR. 
Dane D1 IR et f(x) =: argsh( "',i:r1 ) e$t deriuable sur JR et l'on a 

2x 

f'(x) = ( ·--~- )' 1 ,;, 1 - x
2 

x
2 

+ 1 
x2 + 1 /i + ( :i: )2 (x2 + 1)2 yx4 + 3x2 + 1 

V x"+l 

l -x2 

6. On a f(x) = a.rgth h(x) a11ec h(x) ""'2x -· 1. Sa.chant que argth est definie sur 
) - 1, 1 t, on emit par des equfoalenccs : 
x E D1 ~ h(x) definie et - 1 < h(x) < 1 ~ x E ffi et - 1 < 2x 1 < 1 
¢==>- 0 < 2x et 2x < 2 ~ 0 < x < 1 ~ x E]O, l[ 
Par suit.e Di =]01 I!-
/ est derivable en x si 2x - 1 E] - 1, 1[, done six E D1- .Et l'on a : 

,, ) h'(x) 
f \X "'1-h2(x) 

2 
--,---,--,.=---
l-(2x-1)2 4x(l-x) 

1 
'efx E]O, l[. 

Solution 6.11. : 

1. Par des equivalences, "'on a : 
x E DJ ¢'? -1 :S ~ 5 1 ~ :5 x :5 Jl + x2 

¢> lxl :S ~ {;} x 2 S: 1 + x~ 
<'?0!:'.1 

Puisqu 'on n'a o.uc1.tne condition sur x, on en deduit que DJ = l!t, 
Pour tout x E IR, 

-x 
/ ( -x) = arcsin --;o=== 

Done J est impaire. 
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2. La fonction ..,.,1:., .. est continue sur R et vi:,,', E [-1, 1] pour tout x E JR. Et 

puisque la fonction arcsinx est continue sur [-1, I), a/ors f est continue sur 
lit 
La fonction vi~x" est defivable sur JR et arcsin x est derivable sur ] - 1, 1 [. 
D'apres le calcul precedent, -1 < ✓i:,,, < 1 {c} O < L Done f est derivable 

sur JR. 
Et pour tout x E IR 

')(x)' 1 1 ~ 1 
f (x = ✓1 +x2 Ji- (~)2 = (1 +x2)v1f+x2 x 

1 
+x = 1 +x2 · 

vI+x· 

3. Puisque, \:/x ER, J'(x) = arctan'(x), alors f(x) = arctan(x) + c, ou c est une 
constante. Or J(O) = arcsin(O) = 0 = arctan(O) + c = c. 
D'ou f (x) = arctan(x), '<Ix E JR. 

Solution 6.12. : 

1. On a f (x) = arctan i+;. Puilique arctan est definie sur IR, f est definie si t+: 
est definie et done si 1 + x f 0. · 
D'ou Dt = {x E R/1 + x ,': O} = JR- {-1}. 

2. La fonction i+: _est continue et derivable sv:r IR-{-1} et arctanx conl:inne et 
derivable sur IR. Done f est continue et derivable sur lR - { -1}. 

3. 

Done 

1 ) ( 1 - X )' " 1 -1 / f (x = -
1

- (l-x ) 2 = --2 = - arctan x. . +x l+ ffi l+x 

{ 

- arcta.nx + e1 
f(x) = 

- arctan x + c2 

si XE] - oo, -1[, 

si x E) - 1, +oo[, 

oil. c1 et c2 sont deux constantes. 
On a f(O) = arctan(l) = 1 et - arctan(O) + c2 = c2, done c2 = r 
On a lim f(x) = arctan(-1) = -~

4
, et lim (-arcta.nx+c1 ) = ~

2 
+c1 , 

x-t-oo x➔~oo 

done c1 = -,. D'ou 

f(x) = { 
- arcta.n x - ¥ 
-arctanx + f 

si XE] - co, -1[, 

six E] - 1, +oo[. 

Solution 6.13. : 

1. Par equivalence on ecrit : 
{x+I. x+l y2-~>l~-

2
->l~x+1>2~x>l 

La fonction Ji est done derfoable sur ]l, +oo[ et 

'( ) 1 1 1 . 1 h'( ) 
!1 X = 11¥ X ~ = ~ = ;argc X . 4 !±!E. 1.±!E. _ 1 2vx2 

- 1 "" 
2 2 
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•~itf';L~, 

Done fi(x) = ½argch(x) + c, \:/x E]l, +oo[, ou c E JR. Or Ji est continue en 1 
done ' 

0 = /i(l) = lim ft(x) = lim(~argch(x) +c) = c. 
x➔l x➔l 2 

Par consequent, fi(x) = ½argch(x), '<Ix E [1,+co[. 

2. La I onction h est definie si et seulement si ✓1 - x2 est definie. On doit avoir 
XE {-1, l]. 
Comme ✓1 - x2 n'est derivable que sur] - 1, 1[, la fonction h. est definie et 
derivable sur l'intervalle] - 1, I[. 
Et l'on a \ 

1 I 1 
--,-----=== X ✓1 - x 2 = --
(l - x2)~ l-x2· 

Done fHx) = argth '(x), et par suite h(x) = argth (x) + c, ou c E' IR.·. 
Comme /i(O) = 0 = argth (0) + c = c, on a h(x) = argth (x), '<Ix E] - 1, 1['.. 

S. La fonction la est derivable sur JO, l[ avec · 

-~-✓1-x2 1 f~(x) = vl-x· X ___ 1 
x 2 1 + 1-t = - ✓1 - x 2 • 

a, 

Done fa{x) = arccos(x) + c, oil, c E lR. La fonction la etant continue en J on 
en deduit que 

1 

0 = h(l) = lim /a(x) = lim (arccos(x) + c) = c. 
:i:-.+l :<➔ l 

Par suite fs(x) = arccos(x), '<Ix E)O, 1). 

143 



6.4 Exercices supplementaires 

Exercice 6.14. : 
Resoudre /'equation : x E JR, arctan(x -1) + arctanx + arctan(x + 1) = ½· 

Exercice 6.15. : 
1) Simplifiez les expressions suivantes 

cos ( arcs in x) et sin(arccosx) 

2) Reso"!'dre dar,,s IR /'equation suivante 

a.resin 2x - a.resin \/Jx = arcsin x. 

Exercice 6.16. ; 
Determiner le domaine de definition et etudier la derivabilite des fonctions suivantes : 

, f(x)=arccosG~:) et g(x)=arctan(x+Jx2-1) 

Exercice 6.17. : 
Montrer les egalites suivantes pour tout n E JN* : 
1) 

VxE lR (shx + chx)"' = shnx + chnx 

2) 

Vx E 1R 

Exerci!,!! 6.18; : 

(
1 +thx)n 
1-thx 

1 +thnx 
1-thnx 

Determiner le domaine de definition, le domaine de derivation puis calculer la derivee 
de chacune des f on ct ions suivantes : 

I 

x-1 I 
1. f(x) = arctan --, 2. g(x) = Jarctan(l - x2), 3. h(x) = 

x+2 
7l" - 2arcsinx 
7r-l-2arcsinx· 

~erclce 6.19. : 
Ca,lculer les limile8 suivantes 

1. lim (x - ln(coshx)), 
::J::-+-+oo 

2 I
. sinhx 

. 1m --, 
:,-;+oo X 

3. lim argshx . 
x->+oo X 

Exercice 6.20. : 
On considere la fonction f(x) ""sin2 x - 2sinx definie sur I=[~, 37r]. 
1} Verifier que f est une bijection de I da,ns l'intervalle J (a determiner). 
2) Donner en f on ct ion de X E J la f onction reciproque r 1 ( X). 

Exercice 6.21. : 

Soit f la Jonction definie par f(x) = arcta.n ~-

1. Determiner le domaine de definition de f. 
2. Etudier la continuite et la derivabilite def. 
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3. Calculer la derivee def et en deduire une expression simplifiee de J(x). 

Exercice 6.22. : 
Soit f la fonction definie par f (x) = arcsin 1!~•. 

1. Determiner le domaine de definition de f et etudier sa parite. 

2. Ca!culer la derivee de f et en deduire une autre expression de f. 

Exercice 6.23. : 
Calculer la derivee puis donner une autre expression de chacune des fonctions sui-
vantes 

1- x2 

1. fi(x) = arccos 1 +x2 ' 2. h(x) = argth ~ 3. fa(x) = argsh(3x + 4x3
) 

l+x 

4. /4(x) = a.rctan 
1- cos(x) 
1 + cos(x)' ou x E]O, 7r[. 

Exercice 6.24. : 
On considere les deux f onctions suivantes : 

1 X ' X-1 
f(x) = arctan -

2 2 et g(x) = arctan -- - arctan--
x l+x x 

definies sur JR- {O, -1}. 
1) Calculer J'(x) et g1(x) sur JR- {O, -1}. 
2) Que peut-on deduire? 

.. 
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6.5 Indications sur les exercices supplementaires 

Solution 6.14. : 
Poser o. arctan(x 1), b = arctanx etc= arctan(x + 1) 
et done tan a = x 1, tan b = x et tau c x + 1. 
Utili.ser l 'implicatwn : 

tana+tanc ,r 1 
a+ c = f - b =l>- 1 - tanatanc ""'tan(a + c) tan( 2 - b) = tanb · 
En deduire une equa.tion verifiee par x, puis resou.dre cette equation sachant que x 2: 0. 
(Si X < 0 on aurait a< 0 et b < 0 et done a+b""' !-c < 0, ab,--urde avec C Ei21't' ;u. 
Solution 6.15. : 
1) Poser y ""arcsin:r avec y E [-~, ~]. 

Remarquer que coo y ?: 0 et cosy = ,/i - sin 2 y. 
Deduire que cos(arcsinx) ~-
Poser z = arccos x avec z E [O, 1r]. 
R.emarquer gue sin z ?: 0 et sin z 
Dedv.ire que sin(arccosx) = 

z. 

!! ) Comme arcsin est definie sur [-1, 1], on doit avo·ir { 

XE[-½, ½J-

-1 :; 2x s 1 
-1 $ v'3x $ 1 . Et done 
-1 $ X ~ 1 

Appliquer ensu.ite la fonction sin aux deu:i membres de l'equatfon. 
P=er par la formu.ie sin( a - b) = sin a cos b - sin b cos a et le resu.ltat de {1). 

Solution 6.16. : 

Pour J(x) = arccos (l+x) tmduire les inigalites -1:; (l+x) :S 1 
1 x I-x 

(l+x)2 . . . 
en O :S 0-x )2 :S 1 pour x f I, puis en deduire ensuite D 1. 

Poor la derivabilite, determiner x E DI tel que 
1
1 
+ x f 1 et 1 + x 'f' -1. 
-x --x 

-u' 
Calcuier ensuite f'(x) par la formule ~-

v 1 - ~L2 

Pour g(x) ~ arcta.n (x + ~1) remarquer q11,e arctan est definie sur JR et deter-
miner l'en.mnble de definition de v(x) = (x + v'x2=I). 
Pour lu dt!rivabi!ite remarquer que arctan est derivable su.r 1R. et v( x) { x + ~) 
est derivable pour x tel que x2 - 1 "f O (a cause de la racine). 

11' 
Cale.tiler en.suite g'(x) par la formule 

1+ 

Solution 6.17. : 
1} Remarquer gue (sh x + ch xr = (e")" = e'"". 

(
l+thx)n (chx+shxt 

2) Remarquer gue 1 _ thx (ch x _ sh x)n. 

Sglytion 6.18. 
est 

1. La.fanction fest difinie et derivable sur R.-{-2}. Sa derivee 

f'(x) = 2x2 /2x + 3· 
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2. La fonction g est definie sur [--1, l], deril!able sur] - I, I[. Sa derivee est 

g'(x) "" -x 
(1 + (1- x)2)Jarctan(l - :i:2) · 

S. La Jonction h est de.finie sur J 1, 1], derivable sur J - 1, l{ et sa deri:uee est 

Solution 6.19. 

t. On a 

x-ln(ch x) 
e"' + e-"' e"'(l + e-2"') 

x-ln( 
2 

) = x-ln( 
2 

) = - ln{l+e-2"')+ln(2). 

D'ou lim (:r. - ln(cll :r)) = ln(2). 
,:➔+oo 

sh - 1 e" e-"' 1 e"' t. lim _:. = - lim (- - -) = - lim - = +oo. 
o:-t+oo X 2 o,-t+oo X X 2 :t"➔+oo X 

3. On pose y = o.rgshx. Alors 

lim argshx = lim ..JL = 0. 
z-t+oo X y->+oo sh 1J 

Solution 6.20. : 
1) Verifier gue f est C(m.tinue et strictement croissante sur [5;' ,31r] et en deduire 
qu'elle est bijective de I dans f(l). 
2) Par des equivalences et en utilisant z = (y- 31r) E [0, U lorsque y E [~, 31rl, puis 
trnduire y = J-1(x). 

Solution 6.21. : 

L Remarguer que et (1 - x)(l + x) ont ml!me signe pol!r x f -1. 
1-x 

x EDt ¢=> +x?: 0 etl+x r6 0«=} (1-x)(l+x) 2: 0 etx~ -1 #X E]-1,1]. 

~ ,. 
2. La f onctfon V l+x est continue sur ] - 1, l] et &da.n x est continue sur R, 

d'ou I est continue sur] - 1, 1). 

La fonction v/ll - X est derivable sur 1-· 1, 1[ et arctanx est derival>le sur IR., 
.+x 

d'oit, f est derivable sur J - 1, l{, 
3. Verifier que f 1(x) = 

Remarquer que pour tout x E} - 1, ll, f'(x) = ½ a.rccos'(x) et en deduirn que 
f(x) = ½ arccos(x) + c. . 
Calculer c en donnant une valeur a x. 
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Sqlution 6.22, : 

1. Remarquer que -1 :s; 1!~~ 51 «> ( 1 ;~.)2 :s l, puts virifier que D1 = JR. 
Uttlis~ le Jo.it qu.e a.ri:ain est impaire pour montrer que f est irnpaire. 

2. La fonctwn I est derivable en tout x tel que ~ E] - 1 1/. 
1 +x2 ' 2x .. 

'Thuiuire 1 + x 2 'f' ±1 pour 'l1Wntrer que f est derivable sur JR\ {-1, 1}. 

Verifier qu.e f'(::c) = .,..,..,...,,,,,.,.,,-.,....., 

x E]-1,1[, 
Ecrire que f'(x) "" { __ 

2 
l + x2 si XE] - oo, -l[Ujl, +oo[. 

{

-2arctan(x)+c1 si xE}-oo, 

_Pu.is deduire que f(x) 2arctan(.x) + c2 si x EJ 1, 1(, 

. -2a.rctan(x) + c3 si :r Ejl, +oo[, 
oil c1, c2 et cs sont des constantes a determiner en donnant des valeurs ax. 

S~tlog 6.23. 1. Utiliser -1 - x2 5 1 - x2 ::; 1 + x2 pour montrer que la 
· fon~tion f 1 est continu~ sur R. Et troduire L;~: f:. ±l pour montrer que f est 

derivable sur lR •. -~ 

Ve,ifier que fHx) = (l+x;)v? = 
{ 

si X > 0, 

Bi X < 0. 

Deduire que Ji { x} = 
{ 

2arctan(x) + c1 six> 0, 

-2ai:-ctan(x) + ~ six< O, 
ou. c1 et o.i sont deEJ constantes a determiner. 
Deduire que ft (:c) = 2arctan !xi, V:r; ER. 

JI. Jm1tifier qne la Jonction 12 est deriva&le sur JR et verifier que fHx) "" 
1:t en deduire que h(x) =; a.rgsh(x) + c o'il c ER d determiner. 
Conclure que h(x) = argsh(x), Vx ER. 

S. Verifier qv.e la fonction h est derivable sur R. 
3 

Montrer que !Mx) = r,:--:,; = (3argsh{x))'. 
vl+x· 

En deduire que h(x) = 3argsh(x) + c, c ER d determiner. 

4. ~t!rifier 'j'Ue lafonction '4 eBt derivable sur ]0,1r[ et que fHx) = ½, 
En deduire que f4(x) = ! + c, c E JR a determiner. 

-4x Solution 6.24. 1) Verifier que f'(x)"" g'(x). 
+l 

2} Deduire que f(x) g(:c) + c1 sur ] - oo, -1[, f(x) = g(x) + c2 sur J 1, O[ et 
f (x) = g(x) + Ca sur JO, +oo[. Puis determiner les constante.s c1, c2 et c3. · 
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Chapitre 7 

Les developpements limites 

7 .1 Rappels de cours 

Les developpements Iirnites permettent de calculer des limites ( de fonctions, de suites, ... ) 
en levant les indeterminations rencontrees. IlB facilitent l'etude locale des fonctions 
au voisinage d'un point donne, las calculs approx.imatifs de f(x) sans passer par la 
machine, l'obtention d'equations de tangentes, d'asymptotes, l'etude des branches in­
finies, etc. 

P~flnitlon 7.1. Soient I =}a,b[ un intervalle de JR (avec a,b ER et a< 0 < b), f 
une fonction dt!finie de r =]a, O[U]O, b[ dam R et n un entier nature/. 
On dit que f admet un detJeloppement limite au voisinage de O d !lord.re n s'il 
e:riste des oonstantes reelles ao, a1, · • • , an, o: > 0 un reel et e(x) une fonction telles 
que 
Vx E] - a,0[U]O,a[,J(x) =a.,+ a1x + • • • + a,,xn + x"t:(x), 
avec Jim e(x) ""'0. 

o:➔O 

Le polynome P(x) ~a,,+ a1x + · .. + a,,x" s'appe!le La parl.iP- rf.gu.liere (ou principale) 
du developpement limite et la fonction x"'e(x) = o(x") le mate. 
Dans la suite on ecrira dl.n pour abreger "developpement limit.c mi voisinage de O ii. 
l'ordre n 11• 

On dit aussi que f admet un developpement limite d droite(resp. 4 g(1ucl1c-::) 
au 11oisi.nage de O a l'ordre n si l'ega.liti! f(x) =a.,+ a1x + • • • + a,.,x" + x"e(x) 
est vmie d droite (reBp. d ga·uche) de 0. 

Remarque 7.1. Si f ad~et un dln avec n;:: l alors f admet un dln-l· 
Car si on a f(x) a0 + a1x + · · · + a,..x" + x"e(x) alors 
f(x) = a0 + a1x + · · · + Hn-1Xn-l + x"-1(anX + xe(x)) 

= ao + a1X + · · · + a.,_1x"- 1 + x"-1e1 {x), 
avec lim e1(x) 0. 

:l:➔0 

Tbimreme 7,1. Le dln de J s'il existe est unique. 

Re.marque 7.2. : 
La partie principole du dl,,. d'un polynome est formee: des monomes de degres 
rieurs ou egaw: a n et le reste est f orme des monomes de de.gres 8Y.perieurs strictement 
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dn. 

Proposition 7.1. Si J est une f=ction dont la dt!rivee f(n) eriste et est continue 
sur un vof.sino,ge de 0, alors f ti,dmet le dl,. 
f(x)"" f(O) + xf'(O) + '/"(0) + · · · + 1:'~TTIJ(n-l)(O) + fi f(nl(O) + x"e(x), 
d'apres I.a formule de Mac-Laurin. 

Pro:erietes 12. Soient f ·et g des fonctions admettant chacune un dl,, 
f(x) = a,,+ a1x+ · · · +anxn +x"e1(x), avec lime1(x) = 0, 

x--+0 
g(x) = b0 + b1x + · • • + b,.x" + x"e:.(x), avec lim =2(x) = 0. 

:,;-,-0 

Alors on a: 

- La somm.e: 
lo. f onction Bomme f + {J ad met le dln. 
(f + g)(x) = (a0 + b0 ) + (a1 + bi)x +···+(an+ b,.)xn + x"e:a(x), 
dont la partie reguliere est la .~omme des parties regulieres de f ct g 
et eg(x) = e:1(x) + e2(x). 

~ Le pmduit: 
la Jonctivn produit f g admet le dln 
(fg)(x) = (a,,b,,) + (a0 b1 + a1bo)X + · · · + (aol>n + · · · + anbo)Xn + x"e4(x), 
dont la partie reguliere est le polvn,i>me produit des parties regulieres de f et 9 
et en gardo.nt uniquement Jes montimes de puisso.nces inferieures ou egaies a 
·fl.. 

- Le qnotient : 
si en plu.s b0 =fa 0, lo. fonction ¼ adnwt le dln dont la partie regulitre est le 
quotient de la division fflivant les puissances croissantes a l'ordre n de la partie 
reguliere de f par ceile de g. 

- La composition des fonctions : 
si en piw b0 0, la f onction f o g admet le dln 
f(g(:c)) =a.+ a1(b1x + · · · + br.x") + · · · + a,..(b1x + • • • + b,.x")" + x"c:(x) 
qui s'ecrit f(g(x)) "'-'Co+ C1X +" • + c,,,x" + Xn€5(x), 
en gardant uniquenwnt les man6mes de puissances -inferieu:res ou egales an. 
La derivation : 
lafonction derivee f' admet un develappement limite au va-isinage de O d l'Mdre 
n 1 (avee n? I} qui est danne par 
f'(x) a1 + 2<t:2X + · · · + na.,,x"- 1 + x"-1c:6(x). 

-- L 'integration : 
iii en plus f est continue 1/'U'r un voisinage. l-' de O et a E 1l, la fonction 
P(x) = J: f(t),:J; primitive de f admet un develappement Umite an ·uoisinage 
de O a l'ordre n + 1 donne par 
F(x) = F(O) + a0 x + Tx2 + · · · + ¼i.x"+1 + x"+lc7(x). 

Le tableau ci-dessous donne les developpements limites -frequemment utilises- calcu­
les a l'aide de la formule de Mac-Laurin: 
e"' = 1 + x + ~ + • • • + + x"e:(x), 

a 5 /;; 2•+1 • 
sin(x) = fr - Tl+ Tl+ .. ·+ ( -·1) (~k+l)! + xne:(x) (n 2k + 1 ou n = 2k + 2). 

cos(x) = 1- ~ + .1ar + • • • + (-1)"~ + x"c:(x) (n 2k ou n = 2k + 1). 
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Pour o E IR, on a ; 
(1 + x)" 1 + a

1
x + a:(211) x2 + ... + a(a-1)>< ·-x1o:-n+1lxn + xnc:(x) 

l 2 3 , '" n! , 
ln(l + x) = x - T + Efi- + · · · + (-l)"-1:2:,. + x"e(x). · 

h ( ) ;, .,a _s .,••H ( ) 
s x = TI+ ar + 'gr+···+ (2k+1)I + x"i:: x (n = 2k + 1 ou n = 2k + 2). 
h ( ) - l ,,2 ,.• x" n ( ( c x - +ar+1r+···+~+x ex) n=2koun=2k+l). 

• Developpement limite au voisinage de x,. : 
Pour definir le developpement lirnite d'ordre n, d'une fonction / au voisinage 
d'un x,. quelconque, on pose X = x - x., et 9(X) = f(X + x0 ) = j(x). 
Lorsque x est au voisinage de x0 , X est au voisinage de 0. Ainsi le· developpe,. 
ment de g A l'ord:re n au voisinage de O donne · 
g(X) = a0 + a1X + · · · + a.,X" + xnc:(X) avec lim e(X) = 0, 

X-rD 
et done J(x) aa + a1(x - .x.,) + · · · + an(X :i:,,)" + (x - Xq)ne 1(x), av~ 
lim e1 (x) "" lim s{x x0 ) 0, 

:z:➔.::Ct> t-¾Xo .. _ , 

a.insi on obtieut le developpement llmite de / au voisinage de· x0 ·.A l'ordre n. 

• Developpement limite au voisinage de +oo : 
Pour definir le developpement limite d'ordre n, d'une fonction j a.u voisinage 

. de +oo, on pose X =¼et g(X) = f(½) = f(x). 
Lorsque x est au voisinage de +oo, X est au voisina.ge de 0. Ainsi le develop­
pement de g I\ !'ordre n au voiBinage de O donne 
g(X) = a,,+ a1X + · · · + anXn + xns1 (X) avec lim e:1 (X) 0, 

X--+O 
et done f (x) = a,,+ 7 + .. · + 19r +--1;;.c:(x), avec lim E(x) = lim e-1(1) O 

x x a:➔~l-oo .c--t+oo :: , 
aiil6i on obtient le developpement limite de f au voisinage de +oo a l'ordre n. 
Remarque: 
On fa.it de meme au voisinage de -oo. 

• Developpement lirniM generalise au voisinage de o : 
Pour une function f definie sur un volsinage de 0, etant donne p E lW et 
n E IN, on <lit que / admet un developpement limite gener~e a. l'ordre n en 
0 lorsque la function g(x) = :il'f(x) admet un dl,,+P en 0. 
On pent iicrire da.ns ce cas : 
x:f'f(x) a0 + aix+ · · · +a,,.xn+i, + o(x"+P) 
et done f (x) = ,\ (a,,+ a1x + • • • + an+i,x"+P + o{x"'+P) = ~ + ... + + 
a.P + a.p+iX + • • · + an+i,x". 
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7 .2 Enonces des exercices 

Exercice 7.1. : 
Donner le dln dam le.$ 00$ sui.vants en preci.sant la fonction e(x) a chaque Jois: 
1} f(x) = 1 - 3:i? + rrx4 7rr:8 ·avec n = 5 et ensv.ite n = 9. 
ll}9(x)=7x2 +x4 -7x8 avecn=D, n=l etn=2. 

Exercfoe 7.2. 
Ecrire l;s dln dee~ (;!t e-"', puis retrouver le dA,. dech(x) = e:3{-= et sh(x) 
Verifier que la somme des din de ch(x) et sh( x) est iigale au dln de e". 

Exerclce 7 .3. : , 
Donner par de-ax methodes di4erentes le dl.,. a l'ordre n = 5 de J(:c) sh(x)-sln(x), 
(par la regle de la somme et par la formule de Mac-Laurin). 

Exercice 7.4. : 
Ttouver !es developpements limites a l'ordre n ""4, au voisinage de O, des fonctions 
suiva.ntes : 
1) f(x) = (e"' 3sin(x))(cos(x) 
2) g(x) = f(x) + l -x2 cos(x), 
3) h(x) = g2 (x). 

E:xercice 7.5.: 
Trouver les develappements limites a !'ordre n = 4, au ooisinage de O, des fonc.tions 
suivantes ; 
l} J(x)"" euo(:i;)+2log}1+x) 

l+oin(z ' 
!!} g(x) = ~,;"-1, 

S} h(x) ~:0,1:;. 
Exei;clce 7.6. : 
Posons f(x) arcsin(x), g(x) = aret;:0s(x) et h(x) = arctan(,i:). Sachant que les 
deriveee de. ces fonctions sont donnees par : 
/1(:r.) "" :;b, y'(x) -1;-_:.,5 et h'(x) = 
diftermine1· /1111 dl,. de ces fonctions pour n 5. 

Exercice 7. 7. : 
Donner le8 dr!veiloppements limites a l'ordre n ""4, au voisinage de 0, des fonctions 
suivantes: 
1) f (x) = ✓1 + sin(x}, 
2) g(x) = e"in(:i:}' 

3) h(x) = e=~~, 
4) k(x) = (1 +x)¼. 

Exercice 7.8. : 
1) Reprendre les fonctions de l'exercice pn!cedent et donner !es dl,. pour n = 3 de 
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leurs derivees (en utilisant la regle de la derivee). 
2) Calculer f'(x) et g'(x) et donner leurs dl,,, an = 3. Comparer avec la question 
pn!cedente. 

~ 7.9. 
Donner !es dl.,, au voisinage de Xa dans le8 cas suivants : 
1) J(x) ../x avec Xo = l et n = 3. 
2} g(x) ln(sin(x)) avec x0 EJO, 1r[ et n = 3. 
Puis e11 deduire le dl.,, de g(x) a l'orrl:re n = 3 au voisinage de :i:0 = ; . 

Ex:ercice 7.10, ; 
V irifier les resultats suivants pour f non definie en O : 
1) Si f a un developpement limiti au voisinage de O d l'ordre n = O, alors elle est 
prolongeable par ccntim£ite en O. 
2} Si f a un developpement limite au voisinage de O d l'ordre n = 1, alors elle est 
prolongeable par continuite en O et que son prolongement par continuite est une f one• 
tion derivable en 0, 

Exercice 7.11. : 
On pose f(x) = Jixl, g(x) +. et h(x) = lu(lxl). Verifier si ces Jonctions ad• 

y!x, 
mettent des developpements limites au voisinage de O d l'ordre n 0, n = 1 ou n = 2. 

Exerclce 7 .12. : 
Verifier si les fonctiontJ suivant.es ont des dl.,., si oui a quel ordre n on peut y aller: 
f{a;)=!3 4x2 +sin(x)I etg"(x) jx+x3 -x4 1, 

Exercice 7.13. : 
Considenms les Jonctions ayant le;, dev!ilovpement., limitls suivants : 
f(x) = x2 - 6x4 + o(x5 ) et g(x) = 2x9 + 3x11 + o(x11 ). 

Calc'l.der le dl.,, de (Jg)(x) = J(x)g(x) a l'ordre le plv~~ eleve 1ws.,ibk 

Exerck!il 7.14. : 
Donner les dln au voisinage de +oo des fonctions ,911,ivantes : 

1) /(x) = arctan ( /'iii) a l'ordre n 3. 
l 

2) g(x)"" (~) • a l'ordre"n = 4. 

Exerclce 7.15. : 
Ca!culer les developpemenl.s li.mitr.s gtnern.lises au voisinage de O des fonctiontJ sui­
vantes : 
1) f(x) = tan(m") a l'ordre n t:= 5, 

2} g(x): ";;:.~~f a l'ordre n = 2. 

Exercice 7.16. : 
Sans utiliser la calcu!atrice, donner des 11aleurs approximatives des nombrea suivants : 
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•11'17Tii" ( ) , _ 1-si~OS) a = {, l/1 v8, b = lu 1, 07 et C - v2 ' . 

Exercice 7,17. : 
Dt!terminer les parties principales a1.1 voisina_qe de O des fcmctions suivantes : 
1) f(x)""" ~- Jsh(x) pourx > 0. 
£) g(x) = argth (argsh(x)) - a.rgsh(a.rgth (x)). 

Exercice 7.18,: 
Galculer les limites suivantes : 

(1 + x)½ - e 
1) lim----

'"➔D X 
2) lim (x-x~ln(l+¾)), 
. x--++oo 

a.rctan(2sin(x)) - E. 
3) lim (3 ) 

4
, 

,:➔f coa x 
") ✓,i~"+2-~ 

4) lim [e- (1+¼) . 
n➔+oo 

Exercice 7.19. : 
Etud:ie:r les fonctionll sui11antes au voisinage de Xo : 

1) f(x) = 2;.;~~z) avec Xo "-' L · 
2) g(x) = ln(tan(:t)) avec Xo = ¾· 
{une etude breve : l'bJisation et la position de la tangente}. 

Exercice 7.20. ; . . 
2 1 Etudier les branch.es infinie:J de la courbe representant lafonction f{x) = ln(x +1)-:;,, 
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7.3 Solutions detaillees des exercices 

Solution~ 7.1. : 
D'apres une remarque du roppel du oours : . 
1) f(x) = 1-3x2+n4-7x8 = (1-3x2+1rx4)+(-7x8) = (1-3x2+-irx4)+x5el{x). 
c'est le developpement limite a l'of'(lre 5 au voisinage de O def, 
avec P1 ( x) = 1 3x2 + n 4 la partie principale et e 1 ( x) = 1-7 x3 . 

Et l'on peut ec.rire aussi , 
f(x) = 1- 3x2 + n 4 7x8 = (1 - 3x2 + 'l!'X4 

•- 7x8
) + x9e2(x). 

c'est le developpement limite a l'ordre 9 au voi9inage de Ode f, 
avec A(x) ""1 3a:2 + 1rx4 7x8 la partie principale et e2(x) = O .. 

2) Pour g on a : 
g(x) = 7x2 + x4 - 7x8 = 0 + x0(7x2 + x4 - 1x8

) = Q1(x) + xOea{x), 
c'est le developpement limite a l'ordre O au voi,inage de O deg, avec Qi(x) = 0 la 
partie principale et ea ( x) = 7 x 2 + x 4 

- 7 ::i:1'. 
Ensuite on a 
g(x) = 7x2 +x4 -7x8 = g(x) = O+x(7x+x3 - 1·:i:1) = Q2(x) +xe4(x), 
c'Mt le developpement limite a l'ordre 1 a.u voisinage de O deg, avec Q2 (x) = 0 la 
partie principale et c:4 (x) = 7 x + x3 - 7 :,;1. . 
Et de milme 
g(x) = 7x2 + x' 7x8 = 7x2 + x2(.x2 - 7x6) = Q3(x) + z2e5(x), 
c'est le developpement limite a l'ordre 2 au uoisinage de O deg,· avec Q3(x) = 7x2 la 
pariie prim .. ipale et e5 (x) = x2 7x6 . 

Attention : 
Dans chaque c.as la fonction ei(x) verifie bien lim e,(x) = 0. 

:t-+O 

Solution 7.2. : 
En uWisant le risultat du resume du cours on a : 
e"=l+x+~+.;·+~+x'"s1(x). 

--~ n "2 n 

etdonce-"'=l x+~-;il +•-.+(-,:;> +(-x)"e1(-x) 

e-"' = 1 x +' + • .. + (-l)n:; + xne.2(x) aveee2(x) = (-l)"t:1(-x) 
Par la regle de la somme on obtient le di,. de ch(x) 

ch(x) = 1 + '+ ~ + • • · + ~ + x"ea(x) au voisinage de O a l'ordre n 2k ou 
n 2k + 1. 
Et de meme 
sh(x) =;: '" 

sh(x) = x + ]T + ~ + · · · + (~~:l,)I 1-- xnc:.4{:z;) au voisinage de O d l'ordre n = 2k + 1 
OU n = 2k + 2. 
En faisant la somme des dln obtenus ci dessus on t-etrouve : 

(1+ ~+'tr+··•+ 1'r + x"es(x)) + (x +" + ~ + ··· + (~:~l)I l-x"e4(x)) 

1 + x + ~ + · · · + "'" + x"e1(x) 2. nl 
ce qui est normal puisque ch(x) + sh(x) = e"'. 
Et avec e1{x) = e3(x) + e,.(x) d'apres l'unicite du developpement limite. 

Solution 7.3. : 
• D'apres le tableau des dl 
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sin(x) == x ~.' +' + o(x&) rm voi.,inage de O a l'ordre 5 
et d'apres l'exercice precedent 

~ . 
sh(x) = x + ]T + if + o{x5

) au uvisinage de O d l'ordre 5 
et par difference en utilisant la regle de la somme 

f (x) = ( x + ~ + + o(x5 )J - ( x - '+ ~ + o(x5)) = 2, + o(x5
) 

D'ou f(x) = ~ + o(x5) au vioisinage de O ii l'orrlre 5. 

- Deuxieme methode : 
Lafonctian f(x) = sh(:ll) - sin(x) est iridefiniment deri.ti«.ble sur IR car difference 
de deux fonctioT1,1J indefiniment derivables sur IR. On lui applique la Jormule de Mac• 
Laurin au voisinage de 0. Et {'on a 

f(x) := sh(x)-sin(x) ·➔ f{O) = 0 
f(2l(;;;) = sh(x) +sin(x) ➔ f("l(O) = 0 
j(4>(x) = sh(x) - sin(x) -4 f\41(0) 0 

D'ou 

J(x) 
.2 • 

= f(O) + xf'(O) + ~I ]!2)(0) + · 
= 2, + o(x5

) = ~ + o(x5
) 

SoJution 7.4. : 

f'(x) = ch(x)- cos(x) ➔ f'(O) = 0 
J<3l(x) = ch(x) + cos(x) -4 f(3l(O) = 2 
f!5l(,r:) = ch(x) - cos(x) · -4 j(5l(O) = 0 

1} En utilisant le tableau des iUu aiiec n = 4 des fonctions usw,lles on a : 
" .,. ,,,3 .,, ( 4) e =l+x+ 21 + 31 +4.T+ox 

sin(x) = x '+ o(x
4

) 

( ) ,,• ,,. ( 4) cosx =l- 21 +4f+ox 
1 -.- = 1 +x +x2 + x3 +x4 +o(x4

) 
1-x 
En utilii!ant la regle de la, 11omme on a : 

e"'-3sin(x)= (1+x+'+'+~+o(x4
)) a(::c-,+a(x4

)) 

• 2 ' • • = 1 - 2:r, + T + + + ½i + o(x~}, 
De. m~me 

coa(:r.)- 1 ~x = (1- ~; + ~; +o(x4))-2(1 +x+x2 +x3 +x4 +o(x4
)) 

= -1 -2x- sf -2:i:a - 4t• +o(x4) 
D'ou 
f(x) = (1 -2x +,? + 2f + ~ +o(x4 J) (-1-2x s;' -2x3 

-~ + o(x4
)) 

En utilisant la ri'.gle du produil: en ga:rdant uniquement les puissances . inf erieures ou 
egtiles a quatre, on o/Jtient finalement : 
J(a;) = -1 + x2 + fr.1 f.lx4 + o(x4). 

!) On a ,:.-os(x) = 1-' + ~ + o(x4
) 

et x 2 = x 2 + o(x4) (c'est un polynome} 

Par ia regle du produit on a : x 2 cos(x) = x2 
- ' + o(x4

), 

( on a fait le produit de x2 par 1 - 1T + ~~ et on a garde uniquement les puissances in­
f erieures ou egales d quatre pour avoir la partie principale de x 2 cos(x) !e r-este s'ecrit 
o(x4 )). 

Et par la regle de la somme 

g(x) =- f(x)+ 1-:z:2 cos(x) (-1 + x2 + !x3 
t-J.X

4 + o(x4
)) +1-( x2 

- "+ o(x4
)) 
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on obtient finalement 
g(x) = jx3 f'f_X4 + o(x4

). 

3) D'apres ce qui precede g2 (x) = (jx3 -· f:2x4 + o(x4})2 
Et par la ~.gle d·u produit on obtient g2(x) o(x4 ). 

Ced car dans le produit toutea les py:issances sont plus gmndes que cinq. 

Solution 7 .5. : 
1) fest un quotient et l'on a pour le denominateur lim(l +sin(x)) ""1. 

a::-+0 

On va utiliser la regle du quotient. 
D'apres le tableau dl usuels : 

3 4 4 
log(l + x) = x - + T - T + o(x ), 

cos(x) = 1 '+ ~ + o(x4
) et sin(x) x ft+ o(x4

). 
Et par la regle de la somme on a successivement : . 

cos(x} +2log(l +x) = (1- ~ + ~ +o(:r.4)) +2 (x- ~ + f- f +o(x4
)) 

= 1 + 2x - jx2 + Jx3 
- ½¼x4 -f o(x4

) 

et l'on a aussi 1 + sin(x) = 1 + x ~ !x3 + o(x4
). 

On Jait la division si.tivant les puissances croissantes de la partie principale du nume­
mteur par la partie principale du dbwminateur a l'ordre quatre. 
Ce qui drmne 

1 + 2x 

+!x3- ~x4 
+ ix3 + ·-· 

.. 
(Remarquer que dans cette divi.sion on ecrit seulement les puissances inferleures ou 
egales a quatre puisque les autres puissances sont des o(x4 ).) 

.l?ina!ement on obtient : 

f(x) = l + x 
5 

2} Pour la fonction g(x) = x on a Jim (e" - 1) 0. On ne peut appliquer la ex x--tO 

regle du quotient tout de suite. 
Essayons d'abord de voir le dl de {e" - 1) qui est €gal a : 
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ex - 1 x + + ¼x3 + ix4 + 1~0X5 + ... + ;bxn + o(x") 

( 
I 1 3 1 4 1 n-1 + ( n-1)) et done e"' - 1 = X 1 + 2X + + 24X + 120X + ... + (n-1)!:r O X 

AinBi pour tont x ;f O : 

g(x) = 
;,;a. x ( 1 + ½x + ¼~2 + ix3 + 

1 

X 

+ + l n-1 + ( n-1)) . . . (n-t)!x ox 

(1 + ½x + ¼x2 + + i~ox4• .. ++(n~l)!xn-1 + o(x"-I)) 

Maintenant on a un q1iotient avec comme denominateur une fonction dont la limite en 
zero est non nulle. Pour avoir le dl du quotient a l 'ordre quatre ii nous faut n - 1 = 4 
et done n = 5 c'est l'ordre auquel il faUait developper (e"' -· 1). 
Fai.~ons ensuite !a division suivant le8 puissances croissantes de 1 par 

1 + ½x + + :J;rx3 + 1~0 x4 a l'ordre quatre 

-1-

-½x­
+ ¼x2 + 

Finalement on o. : 

l 

l 1 
g(x) = 1- -x + 

2 

+ 

x2 - 4x3 
SJ Pour w. Jonction h(x) 2 on a le dl du denominatewr 

sin (x) 
2 

11(x)=sin2(x)=(x-,+'gf+--•+o(x")) x2 +• .. +o(x") . 

la plus petite puissance qui apparoft dans ce dl est k 2. Pov,r trouve,r le di du quotient 
h(x) a l'ordre 4 il faut developper v(x) jusqu'a t'ordre n = 4 + k"'" 4 + 2 = 6. 

( 
,.a "'5 6')? 2 :i,

4 2:r6 
(· 6) Done v(x) = x 6 + 120 + o(x ) x - 3 + 45 + 0 .i; • 

Ge qui donne pour tout x O : 
x 2 - 4x3 - 4x3 1 - 4x 

h(x) = ---,,.-- xz ~ + 2:s• + o(x6) 1 i + 2:,• + o(x4). 

o(x6) 4 
Ceci apres simplification par x 2 et en remarquant que -;2 est un o(x ) 

(
lim :!~

6

) = lim o(x
6

6
) o) • 

x➔O x4 x-+O X 

On fait en.mite la dspc a l'ordre quatre de (1 - 4x) par (1- ~ + 
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:,;• 

3 

D'oii, 

4.,a :r-,-
-\-+ 

+··· 
+ · .. 

l 

l-4x+i!C-3 . 

x2 4xa x4 · 
h(x) = 1- 4x + - + - + o(x4 ) 

15 
Remarque 7.3. : 

Pour developper une fonctian de fo Jamie d'im quotient f(x) "" ~ a l'ordre n au 
V(O}, il faut commencer par ecrl.re les dl de u(x) = P(x) + o(x"') 
et v(x) Q(x} + o(xm). 

Posons val(P) = h et val(Q) = k (val(P) c'est la plus petite puissance de x dans le 
polyn6me P dont le c.oefficient n'est pas nul}. 

•Sih?,k: 
i1 Jaut developper les fonctionB u et v d l 'ordre m = n + k · 

OhXh + ... + a..+1.:x"+k + o(xn+k) 
/(x} = . 

bkxk + ... + bn+kxn+k + o(xn-,..k) 

On Bimplifie d'abord par x" (pour xi O el x E V(O)J. Pe qu(d,mne. 
h-lc + + n + { n) . · • f(x) = ahX "· ILn+kX O X . . 

bk+···+ bn+kX" + o(xn) .. · • ·: 
Et on fa-it ensuite la division suivant les puissances croissantes a l'ordre n 
de ah:i/•-k + · · · + 0.,,,+1cx11 par b1c + · · · + bn+kXn 
pour avoir un dl correct a /'ordre n def : 
f(x) = C1.-1cxh-k + · · · + c,..xn + o(x"). 

•Sih<k: 

f n'aura pas de dtveloppernent limite au tJoisina.ge de D, mais un developpement 
limitt! generalise avec p = k - h. 
Et pour avoir un developpement limite generalised l'ordre n au voiliinage de 
0, on doit developper au depart v(x) a l'ordre m = p + n + k et u(x) a l'ordre 
m' ""p+n +h. 
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Solution 7.6. : 

• La foncti~n f'(x) = ~ = (1 - v(x))-! est la composee de la fonction 
vl -x2 

v(x) = x2 et w(x) = (1- x)-½, done : 
f'(x) =·w(v(x)) 

. Pour developper f a l'ordre 5 il Jaut developper J' a l'ordre 4 . 
. D'abord on a. lim v(x) = 0, ce qui nous permet d'utiliser la regle de la 

o:-->0 
com'posee .. 
D'apre.s_le tableau des dl usuels (1 - x}"' pour a= -½ : 
w(x) = (1- x)-½ · 

-½ ..:..1(-1-1) -1(-1-1)(-1 -2) = 1 + -x + 2 2 x2 + 2 2 2 x3 
. 

1 
lf 2! 3! 

--2(-1 -1)(-1 -2)(-! - 3) 
+ 2 4~ 2 x4 + o(x4) 

= 1 - ½x + !x2 
- fax3 + /;8x4 + o(x4

). 

Et l'on a v(x) est un polynome dont le dl d l'orrl:re 4 est v(x} = x 2 + o(x4
). 

Par la regle de la composee on remplace le x de la partie principale du dl de 
w(x) par la partie principale de v(x) : 
on aura w(x) = 1- ½(x2) + !(x2

) 2 - i\(x2
) 3 + 13; 8 (x2

)
4 + o(x") 

et on garde uniquement les puissances inferieures ou egales a quatre (tout le 
'reste on le met dans o(x4 )). 

Ainsi . 

f'(x) = 1 - ~x2 + ~x4 + o(x4
). 

On utilise ensuite la regle d'integration pour ecrire 

} 
1 3 

(x) = ao + x - 6x3 + 
40

x5 + o{x5
). 

Comme a.o = lim J(x) = lim arcsin(x) = 0, on a finalement: 
x-->0 . x➔O 

1 3 
f(x) = x - -x3 + -x5 + o(x5

) 
6 40 

-1 
• On ag'(x)"" • r.--::is = -f'(x) 

vl-x-
et d'aprts ce qui precede on a 
g'(x) = -1 + ½x2 -ix4 +o(x4

) 

en utilisant ensuite la regle d'integration on obtient 

() .b 13 35 (5 gx = ,,-x+ 6x -
40

x +ox) 

comme b,, = lim g(x) = lim arccos(x) = :!!2 , on a finalement: 
x➔O :t➔O 

() 
1f 1 3 3 5 ·5 

g x = - - x + -x - -x + o(x ) 
2 6 40 

• On ah'(x) = ~­
l+x 

On peut fa ire com me avant en utili.sant la re.gle de la composee au on peut dire 
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l 

que h' est le quotient de dwx polynllmes qu.i sont de1·a developpes. 
On fait la division suitlant les puissances croissantes de l par 1 + x2 a l'ordre 

quatre 

D'ou 

l 
-1- x2 

-x2 
x2 + :r4 

x4+··· 

1 +x2 

' . 
et par la re.gle d'integmtion h(x) = c0 + x - f + y + o(x

5
) 

Comme c0 ·= lim h(x) = lim arctan(x) = O. on 1i finalement: 
:r~u :r-tO 

Solution 7.7. : 

1. D'abord Jim sin(x) = 0 et au V{0) a l'ordre 4 on a sin(x) = x - ¼x
3 + o(x

4
) 

;;-+0 
Et l'on a pour u E V(O) a l'onirc 4 le dl 
v'1+u = 1 + ½ii - ½u2 + ft1L3 - l~8u4 + o(u4) . . . 
On utilise la regle de la composee en remplafant ·u par la paTtie principale de 

sin(x). Ce qui donne 
f(x) = ✓1 + sin(x) 

1 ( 1 3) l ( I 3)2 1 ( l 3')3 5 ( l 3)4 + ( 4) = 1 + 2 x - 6x - 8 x - llx + 16 x - eX - ra ~ - 6x . o_ x 
On eifectue les calculs et on garde uniquement le!! puiseancee mf,!rieures ou 
egales a 4. Tout le reste on l'ecrit o(x4 ). On obtient finalement 

1 1 2 1 3 1 4 ( 4) f(x) = 1 + -x - -x - -x· + -x + o x 
2 8 48 384 

2. On fait la milme cho~e q11, 'a.vant : 
d'abord lim sin(x) = 0 et au V(O) a l'ordre 4 1m a sin(x) = x ~ ½:t3 + o(x

4
) 

,,-,.o 
Et l'on a pour u E V(O) d l'orrh'e 4 le di 

e" = 1 + u + ½u2 + !u3 + -hu4 + o(it4
) . . _ 

On utilise la regle de la compose€ en rempia9ant u par la partie principale de 

sin(x). Ce qui donne 
g(x) = 1 + (x - ½x3 ) + ½(x - ½x3)2 + ½(x - ¼x3

)
3 + ,1(x - ½x

3
)
4 + o(x

4
) 

On ef!ect1ie les calculs et on garde 1miquement les puissances inferieures ou 
egales a 4. Tout le reste on l'ecrit o(x4 ). On obtient fina!~ment 

1 2 1 4 . ( 4) 
g(x)=l+x+ 2x -re +01; 
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3. On fait la meme chose qu'avant: 
d'abord Jim x = 0 et au V(0) a l'ordre 4 on a 

:r-+0 

X X 1 4 -....,------,,-----,- = x + + o(x ) 
cos(x) 1 - ½x2 + ,hx4 -f' o(x4 ) 

(ceci en faisant la. dspc de x par 1 - + ci l'on:lre quaire}. 
Et l'on a pour u E V(O) d l'ordre 4 le 
e" = 1 + u + ½u2 + !u3 + iu4 + o(u4

). 

On utilise la regle de la composee en rempla,;ant 11. par la partie principale de 

-=-( ) , Ce qui donne 
coax 
h{x) l + (x + ½x3

) + ½(;i: + ½x3
)

2 + ½(x + ~x3
)
3 + f,j(X + ½x3 )"1 + o(x4

) 

On effectue les calculs et on garde uniquement les puissances infeTieures ou 
egales a 4. Taut le reste on l'ecrit o(x4 ). On obtientfinalement 

1 2 
h(x) .cc: 1 + x + fi;2 + 3x3 + 

l log(1+(l:r} ( ) 
. .f, On transforme k{x) pour ecrire k(x) = (1 +z);; = e • e" "'•, 

C'est une composee de fondions. 
. log{l +x) 

Comme. lim u(x) = hm --'~-~ 1 
o:➔0 z➔O X 

on pose d'abord v(x) = u(x) - l pour avoir lim v{x) = 0. 
x➔O 

Ainsi k(x) e"(:,;) = el+v(x) = e x e"(x) avec lim v(x) = 0. 
;i;-+D 

Le dl de v(x) a l'ordre quatre est 

( ) 
log(l + x) 

1 
_ x - !x2 + ¼x3 ¼x' + !:r.5 + o(x5) 

V X __;:;.c..._ __ - - --"----><...--"-------"-----'-- 1 
X X 

= (1 - lx + 1x2 - + lx4 + o(x4)) l 
1

2 1dl 1/ 4 = -2X + 3X - 5X + o(x ). 
Et done 
k(x) "'ex e"(:i:) 

=ex [1+(-½x+!x2 -¼x3 +ix4)+½ +½x2
- +}x4

)
2 

+¼(-½:,; + ½x2 - }x3 + }x4)3 + t4(-½x + - ¼x3 + + o(x4
)]. 

On Effectue les calculo et on garde uniquement les puissances inferieures ou 
egales d 4 : 
v(x) =-Le+ lx2 - lx3 + 

"1 
3

1 2 
4

l 3 v2 (x) ""(» 2X + :jX - 4X 

v3 (x) = .,,2(x) x v(x) = 
v4 (x) v3 (x) x v(x) = 

D'uu 

+ o{x4
) 

+ o(:r.4))2 
+ ¼x4 + o(x4

) 

+?(x4.) 

k(x) = e 1 - -x + -x ( 
1 11 2 

2 24 
7 3 2447 4 4)\) 
16x + 5760x + o(x 

Solution 7.8. : 
1) On a deja trouve successivement : 

f(x) 
g(x) 
h(x) 
k(x) 
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' J 
I 
I 
! 
:.i.•. 
'i •.' 

' On utilise la regle de la derivee en derivant les parties principales de ces developpe:. 
ments pour avoir les diveloppements limites a l'ordre trois. D'ou 

2} On a f'(x) = (JI+ sin(x))' = cos(x) 
2J1 +sm{x) 

On sait que cos(x) 1 - ½x2 + o(x3 ) 

et on a trouve le dl de ✓1 + sin(z), 
ce qui donne 

1- x2 + o(x3 ) 
f' (x) -2(_l_+_½_x_~_ -=ts-xS-'--+-o-(x_3_)) 

La constante du denominateur est bien non nulle. On fait la dspc de (1 ½x2) · par 
2 + x - Jx2 

- :hx3 a l'ordre trois. On trouve 

f'(x) 11.1 2 13 a 
2-:rr.-16:i: +96x +o(x). 

On a en.suite 
g'(x) cosxe"inz (1 f + o(x3))e(a:-'1+0 (.,,

3
}) 

. = (1- ~ + o(x3
)) ( l + (x + ~ + o(x3)) 

= (1 "'; )(1 + x + ~ + o(x3
)) = 1 + x - ~ + o(x3) 

On voit bien qu 'on trouve les mi!mes resultats. 

Solytion 7.9. : 
1) Posons u = x - x 0 ""'x - 1 (x =:: 1 + ·u), lorsque x est au voisinage de I alors u 
est au voisinage de O. 
Et. l'Of'i a f(x) =,Ix= ✓1 + u, 
u etant au voisinage de O, on fait le dl de v'l + u au voi.sinage de O a l'ordre demandt! 
n=3. 
D'apres !es calcul.s precedents ✓1 + u = l + ½u - ½u2 + + o(u3). 

011 revient ensuite a la variable x pour avoif' le developpement limite de f au voisina.ge 
de X0 1 d l'ardre Tl. :z:: 3 

2) La fonction g(x) ""'ln(sin(x)) est definie et est indefiniment derivable sur l'inter­
valle ]O, 1r[. La formule de Mac-Laurin en x 0 E}O, 1r[ donne 

( ) ) '( ) g''(x~)( 2 g(a)(~a) 3 3 g,x g(X11 + g Xo (x - :i:0 ) + -zr X x0) + · 31 -(x x0 ) + o((x - x,,) ) 
Comme on a: 
g'(x) == c?"{'"~ "( ) = -1 t {3)( ) = 2cr'i't'"f sin"' ' 9 X sin'(:,;) e g X sin x ' 
on obtient le dl deg at, voisinage de x 0 a l'ordre 3 su.ivant : 

{ ) In( , ( )) cos(xa) ( ) -1 a cos(:ro) 3 3 g x "" sm x,, +-,-,-) x.-xa +
2 

. 2( ) (x-x.0 ) + 
3 3 ( ) (x-x0 ) +o((x~x0 ) ) 

Slll(Xo sin XQ Sill Xo 
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S) Pour x., = l I on trouve 

( ) l ( '11")2 'Ir 3 g x = -- x - - + o((x - - ) ) 
2 2 2 

S.olutlon 7.10. 
1) Si f a un developpement limitt au voisinage de O a l'ordre n"" 0 alora il eril!te un 
voisinage V(O) de O, une /011,dion 1:(x) verifiant Jim e(x) = 0 et a., E lR : 

,:->(} 

'rfx E V(O), f(x) = a0 + x0c:(x). 
On aura evidemment lim /{x) = a,, 

:t-40 

Ainai f est prolongeabte par continuite en O par la fonction f definic par 
f(x) ~,{ /(re) s~ :i: f 0 

ao. ..si. x = 0 

11) Si f a un developpeme~t limite au voisinage de O d l'ordre n = 1 alors i1 existe un 
voisinage V(O) de 0, une fonction c:1 (x) verifiant lim 1:1 (x) = 0 et (a 0 , at) E JR? : 

cr->0 
V;r; E V(O), f(x) =a,,+ a1x 1+ X€1(x). 
On aum evidemment lim /(:v.) = a,, 

z➔O 

et d'aprts la question (.t), J est prolongeable par continuite par la fonction f et l'on 
aura: 
!(x) = /(x) = a.,+a1x+xe1(x) = J(o) +a1x+xe1(x) pour tout x E V(O) et x ¥ 0. 

En plus f(x)-t(O) = f(x)-ao = a1 +e1(x), 'f/x E V(O) \ {O}, 
X- X 

ce qui dcmne lim i(x) - f(O) a 
a:-tO X O i• 

Par suite f est prolongeable par wntinuite en O et son prolongement f est une f onc­
tion derivable en O avec f(O) ""a1. 

Solution 7.11. : . 
1) Si la fonction J(x) M a un developpement limite dans un voisinage V(O; a 
l'or-d,·e n = 0, rm aura.it 
·lfxl = a0 + e(x), ce qui donne a0 = lim( M e(x)) = 0. 

x➔O 

On auroit forcement a0 = 0 et e(x) = M 
et l'on a bien lim v1x[ = lim 1:(x) = 0. ,r-,o ., ..... o 
Ainsi f a bien un dl a l'ordre O au uoisinage de O donne par : Jlxi O + c(x). 

Ensuite si f(x) = M a un developpement limite dans un voisinage V{O) a l'Mdre 
n == 1, on aumit 
v'fxl = O.o + a1,'l: + x1:1(x), ce qui donne ao""' lim( y'jxj- a1x -xe(x)) 0. 

z➔O 

Il nous reste M = a1x + xE1 {x) et done 

l ,o:: ~(a1 + t:i(x)) = a(x)M(a1 +e1(x)) pour tout x #- 0 au voi!linage de 0 
v~ . 

(vu a(x) = ~ = 1 (resp.(-1) six> 0 resp.(x < 0))). 

En pa.ssant a la limite on trouve 1 = Um a(x)Jlxf (a1 + £1 (x)) = 0 
:,,➔O 

ce qui est absurde I 
Par suite f ne peut avoir de dl au voisinage de O a l'ordre n 1 (non plus a l'ordre 
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n""' 2). 

2) Si g(x) = -~ a un dl au V(O) a l'ordre n O on aurait 
vlx, · 

g(x) ~ = a0 + c:(x) au V(O) avec Jim E(x) = 0. 
vlxl x➔O 

En passant a la limite on trouve 

+oo'"" Jim ~ lim (a,,+ s(x)) ""a0 
:r➔O V lxl z➔O 

ce qui est absurde a:uec a0 E IR. ! 
Par suite g ne peut avoir de di au voisinage de O d l'ordro n = 0 ni a un ordre s11,pe­
rieur. 

3) En utilisant /es questions precedentes la fonction h(x) = ln(lx!) n'admet pas de 
di au V(O) a l'ordre n O car on ne peut la prolonger pa.r cantinuite en O puisque 
lim ln(jxl) - -,xi. 
x➔O 

Ainsi h(x) n'admet vas de dl a.u V(O) pour n = 0, ni pour n quelcongue. 

Solution 1.12. ; 
1} Pov.r x tres petit au voisinage de O (par exe.mple !xi < bJ on sait que 4x2 et 
sin(x) sont tres petit et la quantite (3-4x2 +sin(x)) est du signe de 3, done positive. 
Par suite la fonction f(x) 13 4x2 + sin(x)I 3 4x2 + sin(x) pour tout x E 
] - a, a[= V(O) ( avec a > 0 tre.s petit). 
Comme !es fonction.$ sin(x) et le polynome 3 - 4x2 ont des dl a tout ordre au V(O), 
f(x) a aussi u.n dl au V(O) a. tout ordre n donne par: 

1 1 1 
f(x) = 3 + x 4x2 

- -x3 + -x5 + • • • ' (-l)k---x2k+l + o(x") 
3! 5! ' . (2k + I)! 

avec n = 2k + 1 au n 2k + 2. 
2) On a g(x) =Ix+ x 3 - x4L = lxl(ll + x 2 

- x3 !) et pour x trts petit au voisi.nage de 
0, on peut ecrire !1 + x 2 

- x3 j = 1 + x 2 
- x3 {meme raisonnement qu'avant), 

Ainsi g(x) = lxl(l +x2 -x3). fo fonction (1 +x2 -x3 ) etant un polynfJme elle admet 
un dl sans problem.e. 
g etant continue elle a un dl au voisinage de O d l'ordre n = 0 avec a.0 = lim g(x) ""'0. 

:ll-+0 

Ensuite si g a un di a l'ordre n l on aurait g(x) = 0+a1x+xe(x) = jxj(l+x2-x3). 
. !xl(l+x2 -x3 ) . 

Ge (f'Ji d011.nerait a1 + e:(x,' = ' = a(x)(l +x2 
- x3

) avec ~(x) = 1 8i . X • 
x > 0 et o:(x) = -1 six< 0. 
Par passage a la /imite d i!roite de O on obtient a1 = 1 et par passage d lo. limite a 
gauche de O on obtient a1 = -1 ce qui est absurde ! 
Ainsi g(x) a un dl au voisinage de O a l'ordre n = 0 et ne peut avoir un dl pou.r un 
ordre n 2: 1. 

Remarque 7 ,4. : 

,_,. • . . 
1 

(.l , •. (, f P1(x)=x(1+x2 ~x3) six>0 
J.,(l,,otwtiongauvoismagele .1ecrit gx;= l P.() (l+ :i 3) • <O 

2 X "" -X X - X .!lt X 

C'est done un po!ynume au 11oisinage de O a droite (resp. a gauche). Elle admet un 
dl a tout ordre a droite (resp. a gauche). 
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Solution 7.13. : 
Pour tout x au voisinage de O on a : 

(fg)(x) = f(x)g(x) 
[x2 - 6x4 + o(x5 )] f2x9 + 3xP + o(x11 )] 

= 2x11 - 9x13 - 18x1l + (x2 
- 6x4 )o(x11

) + (2x9 + 3x11 )o(x5 ) + o(x5 )o(x11 ) 

2x11 - 9x13 - 18x15 + (l - 6x2 )x2o(x11 ) + (2 + 3x2 )x9 o(x5 ) + o(x5 )o(x11 ) 

2x11 - 9x13 + o{x 13
) 

Ceci car 2 9 • 5) ( 11) 
. -18x15 + (1 - 6x2 )x2o(xll) + (2 + 3x )x o(,r") + o(x o x 

hm 13 
x...,0 X e• 

x 13 . (1 - 6x2 )o(x11
) . (2 + 3x2)xo(x") = lim(-18x2)-+ hm -'-----'----'- + lun -----

x .... o x13 x...,o x11 x-➔ O x5 

+ lim x3o(x5)o(xll) 
x-+O x5 x x11 

0 
. . . o(xk) 

(sachant que par definition: hm -k- = OJ. 
:r;->0 X 

Finalement 
(f g)(x) = 2xu - 9xl3 + o(x13) 

, (1-6x2 )x2 o(x11
) • 2 • [o(x11

) 1] 
Mais a cause de hm -'------- = hm (1 - 6x ) x hrn - 1-1

- x -
:i:➔O xl4 x➔O x➔O X X 

qui est indeterminee, on ne peut depasser l'ordre n = 13 

Solution 7.14. : . · 

1} Pour donner le dl au voisinage de +oo de la jonction f(x) ~-arctan ( ✓:: ~) 
a l'ordre n = 3 on fait d'abard le changement de variable u = ¼ (et done x = i)-

Ce qui donne f ( x) = arctan ( ~ = arctan ( ✓:: Zuu) • 
On fait d'abord la, dspc de (1 + u) par (1 + 2u) <l. l'ordre 4 pour avoir 

_l_+_u_ = 1 -- u + 2u2 -- 4u3 + 8u4 + o(u4 ). 
l +2u 
On t!crit ensuite Im= y_l ___ u_+_2_u~2---4-u=-3 -+-8,....u....,4_+_o.,...( u...,..,.4 ) 

= ✓1 + [-u + 2u.2 - 4u3 + 8·u4 + o(u4 )] 

et on pose v(u) = [-u + 2u2 - 4u3 + 8u4 + o(-u4)], 

comme Jim v(u) == 0, on utilise le dl au voisinage de O de y'1+v. 
u➔O 

Ori obtient alors 
✓·-- I 1 2 _!,_ 3 5 4 ( 4) 1 + v = 1 + 2V - gV + IBV - 128v + o v . . . . , 
On remplace v en fonctian de u et on ne garde que les pmssances znferieures ou egales 
a quatn: 
v = -u + 2u2 

- 4u3 + 8u4 + o(u4
) 

v2 = u 2 - 4u3 + 12il4 + o(-(l4) 
v3 =v x v2 = -u3 + 6u4 +o(u4) 

v4 = v x v3 = u4 + o( u4
) 

D'ou Im= y'l +v =1 :_. ½u + ~u2 
- *u3 + ~u4 + o(u4

) 
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k .. 

Et on arrive a 
1 (Hlf+ u) ( 1 7 2 25 3 363 4 4 ) J(x)=f(-)=arctan -- =arctan 1--u+-u --

6
u +

1
?
8

u +o(u). 
u l + 2u 2 8 1 ~ 

On pose w(u) = -½u+ iu2 
- f¾u3 + i~:u4 +o(u4 ). Comlne lim w(u) ""'0 on vafaire 

le dl de arctan(l + w) au vois-inage de 0. 
Par la formule de Mac-Laurin 
h(w) = arctan(l + w) 

h'(w) 
1 

w2 +2w+2 
-2w-2 

h"(w) 
(w2 +2w + 2)2 

6w2 +12w+4 !t<3l(w) = 
(w2 +2w + 2) 3 

h(4l(w) -24w(w + l)(w + 2) 
(w2 + 2w + 2)4 

d'ou 

➔ h(O) = f 
-+ h'(O) = ½ 

➔ h"(O) = -½ 

-+ h(3J(o) = ½ 

-+ h(4l(O) = 0 

h(w) = f + ½w - ½w2 + ½w3 + o(w4) 

On rem.place w en fanction de u 

r·- u--tO 

h(w) = :!!: , 1 (- 1u + Iu• _!!Qua+ 363u4) _ 1 (-!u + Iu2-' ~ua + 363 u4)2 
4 1 2 2 8 16 128 2 2 8 16 128 

+l (-lu + lu2 _ ~us + 363 u4) 3 + o(u4) 2 2 ll . 16 128 
Ainsi 

I 'll' 1 5 2 13 3 745 4 4 
fC;)=4-4u+ 16u -32·u +256u +a(u ). · · · ·· . 
Ce qui donne en revenant a la variable x le dl def (x) a l'ordre 4 au voi~inage, de +.oo 

7f 1 5 13 745 1 
f(x) = 4 4x + 16x2 32x3 + 256x4 +o{x,) 

2} On fait de milme pour g(x) = ( x: 
1
)"' a l'ordre n = 4. 

A I (] ) ( 1 in{l+u) vec x = ii on a g ;, = 1 + u)u = e .. . 
On sa.it que 

log(l + u) = u - ½u2 + ½u3 
- ¼u4 + }u5 + o(u5) d l'ordre 5. 

On a developpe a l 'ordre cinq parce qu 'ii y aura. s-implification et on aura 
ln(l+u) u-½u

2
+½u3 -¼u4 +½u5 +o(u5

) 1 1 2 1 3 1 4 ( 4 ) --- = ----"----'"----"-'----"----..:_.:. = 1- -u+-u - -u + -u +o u . 
u u 2 3 4 5 

qui est un develappement limite a l'ordre quatn:. 
En,mite on a 
g(t) = el-·½u+½u'--¼tt"+¼tt4 +o(,~) = e X e-½u+½u"-¼u'+¼u'+o(u') 
On choisit de poser v = -½u + }u2 - ¾u3 + ½u4 + o(u4) 
ceci car lim v = 0, pour utiliser ensuite le dl de ev au V(O). 

u➔O 

Oomme ev = l + v + fv2 + ¼v3 + -hv4 + o(v4 ), 

on remplace et on fa.it les calculs en fonction de u et /'on a 
g(!) = e (1 - ½u + ½¾u2 

- ¾ku3 + ~~~gu4 + o(u4 )) 

On revient finalement a la variable x pour avoi-r le dl de g(x) a l'ordre 4 au voisinage 
de l 'infini. 

g(x) = e (i _ 1/2 + 11/24 _ 21/48 + 1423/5760 + o( _.!_ )) 
x x 2 x 3 x4 x 4 

Solution 7.15 . 
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1) La fonction f(x) = tan(o:") est un quotient de la forme f(x) = ~ 
avec u(x) un polyndme deja developpe et sa plus petite puissance est 1 (sa valuation). 
Le developpement ~e tan(x) commence par le mon/lme x et done le dl. de tan(x2) 
commence par x2 • · • 

n faut done multiplier J(x) par x'P avec p = 1 (pour pouvoir simplifier par x2} : 
x2 1 

xf(x) = ----- = ------
. x2 + • • • + o(xk) 1 + 1• • • + o(xk-2) · 

Ensuite il faut developper xf(x) a l'ordre k = p + 5 = 1 + 5 = 6. 
Ce qui si,qnifie qu'il Jattt develbpper tan(x2 ) a l'ordre k + 2 = 8 (a cause du x2 

simplifie). 
Et done developper tan(x) a l'ordre 4. 
D 'apres le tableau des dl usuels .­
tan(y) = y + ½Ys + o(y4) 
et par suite tan(x2) = x2 + ½x6 + o(x8) 

x2 1 
d'oiL xf(x) = --~--- - ------

:t:2 + }x6 + o(x8 ) 1 + lx4 + o(x6) 

Par la division suivant les puissanees e
3
roissantes d l'ordre 6 on obtient : 

xf(x) = 1- ½x4 + o(x6). 

Finalement on a le developpement.generalise au voisinage de O a l'ordre cinq suivant .-

1 1 
f(x) = - - -x3 + o(x5

). 
X 3 

2,i p ( ) e"' - cos(x) u(x) 
'I ourgx = =--

x2 sin(x) v(x) 
On a: 
u(x) = e"' - cos(x) 
= (1 + x + ½x2 + jx3 + ix4 + · · · + o(x"')) - (1 - ½x2 + :hx4 + ... + o(x"')) 
= x + x2 + · · · + o(xm) 
et v(x) = x 2 sin(x) = x2 (x - ¼x3 + .. • +-a(xh)) = x3 - ¼x5 + ... + o(xh+2) 

On voit que u(x) commence par x et v(x) par x 3 , ii faut done multiplier g(x) = ~ 
par x2 pour pouvoir ensuite simplifier par x3 • 

Ainsi p = 2. 
Et on va developper v(x) d l'ordre p+ n+ 3 = 2+2+ 3 = 7 (on ajoute trois puisqu'on 
va simplifier par x3 ) 

et x2·u(x) a l'orrlre 7 aussi, done u(x) a l'ordr-e 5. 
v(x) = :i;a - !x5 + 1ox7 + o(x7) 
et tt(x) = x + x2 + lx3 + ½ox5 + o(x5). 

Ce qui donne 
2 ( ) 3 + 4 + 1 5 + 1 7 ( 7) x2g(x) = ~ = x x 6x 120 x + o x 
v(x) x3 - ½x5 + 1~0 x7 + o(x7 ) 

_ l+x+¾x2 +½ox4 +o(x4
) 

- 1- lx2 + ..l...x4 +o(x4) 
6 120 

= 1 + x + ½x2 + }.:r.3 + f§X4 + o(x4
). 

Et finalement, on obtient le developpement generalise de g(x) au voisinage de O a 
l'ordre deux: 

Solution 7,16. 
On a 

() 1 1 1 1 12 2 
g x = - + - + - + -x + -x + o(x ) 

x2 X 3 6 18 
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r 
1 

1) a= {/o,98 = (1 - 0, 02)½ 
On utilise le dl au V(0) de (1 - x)"' avec a= ½ 
(1 + (-x))! = 1 - ½x + o(x) 
avec x = 0, 02 qui est une valeur au voisinage de 0, on a : 
a,;,; l - ½(o, 02) et done a::;,, 0, 993. 

2} b = ln(l, 07) = ln(l + 0, 07) 
sn,chant que log(l + x) = x - ½x2 + o(x2 ) 12ii. V(O) et avec x = 0, 07 on a 
b R< 0, 07 - ½(O, 07? et done b;:,, 0, 067. 

3) Posons d = 1 - sin(O, 05);:,, 1 - 0, 05 = 0, 95 

e.t e = v'2D,5 = ✓25+ 0,5 = 5J1 + ~ = 5✓1 + 0,02 

done e ~ 5(1 + ½(O, 02)) = 5, 05 
par suite c = ~ Ri 0, 188. 

. Remarque 7,5. Pour avoir pl-us de precision il faut augmenter l'ordre des develop­
pemenf_s limites. 

Solution 7.17. 
1} On a pour x E V(O) les dl su-ivants : 
sin(x) = .'C - lx3 + o(x3

) 

sh(x) = x + !x3 + o(x3
) 

Pour x E V(O) et x > 0 on ec-rit done _____ _ 

Jsin(x) = ✓x - ½x3 + o(x3
) = vxJ1 -½x2 + o(x2) 

En posant v(x) = -½J;2 + o(x2
) et en passant par le dl de y'1+v a l'ordre deux on 

trouve 
✓sin(x) = ,/x(l - -&x2 + o(x2

)). 

Et de meme ~-----
J sh(x) = Jx + tx3 + o(x3

) = vx✓l + ½x2 + o(;i:2
) 

En posant v(x) = ix2 + o(x2
) et en passant par le di de )I+v a l'ordre deu..1: on 

trauve 
~ = fi(l + f:ix 2 + o(x2

)). 

D'011 l'expression def au vo·isinage de 0 

equivalente d J(x) = -½x~ + o(x! ). 
La partie principaie de. f(x) au voisinage de O d droite est -½x! (c'e.st un equivalent 
a. J(x)). 

Remarque 7.6. Heureusement les developpements limites a l'ordre trois ant ete 
suffisants pour obtenir la partie principale. 
L'ordre du dl doit ~tre assez grand pm,r faire l'aifaire. L'ordre. un 011. deux poursin(x) 
ne suffisent pas, 
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2) Au voisinage de O on a !es dl Buivants : 

1 ---r--
(argsh(u))' = -- =, / ___ . 

.Jf+u2 V 1+·1..t2 
Ji _ u,2 + u4 .,.. u6 + o( 11,6) 

(c.eei car y½ = l t + t2 
- t3 + • • • + o(t"')) 

1 - lu2 + lu' - .!.u6 + o(u6) 
2 8 1$ . 

( en pas sant par le d! de ,/1+s) 
On utilise ensuite la regle d'integration (sachant que argsh(O) = OJ pour obtenir 

Et i'on a a'IJ,8si 
I 

(argth (v))' = ~ 
= 1+v2 +v4 +·v6 +o(v6

) 

(ceci c.ar 1:_t = 1 + t + t2 + t3 + •,, + o(tk)) 
On utilise en.suite la regle d 'integration ( sachant que a.rgth ( 0) 

argth (v) 
1 3 1 . 1 7 7) v + -v + --v0 + -v + o(v 
6 5 7 

0) pour obtenir 

P.uisque lim a.rgsh(u) = lim argth (v) = 0, on utilise la regle de composition pour 
u-tO v➔O 

avoir les dl de argth (argsh(x)) et ro:gsh(argth (x)} 
argth (argsh(x)) = argth (x - }x3 + fox

5 
- 1i2 X

7 + 0(~
7
)) . . 

on remplace ensuite le v du dl de argth (v) par la partie pnncipale de argsh(x). On 
effectue !es calculs des puissances et on ne garde que ce!!es i.nferieures ou egales a 1. 

On obtient 

Et de la mtme f a<;on on a 

1 3 13 5 341 7 7) 
argsh(argth (x)) = x + :? + 120x + 5040:i: + o(x 

d'ou -1 7 1 
g(x) = argth (argsh(x)) - argsh(argth (x)) = 30 x + o(x ) 

La partie principa!e de g(x) est done -fgx
7

• 

Solution 7.18. : 

(1 + ::i:)¼ - e u(x) 
1. Posons f(x) ~ ~;__1.--- ~ --. 

On a lim f(x) est inJeterminee. bn va utiliser !es d! pour e,9sayer de la deter-
x--+O 

miner. 
L'ordre du dl doit lltre a.ssez gmnd pour enlever l'indeterrn·ination. 

On a 1 ln\l+1ttl 
-u(x) = (1 + x) • - e = e • - e, 
d'apres !es e:,;creices precedents on a deja vu que 
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( ~ 1 l' k x) = e • = e(l - 2:r; + 24x2 ) + o(x2 ) 

et done u(x) k(x) e = e(-½x + ½¼x2) + 0(,1:2) · 
ce qui donne f(x) = e(-! + ½¼x) + o(x) 
apres simplification par x (ceci pour x E V(O) et x cf 0). 
D'ou 

. (l+x)!i-e . 1 11 1 
l1m ..:_._,___ := hm e(~- + -x) +o(x) ""- --e 
;;➔O · X •HO 2 24 2 

2. Posonsg(x)""x-x2 1n(l+½), 
On a !im g(x) est fadeterminee. 

x--++oo 
En utili.sant les dl on a : 
faisons le changement de variable x = 1. Ce qui donne 
g(x) ~ ~ ln(l + u)-"' ! - ~(u - ½u2 + o(u2

)) d, ½ + o(l) 
(avec lim o(l) = OJ, ' 

u➔O 

D'ou 

3. La limite lim a-rcta.n(2sin(x)) i est indeterminee. 
· x--+t cos(3x) 

I.,a fondi011, h(x) """ arctan(2 sin(x)) est une composee de fonctions indefini­
ment derivables. On utilise lo, formule de Mac-Laurin pour r..alcu/er 80n deve­
loppement limite au voisinage de j. 

h(x) = a.rctan{2sin(x)) ➔ 

h'(x) = 2cos(x) ➔ 
h(i) = 1 
h'(fi) = ~ 

1 +4sin2(x) 
h"(x) = -18sin(x) + 8sin

3
(x) ➔ h"(i) = _2 

(1 + 4sin2 (x))2 ° 
D'ou 
h(x) = h(!) + h1(f)(x 
c'est a dire 

h(x) 
1tv'3 1r 11' . 7r 
- +-(x- -)-(x- -)2 +o((x- -)2 )· 4 2 6 6· , 6 . 

De mtme par la formule de Mac-Laurim; on obtient 
cos(3:i;) = --3(x-f) +o((x ~)2

) 

Dou 
Um arctan(2sin(x))--· i lim f(x- f)- (x - !)2 + o((x rJ") 
z-,f r. cos(3x) ,i:-➔ f -·3(x - t) + o((x - })2) 
_ , ¥ - (x - il + o((x - {)) ¥ ./3 
- hm -"---'--~-..o..:._-~ = - - --

a:-+f -3+o((x-*)) -3- 6 

1 £ l' . Ji [ ( 1 )"J"'""+Z-v'n2+1 ,. . a imite n-➔ IJ\,, e - 1 + ,, est indeterm.i-nee. 

p _ f {1 + 1 )"]vn2+2-✓n2 +! osons u,, - ,e ;;: 
et tin= ln(u,,) = (~ - ✓n2 + 1) ln (e- (1 + ¼rJ 
Faisons le changement de variable suivant y = ¼ {done n"" ;J. 
Lorsque n -➔ +co la variable y se twuve au voisinage de o+. On ecrit done 

($+2-Jn2+i} = (✓~+2-J-!,+i) 
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I 

= ~ ( ✓1 +2112 - ✓11+112) ""t ((1 + 1r + o(y2)) (1 + ½112 +o(y2})) 

== ½11 + o(y). 
Et l'on a aussi 
ln[e-(1+ ¼)"] l111e-e" 1n(1+¼)) ,,.1n[e---efln(1+11)] 

= In e - e1-h+o(11)] = 1n fe(l - e-h+o(y))] 

""ln e (1 - (1- ½Y + o(y)))) "°' In (e [!Y + o(y)J) 
Par su~·te o 
lim ( ~ + 2 4+i'\ In [e- e¼ !n(i+v)] ,,.-.o+ !I V ? T i} 

= lim (½y+o(y))ln(e[½v+o(y)j) 
y..+O+ • 

:; lim (ht) In (e [½v]) 0, 
y➔O+ 

ceci car lim y ln(ay) = 0 (! a> 0). 
y➔O+ 

On en deduit que lim t'n = 0 
n➔+oo 

et que 

Solution 7.19. : 

1} Pour itwlier f (x) = 2
x ln(xl) au voisinage de x., = 1 on utilise les developpements 
x-

limites. 
En posant u = x-1 (et done x = u+ l}, on ecrit 
f(x) = 2(1 +u)ln(H-u) ""2{1+u)(u- ½u2 + ½ti +o(u3

)) 

u 
2(1 + u)(l - ½u + ½u2 + o(u2 )) 

= 2 + u _, ½u2 + o(u2) 

= 2 + {x - 1) - ½(x - 1)2 + o((x - 1)2 ) 

On a done lee resultnts suivant.s : 

u 

- f e8t prolongeable par contirmiU en ri:0 = 1 en posant /(1) = Jim J(x) """2, 
.,➔1 

- son pro!ongement 1ost derivable en 1 et f'(l) = 1 (le coefficient de (x - 1) dans !e 
dl), 
- l'equation de la tangente en 1 est y 2 + (x 1) x + 1. 
En plus, f(x) - y Rl -½(x -1)2 , qui est ne.gatif au 110-isinage de x0 ::c 1. La tangent£ 
est done au dessus de la courbe. 
2} Pour etudier g(x) = ln(tan(x)} au voisinage de ~ on utilise encoreles det>elappe­
ments limites. 
En posant u = x } {et done x = u + {), on ecrit 

g(x) =ln(tan(x))=ln(tan(u+lf)) In(~+::~:~) 

1 + u + ½u3 + o{u3
) = ln( 1 ) 

1 - u - 3u3 + o( u3) 

= ln(l + 2u+ 2u2 + Ju3 + o(u.3}) 

= 2u + ju3 + o(u.3 ) 

""2(:r. - f) + Hx - i)a + o((x - })3) 
On a 1kmc les resultats iuivants : 

g est difinie et ccntinue en j, g(l) = ln(l) = 0 = lim g(:;c;). 
~ x-+T 

- g est derivabl~ en f et g'(¼) = 2 {le coefficient de (x - ~) dans le dl}, 
- l'~uation de la iangente en 1 est y = 2(:v - ;f ). 
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En plus, g( x) - y ~ ! ( x - } )3, qui est negatif a gauche de 1 et positif a droite. La 
tangente est done au dessus de la courbe il gauche de 1 et au dessous a droite, , 

Solution 7.20. : 
J(x) = ln(x2 + 1) - ¼ Pour etudier les branches infinies on a: 
1) lim f(x) -oo et lim f(x) = +oo . 

., ... o+ x-.o-
Ce qui pennet de dire que la droite x = 0 est asymptote verlicale a C la courbe de f. 
2) Au voisinage de +oo ou -oc, on pose :r: = t• On aura done 

u2 + 1 
f(x) = /(¼) ~ ln(-;;z;:-) - u"" ln(u2 + 1) - 21n lul - u. 
Pour x au voisinage de l'infini on au au voisinage de 0, on utilise les developpements 
limites et l'on obtient : 

1 
1 

f(x) = u2 + o(u2
) 2ln lul u -u - 21n lul + o(u) = -;: + 2inlxl + o(;)· 

Ge qui montre qu'au voisina,ge de +oo, la courbe C est asymptote par dessous a C' 
rr.presentant la f onction 2 log Ix i, 
Et q'u'au voisinage de -:JO, !a courbe C est asymptote par dessus a C" repre.sentant la. 
fonctfon 2 Jog( -x). 

.. 
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7.4 Des exerdces supplementaires 

Exercice 7. 21. : 
Former le de:ue..loppemerrt limite de f(x) = ✓1 - Vl - x2 d drnite puis a gauche de 

0 d l'ordre 5. 

Exercice 7.22. 
Determiner le nombre A pour que la f onction f ( x) = ,:/' x3 + 3x - 1 - y x2 + >..x + 1 
admette O pour limite lorsque x ter.d vers +oo. 
Donner dans ce cas un equiva/,ent a f au voisinage de +oo. 

Exercice 7.23. : 
Calculer le developpement limite au voisinage de 0, d l'ordre n indique, des Janet-ions 
suivantes : 
1) fi(x) = Jx(sin(x) +sh(x) -2x) et n = 9. 

2)h(x) = cos ('!_ ~( ) et n = 4. 
2Vtan(x)J 

3) fa(x) = (1 + x)"' et n = 4. 

4) f4(x) = arccos ( {ta.:(x)) et n = 5. 

Exercice 7 .24. : 
Dans chacun des cas suivants, determiner les nombres a et b pour que le develop· 
pement limite de la fonction donnee soit un ·infiniment petit d'ordre aussi elem§ que 
possible et en donner sa partie principale. 

l+ax2 

1} J(x) = cos(x) - ~-b-2 • 
1 + X 

X +ax3 

2) g(x) = sin(x) - ~-

(la valuation de la part·ie principale do-it e.tre a1.1.ssi ilevee que possible). 

Exercice 7.25. : 
Trouver les reels a et b pour que la partie principale au voisinage de O de la Jonction 

1 a b . d l . . l f(x) = - - --- - -- soit e va uation m=ma e. 
x ln(l + x) e'" - 1 

Exerclce 7.26. : 
Calculer le developpement limite au voisinage de Xo, a l'ordre n indique, des Jonctions 
s'uivante,9: 
1) Ji (x) = ln(x) avec x 0 = 2 et n = 4. 
2) '2(x) = cos( v1x) avec X 0 = -ir

2 et n = 3. 
3) fs(x) = x"' avec x 0 = v'2 et n = 4. 

4) f4(x) =exp(~( )) avec x 0 = -':f et n = 3. 
1 - Sill X 

5) f5(x) = sh (x) - ln !tan(!+ ill avec Xo = 0 et n = 3. 

Exercice 7.27. : 
Calcul.er le developpement limite generalise au voisinage de 0, d l'ordre n indique, des 
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.·; 
:,I 
-·i 

:,

._a;! 

-· ,,. 

~ .. 

fonctionB suivantes : 

l) fi(x) = ../,,_x(,-si-n(,__x~) +-sh-(-x)~) et n = 
4
_ 

cos2 (x) - ch 2(x) 

2) h(x) = 1 - cos(x) sh (x) et n = 5_ 
x4 x - tan(x) 

3) h(x) = arccos(;r,) et n = 4. 
argsh(x) - a.rcsin(x) 

4) f (x) = cos(:r-) et n ooc 5, 4 
ln(l + x) 

Exercice 7.28. : 

On pose f(x) = lxll sin(;), six f 0 et f(0) = 0. Etudier la continuite, la derivabi­

lite et l'existence d'un developpement limite de f au voisinage de O. 

Exercice 7.29. : 
Calculer les limites sufoantes : 

1m --- sm -- - ---1) I. 1 [ . ( x ) sin x ] 
,c-,O (sinx)4 1 - x 1 - sinx · 

f) lim x(l + cos(x)) - 2tan(.x) 
o:-.o+ 2x - sin(x) - tan(x) 

3) lim ((ch (x))•h (x) -(sh (x))Ch (xl). 
:t-.+co , 

-4) lim sin(ln( x)) - ✓~I ln~(-sin~(=tx-)~) l _ 
,:➔ l X-1 

Exercice 7.30. 
Etudier les branches infinies des courbes representant !es f onctions suivantes : 

1) f(x) =x2 lnlx_+_ll-
x 

2) g(x) = (x- l)e•,-~.+i. 
X 

3) h(x) = ln!~!. 
4) k(x) = v~x4~-~x2~+-x---1 - (x + l)v'x2+T 

Exercice 7.31. : .. 
Determiner le.s parties principales au voisinage de O des fo1Jctions suivantes : 

1} f(x) = v' . ~ ~ -jx 2( ) pour x > 0. · · .. , · · · 
sm x -tan x, 

2) g(x)"" ~ - ,Vtan(x) pour x > 0. 

Exercice 7.32. : 
Determiner un equi!Jalent av. voisinage de +oo des fonctions ci-dessous : 

1} f(x) = x [✓x2 + ✓x4 + I -xv'z]-

2) ( )"" x2 arctan(x)-!x2 

g X ors-;.- ~-
2vx3 + 1- ,.t4x2 - 1 
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I 

(.. 

3) h(x)_ = (_✓x2 + I - ½Jx4 + 1) ln [e- (1 + ¾)•'). 

Exercice 7.33. 
Calcule,· les limites des suites de termes generaux sufoants : 

1) Un= (cos(3;~1) +sin(6:~1)r. 

2) Vn""' (3.2fi -2.3f; r. 
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7.5 Indications sur les exercices supplementaires 

Solution 7.21. : 
Pov.r donner le dl de f(x) = JI - vT=x2 d droite puis a grmche de O d l'ordre 
n = 5 il sv.ffit de prendre le dl de vT=v au V(O) a l'ordre deux et de remplacer v 
par x2 (,;a suffit). 
Etv.dier ensuite le cas x > U et le cas x < 0. 

Solution 7 .22. : 
Faire le changement de variable u = 1 et utiliser le dl de (1 + v)" (a=½ et ensuite 

l X 

a= 2J· 

Solution 7.23. : 
1) Utiliser le tableau des dl usu.els pour calculer le dl de (sin(x) +sh(x)-2x) a l'ordre 
8, on auro done le dl de x(sin(x) + sh(x) -· 2x) a l'ordrn 9. 
Factoriser et passer par le dl de (1 + v )". 

2} La fonction -3._( ) est un quotient dans lequel on simpli.jie d'abord par x {les dl 
tan X 

obtenus). Il faut done deveiopper tan(x) d l'ordre cinq. 
On simplifie et on calcule le di a l'ordre quatre. 
On utilise la regle de la composee en passa.nt par le di de (1 + v)½. 
Puisque cos(f +u) = - sin(u) on passe par le dl de sin(u) et la regle de la composee. 

3) On ecrit que fa(x) = (1 + x)x = exln(l+x) et on utilise le dl de ln(l + x) a l'ordre 
trois, pour avoir le developpement limite de x ln(l + x) d l'ordre quatre. 
On compose ensuite avec le dl de ev. 

4.) On fait d'abord le di de tBJ1(x) d l'ordre 6, puis on sim.plifie pour avoir le dl de 

__:_( ) = u a l'ordre 5. 
tan X 

On utilise le dl dew""' (1 + v)½ avec v = u - 1. 
Puis on utilise le dl de arccos{w) au V(l) (ou arccos(l + w') au V(O) avec 
w' = w -1). 

Solution 7.24. 
~ l+ax2 

. 
1) On calcv.le les di de cos(x1 et 

1 
+ bx2 , puis celui de f(x). 

Et on essaie de trouver a et b pour que le8 coefficients des premi.eres puissances qui 
apparoissent dans le dl de f(x) soient nuls. 
On donne ensuite la partie principale. 

2) M~me chose que precedemment. 

Solution 7 .25. : 

(
1 a b ) 

Faire le dl de xf(x} = x - - l (l ) - --1 x n+x e"'-
au V{O). 

Donner ensuite le dl generalise de f(x). 
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Essayer de tro1wer a et b pour que ce dl suit un polyname de valuation maximale. 

Solution 7.26. : 
1} Pour fi(x) =::: ln(;z:) cwec x 0 = 2 et n = 4 faire le changement de variable 

x = 2 + u. (u E V(O)j po-ur avoir fi(x) = ln(2) + ln(l + i) et utiliser le dl de 

ln(l+v). 

2) Poser x u + 1r
2 et faire le dt de Vu + n2 

Passer par le dl de v en ensuite par celtti du cosinm. sachant que 
cos(rr + t) - cost. 

3) Ecrire que x"' e"' 10 x • Paire le cha,igement de variable x u + J2. Ecrire que 
ln(u + -/2) = In v'2 + ln{l + ~ ). Passer par le deueloppement de ln(l + t). Utiliser v. 
ensuite le developpement de e"+s = ea.e.s. 

4) Faire le changement de variable x = u + ¼ pour avoir sin x "; ( sin u + cosu). 
Util·iset· ensuite les developpements des f onctions uS1telles. 

5} Remarquer qu 'rm 1.•oisinage de x0 = i la function tan(! + est strictement po­
sitive et !'on peut done travailler sans valeur absolue. 

· ( ) l+tan·"' Utiiiser lo. formule tan ~ + ¾ = l-ta.n f • 
Utiliser ensuite les developpements limites des f onctions u,,uelles. 

Solution_ 7.27. : 
1) Remarquer que le dl de 1.i(x) = (sin(x) + sh(x) commence par la puissance x, 
done x(sin(x)+ sh(x)) commence par x 2 et (sin(x) + sh(x)) commence par x (po1tr 

x > OJ fl faut done multiplier le quotient x + · · · par xP. {p = 1) pour simplifier 
+··· 

ens1.1,ite par x 2 . 

fl fa·ut commencer le dl de v(x) a l'ordre p + n + 2 = 7 ;Jt u(x) d l'ordre 6. 

1-cos{x) 1x2 + ... 
2) Rem.arq·uer que le rapport 

4 
2 

4 
doit etre multiplie par x2 (p1 

X X 
2) pour simplifier le x4 • 

sh(x) x+ ... 
Et le rapport ; 1 doit t!tre multiplie par x2 pour simplifier par 

X - tgp;) - 3x3 + .. · 

x3 et done multiplier vi sh(x l ) par X (p2 = l} a cause de la mdne. 
X - tg X 

Par suite p =PI+ 'P2 = 3. 
Deuelopper ensu:tte x3 h ( x) a l 'ordre 4 demande ( a pres simplifications). 

3) Faire les dl de arccos(x) = 
et argsh(x) arcsin(x) = (x -
solutions precedentes). 

+ • • • (voir tableau au passer par la derivee) 
+ ... ) (x + ½x3 + ... ) = + . •. (voir les 

Remarquer q,i'il faut multiplier '3(x) 
+ ... 

------ par x3 (p = 3) pour simplifier le +· ... 

178 

Faire ensuite le dl de x3 fa(x) a l'ordre 4 apres simplificatidn. 

cos(x) 1 - 1x 2 + · · . 
4) On a i4(x) = 

1 
( . ) = i 

2 
, done il faut multiplier h(x) par x. 

n 1-t- x x zX + .. · · 
Faire ensuite le dl de xf4(:c) (apres simpUfiwtion). 

Solution 7.28. : 
Verifier que f(x) = O+Ox+xt:1(x) avec lim c1(x) = 0 (sachant que lim xsin(¼) = OJ 

~➔O ~➔O 

et que l'on ne peut ecrire f(x) = 0 +0:i:+ a2x2 + x2e2(x) twee lim e2(x) ""0 (sachant · 
o:-tO 

que lim sin( l.) n'eziste pas). 
x➔O "' 

Utiliser les exercices deja solutionnes pour c&nclure. 

Solution 7.29. : . 
P®r cakuler les limites faire les dl a des ordres S11.ffisants pour eliminer le$ indeter­
minations. 

1) l. 1 [ · ( x ) sinx ] 1. -¼x
4 + o(:t') l 

1ID --- Slll -- lfil ·= --6, 
x->O (sinx)4 1- x 1 sinx ;c-tO sin4(x) 

fl suffit de developper [sin( 
1
,:.,) -

1 
sin _x ] . 

smx 

£) 0 . Ii x(l + cos(x)) - 2 tan(x) _ 
7 

n a ,i:➔1};+ 2x - sin(x) - tan(x) - · 
Faire les dl de cos(x), tan(x) et sin(x) d !'ordre trois. 

3} Ee.Tire que ch(x)•h(o,) = e-h(.,)ln(ch(x) et .sh(x)ch.(ai) = e""(z)ln(3h(:,;). 

Poser en.suite u e-"' (x E V(+oo) done u E V(O)) et utiliser les dl au voisinage de 
o, 
Poser v = uln(u) (v E V(O)J, 
on aura Jim ((ch(x))Sh(x) - (sh(x))ch(xl) -oo. 

:.➔+oo 

4) Poser u = x - 1 et utiliser ln(sin(½x)) = h1*(cos(Ju)), 

V-., fi 
1
, sin(ln(l + u)) 

1 eri er que 1m = 
'tL-+0 U 

I
. JI ln(cos(½u))i 1r et que IBl -'-"-.:__-'-':......:..:..;. = --

"-to+ , 'U 2\/2 
et lim J!ln{cos(~u))! = __ 1r_., 

u➔O- U 2\/2 
En deduire (JIJ,e 

li 
sin(in(x)) - JI log(sin{Jx)}j _ 1 1r 

m -"--2---'-'-----"-'--'::...:....--'-'o;.....;...c.: - + -
:t ➔l+ X - 1-~-~- 2-/2 

1
. sin(ln(x))-. v'llog(sin(½x))f 1r 

d m . =1---. 
:i:-,1- x-1 2\/2 

Solution 7.30. : 
Poor etudier les branches infin.ies utilii!er les dl pour avoir un equivalent simple : 
1) Avec u = ¼ on a pour x au V(±oo) . 

J(x) = x2 1n + 1 = x2 ln(l + .!.) puisqv.e 1 + ! ;?: 0 (! E V(O)). 
X X ~ w 
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Et done J(x) = ! - ½ + o(l). 

2} Remarquer que x2 - 3x + 2 = (x - l)(x.,.. 2). . 
Etudier les limites en 1 et en 2 pour determiner les asymptote.9 ,,erticales. 
Au V(oo) poser u = ½ pour avoir 
g(x) =:x- I+½ +o(½)-

' 
S) Verifier que liil!.~:I:;: 2x+o(x) et qu'on n'apas de branches infinie.~ en 0. 

Poser ensuite u = ¾, et faire les dl pour u E V(O) pour avoir 
1 l 2u2 

2 h(x) = - - - -+a(u,) 
2u2 6 45 · 

En deduire que la courbe de Ii est asymptote a la pambole d'equation y = ~ - ~ et 

preciser les positions relatives. 

4) Poser u = ¾ pour avoir 
Si XE V(+oo) done 'I.I. E V(o+) et 

1 u2 

k(x) = ../x4-x2+x-l- (x+ l)vr+l = -~ -1-
2 

+o(u2
) 

=-re-1-~+o(M-
Donc la courbe de k(x) a pour asymptote au voisinage de +oo la droite d'equation 
y = -x 1, 
puis etudier sa position relative.. 
Six EV( ~oo) done u E V(O-) et 

2 1 
k(x) = ..,/x4- x2 +x-1-(x + l)vr+l = 2 + +u+oM 

u u 
= 2:1:2 + X + ¼ + o(¼)-
Donc la courbe de k(x) a pour asymptote au voisinage de -oo la pambole d'equatian 
y==2x2 +x, 
puis etudier sa position relative. 

Sglution T.31. 
1) Ecrire que 

1 -l/3 1 --x 
1/sill(x) - •.~'(z) - ( sin(z) -,:M'(x) )

1/3 

( ) 

1/3 

Utiliser les dl pour !Woir . ( ) 
1 

2 ( ) = l + i + o(x) 
Stn :z; - tan X 

X 
et f(x) (x :z:112)x-1l3 (1 + j + o(x}) -x!/6 + o(x1f 6 ). 

2) Ecrire que pour x > 0 

g(x) = ffe- {/tan(x) = x1f4 (1- (tan(a:) )114 ). 
X 

Utiliser le di de ( tan(:z:) )114 
X 
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~-~~' :',, 

·.·.r··· ... ·.·'·,".'-

l 

xg/4 x.9/4 
puis deduire que g(x) = -T2" + o( 12 ). 

Solution 7.3:2. : 
1} Ecrire que f(x) = x2 h(x), 
faire le clw.ngement de variable x == i {u E V(O)) dans ji(x) pour trouver que 

fi(x) = ~ + o(:,.). 
Puis que fi(x) ~ ~-
2) Sachant que {arctan(x))' = 1_;"~ = 1~:,, avec u = ¼ au voisina9e de 0, deduire le 
di de (arctan(x))' au voisinage de +oo et done celui de 
arcta.11{x) = J + a½a- + o(;;\-). 
Ecrire que 2?-'xa+ 1-v'4x27T 2x [(1 + ¾s) 113 

- (1 b)112J. 
Utiliser les dl pour voir que g(x) ~ i ~-
3) Faire le changement de variable x"" ~ (u E V(O)) et veri.fier que 

h(x)=(,J:i:2+1-~✓x4+1)ln[e (1+~)"']~ 2
1
xln(2x). 

Solution 7 ,33. : 
Pour coJculer les limites des suites de termes genera:ax suivants ; 

1) Poser w,. = nln ( cos( 3:i1 ) + sin( 6;~1 )) = n ln ( cos(ifr) + sin(6TT)) 

et utiliser !e dl de cos( 3iul +_sin(~") pour u E V(O) 
en possant par cos(J + v) et sin( i + v). 

Verifier que lim w., = 1fv3
4
3 

et done 
n-t+oo 2 

lim u,. = e"il-. 
n·➔+c,c 

2) Utiliserle dl de (3.2,.,.-2.3")! = exp [l ln (3.2,,. 2.3")], 
sachant que 2" = e" 1" 2 et 3" eu ln 3 , 

3 
, ,n que lim v _ e3.in2-2.ln3 = ~ 

veri,,er n-++oo n - 32 • 
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Chapitre 8 

Courbes parametrees 

8.1 Rappels de cours 

Dans ce cbapitre I designe un intervalle (ou reunion d'intervalles) non vide de JR et 
E le plan JR,2 muni du repere ca.rtesien R0 "" (0, i, 1) canonique oriente. 

Definitions Soit F: { ~t :(t)=(x(t),y(t}) uneapplica.tionteUe·quex(t) 

et y(t) _sont deux applications definies de I clans R. 

D~ftnition 8.1. • On appelle oourbe parametnie (ou are.para.metre) de E le 
C<1Uple (1, F). . . · . · 
• L'image. r = F(l) {F(t) = (x(t), y(t)) / t E I} fJ.'lt le support _de la _courbe · 
parametree (I, F). 
• Lorsque x(t) et y(t) sont de cla.sse Ck (resp.C00 

), la courbe parametree est di.te de 
classe ck (resp.C"" ). . 

Remarque 8.1. En protique, F est donnee dans le repere cartesien par 

F(t)=O+x(t)7 +y(t)1 
et lor:,que Fest de classe Ck, F(kl(t) = x<")(t)i +y<kl(t)1 

Interpretation cinematique "En considerant que 1e pararnetre t designe le temps, 
F(t) est la position d'un mobile ponctuel Ma. !'instant t : 
le support de la. courbe s'appelle la trajectoire et les deux premiers vecteurs derives 

F'(t) = ddM la. vitesse, F"{t) = ,pd~ l'acceleration. 
t t 

Point simple-point multiple-Arc simple 

DefinitiQp 8.2. - Un point M de E pour lequel il existe u.n sem t E I tel qu,e 
M(x, y) = F{t) est dit un point simple. 
S'il erute ti # t2 de I tels que M = F(t1) = F(t2), M est dit ttn point multiple 
(point double, triple, etc). 
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- Si tous les points de la courbe r sont simples, on dit qne r est une courbe simple. 

I 

Entiers caractilristiques Soit r = (I, F) une courbe parametroo de classe Ck 
(k;:: 1, aussi grand que necessaire). 
Par la formule de Taylor-Young A l'ordre n s k, en ta E I, on ecrit pour t au voisinage 
de t0 

F(t) = F(ta)+ (t-t
0
)F'(t

0
) + (t - t.,)

2 
F 11 (t

0
) + · .. + (t - to)" F(")(t

0
) + o((t-t,,)"") 

2 n! 

Definition 8.3. On cansidere (s'il existe} le plus petit entier p E lN* tel qu.e 
p(Pl(t0 ) ¥' (0,0) et l'on a aiors 

F(t) = F{t0 ) + (t ~:o)P p(Pl(t0 ) + o((t t0 )P) 

On cansidere ensuite (s 'ii existe) le plus petit entier q tel que p < q $ k et les 
deux vecteurs p(Pl(t0 ) et FM(t.,) sont lineairement independant., 
(det(F(Pl(t0 ), F(q)(t0 )) ,-Jc OJ, et l'on aura, 

F(t) = F(t.,) + (!=fl A; (t ~lt")i) p(Pl(t
0

) + (t- ~o)q p(q)(t.,) +o((t- t,,)'1) 
t=p q 

Les deux entiers p et q sont appeles les enviers caracteristiques du point 
M,, = F(t.,) de la cou.rbe r. 

PAfipition 8.4. On appelle tangente a la courbe r au point M.0 = F( t0 ), la droite 
passant par M0 et diri.gee par le vecte-ur· F{V)(t"). 
Son equation e8t donnee par 

I X - x(to) x<Pl(to) ]- ( _ (t )) (p) (t ) (y _ y(to).) xlPl(to) O 
y y(to) y(pl(t.,) - X X ,, y o . 

Un point M,. = F(t0 ) de r est dit regulier si F'(t0 ) -:f O (done p = 1). 
Il ut dit stationna.ire si F'(t,,) ""0. 
La courbe r est dite reguliere si tous ses points sont reguliers. 
M,, = F(t0 ) est dit biregulier si (F'(t.,), F"(t,,)) est une JamiUe libre (cad p 1 et 
q 2). 

Etude locale-Concavlte S'ils existent p et g les entiers caractt'lr1stiques, on note 
"it= F(P)(t0 ) et uf = FM(t0 ). Alors on a MAf! = a:'it + {3tiJ 
,wee Cl ~ (t-;rt et p ~ (t-:r>· pour t au voisinage de t,,, On a les cas suivants : 

1. Point ordinaire (ou point de concavite) : p impair et q pair (voir figure 
(a)) 

2. Point d'inflexion : p impair et q impair ( voir figure (b)) 

3. Point de rebroussement de premiere esplice : p pair et q impair (voir 
figure (c)) 
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4. Point de rebroussement de deuxieme espece : p pair et q pair (voir 
figure (d)) 

Branches infinies 

Definition 8.5. : 

!<II 

ihl 

F'"(t,) 

M. 

{c} 

On dit que la courbe parometree r admet une bmnche infinie lorsque t tend vers t0 si 

Remarque 8.2. Si lim lx(t)I = +oo au lim ly(t)I = +oo alors r admet une bmnche 
t➔tu t-➔to 

infinie. 
r peut avoir une branche infinie sa.ns 1p1.e les iimites lim jx(t)I et lim lv(t)l existent. 

t➔t1:1 t ➔ l0 

Definition 8.6. : 
Dane le ca;; oil. r a. une bmnche infinie, Bi ell, plus il8 existent 

h lim ,tit 21 ) et b = lim • (t '( , le vectewr K = (Ii, l;;) "' !1 £ + !2 J 
t-->t 0 x t +y .t t-,t, X (t}+!I t) 

est dit vecteur directeur de ld: direction asymptotique de la bronche infinie. 
Et si en pl'l,/,S ii exiBte une droite '.D dirigee par K et telle que la distance d(M(t), V) 
tend vers O quand t ➔ t,,, alors la droite V est a.ppelee asymptote de la courbe para­
metree r. 

Remarque 8.3. Etapes a suivre pour tracer une courbe parnmetnf.e ; 

• Intervallee de definition 
D'abord DF = D~ n Dy (l'ensemb!e de definition de F(t) est l'intersection de 
celui de x(t) et celui de y(t)). 
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Etudier les periodes, la parite des Jonctions x(t) et y(t). 
En deduire les element., de symetri.e de la courbe (points ou axes de symetrie}. 
RM.11,ire l'etude de r sur t:. C DF. 

• Branches infinies ' 
Etudier les limites des fonctions x(t) et y(t) qua.nd·t tend ve-rs les bornes des 
intervalles d 'etude. 

• Variations 
Galculer x' ( t) et y' ( t), etv.dier leurs sign.es, p1iis dresser un tableau de wria.tion 
de x(t) et y(t) en pl1u;ant les valeurs remarquables du pammetre t dans l'ordre 
croissant. 

• Point stationnaire 
Si x1(t0 )"" y'(t0 ) = 0, faire une etude local de x(t} et y(t) (par des developpe­
ments limites si possible}. 

• Tmce 
Placer les axes et choisir les unites adaptees aux valeurs numeriques. 
1racer les asymptotes et reperer la position de la courbe. 
Le trace se fait en aUant d'un point remarquable au point suivant. 

• Point double 
Si le trace indique leurs existences, calculer leurs coordonnees en resolvant 
(x(t1), y(t1 )) (x(t2), y(t2) ), puis les SW' Ia. courbe. 

Courbe param6tree en polaires C'est un cas particu.lier de courbe pa.rametree 
par 0 E Jet telle que F(0) = (x(0),y(0)) ou 

{ 
x(D) = p(0)cos0 
y(0) p(0)sin0 

Definition 8.7. : 
L 'equation r p( 0) est ·appelee l 'equation polaire de la courbe I'. 

-· La fonction vectorielle definie de lR dans lR2 pur 

fJ -t u(0) (cos0,sin0) 

est indefiniment derivable et l'on a : 
u1(0)"" (-sin 0, cos0) et 'efn E 1N u(11l(B) = (cos(0 + n~), sin(O + n} )). 
u et u' (et plus generalement u<n) et u<n+1)) sont orthogonaux. 

l!u(nl(0)11 = 1. 

. F(O) = p(0)(cos0,sin9) = p(0)u(0) 
et F'(O) = p'(0)u(0) + p(0)u'(0). 

Domaine de definition, domalne d'etude 

l)Mlnition 8.8. : 
Le domaine de definition Dp d'une courbe polaire est l'erisemble des valeurs IJ pour 
lesquelies p( 0) existe. 
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Remarque 8.4. a) S'il exis~ a E JR, tel que pour tout f) E Dp 
(0 +a) E Dp et p(fJ +a)= p(fJ) 
ou (8+a+1r) E Dr et p(8+a+1r) = -p(0) 
Alors la caurbe est invari.ante par la rotation de centre O et d'angle a. 
Par suite: 

- Si P est periodiqu.e de periode T, la caurbe est invariante par la rotation de 
centr-e O et d'angle T. ll suffit alars d'etudier la CO'Urbe sur un intervalle J 
de la Jorme I= [a, a+ T). 

- Si a = 1r la courbe. est symet:rique par rapport a O. 

b) S'il existe a: E JR, tel que pour tout OE D p 
(a - fJ) E Dp et p(a ii)"" p(O) (*) 
OU (a+ 1r 0) E Dp et p(a + 'If - 0) = -p(0) {,!ri,) 
Alors la courbe est symetrique par rapport a la droite t:,. passant par O et telle 

que la menire de l'angle {~) est egale a 2 (mod :ir). 
Par suite ; 2 

- Si a O dans (*) la Jonction p est 
Ox. 

I 

et r est S1}metrique par rapport a 

- Si a: n dans ( *) r est symetrique par rapport a Oy. 
-- Si a -ir dans {tt) la fonction p est impaire et r est symetrique par 

rapport a Oy. ' 

Tangente en un point Sa.chant que -
F'(0) _p'(~)u(O) 7 p(O)u'(0) = (p'(O)cos(O)-p(O)sin(O),p'(O)sin(O) + p(O)cos(O))' 
on en dedu1t l'eqmvalence F'(fJ) = O ¢? p1(0) == O et p(fJ) = o. 
Done I~ seul point qui peut etre stationnafre est le pole O = (0, o). 
Par smte .M0 E r, on a : 

- ~i Mo O et 8a E Dp tel que Mo= F(00 ), alors F'(80 ) i- (0,0) et d'apres l'etude' 
faite sur !es courbes parametrees la tangente il. la courbe en M est diri~· par J 
vecteur.F1(0.,). 0 e 
-Si M,, 0: 

Alors 
8.1. Soit p le plus petit entier tel qve plP)(e;) :# d o-4 :,F{9

0
) ·=;: (0,0). 

1/ Si _P est p~ir, l_e pole O est un ]l)int de rebroussement de premiere espeae. 
ii) Sip est impair, le pole O est un point de concavite. . 

187 



'· l 

l 

8.2 Enonces des exercices 

Exerci@ 8,1. : 
TI·acer les points Mt de coorrlonnees F(t) des courbes parametrees dans les cas sui• 
vants: 
l)F(t) (tl!,t)outE{-1,:...i, -¼,0,¼,½,¾,1}. 
2) x(t) = sint ety(t) =cost oil. t E {O, f, ¾, i, f,~, ~.rr}; 
3) re ;-;: et y = t+ 1 OU t E {-!, ·-~, -1,0, 2}, 
1) - t• ·t t•- 2 • t,:; { M2;; Q 3 r,;2 •r. ~r;;,6} 'f x- 2 e y - 4- ou ~ -y.;;, ,y.;;,y4,vu. 
5) x = E(t) et y = t au t E [-1,0[U[0, IiUll, 2j (E(s) est la partie entiere des). 

Exercic(! 8.2. : 
Dans chaque cas montre1' que l'cnsem.blc r des points M de coordonnees (x,y) dans 
un repere orthonorme a 1.1erifi11r1.t l'~quation dannee pe'!,t etre po:ram.etre et d01mer un 
exemple de zmmml!trage : 

- x3 - 8y2 = 0 (essayer de poser y = tk et choisir k E 1N convena.ble pour avvir 
x:,: ath avec h E IN). 

-· x 3 + y3 
- 3xy = 0 (essayer de poser y = tx). 

- x! + yi ""' 1 (penser ii let relation cos2 t + sir? t = 1). 

;f;xercic!il 8.3. : 
Determiner I 'ensemllle de d{e,,fi~it)ion de t chacune des courb&1 parametrees sufoantes ; 

Xlt "" 
F(t) = (x(t), y(t)) (wee 

y(t) ~ t- t~ 

{ 
x(i) = t2 

·- ¾ 
G(t) = (x(t), y(t)) avec y('t) =hit 

H(t) = (x(t),y(t)) auec {' x(t)""' c!t 
y(t) = Int 

Exercice 8.4. : 
Donner dans ehacun des cas suivants l'ensemble de definition des courbes paromitrtes 
Mr,ivantes et preciser la periodicite, les symetries, les translations possibles et preciser 
un ensemble d'etude de ces co1,rbes : 

F(t) = (x(t), y(t)) avec { :gj = ~~: ;! + 3 
coe

t 

G(t) = (x(t), y(t)) avec { :g~: ~ -!:\ 
{

. x(t) 2 coih 
H(t) = (x(t),y{t)) avec y(t) = 2sin:i.t 

{ 
x(t) = $ 

K(t) = (~(t), y(t)) a'Vec . () at; 
' yt T-w' 

Exercice 8.5., : 
Determiner les points d011.bles des courbes paramff.trees suivantes : 

, · { x(t) = 2t - fr 
F(t) = (~(t), Ylt)) avec y(t) 'Ji+ t2 
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G(t) = (x(t), y(t)) avec { x(t) = 
y(t) = 

{ t 2 +2 
H(t) = (x(t),y(t)) avec x(t) f!;j-t+l 

y(t) = ,Lt!3 
K(t) = (x(t),y(t)) avec { x(t) = cos 2t 

y(t) (t2 1!'2) 

Exercice 8.6. : 
Faire~ etude locale des courbes pammetrees au voisinage de to dans les cas sui-
vants : 

F(t) ""' (x(t), y(t)) { x(t) = avee 
y(t) = et t 0 = 0 

{ z(t) ~ 
e,/i+~-1 1 

G(t) (x(t), y(t)) avec t 
y(t) = et t0 ""'0 

H(t) (x(t), y(t)) avec { x(t) 
y(t) et t0 = 7T 

Exercice 8.7. ; 
Determiner la nature du point M(t,,) dans les ca.s suivants : 

x(t) = t, y(t) = t2 et t 0 = O. 
-- x(t) =t, y(t) t3 +3t2 +3t et t0 -1. 
- x{t) = t2 + Zt, y(t) fr 2t et t 0 "" -1. 
- x(t) t2 - t5 , y(t} = t4 et t 0 = O. 

x(t) = sin2 t, y(t) = 1 cost et tc = O. 
- x(t) = (t2 -- 2t+lnt)2, y(t) t4 4t3 + 9t2 -10t et t0 = 1. 

Exercice 8.8. : 
Etv.dier les branches infinies des courbes pa:ramctrees suivantes ; 

- x(t) = 1~ 1 et y(t) = 
x(t) ~ et y(t) t'-~t➔ 2' 

( ) -- (l+2t 
2 

. 't) _ ili.W: 
X t - (3-2t (l-2t et y\ , - 2{3-2l)' 

, ln(l + t) 
- x(t) =lnlt2 2tl etylt) 1nt+ t 

Exercice 8.9. : 
Construire les courbes pammetrees suivantes : 

st .i,r_ 
l - x = Iii+I et y = t•H 

2 - { x ~ et Y t'idt+2 

3 x 4sin(f) et y=3sin(½) 
_ (1+2tl2 

_ (t2t)l 4 - X - 2(3~2t)(l-2t) et y - 4. 3~2t 

5- x(t)=4cos2t et y(t) 2siu2t-2sint 
6 x(t) = 4e-¼ et y(t) ½et 

Exercice 8.10. : 
Construire l'astroide d'equations x = cus3 t et y = sin3 t 

Exercice 8.11. : 
Co;;,truire la cycloi'de d'equations x = L::1" 1 et y = (1- cost) 
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Exerdce 8.12, : l · 
Transformer les equations cartesiennes suivantes en coordonnees po aires : 

t. La droite d'equation 2x - 2y v'2 O. 

2. La droite d 'eq1wtion 3x + '!J - 1 = O. 

3. La parabole x "" 3y2 
• 

4. £'hyperbole 2xy = x - Y-

5. La courbe x(x + y) -· 3y = 0 

Exercice 8.13. : . . 
Transfo,;;er fos equations parametrees suivantes en coordormees polaires : 

1. { X = t + 2 y = 3 - 2t 

£. { X = 3t + 2 Y = t2 

3. ( X = 1 y = t - ¼ 

Exercice 8.14, : . _ . 
'I'ranllformer les equations suivantes en coordonnee8 cartesiennes • 

1 1 
p- (J) 3 

p= cosHcoo{+sinU sin2 ~ - cosH3cos!-2sin2 -2 

cos6 sin0 
P = 3cos0sinB 

Exercice 8.15. : 

5tan0 
P = cos0 + sin0 

Constroire les courbes d'equations polaires suivantes : 
1-p = ¼0 . 2-p = -fo02 

02 + 10 
S- p = 202 + 1 

5-p = 1 + 2cos0 

7-p""' 3 - cos60 

sinO 
B-p"' 1 + cosO cos 20 

190 

4-p=sin38 
1 

fi-p = cosB + cos30 
2cos0siu0 

B-p = cos 0 + cos 2() 
l 

10-p = 2cos0 + . 
sin 

8.3 Solutions detaillees des exercices 

Solution 8.1. : 
1) Pour F(t) = (t2, t) out E {-1, -£, -½, -¼, O, ¾, ½, J, l} on trouue les points 
M1(l,-l) M2(flr,-¾) M:i(~,-½) 
M4Cf6,-¼) Mr,(0,0) Ma(16 ,¼) 
My(4,½) Ms(fif,¾) M9(l,l) . 

En reliant ces points par une Ugne pointit!e on decouvre la courbe d'une pambole d'aa:e 
'::'i' 
Oy. 
En fait on a: x t 2 et y = t c'est equivalent ax= y2 (voir (fig.(a))). 

2) Pour x(t} = sin t et y(t) = cost out E {O, f, }, i, f, 2
;, ~, ~' 7f}, on trouve les 

points 

M1 (0,1) M2(½,~) Ma(i,1) 
M4p(}-,½) M~(l,O) Ms( l,-½} 
M1(~,-:{j.) Ms(½,-4) M9(0,-l) 

En reliant ces points par une ligne pointiea on decouvre tin arc de cercle, 
En Jait on a x2(t) + y2(t) = 1 et done Les points M, apportiennent au cercle de centre 
0(0,0) etderayonR=1 (voir{fig.(b))). 

3) Pour x = if.Ji et y ,,,, t + 1 <rH E {-~,-1,Jl, -1, 0,2}, 
on trou·ue les points 
P,(6,-½) P2(5,-~) A(2,0) 
P4(0,l) • Ps(-1,3) 

En reliant ces points, on tro-uve une partie de la courbe d'wme hyperbole. 
En fait: (t + 2)x = -2t et done t(x + 2) = -2x. 
D'ou la relation t; ;!; qui donne y = t + 1 = ;:;:~ {voir (fig.(c))). 
C'est bien l't!quatfon d'unc hyperbole. 

N, 
/1,'l'i,..,.w,.~,. 

N1 ,-f 
Nt t' 

14 :' 

N, --~-., ~ 
~,\ N1 . 

\ N, 

/ ,, 
-·· 

4) Pour x""' ~ et y = t"_j-2 011 t E { -~, 0, ~' ,Y-i, -0'6}, 
. { Q 1(-l,-l} Q2(0,-½) Qs(l,0) 

ontrouvelespomts Q,i.(2,½) Q
5
(a,l) 
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En re~iant ces points par tme ligne pointiee on trouve un segment de droite. 
En fait: = 2x et done Y = 2"'42 = x21 c'est l'e.quation d'une droite (voir (fig.(d))). 

l 
! 

~P, 

\ .. 
' \. P, 

f ~~.... • •• -~:.-· .... l--•~~c)) ' .... .,.,.., .. ., ' ..... •••••~•••••••••H•••~h•u,., •• , 

Solution 8.2. : 

..... • .. ·· 

1) En posant y = tk et en remplayant dans l'equation dormee on trouve 
x3 

- 8y2 = x3 8t2k = 0 et done x3 = 8t2k. 

Et done x = {1/Bt~ = 2t~. 
En choisissant par exemple k = 3 (multiple de 3), on a ie. parametrnge .mivant: 

{ 

X =2t2 

Y = t3 avec t E JR · 

2) En rempla~ant y = tx dans l'e,quation x3 + y3 - 3xy = o, 
on trouve x3 + (tx)3 - 3xtx"" O 
et enS'Uite x2 (x(1 + t3 ) - 3t) = O. 
D'ou x = 0 OU x(l + t3) - 3t = o. 
Ou encore :x=O o••N=i 

""' l+t• 
Et finalement, on arrive au parametmge 

{ 

X = 
3t' • Y tx = l+i! OU t E IB. 

(le cas x"" 0 (done t = 0 ou y = oj obtenu pour t = 0 est contenu dans ce parnme­
trage). 

9} L't!quation xi + y! I s'ecrit ( xi r + (vi r = 1. 

Done il e:tiste t E JR tel qtie x ½ = cost et y I = sin t. 
D'au le pammetro.ge 

{ 
X = cos3 t 
y = sin3 t aii. t E JR 

Solution 8.3. 
On a: 
tED,.{:} eJJt definie «> t2 

- 1 =I o 
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#t/-lett=fl 
1 +t2 , . 

t E Dy~ t _ ti est defime «> t t2 = t(I - t) #,: 0 

¢;,t:;z!:Oett/l 
D'oi1t EDF «>t :;.!: -1, t-f Gett ,f 1 "* t E lR-{--1,0,1} 
Et done 

Dp =]-oo, 

De me.me: 
t E Da: «> t2 

- ½ e.~t d,ifinie # t :j: 0 
t E Dy¢? t > 0 
D 'oi. i E De ~ t > 0 
Et done 

- 1, o[u]o, 1fuJ1, 

Do +oo[ 

Et de meme : t E D,, ,::;. est #(inie ¢¢> cost i 0 
q 1, f J k1f v'k E 'Zl 
t E Dy ~ ln t est definie * t > 0 
D'ou t E DH ¢} t > O et t =I J + k1r Vk E Zl 
Et done 

D11 = 10 - {O .. Jr 
3

" · · • 1 =]O :'i: [u] !.:: 3
1t [u] :31f :?.': [u] 51r 

7
" [· .. 

"-
4 

' · ' 2 2 ' 2 · 2 ' 2 2 ' 2 

Solution 8.4. : 
1) Pour F(t) (x(t),y(t)) avec x(t) = sin2t + 3co,t y(t) cos2t , on a: 

= JR, Dy = JR 7'i done Dp = n Dy = JR. 
x(t) et y(t) sont periorliques de periode 2ir, un intervalle de la. forme [a, a+ 21r] de 

longuevir 27r s1.iffit pour t 'etu.de. 
- en plus on remarqu.e que : 

{ 
x(1r t} = sin2(n - t) + 3cos( 1r -- t) "'sin(-2t) - 3 cost= -(sin 2t + 3 cost)"" -x(t) 
y(r. - t) cos 2(1r - t) cos(-2t) = cos2t y(t) 

~1r - t) "" (-x(t), y(t)) esi le symetrique de F(t) = (x(t), y(t)) par rapport it. l'axe 
Oy. 
Par .mite la courbe est symetrique par ropporl: a l'aa;1, OiJ. Et l'etude sur l'intervolle 
[a, a + 1r) s11,ffit a condition de choisir a E lR tel qu.e : 
a~ t s a+ 1r <=:> a+ 1r s; (1r - t) ::; a+ 21r 
c.a.d a ;::,; ts a+ 1r ¢;, a :S -t S: a+ 1r q> 

Il nous st,ffit que : a = -( a. + 1f) et done a 
On prentl u.lors, comme ensemble d'etnde EF 11• 
Une fois la courbe e.'!t tm<te p,n;r t ':: EF, an tmc, 60n symetrique par rapport a Oil 
pour a.vvir t01de la. courbe de F(t). 

2) Pour G(t) = (x(t), y(t)) ave.c x(t) =- t - sin t y(t) 1 cost , on a : 
D,, = JR, Dy = ffi. et done DG = Dx n Dy Ill. 

x(t + 21r) (t + 21r) -sin(t + 21r) = (t + 2:ir) -- sinf. = (t sin t) + 21r = x(t) + 2ir 
ety(t+21r)=l-cos(t+211) 1 cost=y(t). 
Ce qui donne G(t + 21r) = (x(t+ 2'1f),y(t+21r)) {:z:(t,) + 2r.,y{t)) G{t) + (2ir,O). 
Ce qui signifie que si an a le point M1, le point Mt+2ir est obtenu en translatant Mt 
d 'une translation de vecteur' ":;t "' ( 21r, 0). 
Par suite on prend comme ensemble d'et1tde ·un enseni.ble de iongue·ur 2r.. 
- En plus on a 
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G(-t) = {x(-t),y(-t))"" -sin(-t), 1-oos(-t)) = (-(t-sint),1 cost) 
= (-x(t),y(t)) _, 

ainsi G(-t) est le symetrilfll,e de (x(t), y(t)) par roppart a Oi,. 
~ 

Done la courbe est symetrique par rapport d Oy. 
On choisit done comme ensemble d'etude l'interualle Ee lO, irJ. On truce la courbe 
pour t E [O, r.]. On mj,oute le symetrique de la parl.ie de la courbe tmcee. Puis on 
translate ce fJU'on a obtenu a gauche et a droite pou.r auoir la courbe parometree. 

3t 3t2 

3)Pour K(t) (x(t), y(t)) avec x{t) = 
1 
+ y(t) = 

1 
+ , on a: 

t E Dx n Dy # 1 + t3 f O -~ t3 ,f. -1 ¢;, t f - 1. 
Par suite l'ensemble de definition de K(t) est DK= 1R - {-1}. 
- On remarque ensuite que F(½) = (x(½), y(½)) ( ~' r¾r:r) = (y(t), x(t)). 
Comme (y,x) est le symetriqtie de (x,y) par rapport a la premiere bissectrice, on en 
deduit que La courbe est _symetriqu.e par rapport a cette droite. 
On prend comme ensemble d'etude EK =I l, 1]. 
Une fois qu'on a trace la courbe pour t E] - 1, 11, on mjoute le symetrique par rnpport 
a la premiere bissectrice de cette courbe pour avoir la courbe parametree toute entiere. 
(Remarq;tier quet < -1 ou 1 5 t"4 -1 <} < 0 ou0 <} 51). 

Solution 8.5. : 

{ 
x(t) = 2t - ¼ D JR' 

1) Pa1.Lr F(t) = (x(t), y(t)) avec y{t) = 2t + /2 on a F = · 
Chere.hons s'il existe (s,t) E (1R*)2 tel que s -:ft et F(t) ""F'(s). Si oui, on aura.it par 
des equivalences ' , 

F'(s) Ft# 28 +;2 ==2t+t2 ( ) { 
2s - -1 2t -b 

{ 
(s - t)(2 + ~) = 0 4? { 2 + ~ = 0 

# (s t)(2+s+t) =0 2+s+t :=O (cars#t) 

{ 
2 + ~ = 0 {=} { (st)

2 = 1 
# s+t -2 s+t =-2 

1•rcasst""1 
sett semient racines de !'equation X 2 -(s+t)X +st= X2 +2X +I= (X + 1)2 = 0 

dont les racines sont s = t = -1. C'est inacceptable, cars# t. 
2=• cas st -1 
s et t seraient mcines de l'eqi.ation X 2 

- (s + t)X + st X' + 2X - 1 = 0 
dont tes radnes sont t 1 =, -1 + et t2 ""' -1 Ji 
Calculons ensuite F{-1 + v'2) = (-5, l) qui sont les coordonnees du seul point douf>le 

Mo. 

- t 

2) Pour G(t) = (x(t), y(t)) 

onaDa lR~«{-1,1,2} 

{ 
x(t) = 

avec y(t) = - {t-l)(M-l) 
- 1 - u=--1)(t-2j 

Par des equivalences, et pours f t dans Da, on ecrit: 

{ 
,f1 = { t(s2 

- 1) = s(t2 1) 
G(t) G(s)# t-l = ¢? t2-3t+2=i2-3s+2 

t'-a1+2 

{ 
ts(s-t)+(s t)=0 <:;,{ ts:-1 

¢> (s - t)(3 - s t) = 0 t + e ""3 

194 

s et t sont done les racines de /'equation X2 - 3X - I = O : ~ et ~Il. 
On en deduit le point double dont les cOOTdonnees sont donnees par F( 3+f]') = (½, ½). 

{ 

, I 
x(t) = t +2 

9) Pour H(t) = (x(t),y(t)) avec () .t:~ on a:DH = JR (les denomina-
y t t"-1+3 

teurs de x(t) et y(t) sont it di,scriminants negatifs). 
Remarque tres utile : 
Si M(a,b) est un point double alors il existe s 'Ft tel qu.e 

{
~=~=a JJ(t) = H(s) = (a,b) et done s 

0
t+!1 _ t lttl _ 

s•-•+3 - f'-t+3 -- b 
'd { (s2+2)-a(B2 +s+l)=(t2 +2)-a(t2 +t+l)=O 

ce qui onne (s2 + 2}-b(s2 -s +3) = (t2 + 2) - b(t2 -t+3) = 0 
En posant P(X) = (X2 + 2) - a(X2 + X + 1) = (1 a)X2 - aX + (2 - a) 
et Q(X) = (X2 + 2) - b(X2 - X + 3) = (1 - b)X2 + bX + (2 - 3b), 
on 11oit que t et s sont les deux racines communes de P(X) et Q(X). 
Ce qui signifie qu,e les coefficients de ces deux polynllmes sont proporti.annels :• 

= = t::i 
, { b(l - a) = -a(l - b) 

ce qm donne -a(2 3b) = b(2 - a) . 
Ce 11y.qteme est equivalent a l'equation 2ab - a b = 0, _elle m!Jme equfoalente a 
b _a_.-. 

2a-1 
Par suite les points doubles ont·pour coordonnees M(a, 2_) 

- 2a. - 1 
et tel qu'il existe t E JR a= x(t) = tl:t!1 • . 

Une elude plus detail/le montre que toua les points de la courbe parametree sont 
dO'!Jbles sauf le point Mo(1, 1). 

{ 
x(t)=cos2t 

4) Pour K(t} = (:i:(t}, y(t)) avec y(t) = (t2 _ 1r2) 

Par des equivalences, et pour s # t dans DK, on ecrit : 
K(s) = K(t) {,} { cos2s: c~ 2t {cc} { cos 2s = cos2t 

s2 - 1r = fl - 1r
2 s2 - t2 :::.:: (s - t)(s + t) = 0 

{c} s = t OU S = --t. 
Par suite tous les points de la courbe atteints pour t -:f O sont doubles. 1ls sont atteints 
par· t et -t. 

.. 

{ 
x(t) = sinti-t 

On a F(t) = (x(t}, y(t)) a.vec y(t) = ln(t:+i) et ta O 

Pour t au voisinage de O on a les developpements limites : 
sin t = t - ¼t3 + 1~0 t5 + o(f5), ln{l + t2

) = t2 
- ½t4 + o(t4 ) et done 

x(t) = -!ts+ ½ots + o(t) = _!t + _l_t3 + o(t3) 
t2 6 120 ' 

y(t} = t2 - ½t: + o(t4) t 1t3 + o(ta). 

On en de.duit que x(t) ~ -it et y(t) ~ t et que y{t) ~ -6.x(t). 
Au voisinage du point F(O) (x(O),y(O)) = (0, 0) la courbe a la forme d'un moTC(',,au 
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de. la, droite y = -6x. 
On,a aussi comme information 

F(t) =. (O, O),+ t(-!, 1) + ~t2(0, 0) + ifrt3 (fo, -3) + ( o(t3), o(t3 )) 

par suite p.= 1, q = 3 e:t le point (0, O) est un point d'inftexion. 

1 
On a G(t) = (x(t),y(t)) l:mee { x(t) t 

I y(t):c:c ett0 =0 
Po:!!!.!._au voisinage de Oona les developpements ,mivants 
vi+ t 3 = I+½t3-}t8 +o(t6

), e',lf'.j:'p-i l+½t3 +o(t6) et tan t = .t+½t3+frt5+o(t6 ) 

Et done x(t) = ½t2 + o(t5) et y(t) = 1 + lfl + 'ltt4 + o(ts), ' · 
on en ~eduit que F(t) (O, l)+t(O, O)+ ½i-t\1, }) +;trt3(0, O)+¼it4(o, f )+(o(t4), o(t4)) 
par suite P = 2, q ~ 4 et le point (0, 0) est un point de rebr-oussement de deuxieme 
espece. 

On a H(t) = (:i:(t), y(t)) auec \ - •int { 
x' t) - (t-r.\t 

y(t) = ~":_'; (d. t 0 7r 

Pour t au voiBinage de 11' en Ja.isant le changement de vaTia/1lc u = t - 7r et en passant 
par des developpements Ii.mites on ecrit : 
x(t) = " ,.,,... = - u(-u+,r) u{u+,r~ 

sin u+,r •inu u-iu•+rfuu:+o(u•) 
- "'f" - 7r "'u2 1 3 71r 4 + ( .;1J - 1-¼,..•+,i;u•+o(u•) - - - U - 6 - 6 U - 360 u OU 

= --ir- (t 1r) J(t 1r)2 ½(t -1r)3 
- /[o(t - ;,)4' +o({t-rr)4 ) 

y(t) = t~u = u+tu'+:t\u +o(u') 

= 1 + ½u2 + fr;u'a + o(u4
) = 1 + i(t- 1r)2 + k(t - 1r)4 + o((t - 7r)4 ). 

On en deduit que F(t) peut ~tre prolonge par continuite en t c; 1r par F( 1r) ( -,r, l) 
etqu'encepointF'(it)=(-1,0) doncp 1 
et que F"(rr) (-j, i) done q = 2.(ceci car det(F'(ir), F"(ir)) ,fo 0). 
Ainsi (-11', 1) est un point ordinaire (de conca·uite}. 

SolutiQl!... 8, 7. : 
1) Pour F(t) ""(x(t), y(t)) ou x(t) = t, y(t) = t2 et t

0 
= O on a ; 

p(l)(t) = (l,2t), F(2l(t) = (0,2), 
et done Fl1}(0) = (1, 0) et F(2l(O) ""' (O, 2). 

Comme det(F< 1>(0), F(l) (O)} = l ~ ~ I = 2, les vecte·11rs Fl1) (0) et p(2) (0) forment 

une Jami/le libre. 

Ainsi l~s entiers caracteristiques de t,, O sont p = 1 {impair) et q = 2 (710,irj. 
Par suite F(O) = (0, 0) est un point ordinaire (point de concavite). 

2} Pour F(t}..: (x(t),y(t)} oti x(t) = t, y(t) = t 3 + 3t2 + 3t et t
0 
= -1, on a: 

p(ll(t) = (1,3t2 +6t +3), F(2l(t) = (0,6t + 6), p(3)(t) = (0,6),· . 
et done F(-1) = (x(-1), y(-1)) = (--1, -1) = Mt

0
, p(l)(t0 ) = F(1)(-l) = (1, O}, 

P(2)(t0 ) F(2l(-1) = (0,0) etF(3l(t.,) = p(3)(-l) = (0,6}. 
1$nsuite on a : 
p == 1 (impair) car p(l)(-1) fc (0,0), 

etdet(FC1>(-l),F(2)(-1)) =0, det(F(ll(-1),F(3l(-1)) ! ~ ~ I= 6 -f,-0 

par .'!uite la famiile (F(ll(-1), F(3l(-1)) est libre et q = 3 (impair). 
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Ainsi le point F(-1) (-1,-1) = M10 est un point d'infiexfon. 

S) Pour F(t) = (x(t), y(t)) oil x(t) ~ t2 + 2t, y(t) I;: - 2t et to= -1, on a: 
p(1l(t) = (2t + 2, -f; 2), F(2l(t) (2, F(3)(t) = (0, F(4)(t) (0, ¥,fl), 

Comm.e p(1>(t0 ) p(1)(-l) = (0,0) et p(2)(t0 ) = F(2l(-l)"" (2,6) ¥- (0,0) on a 
p = 2 (pair). 
Ensuite F(3l(t0 ) c:= F(3l(-1) = (0, 24) 

etdet(F(2)(-l),F(3l(-1))=:I ~ 2~ 1=48;!c0. 

Par suite la famille (F(2l(-1),F(3l(-1)) est libre et q 3 (impair). 
Ainsi le point F(--1) = (.--1, 3) M 10 est un point de rebroussement de premiere 
espece. 

4) Pour F(t) (:i;(t),y(t)) 01}, x(t) = t2 t6 , y(t) == t4 et t,, 0, on a: 
p{ll(t) = (2t 5t4,4t3 ), p(2 l(t) (2- 20t3 , 12f'), p(3l(t) (-60t2 ,24t), 
F14l(t) = (-120t,24},- .. 
et done F(O) = (x(O),y(O))""' (O,O) Mt

0
, F(1l(t,,) = F(1l(O) (0,0), 

£(2) (t0 ) = F(2 ) (0) (2, 0) ,6 (0, 0) done p = 2 (pair), 
En.mite p(3l(t0 ) Fl3l(O) = (0,0), F(4l(t0 ) = F(4l(O) = (0,24) 

comme det(F<2l(O),F< 4l(O)) 
1
1 

2 
O I 48 ,f 0 0 24 

par suite la f amiUe ( p(Z) ( -1), p( 4} ( -1)) est !ibre et q = 4 {pair). 
Ainai le point F(O) = (0, 0) = Mt

0 
est mi point de rebroussement de second espece. 

5) Pour F(t) = (x(t),y(t)) ou x(t) = sin2 t, y(t) = 1 - cost et t0 = 0, on utilise 
les derivees comme amnt, ou on passe par les de11eloppements limites au voisinage. de 
t 0 = 0: 

{ 
x(t} = sin2 t = t1· -· ~ + o(t5

) 
2' • 

· y(t) = l - cost== ½f - h + o(t5
) 

On en deduit que F'(0) = (0,0), Fi2)(0) (2,1), 
pc3>(0) = (o, O), F<'l(o) = c-s, -1),. • • 
On a F"(O) f (0, 0) done p = 2 {pair), 

ensuite det(F<2l(O), p(4l(O)) I ~ =i I= 6, les vecteurs F(2)(0) et p(4l(O) fomient 

·une famille libre et done q 4 (pair). 
Ainsi !es entiers caracteri:tiques de t,, 0 sont p = 2 (pair) et q 4 (pair). 
Par suite F(O) (0, 0) est un point de rebroussemen.t de deuxieme espece. 

6} Pour F(t) = (x(t),y(t)) 011 x(t) = (t2 - 2t + lnt)z, y(t) = t4 4t3 + 9t2 lOt et 
t0 = l, on 1ttilise le.9 derillees com.me precedemment, ou on passe par les dl!veloppe• 
ments limites au voismage de t0 ""' 1 : 
Posons s = t t0 · t-1 (et done t = s + 1 et sit E V(t0 ) a!ors 8 E V(0)). D'ou 

{ 
x(t) = (t2 - 2t + lnt)2 = ((s + 1)2 2(-5 + 1) + ln(s + 1))

2 

y(t) = (s + 1)4 4(s + 1)3 + 9(.s + 1)2 - 10(s + 1) 

{ 
x(t) 1 - 2/l + ½s3 + Hs4 + o(.s4

) = 1 2(t 1) + ½(t - 1)3 + H(t - 1)4 + a((t-1)4) 
y(t) = -4 3s2 + s4 + o(s4 ) = -4 + 3(t-1)2 + (t,..· 1)4 o((t 1)4) 

Sachant que 
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F(t) = F(l) + (t - l)F(1l(l) + (t ~!l)
2 
p(2l(l) + (t ~?i p(3l(1) + .\! ~/)4 

F(4)(1) 

+ (o((t - 1)4 ), o((t -1)4
)) 

On en deduit que 
F(l) = (l,-4J, p(I)(r) = (-2,0), p(2l(1) = (0,6), p(3l(l)"" (2,0), 
p(4l(1) = (34, 24). 
On a p(l)(l) f. (0,0} done p = l (impair}. 
En.mite on a det(F(1)(1),F(2l(1)) = -12 =f 0, done q = 2 {pair). 
Par suite F(l) = (1, -4) est un point ordinaire (o·u de concavite). 

Solution 8.8. : 
1} Pour la courbe parametree definie par F(t) = (x(t),y(t)) 
ou x(t) = 1: 1 et y(t) = 1~ 1 on a: 
D" =JO, l[U]l, +oo[ et Dy =] - oo, I!U}l, +oo[ done Dp = D,: n Dy =]0, l[U]l, +oo[. 
Les limites aux born.es sont donnees par : 
Quand t-+0 

{ 

lim x(t) = lim ft = O 
1--tO+ t➔O+ n . 
l.im y(t) = 0 

t-.o+ 
Par suite on n'a pas de bmnche infinie, le point (0, 0) est un point de convergence de 
la courbe. 

Quandt-+ 1 

·- { lim x(t) = -co 
1 .... 1,-

lim y(t) = -co 
t--tl - • 

. y(t) . Int ln(l + s) 
On est amene a chercher hm -( ·. = Inn t--

1 
= lim (1 + s)---'---'- = 1;::;; a 

t➔ J- X t) t-.1- t- s--to- s 
et l'on a er.suite par des developpements limites 

lim (y(t) - ax(t)) = lim (1~1 - 1:i) = Jim (<•+1)2 - I s(l++1 }) 
t--tl- t➔l- .:i--tO- s n s 

= lim ((•+1
)
2 

- j±l ) = Jim ! (s2 + 2s + 1 - 1- ~s -~s2 + o(s2)) 
s-.o- • s-',+o(s') s ➔O- S 2 4 

= lim (½+¼s+o(s))=½-
s➔O ..... 

On en deduit alors que la droite d'eguation D2 y =ax+½ = x + ! est 11.ne asymp-
tote oblique a la courbe. 

{ 

lim x(t) = +oo 
Et de ml!me t--tli 

1 + (t) 
my = +oo 

t➔J+ 

On est amene a chercher lim y((t)) = lim t~ = lim (1 + s) ln(l + s) = 1 = a' 
t--.1+ X t t-+1+ t-1 s---,O+ s 

et l'on a ensuite par des developpements limites 

lim (y(t) - ax(t)) = lim (/1 - 1i1) = lim ((•~l)' - in'(r.;s)) 
t--+1+ t--+1+ s➔O+ 

= lim ((•+1l
2 

- £±1 ) = lim ! (s2 + 2s + I - 1- ~
2

s ~
4
s2 + o(s2 )) 

s➔O+ 8 •-'\r-+o(s2 ) s➔O+ S 

= lim (½+¼s+o(a))=½-
s-.o+ 

On en deduit alars que la droite d'equation D2 : y = ax+½ = x + ½ e.~t une asymp­
tote oblique a la courbe. 
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Quandt~ +oo 

{ 

lim x(t) = lim -1t
1 

= +oo 
t--t+oo t--t+oo n 

lim y(t) = Jim /\ = +oo 
t-t+oo t-++oo ~ 

ensuite lim 1,1{12(! = lim r1-1 lnt = +oo. t➔+oc;i i(t) t➔+oo ,_ 

On en deduit que la co'!,!rbe a ·une branche pamboliqv.e dans la direction Gt. 
2) Pour la courbe parametree definie par F(t) = (x(t),y(t)) 
ou x(t) = ~ = (t-1J\1+1) et y(t) = t'-~1+2 = (1-1{(t-2) on a : 
Dx =I - oo, -l[U] - 1, l[U]l, +oo[ et Dy=] - oo, l[U]l, 2[U]2, +oo[ 
done Dp = D., n Dy=) - oo, -I[uj - I, l[U]l, 2[U]2, +oo[. 
Les limites aux bornes sont donnees par : 
Quand t -+ -oo I 

{ 

lim x(t) = 0 
t➔-oo 

Jim y(t) = 0 
t--t-oo 

Done pas de bmnche infinie puisque ces limites sont finies. Le point (0, Q) ·est un point 
limite vers lequel converge la courbe. · · • 
Quandt -t -1 ' 

{ 

lim x(t) = -oo 
t➔-1-

lim y(t) = ! 
l--t-1- 6 

On a done la droite D1 

des x negatifs. 
Et de mi!me 

= +oo 

{ 

lim x(t) 

t;i:+ y(t) = l 
t-1--1+ 6 

On a done la droite D1 

des x positifs. 

Quandt-+ l 

{ 

lim x(t) = -oo 
t➔l-

lim y(t) = +ro 
t--tl -

1 
Y = 6 est tine asymptote horizontale a la courbe d'I!: cote 

1 
Y = 6 est une asymptote horizontale a la courbe du cote 

t l' ll.ill - !' t+l 2 • e 1_:.1?-- x(1) - t..1.1r- t(t-2) = -
et lim (y(t) + 2x(t)) = lim 3 3 . 

t--t1- t➔l- (t-2)(t+l) 2 
Par suite la droite Di : y = -2x - ~ est une asymptote oblique a la courbe du cote 
des x negatifs et y pas,itifs. 

On obtient de meme que la droite D1 : y = -2x - i est une asymptote oblique a la 
courbe du cote des x positifs et y negatifs pour t -+ 1 +. 
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Qv.and t -+ 2 

{ 
lim x(t) = ~ 

t-.2- 3 
lim y(t) = -oo 

t-+2-

0n a done la droite D2 
y negatifs. 
Et de me!me 

{ 
lim x(t) 

t-+2+ 
Urn y(t) 

t➔2+ 

On a done la droite D2 

y positifs. 

Quandt---+ +oo 

{ 

lim x(t) ""0 
t-1+00 

lim y(t) = 0 
l->+oo 

2 
x = - est une asymptote vertica/e a la. courbe du cote des 3 

2 
x = - est une atiymptote verticale a la courbe du oote des 3 

Done pas de Imm.eke infinie puisque ces limites sont finies. Le point (0, 0) est un point 
limite vers lequel con1.1erge la courbe. 

9) Pour la courbe parnmetree definie par F(t) = (x(t), y(t)) oft x(t) = c51~,~~
2

t) et 

( ) rr2t)" y t = 2 3-2t) on a : 

D~ =] oo, ½ (uJ½, J [U] ! , +oo! et D11 =] - oo, ! [u] ~, +oo[ 
done DF = D,, n Dy =I - oo, ½[uJ½, f[u]i,+oo[. 
Les limites aux bornes sont donnees par : 
Quand t ---+ -oo 

{ 
Jim x(t) = 1 

t-+-oo 

lim y(t) = +oo 
t➔ -oo 

Done la droite D1 ; x ""' 1 e11t une asymptote verticale ii la cour·be, du cote des y 
positifs. 

Quandt-+ i-

lim x(t) = +oo 1.-,½. 
lim y(t) = 1 

t-,1-
Donc lo. droite D2 : y = 1 est une asymptote horizontale d la cou.rbe, du cote des x 
positifs. 

Quand t - ½ + 

{ 

lim x(t) = -oo 
t-,½+ 

lim y(t) = 1 
t-+½+ 

Done lw droitf D2 : y = 1 est une asymptote horizontale d la courbe, du cote des x 
nt!f}atifs, 
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Quandt - ~ 

{ 

lin; x(t) -oo 
t--+if' 
lim y(t) = +oo 

H~-

y(t} . 1 2t 
et liro --:--- = hm --·- = -1 

H!- X\t) t-.f- 2 

lim (y(t) + x(t)) Hm (l + 2t)2 = -4. Hr t~,l- 2(1- 2t) . 
Done la droite D3 y '"' -x - 4 est une a..~ymptote oblique a la courbe (du r.:ote des 
x negatif s et des y posit~f.s). 

·i+ 
Qu.and t --+ ~ 

l lim-.-;(t) =+x 
t-+j+ 

lim y(t) = -xi 

Hf' 
. y(t) . 1 - 2t 

et hm -= hm --=-1 
t➔ J+ x(t} Hi+ 2 

r1..:..2t12 

lim (y(t) + x(t)) = liir+ ;(1·- ;t) == -4. 
l-4~"1' l-t2 

Done la drnite D3 : y = -:r: - 4 e5l une asymptote oblique a la COl.t'rbe (du cote des 
x positifs et des y_ negat·ifB). 

Quand t --+ +oo 

t➔+oo 

lim y(t) = -oo { 

lim. x(t) = 1 

f;➔ .J..O() I 

Done ·la droite D1 : x = l est 1.me a.~ym11tote verlicale d la courbe, du cote des y 
negatifs. 
Ainsi on a une idee sur ie8 brunches infinies de la courbe. Pou.r avoir les details sur 
leurs po1Jitions par rapport aw; asymptotes il faut etudier les signes de certaines dif­
ferences (telle que x(t) ~ l pour le demier cas). 

4) Pour la. courbe parametree de.finie par F(t) = (x(t),y(t)) 01), 

, ln(l + t) 
,'t(t) = lnlt2 

- 2tl = 1nltl + lnjt 21 et y(t1 =Int+ t 011 a: 

D"' =] oo, O[U]O, 2[U]2, +cd1., puisqu 'on doit avoir !t2 - 2tj f 0, 
et D11 =]0, +oo[ puisqu 'on doit 1woir t > 0 et t + 1 > 0. 
D'au DF = D:r; n Dy =]0, 2[U]2, +oo[. 
Les !imitee aux born.es sont donnees par : 
Quandt---. o+ 

{ 

Jim. ;i;(i) = -oo 
t-tO+ 

( ll·rri ln(l-+ t) = l) lirn y(t) = -oo t 
t➔O+ t-+Ol-

ln(l + t) 
. y(t) . lnt + --t- 1 + Int . Int 

et hm - = lun ---,--:-"-::c- = lim ---,--- = hm - = 1. 
t-+O+x(t) t➔o ... Jnt+lnlt 21 t--o 1 lnt+ln2 t➔o+lnt 
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ln(l + t) 
et ensuite lim (y(t) - x(t}) = Jim(---'----'-- - ln It- 21) = 1 ln2. 

t.-->o+ t-,o+ t 
Par suite la droite D1 : y = x + (1 - In 2) est une asymptote oblique a la courbe du 
cote des x negatifs et y negat-ifs. 

Quandt-+ 2-

t-,2-

{ 

lim x(t) = -oo 

lim y(t) = ln 2 + ln
2
3 

1--,2-

Done la droite D2 
cote des x ne.gatifs. 

ln3 
y = ln 2 + 2 est une asymptote horizontale a la co11,rbe, du 

Quandt-+ 2+ 

{ 

lim x(t) = -oo 
t--+2+ 

ln3 
lim y(t) = ln2 + -

2 t--t2+ 
ln3 

Done la droite D2 : y = In 2 + 2 est 1ine asymptote hor-izontale a la courbe, du 

cote des x ne.gatifs. 

Quand t -+ +oo 

{ 

Jim x(t) = +oo 
t-->+oo 

lim y(t) = +oo 
t-->+co 

ln(l + t) 
y(t) lnt + lnt l 

et lim - = Jim t = lim -- = -
t--t+oo x(t) t➔+ao ln t + ln It - 21 t➔+= 2 ln t 2 

ln(l + t) 1 1 
et lim (y(t) - ½x{t)) = Jim (lnt + ---'-----'- - - Int - - In 1t - 21) 

t--t+= t--t+oo t 2 2 

= lun In --
2 

= 0. 
t--t+oo t -
. ;;-r 

Par suite la droite d'equation y = ½x est une asymptote oblique a la courbe. 

~=:~::e :~9

~o~rbe F(t) = (x(t),y(t)) ou { x 
y 

_ 6t 

-~ 
= t~~l 

{a) D'abord DJ= Ill. 
On a F(-t) = (x(-t),y(-t)) = (-x(t),-y(t)) = -F(t). Done la courbe est syme­
trique par mpport au centre O = (0, 0). 
n suffit de l'etudier sur [O, +oo[. 
En plus on remarque que F(½) = (x(½},y(½)) = (y(t),x(t)). 
Ce qui signifie que la courbe est symetrique par rapport a la premiere bissect·rice. 
En faisant variert E]O, 1] on aura ,i E [1, +oo[. 
Par suite On choisit comme ensemble d'etude /'ensemble EF = [O, l]. 
On tmce la partie de la· courbe pour t E [0, 1] . On trace ensuite le symetrique de cette 
parlie par rapport a la premiere bissectrice. Et on complete la courbe en tra,;;ant le 
symetrique de ce qu 'on a obtenu par rapport au centre O. 
(b) x(t) et y(t) sont indefiniment derivables sur JR, done F(t) est de classe C00

• 
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{ 

x'(t) = 6(1 - 3t
4

) 

Etl'ona (l+t4
)

2 

'(t) = 6t
2
(3-t

4
) 

y (l+t4)2 

Ce qui donne (x'(t) = 0 et t E [O, 1],:,,:, t = ~), y'(t) ,f O sur (0, I]. 

(c) D'ou le tableau de variation · 
t 0 ~ 1 
x' + 0 -
y' + + 
X 0 /' '\, 
y 0 /' /' 
'' D ou le trace de la courbe parameti-ee : 

, , 
, 

,' 0 

, , 
, , 
,' 

, , 

En montant de O a_A {suivant lajleche) on obtientla partie dela courbe pourt E [O, 1]. 
On trace le symetn.que de cette partie par rapport a la premiere bissectrice pour avoir 
le trace pour t E [O, lj et t E [l, +oo(. . 
Et on termine en trar;ant le symetrique par mpport d O pour avoir toute la courbe 
pour t E JR. ·• 

2- Etude de la courbe F(t) = (x(t), y(t)) ou { x : t 2
~} 

y - t"-3!+2 
(a) D'abord Dp =] -- oo, -l[U)-1, l[U)l, 2[U)2, +oo[. 
On ne re:ri~rque ni symetrie, ni periodicite. On etudie, done, F sur D,p. . · , · 
(b) Les l1m1tes aux bornes et les brunches infinies ont ete etudies dans les exerci 
precedent.s. ces 

(c) x(t) et y(t) sont .des fractions rationne!les en t, done indefiniment derivables sur 
DF. Done F(t) de classe C00 sur Dp. 

( ~ 
Et l'o '( ) - - l + t '( ) - -2t+a n ax t - (t2 - 1)2 et y t - (t"-3t+2)". 

D'ou le tableau de variation : 
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l 

t -oo -1 1 3 2 +oo ':l 
x' - II - II - - -
y' + + I + 0 II -
X 0 \,-oo ll +oo \,-oo Ii +oo \,, i \, i \. 0 
11 0 )' i /'+oo II -oo? -4 \,-oo II +oo\, 0 

( d) Pour tracer la courbe, on troce d 'abord !es asymptotes qu 'on a deja etudiies dans 
leB exercices snr l'etude des branches infinie,, (voir precedemment), 
La courbe parametree auro !'allure suivante : 

La partie de la c.ourbe qui commence de (0, 0) et se dirige vers la gauche c'est pour 
t E] - oo,-1{. 
La par-tie de la r,0urbe qui commence de (D, D) et vers le haut c 'est pour t E]2, +oo[. 
La parlie de la courbe qui est au dessus c'est pour t E] - 1, l[. 
Et la par-tie de la courbe qu.i est au de11sous (en bas} c'est pour t E]l, 2[. 

{ 
x - 4sin(.!) 

3· Etude de la courbe F(t) = (x(t),y(t)) oil. -
3 

. (~) 
y = sm 3 

(a) D'abord x(t} et y(t) sont definies et continues sur JR, done DF = R. 
: , _ _ { :c(t+T) =4sin(t±301r)=4sin(1)=:t(t) 

.~n plus en prenant T - 5x3x21r - 301r, on a y(t + T) 3 sin( tt~") = 3sin(i) = y(t) 

li'(t) e8t done, periodwue de periode T = 301r. 
n sujjit done d'etudierF(t) oo intervalle de longuetir301r. 
RemanJUe (*) : 
Sachant que sin{,r x)""' -sin(x) et en ecrit1ant que 
x(a -t) = 4sin("6t) = 4sin(f !) = -4sin(l) si i est un multiple impair de 1r. 

De mtrne,pour y(t) si f est un multiple impair de 1f'. · 

Par S1iite avec a= 15,r ~ marche : F(151f - t) = -F(t). 
n 811./Jit done il'etudier F(t) sur U11 intervalle de longueur 151r. 
Comme F(--t)"" -F(t), la ccurbe l;.';Jt symetrique par rapport a l'origine O = (0,0). 
Par suite an choiiiit ccmme intervalk d'etude Ep = [O, 1;"J. 
On complete ensuite la courbe par symetrie par rapport d O = (0, O). 
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{ 
x1(t) = .1 cos(!) 

(b) x(t) et y(t) sont indefiniment derivables et '!/(t) = ~os( ½)5 

Et l'on a pour t E !O, 151rj : 
x'(t) = 0 ~ ½ ! + kir (k E 7.l} <;=;> t = 2:f, t "-'" 1

;"' out= 2t" 
Et pour t E [O, 15rr] : 
y1(t) = 0 ¢=:? ½ = f + kir (k E '.ll) ~ t = ~. t = 9;, t 1;", t 1

;"" out 
D'ou le tableau de variation suivant fait en utilisant la periodicite et l'impariti. on 
utilise la rema"lue (1) on 1wend seulement sa moitie : 

t 0 3,r 5,r 9,r 16,t ~ ~ 27,r 30,r 
') T ? ,, ? 

,, ....,, 
x' + + 0 - - 0 + + 0 - -

y' + 0 0 + 0 - 0 + + 0 -
X 0? a ? 4 \, /3 \, -4 /' f3 ? 4 \, O' \.0 
y O)' 3 \, 'Y \, -3 )' 3 \, -3 /' 'Y ? 3 \,0 

Ou a= 4sm3n/10, fJ = 4sm ir/10 et 1 = 3sm1r/6. 
On trace la parlie de la courbe correspondant a ce tableau saehant que lorsqu.e y' ( t) = 0 
et x'(t) -.cf O on a une tangente horizon.tale. et que lorsque y'(t) ::j, 0 et x'(t) 0 on a 
une tangente verticale. 
On trace emuite le symetrique par rapport a O. 
D'ou le trace de la co1irbe parnmetrte donnee. 

{ 

_ (1+2t)2 

4- Etude de !a courbe F(t) = (x(t), y(t)) oil xy - 2(3- 2tJ(1- 2t) 

=~ 
(a) D'abord DF oo, ½[uJ½, J[nj~, +oo[. 
(b) Les limites aux bomes (vbir exemices precedents) : 
lim F(t) = +oo) done x = ½ Mymptote verticale. 

t➔-oo 

lim F(t) ( +oo, ½) done y = ½ aaym:ptote horizontale. 
Hi-
lim F(t) = (-oo, ½) done y = ½ asymptote ho1'izontale. 

t➔½+ 

lim F(t)=(-oo,+oo), Jim *t=--1 et lim (y(t)-(-x(t))=-2 
1➔ j~ t➔ J- I t➔f-

donC y = -x 2 est 1.me asym.ptnte oblique. 
lim F(t) (-oo,+oo), lim ~ij -1 et lim (y(t)- (-x(t)),;, -2 

t➔ i- t->1!+ t➔ j+ . 
done y = -x - 2 est une asymptote oblique. 
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lim F(t) = (½, -oo} done x = ½ asymptote verticale. · 
t➔+oo 

(c) x(t) et y(t) sont des fractions rutionnelles done indefiniment derivables sur leurs 
ensembles de definitions. Et l'on;a : 
'( ) = 8(1 + 2t)(-6t + 5) et (x'(t) = 0 {::} t = 

X t. 4(3 - 2t)2{1 - 2t)2 out=f). 

'(t) 8(1 + 2t)(-2t + 7) et (y'(t) = 0 ¢} t ~ OU t = 
y 16(3 - 2t)2 -

D 'oil le tableau de i,ariation suivant · 
t l 1 -oo -2 ,; 

x' - 0 + ll 
y' - 0 + 
X ~ '\, 0 )' +ooli -co 
y +oo \, 0 )' ¼ 

, 
Ce qui nous donne le trace suwant: 

/ 

/ 
/ 

/ 

D::.i~.,; , 
/ 

6 2 i; ? 

+ 0 II 
+ + Ii 
)' -4 '\, -oo!I +oo 
? t /· +ooll-oo 

/'"' oi 1 

' ' ' ' 
' -,: ,., 
l \~ D': y=,,ir:-i 
: " .. , 
' ', 
: B ··-.. 

:-~· : ',\ . ', 

i 

+ 0 
'\, ! 

R 

? -4 

( ) () , ·{x(t) =4cos2t 
5- Etude de la courbe F(t) .x(t , Y t ) ou y(t) = 2sin2t- 2sint 

+oo 
-
-
\, ½ 
'\, -00 

{a) x(t) et y(t) sont definies sur JR, done ['ensemble de definition de F(t) est Dp"" Ill. 
x(t) et y(t) sont pe-riodiques de periodes 21r, l'etude de F(t) sur l'intervalle [-1r, 1r] de 
longueur 271' fflffi,t. 
Comme F(-t) = (x(-t),y(-t)) (4cos(-2t),2sin(-2t) -2sin(-t)) 
= (4cos 2t, 2 sin 2t - 2sin t} = (x(t), -y(t)) 
La courbe est symt!trique par ropport a l'axe 
Par suite l'etude de F(t) sur l'inter11alle Ep = [O, nj suffit. 
(b) On a x(t) et y(t) sont indefiniment derivables et l'on a sur [O, 7r) : 
;i;'(t) "'-8sin2t et (:i:'(t) =-0 # sin2t O <=?t = O, t i out= 1r). 
y'(t) = 4cos2t-2cost = 8cos2 t-2coot-4 et (y1(t) 0 # cost i+p ou cost 

(c} D'ou le tableau de variation de F(t) pourt E [0,"lf}: 
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t 0 0-1 
,r 

°'2 'IT ? 
x/ 0 - 0 + + 0 
11 2 + 0 - -4 - 0 + 6 
X 4 \, X1 \, -4 ? X2 ,;,,. 4 
y 0 ? Y1 \, -2 \, Y2 /' 0 

On trace la. partie de la courbe pour t E {O, 1rJ en st,ivant le, indications de ce tableau, 
en faisant des calculs approches, sacha:nt qu'aux points (4, 0) (pour t ""'OJ, (-4 - 2) 
{pour t z.. V et (4, 0) {pcm.rt= 1r) on a des tangentes vertico.les (x' = 0 et')/ ,f 0) et 
sachant qu'aux points (x1,Y1) et (x2,Y2) on a des tcmgentes horizontales (y' = 0 et 
x' i OJ. On trace ensuite le symetriqv.e de cette pame de la courbe par rapport a o;t; 
de la boucle tmcie, pour avoir enfin le trace suivant : 

X 

.. 

Remarque: 
Lorsque t decrit [O, 1r] on a un seul point double c 'est ( 4, 0) = F( O} = F( 11:). 
Lorsque t decrit [-1r, 11:J on a un point triple c'eet (4, 0) = F(O) = F(11') = F(-i) et 
un point double {-2,0) = F(j) P(-J). 
Et lorsque t decrit ] - oo, +oo[ taus les points de la courbe parametree etudiee sont 
multiples {Ils sont atteints par une infinite de t). 
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6- Etude de la. courbe F(t) = (x(t}, y(t)) ou { x(t) = 
, y(t) ½ei 

(a) D'abord D,,, =Dy"" JR• et done DF =JR•. 
(b J Limites am homes : 
lim: x(t) = 4 et lim y(t) = lim le" = -co. 

t➔-ocf t➔-oo u➔O- u 

Done la droite·D1 : x = 4 est une asymptote verticale (du cote y ➔ -oo). 
Jim x(t) +oo et lim iJ(t) = lim ~ = O. 

t-+O- t-+O- u-+-oo " 
Done la droite D2 : y "" 0 est une asymptote horizontale. 
lim :i:(t) = 0 et lim y(t) =

1 
lim .I:.'.:= +oo. 

t-tO+ t➔O+ u-++oo u 
Done la droite Da : x = 0 flSt une asymptote verticale. 

lim x(t) 4 et Jim y(t) = lim !:'.'.. ""+oo. 
t-++oo t->+oo u->o+ " 
Done la droite D": x = 4 est une asympwte verticale (du cote y ➔ +oo). 
(c) x(t) et y(t) sont continues et indefiniment deriuables sur R•. Et l'on a : 

x'(t) ie-¼ et x'(t) f. 0 Vt Em:. 
y'(t)""(½ ¼)ei et(y'(t)=O~t=2). 
On en dl.duit qu'au point F(2) ·= ( -j., e) on a une tangente horizontale (y'(2) = 0 et 

x'(2) ¥ OJ. 
D' l abl d o). et eau e tJariation suivant : 

t -oo 0 2 +oo 
x' + II + + 
y + II - 0 + 
X 4 )" +oo II 0 )" +. )" 4 

y -oo )" 0 II +oo "" 
e )" +oo 

Et par suite on obtient le troct! de la rourbe ttti.diee suivant : 

\j_ 

0 

Solution 8.10. : 
{a) L'ensemble de definition de l'astrotde d'equations x = t et y = sin3 t est evi-
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demment Dp = JR. 
Les fonctions x(t) et y(t) sont periodiquR..I! de periode 21r. ll suffit de faire l'etude sur 
l'intervalle [-n, irj . 
Comme x(-t) = x(t) et y(-t) -y(t) la c.ourbe est symitrique par rapport a l'axe 
"=-t 
Ox et on reduit l'etude sur [O, 'lfj. 
En plU$ on a x(1r t) (cos(1r - t))3 = (-cost)3 = cos3 t = -x(t) 
et y(r. - t) (sin(1r - t))3 ~ (sint) 3 = y(t) -4 

la courbe est $'/lffietf'ique par mpport a l'axe Oy et on reduit l'etude sur [O, fJ. 
Ceci car: t E rn,1r) {=::} (1r - t) E [O, H 
(b) x(t) et y(t) sont indefiniment derivables sur [O, !] et l'lm a pour t E [0, ~] : 
x'(t) = -3sint cos2 t et (x'(t) = 0 {=::} t O out f }. 
y'(t) = 3costsin2 t et (y'(t) = 0 {=;-- t = 0 01L t = ½). 
Ort . deduit le tableau de variation suiltant : 

t o 71" I 

0 0 
y' 0 + 0 
X J Q 

yO)"l 
n calcule ensuite : 

lim y{t)-y(O) lim y'(t) = lim 3costsin
2

t = litn -sint = O, 
t->O+x(t) x(O) 1-,o+x'(t) t➔0+-3sintcos2 t t-,o+ cost 
par .,uite on a tme t.angente horizontale o,u point (1,0). 
Et l'on a 

l·im y(t) y(O)= lim y'(t) ___ lim 3costsin2 t =. -sint __ -.. hm -- = -oo, 
t➔f-X(t)-x(O) t-trz'(t) H1_g -3sintcos2 t HJ- cost 
par suite. on a une tangente verticale au point (0, 1). 
On trace done le premier quart, on mjoute son symef:rique par rapport a l'axe des x, 
son symetrique par rapport a l'axe des y et son symetrique par rapport au centre 0. 
Ce qui donne le troce suivant : 

a 

C A 
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A partir de ce tmce on remarque que les qv,atre aommets de cette courbe sont des points 
de rebroussement de premiere espece, 

Solution 8.11. : 
Etv.de de la courbe pammetree F(t) definie par 1· = t-~in t et y = 1 - cost : 
(a) Dp = lR. 
(b) On remmvue que 
y(t + 21r) = y(t) et x(t + 21r) = (t+2n)-~in(t+2rr) = (t-~int) + 7r = x(t) + Jr. 

Ce qui signifie que le point; F(t + 21r) est obtenu en translatant le point F(t) d'une 
translation de vecteur -J = ( 1r, 0) ( translation horizontale). 
Il suffit done d'etudier la courbe sur un intervalle de longue·ur 271", par exemple [-1r, 1r], 
En plus on a x(-t) = -x(t) et y(-t) = y(t). Done la courbe est syrnetrique par rap­

port a /'axe at. 
On choisit done camme intervalle d'etude EF = [O, 1r]. 
(c) x(t) et y(t) sont continueB et indefiniment derivables et l'on a pour t E [0,-ir] : 
x'(t) = 1-~0

•
t et (x'(t) = 0 ¢a> cost= 1 # t = 0). 

y1(t) = sint et (y1(t) = 0 # sint = 0 # t = 0 out= 1r). 
D'oiL le tableau d e variation suivant : 

t 0 Jf 

x' 0 + 1 
y' 0 + 0 
X 0 / ,r ,, 
y 0 / 2 

D'apres ce tableau on a-une tangente horizontale a.u point (}, 2) obtenu pour t = x, 
ceci cary1 (1r) = 0 et x'(Jr) # 0. · 
Et lim y(t) - y(O) = lirn y'(t) = lim y"(t) = lim coS t = +oo, 

t--+O+ x(t) - x(O) 1➔0+ x'(t) H-O-i- x"(t) t➔O+ • 1~t 

done on a 1me tangente verticale au point (0, O) atteint p;ur t = 0. 
On trace la partie de la courbe pour t E [O, 1r] suivant le tableau ci-dessus. On rajoute 

le symetrique de cette partie de la courbe par rapport a l'axe at. On trace ensuite, de 
pad et d'autre, le translate de ce qu'on a obtenu. 
D'ou Le trace suivant: 

( 
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§olution 8.12. : 
'Pransforn1ation de certaines equations cartesiennes en coordonnees polaires : 

1. £'equation 2x - 2y-v'2 = 0, devient 
2pcosB - 2psin0 -v'2 = 0 
Ce qui nous permet d'exprimer p en fonction de 0. D'ou ['equation polaire 

v'2 · l 
p- ------

- 2 (cos0 - sin8) - 2cos(0 + ¼1) 

2. L 'equation 3x + y - 1 = O, devient 
3pcos8 + psin8 = 1 
D 'ou !'equation polaire 

1 
p= 3cos0+sin8 

3. L 'equation X = 3y2
' donne p cos e = 3p2 sin2 0. 

En s-implifiant par p (si rho f. 0) on obtient oos8 = 3psin2 0. 
D'ou /'equation polaire 

cos0 
p= 3sin2 0 

{le cas p:... 0 on le retrouve pour 0 = V· 
4. L 'equation 2xy = x - y devient 2p2 sin 0 cos 0 = p( cos 0 - sin B). 

En simplifiant par p (si rho f. O) on obtient 2psin0coa0 = cos0 - sin 0, 
D'ou !'equation polaire . 

cos0-sin0 
p = 2sin8cos8 

{le cas p = 0 on le retrouve pour 0 = 1 avec sinB = cosB'= f, ). 
5. L 'equation x(x + y) - 3y = 0 devient 

pcos0 (pcos B + psin0) - 3psin 0 = 0 
En simplifiant par p (sip f. 0) on obtient 

3sin0 3tan0 
p= =--;,=-----

cos0(cos0+sinB) -/2sin(0+ i) 

(le cas p = 0 on le retrouve pour 0 = 0). 

Solution 8.13. : .. 

1. En eliminant t dans les deu:r; equations x = t + 2 et y = 3 - 2t , on obtient 
2x + y = 7 et done 2pcos0 + psin0 = 7. 
D'ou l'equation polaire 

7 
P = 2cos0 + sinB 

2. En eliminant t dans !es equations x = 3t et y = t2 , on trouve 

y= Gf = ~
2

• 

211 



·• 

On remplaee ensuite pour avoir 9p sin 0 = p2 cos2 0. 
Et apres simplificatiori par p # 0, on obtient 

9sin0 
p = cos2 0 

{le eas p = 0 on le retrouve pour 8 = OJ. 

!J. En eliminant t dans les equations x = l - t et y = t - ½ , 
x 2 - 2x 

on trouve t = 1 - x et done y = (1 - x) - -1
1 = ---
-:r 1-x 

Ensuite y(l - x) = x2 
- 2x, puis x2 + xy = 2x + y. 

Ce qui donne p2 cos2 0 + p2 cos O sin O = 2p cos() + p sin 0 
D' , 2cos8+sin0 

ou p = cos2 0 + cos B•sin8 · 

Solution 8.14. : 

1 L ', t. l '"' 't . equ.a ion p = 0 ( 6 • 8 ) • 2 0 , s .,en 
cos 2 cos 2 +sm 2 -sm 2 

1 1 

P = (cos2 ! - sin2 !) +cos! sin i = cos8 + ½ sin0 
Et done pcos8 + ½psinO = L 
D'ou /'equation cartesienne qui est celle d'une droite 

1 
2. £'equation p 

cos~ (3cos ~-2sin!)- ! 
donne 

1 2 
p- -

- ~(cos0 + 1) -sin0 - ! - 3cos8- 2sin0 
et done 3pcos0-2psin0 = 2. 
D 'au I 'equation cartesienne 

3x-2y=2 

, . cosO-sinO ,, _ 
!J. L equation p = 

3 
e . O s eC1"1.t 

cos sm 
3µ2 cos0sin8 = p(cosO- sin0). 
D'ou l'equation cartesienne 

3xy=x-y 

. 5tan0 , . 4. L'equation p = 
0 

. 
0 

s'ecnt 
cos +sm 

p(cos0 + sin0) = pcos0 + psinO = 5tan0 
D 'ou l' equation cartesienne 

S,Qlution 8.15. : 

x+y= 5!!._ 
X 

1) Etude de la courbe d'equation polaire p = ¼0 : 
a) L'ensemble de definition est Dp = IR. 

1 . 

b) p(-0) = ¼ ( -0) = -p( 0), p( 0) est impaire, done la cmirbe est symetrique par mp­
~ 

port a l'axe Oy, 
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fl suffit d'etudier p(0) sur DE = IR+ et de tmcer la p~ie de la courbe pour ffi.+ et 

de rnjouter le symetrique de cette partie par rapport d Oy • 
c) p(O) est continue, inde.finiment derivable sur Ill et p' = ! -
D 'ou le tableau de variation 

0 0 +oo 
p' + 
p O )' +oo . 

Ce qui donne le trace suivant : a gauche la partie de la courbe pour 0 E [O, +oo[ et a 
droite toute la courbe pour O E JR : 

En general, on obtient la meme allure pour les courbes definies par p = a0 (ou a est 
une constante dans Ill). 
2) Etude de la courbe d'equation polaire p = f60 2 

: 

a} L'ensemble de definition est Dp = ill,. 
b} On a p(-8) = p(0), p(0) est paire, ~ 

Done la courbe est symetrique par rapport a l'axe Ox. 
n suffit done d'etudier p(0) sur De= lR+ et de tracer la p.:::,ie de la courbe pour IR+ 
et de mjouter le symetrique de eette partie par rapport a Ox. 
e) p(O) est continue, indefiniment derivable sur rn. et p' = ½0. 
D'o · le tableau de variation 

0 0 +oo 
p' + 
p O )' +oo • 

Ce qui donne le tmce suivant : 
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3) Etude de la courbe d'equation polaire p = 
82 

+ lO ; 
+ 

a) L'ensemble de definition est Dp """JR. 
b) On a p( -0} = p( 0), p( B) est paire. 

-:-+ 
Dtmc la courbe est symetrique par rapport a l'a:i;e Ox. 
fl /11.tffit done d'etudier p(B) sur DE= lR+ et de tracer la partfo de la courbe pour 1R+ 
et de rajouter le .symetrique de cette portie par rapport a oi. 

380 
c) p(B) est continue, indefiniment derivable sur DE et p' = 

(2(/2 + 1)2 • 

D'o i le tableau de variation 
(J O +oo 
p' 
p 10 '\, 1/2 

Ce qui dorme le trace sufoant : 

4) Etv.de de la courbe d'equation polo.ire p = sin30 : 
a) L'ensemble de definition est Dp = JR. 
b) Onap(B+l)=sin(38+211-) sin38""p(O). Laperiode estT 2,r 

s· 
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fl suffit d'etudier p(O) sur un intervalie de longueur 4f. 
En plus, on a p(-0) = -p(0), p(B) est impaire. Done la courbe est symetrique par 

rapport a l'axe Oii. 
II suffit de l'etudier t1ur un intervalle de longueur ! . 
Et en plus p(-J B) = sin(3(j - 0)) = sin(7l" - 30} = sin36 = p(8). 
Ce qui signifie que la courbe est symetrique par rapport a la. droite t:. d'equation 

I 11' . 

~ i=6 · · 
Il s'I.IJfit done de faire l'etude sur· un intervalle de longueur i et de tracer la partie de 
la courbe pour De = [O, if] et de rojouter le symetriqu.e de cette partie par rapport a 
la droite 6., ensuite mjouter le symetriqu,e de ce qu'on a obtenu par rapport a Di; et 
par rapport a la d'roite t:.. 
c) p(B) est continue, indefiniment derivable sur .IR et p1 =: 3cos30. 
Comme p'(0) = 0 sur [O, {] equivaut a 30 = J et done a 8 = J, le vecteur tangent 

au point M,, dr!term:ine par 8"" i et p(j) = 1 est orthogonal au vecteur OM (voir 
dessin). 
Comme p'(O) = 3, p(O) = 0 et~ 0 la tangente est horfaontale au point 0(0,0) 
(determine par p = 0 et fJ = OJ, 
D'ou le tableau variation 

(j O 2! 

p1 3 + 0 
p O l" 
e qui donne le troce suivant : 

5) Etude de la courbe d'equation polaire p = 1 + 2cos0 : 
a) L'ensemble de definition est Dp = .IR. 
b) On a p{0 + 211') p(O). La periode eat T = 27!". 
11 suffit d'etudier p(0) sur un interualle de longueur 21r. 
En plus, on a p(-B) = p(fJ), p(0) est pa.ire. Done la courbe est symetriqu.e par rapport 

a l'axe 61. 
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fl suffit de l'etudier sur l'intervalle [O, rr] de longueur rr et de tmcer la partie de la 
courbe pour DE = (0, rr] et de rojouter le symetrique de cette pa:rtie par mpport a O:f. 
c) p(0) est continue, indefiniment derivable sur JR et p' = -2sin0. 
Comme rf(0) = 0 sur [O, rr] e~ivaut d 0 = 0 ou (} = 11', le vecteur tangent au point M

0 

determine par(}= 0 et p(O) = 3 est orthogonal au vecteur OM~ et le vecteur tangent 
~ au point M1 determine par() = 11' et p(O) = -1 est orthogonal au vecteur OM1 (voir 

dessin). 
D'o~ le tableau de variation 

() 0 ~ 7r 

p1 0 - 0 
p 3 '\, 0 '\, -1 

Ce qui donne le trace suivant : 

M. 

6) Etude de la eourbe d'equation polaire p = 
8 

1 
30 cos + cos 

a) On sait que 
cos30 = cos 20 cos0 - sin 20sin 0 = (2cos2 0 - 1) cos0 - 2 cos 0sin2 0 
et done cos 0 + cos 38 = 2 cos2 0 cos 0 - 2 cos 0 sin2 (J = 2 cos 0( cos2 0 - sin2 0) 
= 2cos0coa20 

Par suite p(0) = 
20080

1

00620 
A insi p( (} + 21r) = p( 0), p( 0) est periodique de periode 21r. On reduit l 'intervalle d 'etude 
d un intervalle de longueur 21r 

En plus p(0 + 1r) = 1 1 = -p(O). On reduit 
2 cos(O + 1r) cos(W + 21r) 2 cos 0 cos 29 

done Vintervalle d 'etude d un intervalle de longueur 1r par exemple [ -~, J]. 
En ;1lus, on a p(,--8) = p(8), p(0) est paire. Done la cour/Je est symetrique par rapport 

.,,.+ .. 
d l'axe Ox. • 
fl suffii de l.'eiu_dier sur l'intervalle [D, H 
b) Sur l'intervalle [O_, ~], p(O~ est definie si et seulement si cosOcos.20 #- 0. Ce qui 
equivaut a 0 f= 1 et 0 #- ¾ · 
£ 'ensemble d'etude est DE= [O, ¾!UJ¾, H 

) (0) t t . . d-</; . · t d" . bl D t , 2sinl/(6coa' 11-1) c p es con inue, in "J'n1men t:ri.va e sw E e p = 4 co•• 11 cos2 29 • 

Comme p1(0) = 0 sur [O,¾(UJi,½[ equivaut a O = 0 ou. 0 = 01 (avec cos01 = 4"), 
le vecteur 'tangent au point M0 determine par 0 = 0 et p(O) = ½ est orthogonal au 
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vecteur OM0 et le vecteur tangent au point Aft determine par O = 01 
est orthogonal au vecteur Ol\f1 (voir dessin). 
D'au le tableau de variation 

0 0 ; ~ % 
p'O+ I! + 0 II 
p ½ /' +oo II -oo /' - 1.s "\. -oo II . 

Ce qui donne le trace suivant qu'on a complete par symetrie : 

7) Etude de la courbe d 'equation polai-re p = 3 - cos 60 : 
a} L'en,,emble de definition est Dp = R. 
b) On a p(0 + f) = 3 - cos(60 + 2,r) = p(8). La periode est T = f. 
fl suffit d'etudier p(0) sur un intervaUe de longueur i, par exemple [-f, -if]. 
En plus, on a p(-0) = p(0), p(O) est paire. Done la courbe est symetrique par rapport 
a l'axe ch et il suffit de prendre comme ensemble d'etude DE= [O, H 
c) p(0) est continue, indefiniment derivable sur De et p' = 6sin60. 
Com me p' ( B) = O sur [O, i] equivaut a 0 = i ou 0 = 0 et done le vecteu,· ~ent 

au point M1 determine par 0 = i et p(-V = 4 est orthogonal au ve,cteur OM1 e.l. 
le vecteur tangent au point M0 determine par 0 "" 0 et p(O) = 2 est orthogonal ati 
vecteur OM~ (voir dessin). 
D'au le tableau de variation 

0 0 ¾ ,. 
p' 0 + 0 
p2)"4 

Ce qui donne le trace :mivant, inscrit dans un cercle de rayon R = 4 : 
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2cos8sin0 
8) Etude de la co'U,rbe d'equation potaire P cosB + cos'.20 

D'abord on sait que cos a+ cosb = 2cos(~)cos(";b), Ce qui nous perm.et d'ecrire 
que 

2cos6sin0 coa0sin0 
p= 2cosMlcos! = cosMcosl· 

2 2 2 • 

a) On a p( 6 + 211') = p( B), il suffit done def ai,re l 'etude aur un interval le de longueur 
2?r. 
En plus on a p(-0) 

-:::-+ 
rapport d /'axe Or,. 

-p(0), p(O) est impaire. Done la courbe eiit svm,ttrique par 

n suffit de l'etudier sur un fotervalle de longueur 1r, par e:remple [O, 1r]. 
Le dencminateur cos f cos { est nul sur cet intervalle lorsque B 'If ou 0 = J. 
L'interoalle d'etude sero done DE= [O, J[u]J, 1r!-
c} p(0) est continue, indefiniment derivable sur De et p1 

positif sur D g. 

d) D'oii, le tableau de variation 
8 0 ~ ~ rr I 
P + II + + II' 
p O )' +oo II -ao )' 0 ,.l' +oo I 

e) On a lim p(O) = +oo, done une bronche infinie. 
O➔f-

Gomme lim 'Ji. = lim tan 0 = v'3 
O➔f- "' 9➔f-

. ( r,; ) 
1
. sin 20(sin 0 - y'3 cos 0) 

et lun y- v3x = 1m 
e-,t- O--+f- cos20 + cos0 

2(1+cos3 0) -"'------"-- toujours 
(cos0 + cos 29)2 

(siu 0 v'3 cos 0) v3 ( cos 8 + v13 sin 0) 
=sin lim = -

e...,i- cos20+cos0 2 --2sinW sin8 
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1/2 + v'3,v3/2 2 
- 2.\/'3/2+\/'3/2=-3· 
Ce ca.lcul est fait en passant par la regle de l'Hopital. 
Ainsi la droite D1 : y = .13:i: - i est une asymptote oblique a la coii,rbe lorsque 
8 ➔ j ~ (avec p ➔ +oo, x et y tende:nt to·us les deuz vera +oo), 

De m~me, D1 est asymptote a la courbe lorsque (J ➔ 1+ (avec p ➔ -oo, x et y 
tendent tous les deux vers '-oo). . 

Et l ' 1· (") 1· 2 cos 20 2 cos 28 on a 1m p u 1m ------ = lim ------- = +oo 
6-,.,r- 11 .... ,..- -2sin20 sinO e...,..- -sin0(4cos9 + 1) ' 

done une bronche infinie. 
Oomme lim x""' lim p(0)cosfJ=:;;cos1r lim p(O)=-(+oo)=-oo, 

8➔1r- 9-4-'Jt'...,. 8➔1r-

et lim y lim p(D)sinO"" lim sin28sin0 = lim sin282sin~cos$ 
9--;,r- D➔rr- 9-,.,,- COS 6➔1<- 2<-'08 ¥COS£ 

""' fun sin 28 sin ~ r 2 cos 20 sin ~ + ½ cos £ sin 20 4 
11-,..- cos M = o!.1;;-- _,! sin M = 3 

2 2 2 
Ainsi la droite D2; y = ! est une asymptote horizontale a 'la courbe lvrsque 6 ➔ n··. 
Ge qui donne les deux traces suivants, le premier pour 0 E [O, J [U] i, 1r[ : 

et le deu.xieme c'est la, courbe entiere (en ajoutant le syrnetrique du premier morceau): 
. ' 

.. 
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A remar,r.ter qv.e : 
La branche a droite du premier de.,1Jin correspond a la partie de la courbe qv.and (J 

decrit [O, j[, la partie de la courbe a gauche corre,'>pond a la partie de la courbe quand 
0 decrit]l,1t[. 

9) Etwl,e de la courbe d'eqv.atfon po!aire p si~fJ 
26 

: 
1 + cos cos 

a) On a p(0 + 21r) = p(O), il sutfit done de faire l'etude s·ur un intervalle de longueur 
2,r. 
En plus on a p(-8) = -p(O), p(0) est impaire. Done la courbe est symetrique par 

~ 
mpport d i'a.-i;e Oy. 
Il suffit de l 'etudier sur tm intervalle de longueur 1r, par exemple [O, 1r]. 
Le deno,ninateur 1 + cos O cos 2/J est nt£l sur cet intervalle lorsque (} = 1r. 

L'intervalle d'etude sem done DE (0, ir{. 
b} p(O) est continue, indefiniment derivable sur De; 

, -4cos4 e + 6cos2 0 + cos 0 - 1 P(cos 0) 
et p = ---------- = --,.-----=-=-.. (1 + cos8cos20)2 (1 + cos0cos20)2 

Ou P(X) est le polyn6me P(X) = -4x4 + 6X2 + X 1. 
R·emaTl}Uon$ qu.e : 
P{cosO) = P(l)::, 2:> 0, P(cost) = P(O) = -1 < 0, 
done il existe 01.E]O, i[ tel que p1(81 ) = 0. 

P(cos !l = P(O) -1 < 0 et P(cos ,¥) P(-~) ~ > 0, 
done ii existe fl2 E )½, 3J[ tel qu.e p' ( 02) 0. 
En plw 011 a P(cos?T) = P(-1) = 0. 
Ainsi P(X} a trois racines differentes dans] - 1, 1[. 
Comme P(I) 2 et P(2) = -39 la quatrieme radne de P(X} appartient a ]l, 2{. 
c} D'ou le tableau de ·11ariation 

8 0 01 ~ 02 ¥ ir 

p'.+o o+ ll 
p O ? \, I \, ? +oo H 

d) On_ a 

li · (O) li sin(1f + h) li -sin(h) 
mp = m = m . 

e➔ ,,.- ,h-+o.- l+cos(,r+h)cos(2rr+2h) h-,o- l-cos(h)cos(2h) 
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-h+o(h2 ) • -l+o(h) 
- li · ::cc lnn ~---,- +oo, 
- h➔i- 1- (1 \=)(l 4n + o(h2 ) h➔O- ~ + o(h) 
ce qui signifie qu 'on a une branche infinie. . 
Comme lim x lim p(0)cos6=-oo(earp~+ooetcos(1r)=-l), 

8-,..-- 0➔1'-

-1 + o(h) . 
et liro y = lim p(0) sin 0 lim 51i .

1
) sm(ir + h) 

O➔r- {J-+,r ·• 1i-,o- •2 ·!· o( 1. 

lim -l+u(h}(-h+o(h))== ~ 
h➔O- 1 + a(h) 5 _ 

la droite D ; y = g est une asymptote horizontale a la courbe lorsque 0 ➔ 1r , 
Ce qui dcmne /.es deu.1J troces snivants. le premier pour· (I E [O, ?f[ : 

, 1 

--=···.·· i) ......... ; .. 
--~------¥---------

0 

et le deuxieme c 'est la cou.rbe entiere ( en ajoutant le symetrique du premier '!TWrce0;u) : 

0 

"' 
] 

10) Etude de ia co1irbe d'eqyation pola.ire p = 2cosB + . 
• sin 

l . , l 
a) On a: p(0 + ,1rr} = 2co8(0 + 41r) +sin~ = 2cos(0 + 41r,1 +sin(~+ 2ir) 

2 

1 = 2cosB+ -.-0 = p(O). 
sm 2 . 

Ainsi T "" 4rr est une pe1-wde de la cou.rbe. 
1 

En plw p(21r 0) = 2 cos(2ir -- 0) + , 12,,_ 01 
sm~ 
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1 
= 2 cos0 + --::-o = p(II). 

sm 2 
Par suite la courbe est symetrique pa,r rapport a la droite qui passe par O et qui fait 
un angl~ a:um:: l'aa:e ot Ce /[Ui s:ignifie que la courbe est symetrique par rapport 

a l'axe Ox. 
ll suffit done de prendre com me ensemble d 'etude un intervalle de longueur 21r. 
Gomme p n'est pa,s defini en 0, on choisit oomme ensemble d'etudeDs = f-,r, O[U]O, ,r]. 
b) p est continue et indefiniment derivable sur DE et 

1 cos~ {) () lcos!! 
rf(0) = -2sin0- -~ ""-4sin-cos- - ---2-

2 sin2 1!. 2 2 2 sin2 !l 
2 2 

= -l~ ! (8sin3 ~ + 1). 2 sin2 i 2 
Par suite p'(0) est nul lorsque (J = 1r, 0 ~ -1r ou 0 c) D'ou le tableau de 
variation suivant · 

8 -1f 
; 

0 7r -. 
p' 0 + 0 - I! - 0 
p -3 /' -1 \,-oo II +oo \, -1 

Comme on a: 

lim x= lim p(B)cos0= lim (2cos0+~)cos0 -oo 
ll➔O- 8➔0- H➔O- sm 2 

et lim y = Jim p(0)sin0 = lim (2cos(J + ~) 2cos J sin~ 
B➔O- B-+o- 0-.0- sm 2 

= lim (4oos8cos ~sin~+ 2cos £) = 2. 
· 9-,.0-
Pa.r suite la droite d'equation D: y = 2 est une asymptote horizontale a la courbe. 
e) Le trace de la courbe en suivant les indications du tableau est le auitJant : 

. 222 

8.4 Exercices supplementaires 

Exercice 8.16. : 
Tracer point par point les courbes pa,rametries da.ns les·cas su'ivants : 
1) F(t) =(~,~)out E [-2,2j. 
2) x(t) = ch t et y(t) = sh t out E [-2,2]. 
3) x = t+ 1 et y = t!1 QU t E [-6,-1.25[u}- 0.75,5]. 
4) x = t4 - t2 - 5 et y = t2 oii. t E [0, 2j. 

Exercice 8.17. : 
Dans chaque cas montrer que !'ensemble r des points M de coordonnees (x, y) dans 
un repere orthonorme et verifiant l'equation donnee peut <!tre pammetre et donner un 
exemple de parametrage : 

- ys-xs ""'o· 
- x3 

- 2y3 + x2 y + 4my ""' O. 
- xi -4yf = 1. 

Exercic~ 8.18. : 
Determiner l'ensemble de definition de chacune des courbes parametrees suivantes : 

F(t) = (x(t), y(t)) ai·ec { x(t) = ln ( :·\) . 
y(t) = arcsm t 

{ 
x{t) = sl~•1 

G(t) = (x(t),11(t)) auec y(t) = arcta.nt 

{ 
.x(t) = a.rgcht 

H(t) = (:r(t), y(t)) avec y(t) = argsht 

.fl;x:ercicJl 8.19. : 
Donner dans cha.cun des cas suivants l'ensemble de definition des courbes po.ra:metrees 
suivantes et preciser la periodicite, les symetries, les translations possibles et. preciser 
un ensemble d'etude de ces courbes : 

F(t) = (x(t), y(t)) avec { ;?g = !:: ~ 
G{t) = (x(t), y(t)) avec { x(t) ""'sint 

y(t) t-cost 

H(t)""' (x(t),y(t)) avec { x(t) = arcsint 
y(t~= a.rccoot 

K(t)-.,,, (x(t), y(t)) avec { ;gj: !:n:E( 2~) E(s) est la partie en.tiere des. 

Exercice 8.20. : 
Determiner les points doubles des courbes parametrees miuantes : 

F(t) = (x(t),y(t)) avec { x(t) = T¾r 
y(t) = ~ 

G(t) = (x(t), y( t)) avec { x(t) = ~ 
y(t) = t 11~4f+3 

{ 
x(t) = i/:r 

H(t) = (x(t),y(t}) avec • 
y(t) = t~I 
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,, 

K(t) = (x(t), y(t).) { 
x(t) = cos 2t avec . . , y(t) = sm2t- smt 

Exercice 8.21. : 
Faire une etude locale des courbes pammetrees 0,u voisinage de t0 dans les cas sui-
vants : 1 

I { x(t) - ~ F(t)=(x(t),y(t)) avec -t,t. 't 
y(t) = -~n et t 0 = 0 

G(t) = (x(t),y(t)) avec x{t) = 13 
{ 

sht-sint 

y(t) = v~':'.'t{l et t0 = 0 

{ 
x{t)= ~ 

H(t) = {x(t),y(t)) avec ( \ ti=.\ 
y t 1 = ..,.;;:;, et t0 = l 

E:x:ercice 8.22. : 
Determiner la nature du point M(t0 ) dans les cas swivants : 

- x(t) = t2 
- 2t, y(t) = t4 - 4t3 + 6t2 - 4t et t0 = 1. 

- x(t)=l+sint,y(t)=t-; ett,,=f 

- x(t) = (t-:+2
/, y(t) = (t

1
-:__~)• et to= 0. 

- x(t) = t2 - t + sin2 t, y(t) = l - cost - ½t2 + t3 et t0 = 0. 

Exercice 8.23. : 
!Jtudier les branches infinies des courbes parametrdes suiv_g,ntes : 

- x(t) = et-l - t et y(t) = t3 - 3t. 
t t2 

-x(t)=lntety(t)=t-l' · 

t3 t2 -2t 
- x(t) = (t _ l)(t + 2) et y(t) = t=T· 

t4 
- x(t) = In (t _ 2)2 et y(t) = t3 -6t2

. 

Exercice 8.24. : 
Construire les courbes pammetrees d'equations suivantes : 

t2 + 2 t2 + 2 
J, X = t2 + t + 1 et y = t2 - t + 3 

1 
2. x = tan t et y = sin t 

(tH)' (t - 2)2 
3. X = t+l et y = ~ 

4, x=cos2 t+lnsint et y=sintcost 
1 

5. x = - et y(t) = siu t 
cost 

6. x=cos4t+4cost et y(t}=sin3t 

Exercice 8.25. : 
Trans/ ormer les equations cartesiennes suivantes en coordonnees polaires : 

1. £'equation x2 - 2xy + 3y = 0. 
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2. La droite d'equation x + 3y + 2 = 0. 

3. L 'equation x 3 - y2 = O. 

4. L'equat'ion x 3 + y 3 = x 2 - y 2 + xy. 

5. L'equation x(x -y) - 3y3 = O 

Exercice 8.26. : 
Transformer les t!qua.tions pa:ra.metrees suivantes en coordonnees polo.ires : 

J. X = t + 2 y = 3 - t 

2. X""' tJ2 y = t 
3 !1: - 1 y - t2 . - Jj":j:rr - 7i'+fl' 

Exercice 8.27. : 
Transformer lcs equations suivantes en wordonnees cartesiennes : 

3cos0 
l. P = -,~2 - 2. p = tan ! 

Sill 8 

3 
tau2 0 

· p = cos0 - 5sin0 

Exercice 8.28. : 

cos3 0 ·~ sin3 B 
4. p=----­

cos2 0 sin2 e 

Construire les courbes d 'equations polaireH Buivantes : 
1 . 3 e 

1-p = e-8 + l 2-p = sm 3 

, . sin2 0cos0 
S-p=sm20(cos0+sm0) 4-p= 

0 cos2 
v'2 cos ! cos3 0 5-p = ___ ,,__ 6-p = --

1 + y'2 cos ! cos 30 
sin!!. 

7-p=v'3+tan!!.2 8-p= 2 

1-2cos6 
2cos0 -1 

9-p = ✓cos20 10 p - ----
- - 2cos 20 - 1 

• 
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8.5 Indications sur les exercices supplementaires 

~m!!!m... 8.16. : 
Dans chaque cas remplir le tableau suivant en calculant (x, y) pour chaque t donne. 
Puis positionner les points M(x, y) dans le repere. Joind,e ensuite ces points pour 
avoir la courbe. 
1) F(t) (~, ~)out E [-2, 2]. 

t -2 -{/7 -~6 q'5 \7'3 0 q'3 Q"5 -0'6 
X -8 -6.4 -4.95 -3.65 -1.56 0 1.56 3.65 4.95 
y -2 -3.5 -3 -2.5 -L5 0 1.5 2.5 3 

le paint E' D' C' B' A' 0 A B C 

2) x(t) ""ch t et y(t) = sh t out E [-2,i]. 
t -2 -1.81 -1.31 -0.88 0 0.88 1.31 1.81 2 
X 3.76 3.14 2 1.41 1 1.41 2 3.14 3.76 
y -3.62 -3 -1.72 -1 0 l 1.72 3 3.62 

le point D' G' 

3) X = t + 1 et y = 

B' A' H A 

out E [-6, -1.25!U] - 0.75, 5). 
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B C D 

{/7 2 
6.4 8 
3.5 4 
D E 

t -6 -5 -4 -3 -2 --LS -1.3 -1.25 
:r: -5 -4 -3 -2 -1 -0.5 -0.3 0.25 
y L2 1.25 1.33 L5 2 3 4 5 

le point --A B C D E F' G H 
t -0.75 -0.66 -0.5 0 1 2 3 4 5 
X 0.25 0.33 0.5 1 2 3 4 5 6 
y -3 -2 -1 () 0.5 0.66 0.75 0.8 0.83 

le point I J K L M N 0 p Q 

4) x: = t4 - t2 5 et y = t2 oil t E [O, 2]. 
t 0 0.7 1 1.27 1.41 1.51 1.6 1.67 1.73 1.84 1.9 2 
X -5 -5.25 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 3 5 1 
y 0 0.49 1 1.62 2 2.3 2.56 2.8 3 3.4 3.7 4 
le point A B C D E F G H I J K L 

Solution 8.17. : 

- Pour l'equatum 1f' - x& = 0, poser x t3 et 11 = t5 • 

- Pour x3 
- 2y3 + x 2y + 4.xy = O, poser y = tx et verifier que x = . 4t 

2t3-t-1 
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" - Pour :cf - 4yi = 1, po//cr y = t et verifier que x = ( 1 + 4ti) 2 • 

Ou ecrire 2yi "" sh t, t-;; qui donne x = ch 3t, puis y = !sh 3t. 

Solution 8.18. : 

Pour F(t) = (x(t), y(t)) <Wee 

Verifier que DF ::z [-1,0[. · 

Pour G(t)"" (x(t), y(t)) ave,J 

Verifier que Do = JR.♦• 

Pour H(t) (x(t),y(t)) avec 

Verifier que Da = [1, +oo!, 

Solution 8.19. : 

{ 
x(t) = In (t~l) 
y(t) "" arcsin t 

{ 
x(t) = •i~t 

y(t) = arcta.n t 

{ 
:i;(t) argcht 
y(t) = axgsht 

Pour F(t) = (x(t), y(t)) avec { x(t) = sin
5 2t 

y(t) = cos6 2t 
£'ensemble de definition Dp = IR, la periode de F(t) est r.. 

, F(-t) = (-x(t),y(t)) done la t!OOrbe est symet1'i.que par rapport a OiJ. 
F(t + ! ) = -F(t) done la cotwbe est symetrique par rapport au centre O. 
Prendre comme ensemble d'etude EF (0, J]. 

PourG(t)=(x(t),y(t)) avec { =~:j::i~~t 
L 1eWJemble de definition Do = JR. 
G(t + 271'-) = (x(t),y(t)) + (O, 21t). 
Prendre comme ensemble d'efade Ee= fO, 211]. 
'.lhmslater ensuite cette partie de la courbe par des translations de vecteurB multiples 
de tl = (0,2ri). 

Pour H{t) = (x(t), y(t)) avec { x((tt)) = arcsin tt 
y = a.rccos 

L'ensemble de definition-£t = [-1,lj et H(-t) = (-:r(t),y(t)), done la courbe est 
symetrique par rapport a Oy. 
Prendre comme ensemble d'etude Eu= [O, l]. 

Pour K(t) = (:i:(t),y(t)) 

{ 
x(t) = t-1rE( 2t,,,) 

avec y(t) = ta.nt E(s) est la partie entiere des. 

L 'ensemble de definition DK IR U {~ + kri}. 
kEZ',; 

K(t + 21t) = K(t) + ('ir, 0) prendre comme ensemble d'etude 
Er< = [ -'1r., =-t [U] - J, f [U] J, 71'] puts translater cette partie 
translations de vecteurs multiples de -:;J = (r.,0). 

Solution · 8.20 . . ;• . 

Pour F(t) =·(x(t), y(t)) avec { 
x(t) = ~ 
y(t) = ~ 
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de la courbe par de., 

remarquer que 

{ 
x(t) = x(s) =} y(t) = y{B) ~ t = s. 
y(t) = y(s) x(t) x(s) 

Done pas de points doubles. 

. { x{f) = ~ PourG(t)=(x(t),y(t)) avec (t) 7.,..5 
Y 1L11t+3 

utiliser la remarque de i'exerc'ic;e ( 4) 
a -1 -a- 2 . . 7 

Si (a, b) est un point double ,alors b = _
4

b 
1 

-3b + 
5 

et verifier que a= 16 et 

b = 7 
obtenu pour t 1 f t2 les deux racines de 7t2 - 16t - 39. 

\' = ,-t"=I 
{ 

~(t\ - t 
Pour H(t) = (x(t),y(t1 ) avec (tl = L 

'lJ I t-1 

utili.,er la meme 1'emarque de l'exe.rcice (4) 

Si (a b) est un ·point double a.lors ~ = - 1 = ~ et verifier que a = -1 et b = -1 
' . 1 -b b 

obtem;, pour t1 ,f. t2 les deux mcines de t2 + t - 1. 

{ 
x(t) = cos 2t 

Pour K(t) = (x(t),y(t)) avec (t) , 2t _ • t y sm. sm 
Remarquer qu.e K{t+ 271') = K(t) est periodique et done tous Les points sont multiples 
( atteint.s par une infinite de t). 
Si on restreint l't!tude a [O, 271'], 
pour t E {0,11'] verifier que x(t) x(s) avec sf t est eg-uivalente d s ""'t + 11 ou 
S = 271' t OU S = 1r - t. 
Et dam ce cas y(t) = y(s) donne t = 0 et s = '1r out = 7f et s 211' out = J et 
s"" 5;. 
Les points multiples sont : (1, 0) un point dottl>le et (-½, 0) un point triple. 

S 8,21. : 

{ 

(, e*-1 

Pour F(t)"" (x(t),y(t)) avec x(tt)J _ t•=·•in"t t t _ 
0 y -~ e o-

Faire des developpements lim.ites pout· t E V(0) : 
F(t) = (1, ½) + t( ½, 0) + fi(.!(½, -:ai) + (o(t2 ), o(i2)) 

en deduire que le point (1,}) est un point de concavite et trncer la partie de la cou1'11e 
au voisinage de ce point. 

{ 

( . sh t - sin t 
Pour G(t) = (x(t},y(t)) tlvec x t): t,,)! ... 

y(t) - ✓1+t1_ 1 et t0 - (I 

Faire des developpernents limites pour t E V(0) : 
G(t) = (0, 2) + t(½, ½) + l,t2 (0, -m + (o(t2),o{t2 )) . 

en deduire que le pQint (0, 2) est un point de concavite et tracer la. parfae de la courbe 
au voisinage de ce point. 

{ 

:i;/t) = ln_t__ 
Pour H(t) = (x(t),y(t)) avec (,) _ ~-:_\ t t _ 1 

yt -taii'.irt e o-
Faire des deve!oppement~ limites pour t E V{l) en po5ant u = t - 1 (t = u + l} : 
G(t) = (½, ¼) + (t-1)(-½, ;) + :h(t -1)2(!, -.tf)-t, (o(t2

), o(t2
)) 

en deduire que le point (0, 2) est un point de concavite et tracer la partie de la courbe 

229 



au voisinage de ce point. 

Solution 8.22. : 

-· x(t) t2 - 2t, y(t) t4 - 4t3 + 6t2 - 4t et t 0 = 1. 
Poser u = t- I et verifier que x = -1 + u2 -1 + (t-1)2 

ety=-l+u4 -l+(t-1)4 

F'(l) (0,0), F"(l) (2,0), F"'(l) = (O,O) et p(4l(l) (0,24) 
p 2 et q 4, le point F(l) = (-1,-1) est un point de rebroussement de 
deuxieme espece. 

x(t) 1 +sint, y(t) t- f et to= 
Po:ier u t ; et verifier que_ x = 
F 1(1)=(0,l) etF"(I) (-1,0). 
p =::l et q = 2, le point P(l) = (-1, 

~ - x(t) = y(t) = H et t0 O. 

+u2 = 2- + o(u2) et y 

est un point oniinaire. 

Verifier que x 4 + t2 t3 + o{t3 ) et y -4 t2 - t3 + o((') 
F'(O) = (O, 0), F"(O) (2, -2) et F 111(0) = (-6, -6) 
p 2 et q = 3, le point P(O) = {4, -4) est un point de i-ebroussement de 
premiere espece. 

x(t) = ti t + sin2 t, y(t),,, 1-cost !t2 + t3 et ti) D. 
Verifier· (JV,e x = -t + 2t2 + o(t3

) et y = t3 + o(t) 
F'(O) = (-1,0), F"(O) = (4,0) ""'-4F'(O), F"'(O) = (0,6) 
p = I et q = 3, le point F(O) = (0, 0) est un point d'inftexion. 

Solution 8.23. : 
Etude des branches infinie.s des courbes paro.metrees suivantes : 

- x(t) = et-l - t et y(t) ""t3 3t. 
DF =] - oo, +oo[, 
Quandt -t -oo 

y 
X ➔ +oo, y ➔ -00 et - -t -00 

. X --+ 
branche parabolique d'a.xe Oy du cote x -t +oo et y ➔ -=. 
Quandt ➔ +oo 
x ➔ +oo, y ➔ +oo et '!f_ -t 0 

X --+ 
bronche paraboliqu,e d'o:te Ox du. cote x ➔ +oo et y -t +oo. 

t t2 

- x(t) = lnt et y(t) tl 
Dp =]0, l{U]l, +oo[, 
Quandt ➔ 1-

y 
X ➔ -00, '!J -t -00, X -t 1 

et y-x ➔ ½ 
bmnclie irlflnie asymptote a la droite D : y = x + ½ du cote x ➔ --oo et 
y ➔ -oo. 
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Et de meme quand t ➔ x -t +oo, y -t +oo 
brnnche infinie asymptote a la droite D : y x + ½ du cote x ➔ +oo et 
y ➔ +co. 
Quandt ➔ +oo 

x -t +oo, y ➔ +oo, ! -t +oo 
X -:::-+ 

lmmche parabolique d'axe Oy du cote x -t +oo et y -t +oo. 

t3 t2 ~2t 
- x(t) (t _ l)(t + 2) et y(t) = _ 

Dp =] - oo, -2[Uj - 2, l[Ujl, +oo[ 
Quand t ➔ -oo 

y 
X -t -00, y -t ~·00, - -t 1 

X 
ety-x ➔ O 

branche infinie asymptote d la droite D: y = x du cote x -t -oo et y -t -oo. 
Quandt ➔ -r 
X --l- -00, y -t -! 
branche infinie asympt.ote a la droite d'equation y -{ du cote x ➔ -oo. 
Quandt -t -2+ 
x ➔ +co, y ➔ -f 
branche infinie asymptote a la droite d.'equation y = du cote x ➔ +oo. 
Quandt ➔ 1-

x -t -oo, y ➔ +oo, ¥. ➔ -3 et y + 3x ➔ I 
X 

branch.e ir,Jinie asymptote a la droite d 'equat-ion y = -~x + g du cote x ➔ -oo 
ety ➔ +co. 
Quand 1 ➔ 1+ 

x ➔ +oo, y -t -oo, ¥.. .. ,t -3 et y + 3x ·➔ § 
X 3 

bmnche infinie asymptote ii la droite d'equation y = -3x + I du cot? x -,➔ +oo 
et y-t •-oo. · 
Quandt ➔ +oo 
x ➔ +oo, y -➔ -oo, '!!. ➔ 1 et y - x ➔ 0 

X 
branche infinie asymptote a la droite d'equatian y = x du cote x ➔ +oo et, 
y ➔ +oo. 

t4 
- x(t) = In -- et y(t) = t3 - fif•. 

(t - 2)2 · · 
Dp - =, O[u]o, 21uJ2, +co~ 
Quandt ➔ -oo 

y 
x ➔- +oo y ➔ -oo et -· ➔ -oo 

' z 
IJranche parabolique d'a.xe Oi; du cote x -t +oo et y ➔ -oo. 
Quandt ➔ o± 
x ➔ -oo, y ➔ O 

la droite d'eqtmtion y = 0 eat asymptote a la courbe du cote x ➔ +oo.: 
Quandt ➔ 2± · • 
X ➔ +oo, y ➔ -16 
la droite d'equation y "-"' -16 est asymptote a la courbe du cote z ➔ +oo. 
Quandt ➔ +oo 
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x --~ +oo, 1J--+ +oo et !! --+ +oo 
X -:::4' 

branche parobolique d'a:ce Oy du cote x ➔ +oo et y--+ +oo. 

Solution 8.24. : Pour la construction de.s courbes parometrees st1ivre le plan d'etude 
propose dans le resume et essayer de fa ire le tmce le plus correctement possible. 
Gi-dessus le tmce de chaque courbe ; 

1} X = t2 + 2 et y = t2 + 2 
t2 +t+ 1 + 

1 
2) x=tant et y= sint 

.• 

3} X= 
(t - 2)2 

et y=--­
t-1 

( 
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L! '! . . " 

·······: T .... 
4) x=cos2 t+lnsint et y sin tcost 

" 
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5) x = - 1
- et y(t) = sint 

cost 

6} x = cos4t+ 4cost et y(t) = sin3t 

.. .. 

Solution 8.25. : 

1. En coordonnees polaires /'equation x 2 - 2xy + 3y = 0 de1rient 
6sin0 

p = 2 sin 20 - cos 0 - 1 · 
2. En coordonnees polaires l'equation :z; + 3y + 2 = 0 devieni 

-2 
p= cos0+3sin0' 

3. En coordonnees polaires l'eq·uation x 3 - y2 = O devient 
sin2 0 

p=cos3 0' 

4- En coordonnees polaires l'e.quation x 3 + y3 = x2 - y 2 + xy devient 
cos2 0 -sin2 0 + cos0 sin 0 

p= 
cos3 0 + sin3 0 

5. En coordonnees polaires i'equation x(x - y) - .'ly3 = 0 devient 
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cos 9{ cos 0 - sin 9) 
p = 3sin3 0 

Solution 8.26. : 
Les equations parametrees suivantes deviennent en coordonnees polaires : 

J. X = t + 2 y = 3 - t 
5 

dement p = 
0 

. 
0 cos +sm 

2. X = 1!2 y = t 
1 2 

devient x(y + 2) = y et ensuite p = --
0 

- -:--
0

. 
cos sm 

I t 2 

!J. X = 7i'+P y = ~ 
1 

donne 'Y_ = t 2 = tan0 et done pcos0 = x = 
X ✓1 +t2 

1 
p=--===· 

cos 0✓1 + tan 0 

Solution 8.27. : 
Transformation d 'eqiiation polaire en equation cartesienne : 
Utiliser: ~=tan 0, .x2 + y2 = p2 ... 

3cos0 3cos0 2 • 
1} p = -. -2 - devient psin0 = -. -

0
- et done y - 3x = 0. 

sm O sm 
2tan !l. 2 

'2) p = tan i donne sin 8 = ; 
9 

= -
1 

p 
2 l+tan- 2 +p 

passer par y = psin 0 pov.r avoir y + (x 2 + y2 )(y - 2) = O. 
tan2 0 

3) p - ----- devient 
- cos8- 5sin0 

p{cos 0 - 5 sin 0) = tan2 0, puis x3 - 5x2y - y2 = 0. 
cos3 0 - sin3 B . 

4) p = . 2 devient 
cos2 0 sm 0 

p4 cos2 0 sin2 0 = p3 cos3 0 - p3 sin3 0, puis x 3 - y3 - x2y2 = 0. 
I 

.. 
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1 . 
---;===, puis 
✓1 + tan0 



Solution 8.28. : 
Pour la construction des r:.ourbes d'equations polaires sui'ure le plan d'ttude propose. 
Ci-dessous leurs traces : 

1 
1-p = 

,. 

2-p = sin3 l 

.. 
. , . .. 
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3- p = sin 20( cos 8 + sin 0) 

ain2 0 cosO 
./-p = cos 20 

+•u: 

.. 

... ,,, 

.. 

237 



v'2cos! 
5-p"" 1 + v'2cos ~ 

6-p = cos3 0 
cos 

., 

) 
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7-p ==- v'3 + tan ~ 

8-p = 

.. ~1.$ _, 

''\~ 

"\ 
,, 

"' 
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9-p = v'cos28 

... 

JO-p = 2cos0- 1 
2cos20- l 

. .. 

,. 
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