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TD. N°1 : Tribus - Mesures Positives

1 Algébre et Tribus de parties d’un ensemble

Exercice 1

Enoncé :
Soit E un ensemble non vide et soit P(FE) la famille de toutes parties de E .
e Une famille M C P(E), est un A — systéme ou classe monotone, si :
i) Ee M.
it) Ae M, BEM et BCA= B\Ae M.
ZZZ) V(An)(nZI) cM, A, C An+1 Vn. Un>1 A, eM.

e Une famille C C'P(E) est appelée m —systéme si : VA€C,VBeC. ANBeC.

A) Veérifier que 'intersection de A — systéme est un A\ — systéme. Soit une famille A C P(E).
Le A — systeme M(A). intersection des A — systémes contenant A est, par définition, le
A — systéme engendré par M(A). Monter que M(A) est le plus petit A — systéme contenant .A.
B) Soit C un 7 — systéme sur E. On veut montrer que M(C) est un 7 — systéme sur F.
Pour tout A€ M(C), on pose

Ma={BeM(C):ANBeM(C)}

1) Montrer que si A €C alors C C Ma.

2) Montrer que pour tout A € M(C), la famille M4 est un X\ — systéme sur E.
3) Montrer que si A€ C, alors M(C) C M4.

4) Montrer que si B € M(C) alors C C Mp.

5) Montrer que pour tout B € M(C) on a M(C) C Mp.

6) Conclure que M(C) est un 7 — systéme sur E.

C) Montrer que si D C P(FE) est a la fois m — systéme et A — systéme, alors D est tribu.
D) Soit C un 7 — systéme de parties de E. Montrer que M(C) = 7(C). 7(C) étant la tribu
engendrée par C.

ccM
Rappel : = M(C)Cc M
M est A — systéme
Solution.
A)

e Soient (M;);es une famille de A — systéme . Posons

(YMi={ACE/Viel,Ac M;} =M
i€l
Alors :
i. Viel, M; est un A —systéme = Viel, Ee M; = Ec M.

ii. Soient A,Be MouBCA=Viel, B\Ae M, (car M; sont des \ —systémes)
= B\AeM.



C) On a:

ii.

1il.

Donc:
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ili. (An)n>1) CM, Ay C A1 = Viel, |J,s; An € M; ( car M; sont des
A —systemes) = |J, o, A€ M. B

Donc : 'intersection de A — systéme est un A — systéme.

Soit My le plus petit A — systéme engendrant par A, alors My C M(A), or
M(A) = MoN {\ —systémes contenant A}
Cela implique : M(A) C My, d’oa Myo=M(A).

. Soit AeC, on a

e BeC= BeM(C)
e ANBeC= ANBeM(C)
Alors : si AeC alors CC M 4.

. Ona:

i. Ee M(C) (M(C) est un A —systéme) et ANE=Aec M(C) = Eec M(A) .

ii. Soient By, Bo€ M4 ou By C By = B1NA,BsNAeM(C), comme M(C) est
un A — systéme, alors BoNA\BaNA € M(C) = B2\B1 € My.

ili. Soit (Bp)(n>1) C Ma ot Vn >1 B, C Byy1 = (AN By)m>1) C M(C) o
(AN B,) C (AN Byg1), comme |J, o, (ANB,)=AN (U, -, Bn) € M(C),
alors (|, Bn€ Ma. 4 -

Alors, la famille M 4 est un A — systéme sur E.

. D'aprés (B-1) AeC = M(C)C My, d’autre part : A€ M(C) est une famille de

A —systéme , alors : AeC = M(C) C Ma.

. Supposons que B € M(C). Soit C € M(C), alors BNC € M(C), donc C € Mp ou

Mp={DeM(C):BNDeM()} .

. D’aprés (B-4) : Be M(C) = C C Mp et d’aprés (B-2), Mp est un A — systéme sur

E, alors M(C) C Mp.

. D’apres (B-5) : VB € M(C), M(C) C Mg, donc : VA € M(C) = A € Mp =

ANBeM(C), dou M(C) est un 7 — systéme .

Remarque. Tout A — systéme engendré par m — systéme est un 7 — systéme.

. D est un \ —systéme = E € D.

VAeD, E€D et ACE, comme D est un )\ —systéme, alors A°=FE\A€D.

Soient A, B € D = A¢, B € D ( d’aprés ii, et que D est un m — systéme ), donc
A°NB¢eD = (A°N B°°=AUB € D, donc D est stable par réunion finie. Soit
maintenant (4,),>1 C D, on pose B,, = UZ;l A; pour tout n > 1, on obtient que
B, €D et B, C Bj4+1, cela implique que :

U Bo=U U A= 4ueD .

n>1 n>1i=1 n>1
D est Tribu.

D) Par définition de 7(C), on a 7(C) C M(C), d’autre part C C 7(C) et 7(C) est un A — systéme,
alors M(C) C 7(C), d’oa M(C)=7(C).
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Exercice 2

Enoncé :

Soit i et v deux mesures sur un espace mesurable (E, B). Soit C un © — systéme sur E.
On suppose que B est identique & la tribu engendrée par C (i.e. 7(C) = B). On suppose que
w(A)=v(A), VAeC.

1. On suppose que p(E)=v(E)<oo (ouque: E€C et pu(E) <oo ).
Montrer que u(A)=v(A), VAeB.
En déduire que 2 mesures de probabilités égales sur une algébre A. sont égales sur la
tribu 7(A) engendrée par A.
2. On suppose que p est sigma-finie sur C. c’est a dire qu'il existe une suite (Ey,)nen C C,
telle que E=J,, .y En et pu(En) <oo Vn€N. Vérifier que u(A)=v(A), VA€ B.

Rappels :
— A,BeCet p(A)<oo = u(B\A)=pu(B)— u(A).

n(@)=0
(An)(nel)CT(C) N(Lﬂ An):Z .“(An)

—  p est une mesure sur E <=

— pest o —finie sur C < :

Solution.
1. Posons :
M={AEB, u(A)=v(A)}
e Par 'hypothése on a : C C M, il reste de vérifier que M est un A — systéme :
i. Comme p(E)=v(E) et E€CCB, alors : E € M.
ii. Soient A, B € M telles que A C B. alors :

u(A) =v(A) u(B) = p(A) + p(B\A)
wB)=v(B) =
B= Al (B\4) v(B) =v(A)+v(B\A)
comme f(A) < p(F) < oo donc u(B\A) = u(B) — u(A) de méme pour v,
on obtient : pu(B\A) = u(B) — u(A)=v(B) —v(A)=v(B\A), or B\A € B,
d’ou B\A e M.

ili. Soit (An)(n>1)CM, Ay C A1 = VneN u(A,) =v(A,), donc :

M( U An)iﬁffmﬂ(fl )=, lim V(A (U A ) ,

)

neN nelN

comme (A)(n>1)CB = U,en An € B, alors |J A, eM.

neN

Donc : M est un A —systéme, cela implique que 7(C) C M, or C est un 7 — systéme,
alors : 7(C) =M, d’ou le résultat voulu.

e Soit u et ¥ deux mesures de probabilité égales sur une algébre A, alors :

wE)=v(E)=1<
et comme : A est algébre = A est 7 — systéme, donc d’aprés ce qui précéde :
wA)=v(A) VAer(A).
2. Soit : pn(A)=p(ANE,) et vy (A)=v(ANE,). Montrons que p, et v, sont des mesures sur C.
i pn(0) = p(@N Ey) = p(@)=0.
ii. Soit (Br)kern C7(C) ot BiNB;j=@ Vi j,

1a(8By) = (8B N By) = p(W(BiNE)) = w(BunEn) =3 pa(By).
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On déduit que p, et v, sont deux mesures sur C, avec
pn(E) = p(ENEp) = p(En) = v(En) = v(ENEy) = vn(E) <00
D’aprés question 1 , appliquant aux mesures pu, et v, , on obtient que :
un(A)=v,(A) VAEB.
Or:VAer(C), A=ANE= Un21 (ANE,),

u( U <AmEn>>
= 3 u((AnEL)

n>1

= Zﬂn(A)

n>1

= ZV,,,(A

n>1

= Y u((AnEY)

n>1

= y< U (AmEn)>

n>1

= v(A)

1(A)

Donc pu(A)=v(A), VAeB.

C est un 7w — systéme sur E

Conclusion : ¢ p(A)=v(A4), VAeC. = p(A)=v(A4),VAer(C) .

W(E)=v(E) < o

2 Mesures Positives

Exercice 3

Enoncé :
Soit p une mesure positive finie sur (R, Br) . Sa fonction de répartition est définie par:
F:R—R*", z— F(z)= p(] — oo, z])

1. Vérifier que F est croissante. Montrer que mesures finies ayant la méme fonction de
répartition sont égales.

2. Montrer que F est continue a droite en tout point de z € R. ( On admetira que, si f:]a,
b[— R est croissante, alors pour tout xo € |a,b| les limites a droite et a gauche existent et

que de plus : f(2g) =sUpa<a<a,f(x) et f(20) =info,cacuf(z) et f(zq) < f(z0) < f(27))

Montrer que lim,_, - F(2) =0, et que lim,;_, 4o F'(z) = p(R).

3. Vérifier que pour tout |a, b, u(]a,b]) = F(b) — F(a), et montrer que pour tout a € R, p(a)
est bien définit et que p(a)=F(a) — F(a™).

Montrer que les points aou F(a) — F(a™) >0 est un ensemble au plus dénombrable.
Montrer que I’ensemble des points discontinuité d’une fonction monotone f:IR — R est
finie ou dénombrable.
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Solution.
1.

Soient x,y € R tels que x < y, alors :
|00, 2] C |00, y] = u()]—00, 2] < p(]—00, y]) = F(z) < F(y)
d’ou f est croissante sur R.
Soient F ,, F,, deux fonctions de R dans R, telles que F,(z) = p(] — oo, z]) et

F,(z) = v(] — o0, z]). Posons Joo = {x € R/ ] — o0, z]), alors (d’aprés le cours)
Br =7(J) en plus J est m — systéme.

i. Supposons que F' ,=F},, alors :
VeeR, Fu(z)=F,(z)
VezeR, p(]—o0,z])=v(]—o0,x])
VAe T pu(A)=v(A)
ii. Soit (z,) une suite croissante de R, telle que lim,,_, ; o2y = +00, donc :
U ]—o00,zp]=R
n>1

cela implique :

w(R)= lim p(]—oo,zp))= lim v(]—o0,z,])=v(R)< o0

n—+oo n—+o0o
( (R) < oo : car les deux mesures p et v sont finies ).

Alors d’aprés conclusion d’Exercice 2, on obtient le résultat voulu.

Soit (8n)nen C RN décroissante et converge vers x , telle que Vn € N s, > 2. On
definit A, =]z, s,] pour tout n €N, il est claire que : Vn € N A, 11 C A,, alors :

p(An) = J\] =00, z])
(car : g est une mesure finie) = p(] — o0, sy,]) — p(] — 00, x])
= F(sp)—F(x)

,u(] — 00, Sn
1

alors :

li A,) = A,
ity - {1 4)

= p(]zo, zo])
= u(0)

Il
o

= lim F(s,)— F(z)

n—-+oo

Donc : lim,, 4 oo F(s,) = F(x0), ce qui prouve que F' est continue & droite en tout
point de x € R.

Soit (in)nen une suite de R croissante ot lim,,_, 1ot = +00. On définit la suite
d’ensembles (A, )nen C Br par @ A, =]—00, iy], pour tout n € N. Il est claire que

VneN A, C A,y et UneN A, =1, alors :
lim F(z) = lim F(in)
r— 400 n—+oo
= lim u(4,)
n—+oo

(car : (A,) est croissante) = u( U An> =u(R)
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e Soit (sy)nen une suite de R décroissante ot lim,,—, 1 508, = —00, On définit la suite
d’ensembles (Bp)nen C Br par @ A, =]—00, sp], pour tout n € N. Il est claire que
Vn€N B,11CBpet (), oy An= 0, alors :

lim F(z) = lim F(s,)
T—r —00 n—+oo
= lim p(By)
n—+oo
(car : (By) est croissante et u finie) = u( ﬂ Bn> = u(0)
nelN

e Soient a,beR ot a<b, alors | — 00, a]C] — 00, b], implique que u(]— oo, al) < u(]—
b)), or |a,b] =] — 00, b]\] — 00, a] et p est une mesure finie, alors
plla,bl) = p(] = 00,b]\] = 00, a])
= ] —o0,0]) - (] 00, al)
= F(b)—F(a)

e Soit a € R, comme :

n>1
Donc :
1
({o)) = u<ﬂ]a—5,a}>
n>1
1 . . N 1
(}a——,a] est une suite décroissante ) = lim u(} -— })
no Ip>1 n— 400 n’
= lim F(a) F(a >
n—+o0o
= F(a)— lim F( )
n—>+oo
— Fla)-F
e Posons :
D= {a R u(la)) =F(@) - Fla) > 1}

D={acR, u({a})=F(a) - F(a~) >0}

il est claire que Card(Dy,) < oo et D= J,, .+ DPm , donc D est dénombrable
(car : Toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrable est dénombrable ).

e Posons :
Tm = {x €la,b],6(x)
J={z€la,b],6(z) = f(z™) - f(27) =2 0}

— 1% cas: Soit f:]a,b] — R, croissante, et (Xp)ner C Tm 0U 21 <X < - <<

Il
~

8
N

|
~

8
\_l/
WV,

—

alors :

> Z )) > Car(isjm)
donc :

Card(Tm) <m(f(b) — f(a)) < oo
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or :
gl U In
meN*
Donc J est au plus dénombrable ou finie.
—  2%m€cas: Soit f:IR — IR, posons :

Kn={z€]-n,n[, f(z*) - f(z7) >0}
K={z€eR, f(z*) - f(z7) >0}

comme R ={J, ., |-n,n[, alors : K= J, .. Kn, puisque K, est au plus
dénombrable ou finie (d’aprés ler cas), alors K est au plus dénombrable ou
finie.

—  3®mCcas: f est décroissante => — f est croissante : donne la méme démons-

tration de cas précédente.

D’ou I'ensemble des points discontinuité d’une fonction monotone f:IR — R est finie
ou dénombrable.

Exercice 4

Enoncé :
Soit (E,B, 1) un espace mesuré. Soit (A4,)necn+ une suite d’éléments de B.

a) Montrer que p(liminf, o0 A,) <liminf, 4o u(Ay).

b) Montrer que si ,u( U An) <00 , alors p(lim supp—s4o0Ayn) > lim supy,— 400 p(Ar).

n>1

¢) Montrer que : >~ p(An) <oo = p(limsupy, ;s 4ecly) =0, ( Lemme de Borel-Cantelli).

Solution.

a) Posons: I, =", A, alors :

L= Ak:Anﬂ< N Ak> = I,=A,NI 41

k>n k>n+1
= [, Clh41

donc (Ip,)n>1 est une suite d’ensembles croissante, ainsi :

u( lim iann> - M(UO N Ak>

n—+00 ne1 k>n

(U)

= lim wu(l,)

n— —+oo

d’autre part :

I,= ﬂ Ay = I,C AL Vk>n
k>n
= () < pu(Ax), Yk >n

< inf u(A
= M(In)—klgnﬂ( k)

= lim p(l,) < lim inf u(Ag)

n— +o0o n—+ook>n

= ,u( lim iann)§ lim inf p(Ag),

n— +o0o n—+oo k>n
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ce qui prouve le résultat voulu.
b) Posons: B, =J,,, Ak, alors :

B,=J Ax=4.u( |J Ar) = Bu=4,UB,11
k>n k>n+1
= Bn+1CBn

donc (I,,)n>1 est une suite d’ensembles décroissante, ainsi :

u( lim supAn) = ﬂ<+ﬁo U Ak>

N
nor oo n=1k>n

(0 2)

= lim N(Bn)

n—-+oo

d’autre part :

B, = U A, = A,CB,,Vk>n
k>n
= w(Ag) < u(By), Yk =n

= sup u(Ag) < p(Bn)
k>n

= lim sup p(Ax)< lim w(B,)

n—-+oo E>n n——+oo

= lim sup u(Ak)gu( lim supAn)

n—-+oo E>n n—-+oo

ce qui prouve le résultat voulu.

c¢) Posons :
n +oo
Sn=>>_ n(Ar) et S=>" u(A),
k=1 k=1

comme S = Ezz 1(Ag) < oo, alors : ( voir le cours de séries SM3 )
“+o0
lim R,= lim [S—S,|= lim ( Z u(Ak)> =0
n—-+4oo n—+oo n—+oo
k=n+1
d’autre part :

+o0
lim sup p(Ag) = ﬂ <U Ak>

n—>+ook2n n=1 k>n
c U
k>n
—+oo

= 0§N< lim sup ,U(Ak)> < Z w(Ag)

n—-4o00 E>n p—l

en passant a la limite : n—>+o00, on obtient le résultat voulu.
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Exercice 5

Enoncé :
Soit (E, B) un espace mesuré. Soit (i )nen= une suite des mesures positives sur (E,B) .
1. Montrer que si la suite (fn)nen+ est croissante, dans le sens ot pup,(A) < pin4-1(A), pour tout

n>1et AeB, alors 'application A — sup,,>1 tn(A) est une mesure positive sur (F, B),
On pourra utiliser le lemme suivant :

Lemme. Soit (an p)n>1,p>1 €t (ap)p>1 deux suites de RT telles que pour tout p>1 la
suite (an,p)n>1 est croissante de limite a,. Alors :

ntLDE: amp::§: ap
p>1 p>1

2. Pour tout A € B on pose v(A) =", ni(A). Montrer que v est une mesure sur (E, B).

Solution.
1. On définit la quantité p, par Papplication : A — p(A) =sup p>1 pn(A4)

i. On a Vn € N*| pu, est une mesure positive sur (E, B), alors :

1(0) = sup pp(P) =sup0 = 0
n>1 n>1

ii. Soit (Ap)pen+C B avec A;NA;j=0, Vi j. Alors :

u<pL>Jl Ap) n>1

I
n
c
=]
5
A/
-
b
=
S~

p>1
( (n)nen+ est une suite croissante ) = lim p, U A,
n—-4oo p>1
( car p, sont des mesures ) = lim Z pn(Ap).
na+wp>1

Posons : an,p = pn(Ap) et ap = p(Ap) = supp>1pn(Ap), or an,p, est croissante par
rapport & n, et de la limite a,, alors d’aprés le lemme, on a :

M( U Ap) = nglfwz fin(Ap)

p=>1

= lim E Qn,p

—
n +mp21

- Y

p=>1

= Z 1(Ap).

p>1

Donc, 'application : A— p(A) =sup,>1 pn(A) est une mesure positive.

i. Pour tout A€ B on a :
0<(A) =3 m(A) < sup jn(A) =3 p(4) = p(4) tim 2D
i=1 ;

i:l"zl P n— 400 2
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En faisant A =0, on obtient : v(0)=0
ii. Soit (Ap)pen+ C B avec A;NA;=0, Vi j. Alors :

(CRORPL TR

p=>1 p>1

D’ou, v est une mesure sur (E, B).
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1 Mesure Image

Exercice 3

Enoncé :
Soit (F, B, 1) un espace mesuré, (F,F) un espace mesurable et f une fonction de E dans F'
(B, §) — mesurable, i.e f~1(F) CB. On pose pour tout A€ F, usr(A)=pu(f~1(A4)).
1. Montrer que py est une mesure positive sur (F,§). On 'appelle la mesure image de p par
f-
2. Soit h: (F,§) — R une fonction mesurable positive. Montrer que fF hdup = fE ho fdu.
3. Soit g: (F',§) — R une fonction numérique mesurable.
Montrer que fF lgldpy < 400 & fE |g o fldp < 400 et que dans ce cas on a
[ podug= [, go fdpu.
4. Soit (Q,&, P) un espace probabilisé et soit X: (2,€) — (R, B(IR)) une fonction numérique
mesurable. Montrer que X € L(, &, P) si et seulement si fR |x|dPx(x) <oo et que dans
cecas [, X(w)dP(w)= [ #dPx(z). Montrer que [, X?’dP(w)= [ 2*dPx(z) .

Rappels :
FTHNA) =nfTH (A
— Attention : C’est vrai seulement pour I'image réciproque.
—1 -1
UA;) =U A;
7 ) F(4) 1 sized
—  L’indicatrice d’ensemble A : 14(x) =
0 siz¢ A

def o def n
—  p €& <= ¢ est une fonction étagée mesurable <= ©=3""  a;la, .
— SigeM = gt=sup(f,00eM™ , g =sup(—f,0)eMT et g=gT—g~.
— Vf,geM avaleurs dans R, on a : |g|o f=]go f]|.

(X:Q—R)eM

de
— Xe£1(§27€,P)<:J;
J o 1X]dP < oo
Solution.
1.

iopp(0)=p(f~10))=u(@)=0 ( car u est une mesure sur (E,B) )
ii. Soit (An)penCF ou A;NA;=0Vi#j, alors

M( U An>:u<f‘l< U An>):u< U f‘l(An)>= S n A=Y us(An)

n>1 n>1 n>1 n>1 n>1

donc, py est une mesure positive sur (F,F).

15
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1°* cas : h=14 : lindicatrice de A, avec ACE. On a :

[ i = )= 0) = [ 1psadi= [ Lao fa
F E E

1 sif(x)eA 1 size f7HA) -‘
Car : lpo f= = =ly1a)
[ 0 sif(z)¢A 0 sizg f71(A) J
2¢me cas : h € &1 : fonction étagée mesurable positive . h = S als,. Ona:

hdpuy = / ailad
A ne= | ; adpg
( (La,)ier C M. Voir [TCM, les séries| ) = Z ai/ La,dpy
i=1 JF
= Y aing(A)
i=1
= Y ain(f7H(A)
i=1

(d’apres le ler Cas ) = Z ai/ lao fdu
i=1 JF

3¢me cas : h e M™T : fonction mesurable positive .

/ Z Ozi]lAO fd,u
E o

= [Ehofd,u

D’aprés le théoréme d’approximation, 3 (¢n)nen+ une suite croissante de € +, ot
lim ¢,=h

n—+oo
alors :

/hduf = lim | ondus
F

n——+oo J

(d’apres le 2éme Cas ) = lim pno fdu
E

n—-+oo

= / lim (¢no f)dp
E

n—-+oo

= [t g0 (pdn
E

n—-+oo

= /Ehofdu

Donc, Vhe Mt ona: [ hdug= [, ho fdu.
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3.
e D’aprés la question précédente, on a :
[ 1atdus= [ lgle sau=[ 1g0 fldn
F E E
Donc,
/|g|d,uf<+oo<:>/ lgo fldu < +o0
F E
e Si [, |gldus<+oo, alors |ngd,uf\ < 400, donc
/gduf = /g+duf—/g‘dw
F F F
= /9+Ofdu—/g‘ofdu
E E
=/(9+0f—g‘0f)du
E
= / (97 —g7)o fdp
E
= /gOfdu
E
4.

e D’apres légalité de question 3, on fait : h=|| (i.e h(z)=|z|) , p=Pet f=X, on
obtient :

/R|x|dPX(x):/Q|X|dP

cela implique :
/ |:r|dPX<+oo<:>/ IX|dP < +o0
R Q

e D’aprés I'égalité de question 2, on fait : g(x) =22, u=P et f= X, on obtient :

/Qx2dp(w)=/Rx2dPX(x)

2 Mesure de densité

Exercice 4

Enoncé :
Soit (E,DB, u) un espace mesuré. Soit f:(FE,B) — R, une fonction mesurable positive. On
pose pour tout A€B, v(A)= [, fdu.
1. Montrer que v une mesure positive sur (E, B). Elle est appelée la mesure de densité f
par rapport & p et on note dv = fdu.

2. Soit g: (E,B) — R, une fonction mesurable positive. Montrer que fE gdv = fE gfdu

3. Montrer que v est absolument continue par rapport a p. (i.e, A€ B, pu(A)=0=v(A)=0).
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Solution.
1.

Lv@)=[, fdu= [ flodp=[, f.0du=0.
ii. Soit (An)pen+ CF ot A;NA;=0 Vi j, alors

V<L+J An> :/L+J ) fdu

n>1

|
5
~
=
&
3
v
bS
3
U
e

( car : les A; sont disjoints ) = / f(Z IlAi>du
E

I
S
s
1=
=
QL
=

( (14,)ien~C M etf e MT.Voir [TCM, les séries|) = Z / fladu
E

I
(]
=
>

donc, v est une mesure positive sur (E,B).

— 1% cas : g=14 : lindicatrices de A, avec ACE. On a :

- /Egdv:/EﬂAdv=V(A)=Afdu=/E fﬂAdu=/E fgdu

cas : g € £T : fonction étagée mesurable positive . g = Z?:l a;la,. On a:

dv = / agla, dv

((1a,)ien-C M) = Z ai/ la,dp
i=1 Bi

Zéme

(d’aprés le ler Cas ) = Z aiv(4;)
i=1
= Y auf stadn
i=1 JE
= [ 3" auftadn
E =1

( feM | TCM, les séries |) = /E f<i aiﬂAi>du
i=1

= /E Jgdu
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— 3% cas: g€ MY : fonction mesurable positive .

D’aprés le théoréme d’approximation, 3 (¢, ), N+ une suite croissante de £T, ot
lim ¢,=g
n—-+oo

et d’aprés le théoréme de convergence monotone, on a :

lim Yndv = /gdy.
E E

n——+oo

D’autre part

lim Ypdv = lim fondu
E

n—+oo J | n— +oo

Lfgdu
= Lgdu

(car : (fion) 7 fgEe MT)

Donc, Vge MT ona: [ gdv= [, fgdu.

flx) sizeA
3. On sait que : f.la(x)= , alors :
0 sizg¢ A

r€eA® = fla(z)=0
= ACC{f.ﬂAZO}
= {f.la#0}CA

= pu({f1a#0}) < p(A)
donc si , alors p({f.14#0})=0.

w(A)=0 = p({f.1a#0})=0

= fladpu=0
{f.1a#0}

comme

V(A):/ f.]lAdu:/ f.]lAdu—i—/ fladu
E {f-1a#0} {f-1a=0}

alors

p(A) =0=v(a)= [

f.ﬂAd/L—l—/ fladp=0+0=0.
{f.1a#0}

{f.1a=0}






TD. IN°3 : Intégration des fonctions mesurables

1 Intégration des fonctions mesurables positives

Exercice 1

Enoncé :
1. Soit (E, B, u) un espace mesuré et g: E — R, une application mesurable positive.
Montrer que pour tout réel positive a >0 on a pu{g>a} < %fE gdu.
2. Soit f:(F,B) — R, p — intégrable. Montrer que f est finie pn — p.p : pu(|f| =+00)=0 .
3. Soit (f) une suite de fonctions mesurables positives telle que : Z:fl i g ndi < 00.
Montrer que f:= Zzzol fn est finie u — presque partout sur E.
Solution.
1. Soit A={g>a}, Posons p=aly €ET. Alors p < g donc

/sﬁduﬁ/gdu = /aﬂAduﬁ/gdu
E E E E

= ap(A) < / gdp
E

1
= u{g>a}§g/ gdp
E

[L'inégalite : u{g>a} < %fE gdp s’appel inégalité de MARKOV |

Notons :
B={|f|=+occ}€B et By={|f|>n}
Il est claire que,

Bn+1CBn et B= m B,
neN

d’aprés la question précédente, on a :
1
w(Bn) <— [ |fldu
nJe

Comme f est p — intégrable, alors :

M >0, telleque /|f|du<M
E

21
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donc,

0< p(B) <
n
En passant a limite (n— 400), on obtient :

lim wu(B,)

n——+oo

( Bp\uB et u(By) <oco) = u{ﬂ Bn}

dott, (| f|=+00) = 0.

3. D’aprés le théoréme de convergence cas des séries, on a :

R i Foddys

“+o00
Z/fndu<oo
n=1 E

et d’aprés la question précédente, on obtient : u(|f|=+o00)=0.

Exercice 2

Enoncé :
Soit (F, B, 1) un espace mesuré avec p une mesure finie. Soit f une fonction numérique
mesurable définie sur (F,%) . Pour tout n on pose :

Apn={xz€FE;|f(z)|>n} et By={z€E;n<|f(x)|<n+1}
Montrer que si [ . [ f|du < oo alors limy,— 4 oo pt(An) =0 et limy, 1 oonpu(An) =0 .

Montrer que

/E Ifldu<00©i u(An)<OO<:>i np(Bn) < oo
n=0

n=0

Solution.

e Ona: [, |fldu<oo,alors, d’aprés Exercice 1 ( de méme TD ) on a : limy, oo pt(A,) =0

o Ilest claire que A, \ A, ot A={|f|=+0c0}. Comme p est une mesure finie, alors :

lim pu(An) = p(A) =0

n— 400

De plus

(IF10a,) N (If11a) et /E|f|~ﬂAoduS/E|f|du<w
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alors, d’aprés le théoréme de convergence monotone [ T.C.M |, on a :

/ lim |f|.la,du
E

n——+o0

[ 171 2ad
/Alfldu

(car: p(A)=0) = 0.

lim [fl1a, du
E

n—-+o0o

L’inégalité de MARKOV nous donne :

0 <nu(Ay,) g/E |f11a,

en passant a limite (n— 400), on obtient le résultat voulu.

i. On a:

By={zeEin<|f(z)l<n+1}=|f["([n,n+1])
alors, pour tous i # j, on a :

BinB; = [fI7 i+ 1) N7 (5,5 +10)
= |fI7H i+ 1N [, 5+ 1D

= |fI7H0}

ii. Pour tout x € B;,, on a :

n< fz)<n+1 = nlg <|f|lp, <(n+1)lp,

= E: nﬂBn§§§: §|men§;§: 01+—Dﬂ3n

n>0 n>0 n>0
= /Znﬂgndugf Z|f|ﬂgndu§/ > (n+1)lp,dp
EnZO EnZO EnZO

= ZL”HBndNSZ[E|f|ﬂBnd'“SZ[E(”+1)HBnd“

n>0 n>0 n>0

(carsnsoB,=F) = 3 mu(B)< Y [ 171du< Y i+ ()

n>0 n>0 n>0

> 3 (B < [ 71 < 3 B+ Y u(By)

n>0 n>0 n>0
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n>0 n>0 n>0

= nu(Bn)S[E | fldp <> nu(Bn)+u< ) Bn)

> 3 (B < [ 111 B+ Y ni(B)

n>0 n>0

Comme i est une mesure finie, alors :

/Elfldu<oo & Y np(By) <oo

n>0
ili. Ona: A,={z€E;|f(z)|>n}, alors A, ={|f|<n}, donc :
Bn:AnmA%Jrl:An\An—Q—l

comme u est une mesure finie, alors :

IU(BW«) = IU(ATL) - /L(An+1) = n,U(Bn) = nH(An) - nu(A,H_l)

n=0 n=0
k k k+1
= Z ny(Bp) = Z np(An) — (n—1)p(An)
n=0 n=0 n=1

n=0 n=1
k
= > nu(By) = <Z u(An)> — kp(Ag+1)
n=0 n=1

En passant a la limite (k— +00), on obtient :

S n(B,) = (Z u(Am)—k tim k(A1)

n>0 n>0

comime
im kp(Ager) = lim (B+1)p(Aps1) — lim p(Aggq)
k— +oo k—+oo k— 400

= Jim ku(Ay) — lim pu(Ay)

k—+oo

( d’apres ce qui précéde ) = 0+0=0

Donc

Cela implique
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2 Fonctions boréliennes

Exercice 3

Enoncé :
Soit E et F' deux espaces métriques et f: F— F une application dont ’ensemble des points
de discontinuité est dénombrable. Montrer que f est borélienne.

Rappel :

—  fest une fonction continue = f est mesurable
& Attention :Généralement ’autre sens pas vrai.

Solution. Soit D I’ensemble des points de discontinuité de f. L’application

F: E\D—F
r— F(z) =f(a)

est continue, Soit A€ B(F). Ona F~'(A)€B(FE) et :

f7HA) = {zeX, f(z)eA}

{zeX\D, f(z)eA}U(f~1 (A)ND)

= F1(A)u(fH(A)ND)
Or D est mesurable comme réunion dénombrable de points. Par suite f~!(A)ND est dénombrable,

donc f=! (A)ND est mesurable, cela implique que (f=! (A)ND) € B(E), dou f~! (A) € B(E)
Finalement f est mesurable (borélienne).

Exercice 4

Enoncé :
Soit f:RR — R une fonction monotone. Montrer que f est borélienne.

Solution.
— Cas ou f est croissante : On note A.= f~1(]—o0,¢[). Soit a.=sup {z,z € A.}, alors :

i. Si A.#0, alors a.€R et :
Vo <ae f(z)< flae) <c
donc A.=]—00, a¢[ ou Ac=]—00, ¢ d'ou Ac € B(R)
ii. Si A.=0 ,alors f~1(]—o0,c[)=0€B(R)

donc si f est croissante alors f est borélienne.

— Cas ou f est décroissante : alors — f est croissante, donc — f est borélienne d’ou f est
borélienne.

Autre Solution :

On vit au (TD.N°1_Exercice 3__question 3) que ’ensemble des points discontinuité d’une
fonction monotone est dénombrable ou finie, donc d’aprés (TD.3 _Exercice 3) la fonction f est
borélienne.
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3 Théoréme de FUBINI

Exercice 5

Enoncé :

1. Vérifier que pour tout n >1,

/smxdx :/ (/ e‘“dt)sinxd:r
0 € 0 0

2. Calculer
Fo(t) = / e *'sinzdx, (t >0)
0
3. Calculer
+o0
lim F,(t)dt
n— oo 0
4. En déduire que
lim ST gy = I
n—-+oo Jo €T 2
5. Montrer que
+00 | o
[ 2] e =
0
Solution.
1. Soit n € N*, considérons ’application :
Slzx siz#0
g9(z) =
0 si =0

La fonction g est continue sur lintervalle [0, n], elle donc bien intégrable pour l’espace
mesuré ([0, n], B([0,n]), A). Pour tout >0, on a

o
/ e~ "'dt= lim l[—e‘“]gzl
0 x

p—oo X

/Smxdx =/ (/ e‘“dt)sinxd:r
0 T 0 0

On obtient bien :

— Pourt=0, ona

/e‘“sinxdx:/ sinxdz =1—cosn=F,(0)
0 0
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—  Soit maintenant ¢ > 0. Comme les fonctions x+— e %! et x+—>sinz sont de classe
C*> sur R, on peut calculer F,(t) en intégrant deux fois par parties :

n
F,(x) :/ e *tsinxdx
0
n
= —/ te *tcosxdx — [e "t cos x|
0

n
= / t2e lcosxdr — [te "t sinz]f — [e %t cos z]f
0

t2F,(t) — [te~*tsinz]f — [e "t cos z]§
Ce qui donne :
(1+t>)F,(t) = 1—te "'sinn—e "tcosn

et donc :

1—te "tsinn—e "tcosn

Fn(t) = (1 —l—tQ)

3. Pour tout n € N, F,, est continue de Ry dans R elle est donc mesurable de R; dans R .
On a, pour tout n € N et tout t >0 :

te Mt <te t< ‘4 )
e
On en déduit :

1 1
< —_ | —
|Fn(t)|_<2+e>1 P Vie R4

en fait, on a méme 0 < F,(t) < % . Comme t — % est intégrable sur
T+¢ T+¢

(R4, BR+, A), ceci donne que F), € LY(Ry, BR+, A) pour tout n € N.

Enfin comme Fy,(t) — ﬁ quand n — 400, pour tout ¢t >0, on peut appliquer le
théoréme de convergence dominée a la suite (F,)nen, il donne :

+oo +oo
lim Fu(t)dt = / lim F,(t)dt
0

n— oo 0 n— oo

+oo 1
= /0 e
—
2
4. On a :
—+oo —+oo n
/ Fn(t)dt:/ </ e‘“sinxdm)dt
0 0 0
Comme :

sinx

n —+oo n
/ (/ e % sinz |dt)dx:/
0 0 0

dx §/ de:/ ldz=n<o
o T 0
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alors, d’aprés le théoréme de FUBUNI- LEBESGUE.

n 3 n “+o00

/ ST G = / </ e‘“|sinx|dt>daz
0 €T 0 0
—+oo n

/ </ e‘mtsinxdac>dt
0 0

—+oo
- / Fo(t)dt
0
—
2
5 Ona:
0 | o3 e (k+1)m | o2
/ sinz |, Z/ sinz |, -
0 x k=0 km x

D’autre part, pour tout £ >0 on a :

(k+1)m
J.

sinx
T

dr — / sin (km + y) .
0 km+y

v

71 3 sinzdx
(k+1)7 Jo

Y

(k+1)m

donc
sinx
&

2 o= 1
>_§_
da:_7r k——)—i—oo

r

ce qui prouve le résultat voulu.

Exercice 6

Enoncé : y
Soit la fonction f définie sur [—1,1]% par f(x,y) :ﬁ, si (z,y)=#(0,0) et f(0,0)=0.
Montrer que f est borélienne. Montrer que

[ ([ swaas)ay # [ ([ s

Calculer intégrale de | f| sur 'anneau Se={(z,y) € R%e<z?+ y?><1}. En déduire l'intégrale
de | f| sur [—1,1]%. Y a-t-il contradiction avec le théoréme de FUBINI ?

Solution.

e Ona:

1 1 172—2./2 —x 1 -9
d - 7d = =
/_1 fo v}z /_1 @y [(x2+y2)]_1 1+y?

alors
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D T e ——
UL z,y)dz |dy= L TE T = arctang(x)|_,=—m

de méme
1 1 x2_y2 y 1 2
d = d = =
/—1 f(@,y)dy /—1 (x2+y?)? Y [(m2+y2)}_1 1+y2
et
[ ([ st ay= [ 2 o= frctang(o)):
x, T = —— _dx=2[arctang(z)|_1=m
L\ y Ol v g(z)]tq
donc
1 1 1 1
[ ([ swmas)ay # [ ([ faig)as
-1 -1 —1 -1
Posons :
xr=rcosf et y=rsinf
alors
B 22— o
fo 13 = [ || daa

rdrdf

1 27
|
1 27
:/ / |cos (26)] drdd
ve Jo r

1 1 2
= / —dr/ |cos (26)|d6
e Jo

= —Zin(e)

7r2(cos 20 — sin?0)
o

= —2In(e)

11 est claire que pour tout e €[0,1[ on a :
SecC[-1,1)?

donc :

[ ifldre=—2m) < [ jfidne
Se [7171]2

em passant & la limite (€ —0 ), on obtient :

/[ L1 |f|d/\2=+00

Oui, f[_l 12 | f|d A2 pas finie (Voir théoréme de FUBINI-LEBESGUE).
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