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TD. N
◦
1 : Tribus - Mesures Positives

1 Algèbre et Tribus de parties d’un ensemble

Exercice 1

Énoncé :
Soit E un ensemble non vide et soit P(E) la famille de toutes parties de E .

• Une famille M⊂P(E), est un λ− système ou classe monotone, si :
i) E ∈M.
ii) A∈M, B ∈M et B⊂A ⇒ B\A∈M.
iii) ∀(An)(n≥1)⊂M, An⊂An+1 ∀n.

⋃

n≥1 An∈M.

• Une famille C ⊂P(E) est appelée π− système si : ∀A∈C, ∀B ∈C. A∩B ∈C.

A) Vérifier que l’intersection de λ− système est un λ− système. Soit une famille A⊂P(E).
Le λ − système M(A). intersection des λ − systèmes contenant A est, par définition, le

λ− système engendré par M(A). Monter que M(A) est le plus petit λ− système contenant A.

B) Soit C un π − système sur E. On veut montrer que M(C) est un π− système sur E.
Pour tout A∈M(C), on pose

MA= {B ∈M(C):A∩B ∈M(C)}

1) Montrer que si A∈C alors C ⊂MA.
2) Montrer que pour tout A∈M(C), la famille MA est un λ− système sur E.
3) Montrer que si A∈C, alors M(C)⊂MA.
4) Montrer que si B ∈M(C) alors C ⊂MB.
5) Montrer que pour tout B ∈M(C) on a M(C)⊂MB.
6) Conclure que M(C) est un π− système sur E.

C) Montrer que si D⊂P(E) est à la fois π− système et λ− système, alors D est tribu.
D) Soit C un π − système de parties de E. Montrer que M(C) = τ (C). τ (C) étant la tribu

engendrée par C.

Rappel :







C ⊂M

M estλ− système
⇒ M(C)⊂M

Solution.

A)

• Soient (Mi)i∈I une famille de λ− système . Posons
⋂

i∈I

Mi= {A⊂E/∀i∈ I , A∈Mi}=M

Alors :

i. ∀i∈ I, Mi est un λ− système ⇒ ∀i∈ I , E ∈Mi ⇒ E ∈M.

ii. Soient A,B∈Moù B⊂A⇒ ∀i∈I, B\A∈Mi ( carMi sont des λ− systèmes)
⇒ B\A∈M .
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iii. (An)(n≥1) ⊂ M, An ⊂ An+1 ⇒ ∀i ∈ I,
⋃

n≥1 An ∈ Mi ( car Mi sont des
λ− systèmes) ⇒

⋃

n≥1 An∈M.

Donc : l’intersection de λ− système est un λ− système.

• Soit M0 le plus petit λ− système engendrant par A, alors M0⊂M(A), or

M(A)=M0∩{λ− systèmes contenant A}

Cela implique : M(A)⊂M0, d’où M0=M(A).

B)

1. Soit A∈C, on a

• B ∈C ⇒ B ∈M(C)

• A∩B ∈C ⇒ A∩B ∈M(C)

Alors : si A∈C alors C ⊂MA.

2. On a :

i. E ∈M(C) (M(C) est un λ− système) et A∩E=A∈M(C) ⇒ E ∈M(A) .

ii. Soient B1, B2∈MA où B1⊂B2 ⇒ B1∩A,B2∩A ∈M(C), comme M(C) est
un λ− système, alors B2∩A\B2∩A∈M(C) ⇒ B2\B1∈MA.

iii. Soit (Bn)(n≥1) ⊂ MA où ∀n ≥ 1 Bn ⊂ Bn+1 ⇒ (A ∩ Bn)(n≥1) ⊂ M(C) où

(A ∩ Bn) ⊂ (A ∩ Bn+1), comme
⋃

n≥1 (A ∩ Bn) = A ∩
(
⋃

n≥1 Bn

)

∈M(C),
alors

⋃

n≥1 Bn∈MA.

Alors, la famille MA est un λ− système sur E.

3. D’après (B-1) A ∈ C ⇒ M(C) ⊂MA, d’autre part : A ∈M(C) est une famille de
λ− système , alors : A∈C ⇒ M(C)⊂MA.

4. Supposons que B ∈M(C). Soit C ∈M(C), alors B ∩C ∈M(C), donc C ∈MB où

MB= {D ∈M(C):B ∩D ∈M(C)} .

5. D’après (B-4) : B ∈M(C) ⇒ C ⊂MB et d’après (B-2), MB est un λ − système sur
E, alors M(C)⊂MB.

6. D’après (B-5) : ∀B ∈ M(C), M(C) ⊂ MB, donc : ∀A ∈ M(C) ⇒ A ∈ MB ⇒
A∩B ∈M(C), d’où M(C) est un π− système .

Remarque. Tout λ− système engendré par π− système est un π− système.

C) On a :

i. D est un λ− système ⇒ E ∈D.

ii. ∀A∈D, E ∈D et A⊂E, comme D est un λ− système, alors Ac=E\A∈D.

iii. Soient A, B ∈ D ⇒ Ac, Bc ∈ D ( d’après ii, et que D est un π − système ), donc
Ac ∩ Bc ∈ D ⇒ (Ac ∩ Bc)c = A ∪ B ∈ D, donc D est stable par réunion finie. Soit
maintenant (An)n≥1 ⊂ D, on pose Bn =

⋃

i=1
n

Ai pour tout n ≥ 1, on obtient que
Bn∈D et Bn⊂Bn+1, cela implique que :

⋃

n≥1

Bn=
⋃

n≥1

⋃

i=1

n

Ai=
⋃

n≥1

An∈D .

Donc: D est Tribu.

D) Par définition de τ (C), on a τ (C)⊂M(C), d’autre part C ⊂ τ (C) et τ (C) est un λ− système,
alors M(C)⊂ τ (C), d’où M(C)= τ (C).
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Exercice 2

Énoncé :
Soit µ et ν deux mesures sur un espace mesurable (E, B). Soit C un π − système sur E.

On suppose que B est identique à la tribu engendrée par C (i.e. τ (C) = B). On suppose que
µ(A)= ν(A), ∀A∈C.

1. On suppose que µ(E) = ν(E)<∞ ( ou que : E ∈C et µ(E)<∞ ).
Montrer que µ(A)= ν(A), ∀A∈B.
En déduire que 2 mesures de probabilités égales sur une algèbre A. sont égales sur la

tribu τ(A) engendrée par A.

2. On suppose que µ est sigma-finie sur C. c’est à dire qu’il existe une suite (En)n∈N ⊂ C,
telle que E=

⋃

n∈N
En et µ(En)<∞ ∀n∈N. Vérifier que µ(A)= ν(A), ∀A∈B.

Rappels :

→ A,B ∈C et µ(A)<∞ ⇒ µ(B\A)= µ(B)− µ(A).

→ µ est une mesure sur E�











µ(∅)= 0

(An)(n∈I)⊂ τ (C) µ(
⊎

An)=
∑

µ(An)

→ µ est σ− finie sur C ⇔ :
∃(En)n≥1⊂C, Ei∩Ej= ∅ (∀i� j) , E=

⋃

n≥1 En , µ(En)<+∞ (∀n≥ 1) .

Solution.

1. Posons :

M= {A∈B , µ(A) = ν(A)}

• Par l’hypothèse on a : C ⊂M, il reste de vérifier que M est un λ− système :

i. Comme µ(E)= ν(E) et E ∈C ⊂B, alors : E ∈M.

ii. Soient A,B ∈M telles que A⊂B. alors :






µ(A)= ν(A)
µ(B)= ν(B)
B=A

⊎

(B\A)
�







µ(B) = µ(A) + µ(B\A)

ν(B)= ν(A)+ ν(B\A)
,

comme µ(A)≤ µ(E)<∞ donc µ(B\A) = µ(B)− µ(A) de même pour ν,
on obtient : µ(B\A) = µ(B)− µ(A) = ν(B) − ν(A) = ν(B\A), or B\A ∈ B,
d’où B\A∈M.

iii. Soit (An)(n≥1)⊂M, An⊂An+1 ⇒ ∀n∈N µ(An) = ν(An), donc :

µ

(

⋃

n∈N

An

)

= lim
n→+∞

µ(An)= lim
n→+∞

ν(An)= ν

(

⋃

n∈N

An

)

,

comme (An)(n≥1)⊂B ⇒
⋃

n∈N
An∈B, alors

⋃

n∈N
An∈M.

Donc : M est un λ− système, cela implique que τ (C)⊂M, or C est un π− système,
alors : τ (C) =M, d’où le résultat voulu.

• Soit µ et ν deux mesures de probabilité égales sur une algèbre A, alors :

µ(E) = ν(E) = 1<∞

et comme : A est algèbre� A est π− système, donc d’après ce qui précède :

µ(A)= ν(A) ∀A∈ τ (A).

2. Soit : µn(A)=µ(A∩En) et νn(A)=ν(A∩En). Montrons que µnetνn sont des mesures sur C.

i. µn(∅) = µ(∅∩En)= µ(∅)= 0.

ii. Soit (Bk)(k∈I)⊂ τ (C) où Bi∩Bj=∅ ∀i� j,

µn(⊎Bk)= µ((⊎Bk)∩En)= µ(⊎(Bk∩En))=
∑

µ(Bk∩En)=
∑

µn(Bk).
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On déduit que µn et νn sont deux mesures sur C, avec

µn(E) = µ(E ∩En) = µ(En)= ν(En)= ν(E ∩En) = νn(E)<∞

D’après question 1 , appliquant aux mesures µn et νn , on obtient que :

µn(A) = νn(A) ∀A∈B.

Or : ∀A∈ τ (C), A=A∩E=
⋃

n≥1 (A∩En),

µ(A) = µ

(

⋃

n≥1

(A∩En)

)

=
∑

n≥1

µ((A∩En))

=
∑

n≥1

µn(A)

=
∑

n≥1

νn(A)

=
∑

n≥1

ν((A∩En))

= ν

(

⋃

n≥1

(A∩En)

)

= ν(A)

Donc µ(A)= ν(A), ∀A∈B.

Conclusion :























C est un π− système sur E

µ(A)= ν(A), ∀A∈C.

µ(E)= ν(E)<∞

� µ(A)= ν(A), ∀A∈ τ (C) .

2 Mesures Positives

Exercice 3

Énoncé :
Soit µ une mesure positive finie sur (R,BR) . Sa fonction de répartition est définie par:

F :R� R
+, x� F (x)= µ(]−∞, x])

1. Vérifier que F est croissante. Montrer que mesures finies ayant la même fonction de
répartition sont égales.

2. Montrer que F est continue à droite en tout point de x∈R. ( On admettra que, si f : ]a,
b[� R est croissante, alors pour tout x0∈ ]a, b[ les limites à droite et à gauche existent et
que de plus : f(x0

−)= supa<x<x0
f(x) et f(x0

+)= infx0<x<bf(x) et f(x0
−)≤ f(x0)≤ f(x0

+))

Montrer que limx→−∞F (x)= 0, et que .limx→+∞F (x)= µ(R).

3. Vérifier que pour tout ]a, b[, µ(]a, b[)=F (b)−F (a), et montrer que pour tout a∈R, µ(a)

est bien définit et que µ(a)=F (a)−F (a−).

Montrer que les points a où F (a)−F (a−)> 0 est un ensemble au plus dénombrable.
Montrer que l’ensemble des points discontinuité d’une fonction monotone f :R� R est

finie ou dénombrable.
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Solution.

1.

• Soient x, y ∈R tels que x< y, alors :

]−∞, x]⊂ ]−∞, y]⇒ µ()]−∞, x]< µ(]−∞, y])⇒F (x)<F (y)

d’où f est croissante sur R.

• Soient F µ, Fν deux fonctions de R dans R
+, telles que Fµ(x) = µ(] − ∞, x]) et

Fν(x) = ν(] − ∞, x]). Posons J∞ = {x ∈ R/ ] − ∞, x]), alors (d’après le cours)
BR= τ (J∞) en plus J∞ est π− système.

i. Supposons que F µ=Fν , alors :

∀x∈R, Fµ(x)=Fν(x)

∀x∈R, µ(]−∞, x])= ν(]−∞, x])

∀A∈J∞ µ(A)= ν(A)

ii. Soit (xn) une suite croissante de R, telle que limn→+∞xn=+∞, donc :
⋃

n≥1

]−∞, xn] =R

cela implique :

µ(R)= lim
n→+∞

µ(]−∞, xn]) = lim
n→+∞

ν(]−∞, xn]) = ν(R)<∞

( ν(R)<∞ : car les deux mesures µ et ν sont finies ).

Alors d’après conclusion d’Exercice 2, on obtient le résultat voulu.

2.

• Soit (sn)n∈N ⊂ R
N décroissante et converge vers x , telle que ∀n ∈ N sn ≥ x. On

définit An= ]x, sn] pour tout n∈N, il est claire que : ∀n∈N An+1⊂An, alors :

µ(An) = µ(]−∞, sn]\]−∞, x])

(car : µ est une mesure finie) = µ(]−∞, sn])− µ(]−∞, x])

= F (sn)−F (x)

alors :

lim
n→+∞

µ(An) = µ

(

⋂

n∈N

An

)

= µ(]x0, x0])

= µ(∅)

= 0

= lim
n→+∞

F (sn)− F (x)

Donc : limn→+∞F (sn) = F (x0), ce qui prouve que F est continue à droite en tout
point de x∈R.

• Soit (in)n∈N une suite de R croissante où limn→+∞in = +∞. On définit la suite
d’ensembles (An)n∈N ⊂BR par : An = ]−∞, in], pour tout n ∈N . Il est claire que
∀n∈N An⊂An+1 et

⋃

n∈N
An=R, alors :

lim
x→+∞

F (x) = lim
n→+∞

F (in)

= lim
n→+∞

µ(An)

(car : (An) est croissante) = µ

(

⋃

n∈N

An

)

= µ(R)
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• Soit (sn)n∈N une suite de R décroissante où limn→+∞sn=−∞, On définit la suite
d’ensembles (Bn)n∈N⊂BR par : An= ]−∞, sn], pour tout n ∈N . Il est claire que
∀n∈N Bn+1⊂Bn et

⋂

n∈N
An= ∅, alors :

lim
x→−∞

F (x) = lim
n→+∞

F (sn)

= lim
n→+∞

µ(Bn)

(car : (Bn) est croissante et µ finie) = µ

(

⋂

n∈N

Bn

)

= µ(∅)

3.

• Soient a, b∈R où a<b, alors ]−∞, a]⊂]−∞, b], implique que µ(]−∞, a])<µ(]−∞,

b]), or ]a, b] = ]−∞, b]\]−∞, a] et µ est une mesure finie, alors

µ(]a, b[) = µ(]−∞, b]\]−∞, a])

= µ(]−∞, b])− µ(]−∞, a])

= F (b)−F (a)

• Soit a∈R, comme :

{a}= [a, a] =
⋂

n≥1

]

a−
1

n
, a

]

,

Donc :

µ({a}) = µ

(

⋂

n≥1

]

a−
1

n
, a

]

)

(

]

a−
1

n
, a

]

n≥1

est une suite décroissante ) = lim
n→+∞

µ

( ]

a−
1

n
, a

])

= lim
n→+∞

F (a)−F

(

a−
1

n

)

= F (a)− lim
n→+∞

F

(

a−
1

n

)

= F (a)−F (a−)

• Posons :

Dm=

{

a∈R, µ({a}) =F (a)−F (a−)≥
1

m

}

D= {a∈R, µ({a})=F (a)−F (a−)≥ 0}

il est claire que Card(Dm) < ∞ et D =
⋃

m∈N∗ Dm , donc D est dénombrable

(car : Toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrable est dénombrable ).

• Posons :

Jm=

{

x∈ [a, b], δ(x) = f(x+)− f(x−)≥
1

m

}

J = {x∈ [a, b], δ(x)= f(x+)− f(x−)≥ 0}

− 1er cas
——–—

: Soit f : [a,b]� R, croissante, et (xn)n∈I⊂Jm où x1<x2<� <xi<�

alors :

f(b)− f(a)≥
∑

(f(xi
+)− f(xi

−))≥
Card(Jm)

m
donc :

Card(Jm)≤m(f(b)− f(a))<∞
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or :

J ⊂

(

⋃

m∈N∗

Jm

)

Donc J est au plus dénombrable ou finie.

− 2ème cas
———-—

: Soit f :R� R, posons :

Kn= {x∈ ]−n, n[, f(x+)− f(x−)≥ 0}

K= {x∈R, f(x+)− f(x−)≥ 0}

comme R =
⋃

n≥1 ]−n, n[, alors : K =
⋃

n∈N∗ Kn, puisque Kn est au plus

dénombrable ou finie (d’après 1er cas), alors K est au plus dénombrable ou
finie.

− 3ème cas
———-—

: f est décroissante� −f est croissante : donne la même démons-

tration de cas précédente.

D’où l’ensemble des points discontinuité d’une fonction monotone f :R� R est finie
ou dénombrable.

Exercice 4

Énoncé :
Soit (E,B, µ) un espace mesuré. Soit (An)n∈N∗ une suite d’éléments de B.

a) Montrer que µ(lim infn→+∞An)≤ lim infn→+∞ µ(An).

b) Montrer que si µ
(
⋃

n≥1 An

)

<∞ , alors µ(lim supn→+∞An)≥ lim supn→+∞ µ(An).

c) Montrer que :
∑

n≥1 µ(An)<∞ ⇒ µ(lim supn→+∞An)= 0, ( Lemme de Borel-Cantelli).

Solution.

a) Posons: In=
⋂

k≥n
Ak, alors :

In=
⋂

k≥n

Ak=An∩

(

⋂

k≥n+1

Ak

)

⇒ In=An∩ In+1

⇒ In⊂ In+1

donc (In)n≥1 est une suite d’ensembles croissante, ainsi :

µ
(

lim
n→+∞

inf An

)

= µ

(

⋃

n=1

+∞
⋂

k≥n

Ak

)

= µ

(

⋃

n=1

+∞
In

)

= lim
n→+∞

µ(In)

d’autre part :

In=
⋂

k≥n

Ak ⇒ In⊂Ak, ∀k≥n

⇒ µ(In)≤ µ(Ak), ∀k ≥n

⇒ µ(In)≤ inf
k≥n

µ(Ak)

⇒ lim
n→+∞

µ(In)≤ lim
n→+∞

inf
k≥n

µ(Ak)

⇒ µ
(

lim
n→+∞

inf An

)

≤ lim
n→+∞

inf
k≥n

µ(Ak),
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ce qui prouve le résultat voulu.

b) Posons: Bn=
⋃

k≥n
Ak, alors :

Bn=
⋃

k≥n

Ak=An∪

(

⋃

k≥n+1

Ak

)

⇒ Bn=An∪Bn+1

⇒ Bn+1⊂Bn

donc (In)n≥1 est une suite d’ensembles décroissante, ainsi :

µ
(

lim
n→+∞

supAn

)

= µ

(

⋂

n=1

+∞
⋃

k≥n

Ak

)

= µ

(

⋂

n=1

+∞
Bn

)

= lim
n→+∞

µ(Bn)

d’autre part :

Bn=
⋃

k≥n

Ak ⇒ Ak⊂Bn, ∀k ≥n

⇒ µ(Ak)≤ µ(Bn), ∀k ≥n

⇒ sup
k≥n

µ(Ak)≤ µ(Bn)

⇒ lim
n→+∞

sup
k≥n

µ(Ak)≤ lim
n→+∞

µ(Bn)

⇒ lim
n→+∞

sup
k≥n

µ(Ak)≤ µ
(

lim
n→+∞

supAn

)

ce qui prouve le résultat voulu.

c) Posons :

Sn=
∑

k=1

n

µ(Ak) et S=
∑

k=1

+∞
µ(Ak) ,

comme S=
∑

k=1
+∞

µ(Ak)<∞, alors : ( voir le cours de séries SM3 )

lim
n→+∞

Rn= lim
n→+∞

|S −Sn|= lim
n→+∞

(

∑

k=n+1

+∞
µ(Ak)

)

=0

d’autre part :

lim
n→+∞

sup
k≥n

µ(Ak) =
⋂

n=1

+∞ (

⋃

k≥n

Ak

)

⊂
⋃

k≥n

Ak

⇒ 0≤µ

(

lim
n→+∞

sup
k≥n

µ(Ak)
)

≤
∑

k=n

+∞
µ(Ak)

en passant à la limite : n�+∞, on obtient le résultat voulu.
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Exercice 5

Énoncé :
Soit (E,B) un espace mesuré. Soit (µn)n∈N∗ une suite des mesures positives sur (E,B) .

1. Montrer que si la suite (µn)n∈N∗ est croissante, dans le sens où µn(A)≤µn+1(A), pour tout
n≥ 1 et A∈B, alors l’application A� sup n≥1 µn(A) est une mesure positive sur (E,B),
On pourra utiliser le lemme suivant :

Lemme. Soit (an,p)n≥1,p≥1 et (ap)p≥1 deux suites de R̄
+ telles que pour tout p ≥ 1 la

suite (an,p)n≥1 est croissante de limite ap. Alors :

lim
n→+∞

∑

p≥1

an,p=
∑

p≥1

ap

2. Pour tout A∈B on pose ν(A)=
∑

i=1
∞

µi(A). Montrer que ν est une mesure sur (E,B).

Solution.

1. On définit la quantité µ, par l’application : A� µ(A)= sup n≥1 µn(A)

i. On a ∀n∈N
∗, µn est une mesure positive sur (E,B), alors :

µ(∅) = sup
n≥1

µn(∅)= sup
n≥1

0 = 0

ii. Soit (Ap)p∈N∗⊂B avec Ai∩Aj= ∅, ∀i� j. Alors :

µ

(

⋃

p≥1

Ap

)

= sup
n≥1

µn

(

⋃

p≥1

Ap

)

( (µn)n∈N∗ est une suite croissante ) = lim
n→+∞

µn

(

⋃

p≥1

Ap

)

( car µn sont des mesures ) = lim
n→+∞

∑

p≥1

µn(Ap).

Posons : an,p = µn(Ap) et ap = µ(Ap) = supn≥1µn(Ap), or an,p est croissante par

rapport à n, et de la limite ap, alors d’après le lemme, on a :

µ

(

⋃

p≥1

Ap

)

= lim
n→+∞

∑

p≥1

µn(Ap)

= lim
n→+∞

∑

p≥1

an,p

=
∑

p≥1

ap

=
∑

p≥1

µ(Ap).

Donc, l’application : A� µ(A)= sup n≥1 µn(A) est une mesure positive.

2.

i. Pour tout A∈B on a :

0≤ ν(A)=
∑

i=1

∞
µi(A)≤

∑

i=1

∞
sup
n≥1

µn(A)=
∑

i=1

∞
µ(A)= µ(A) lim

n→+∞
n(n+1)

2
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En faisant A= ∅, on obtient : ν(∅)= 0

ii. Soit (Ap)p∈N∗⊂B avec Ai∩Aj= ∅, ∀i� j. Alors :

ν

(

⋃

p≥1

Ap

)

=
∑

i=1

∞
µi

(

⋃

p≥1

Ap

)

=
∑

i=1

∞
∑

p≥1

µi(Ap)

=
∑

p≥1

∑

i=1

∞
µi(Ap)

=
∑

p≥1

ν(Ap)

D’où, ν est une mesure sur (E,B).
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TD. N
◦
2 : Applications mesurables

1 Mesure Image

Exercice 3

Énoncé :
Soit (E,B, µ) un espace mesuré, (F ,F) un espace mesurable et f une fonction de E dans F

(B,F)−mesurable, i.e f−1(F)⊂B. On pose pour tout A∈F, µf(A)= µ(f−1(A)).

1. Montrer que µf est une mesure positive sur (F ,F). On l’appelle la mesure image de µ par
f .

2. Soit h: (F ,F)� R̄+une fonction mesurable positive. Montrer que
∫

F
hdµf=

∫

E
h◦ fdµ.

3. Soit g : (F ,F)� R une fonction numérique mesurable.
Montrer que

∫

F
|g |dµf < +∞ ⇔

∫

E
|g ◦ f |dµ < +∞ et que dans ce cas on a

∫

F
gdµf =

∫

E
g ◦ fdµ.

4. Soit (Ω,E ,P ) un espace probabilisé et soit X : (Ω,E)� (R,B(R)) une fonction numérique
mesurable. Montrer que X ∈L(Ω,E , P ) si et seulement si

∫

R
|x|dPX(x)<∞ et que dans

ce cas
∫

Ω
X(ω)dP (ω)=

∫

R
xdPX(x). Montrer que

∫

Ω
X2dP (ω)=

∫

R
x 2 dPX(x) .

Rappels :

→











f−1(∩Ai) =∩f−1(Ai)

f−1(∪Ai) =∪f−1(Ai)

Attention : C’est vrai seulement pour l’image réciproque.

→ L’indicatrice d’ensemble A : lA(x)=







1 si x∈A

0 si x � A

.

→ ϕ∈E�
déf

ϕ est une fonction étagée mesurable�
déf

ϕ=
∑

i=1
n

αilAi
.

→ Si g ∈M� g+= sup (f , 0)∈M+ , g−= sup (−f , 0)∈M+ et g= g+− g−.

→ ∀f , g ∈M à valeurs dans R, on a : |g | ◦ f = |g ◦ f | .

→ X ∈L1(Ω, E , P )�
déf











(X: Ω� R)∈M

∫

Ω
|X |dP <∞

Solution.

1.

i. µf(∅)= µ(f−1(∅))= µ(∅) = 0 ( car µ est une mesure sur (E,B) )

ii. Soit (An)n∈N∗⊂F où Ai∩Aj= ∅ ∀i� j, alors

µf

(

⋃

n≥1

An

)

= µ



f−1

(

⋃

n≥1

An

)



= µ

(

⋃

n≥1

f−1(An)

)

=
∑

n≥1

µ(f−1(An))=
∑

n≥1

µf(An)

donc, µf est une mesure positive sur (F ,F).
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2.

− 1er cas
———-—

: h= lA : l’indicatrice de A, avec A⊂E. On a :
∫

F

lAdµf = µf(A)= µ(f−1(A)) =

∫

E

lf−1(A)dµ=

∫

E

lA ◦ fdµ





 Car : lA ◦ f =











1 si f(x)∈A

0 si f(x) � A

=











1 si x∈ f−1(A)

0 si x � f−1(A)

= lf−1(A)







− 2ème cas
———-—

: h∈E+ : fonction étagée mesurable positive . h=
∑

i=1
n

αilAi
. On a :

∫

F

hdµf =

∫

F

∑

i=1

n

αilAi
dµf

( (lAi
)i∈I ⊂M+. Voir [TCM, les séries] ) =

∑

i=1

n

αi

∫

F

lAi
dµf

=
∑

i=1

n

αiµf(Ai)

=
∑

i=1

n

αiµ(f
−1(Ai))

(d’après le 1er Cas ) =
∑

i=1

n

αi

∫

E

lA ◦ fdµ

=

∫

E

∑

i=1

n

αilA ◦ fdµ

=

∫

E

h ◦ fdµ

− 3ème cas
———-—

: h∈M+ : fonction mesurable positive .

D’après le théorème d’approximation, ∃ (ϕn)n∈N∗ une suite croissante de E+, où

lim
n→+∞

ϕn= h

alors :
∫

F

hdµf = lim
n→+∞

∫

F

ϕndµf

(d’après le 2ème Cas ) = lim
n→+∞

∫

E

ϕn ◦ fdµ

=

∫

E

lim
n→+∞

(ϕn ◦ f) dµ

=

∫

E

lim
n→+∞

ϕn ◦ (f) dµ

=

∫

E

h ◦ fdµ

Donc, ∀h∈M+ on a :
∫

F
hdµf =

∫

E
h ◦ fdµ .
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3.

• D’après la question précédente, on a :
∫

F

|g |dµf =

∫

E

|g | ◦ fdµ=

∫

E

|g ◦ f | dµ

Donc,
∫

F

|g |dµf <+∞⇔

∫

E

|g ◦ f |dµ<+∞

• Si
∫

F
|g |dµf <+∞, alors

∣

∣

∫

F
gdµf

∣

∣<+∞, donc
∫

F

gdµf =

∫

F

g +dµf −

∫

F

g −dµf

=

∫

E

g+ ◦ fdµ−

∫

E

g− ◦ fdµ

=

∫

E

(g+ ◦ f − g− ◦ f) dµ

=

∫

E

(g+− g−) ◦ fdµ

=

∫

E

g ◦ fdµ

4.

• D’après l’égalité de question 3, on fait : h= | | (i.e h(x) = |x|) , µ=P et f =X, on
obtient :

∫

R

|x|dPX(x)=

∫

Ω

|X |dP

cela implique :

∫

R

|x|dPX <+∞⇔

∫

Ω

|X |dP <+∞

• D’après l’égalité de question 2, on fait : g(x)= x2 , µ=P et f =X , on obtient :

∫

Ω

X2 dP (ω) =

∫

R

x 2 dPX(x) .

2 Mesure de densité

Exercice 4

Énoncé :
Soit (E,B, µ) un espace mesuré. Soit f : (E,B)� R̄+ une fonction mesurable positive. On

pose pour tout A∈B, ν(A)=
∫

A
fdµ.

1. Montrer que ν une mesure positive sur (E, B). Elle est appelée la mesure de densité f

par rapport à µ et on note dν= fdµ.

2. Soit g : (E,B)� R̄+ une fonction mesurable positive. Montrer que
∫

E
gdν=

∫

E
gfdµ

3. Montrer que ν est absolument continue par rapport à µ. (i.e, A∈B, µ(A)=0⇒ν(A)=0).
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Solution.

1.

i. ν(∅) =
∫

∅ fdµ=
∫

E
f.l∅ dµ=

∫

E
f.0dµ=0.

ii. Soit (An)n∈N∗⊂F où Ai∩Aj= ∅ ∀i� j, alors

ν

(

⊎

n≥1

An

)

=

∫

⊎
n≥1

An

fdµ

=

∫

E

f .l⊎
n≥1

An
dµ

( car : les Ai sont disjoints ) =

∫

E

f

(

∑

n≥1

lAi

)

dµ

=

∫

E

∑

n≥1

f.lAi
dµ

( (lAi
)i∈N∗⊂M etf ∈M+.Voir [TCM, les séries]) =

∑

n≥1

∫

E

f.lAi
dµ

=
∑

n≥1

ν(Ai)

donc, ν est une mesure positive sur (E,B).

2.

− 1er cas
———-—

: g= lA : l’indicatrices de A, avec A⊂E. On a :

∫

E

gdν=

∫

E

lAdν=ν(A)=

∫

A

fdµ=

∫

E

flAdµ=

∫

E

fgdµ

− 2ème cas :
———-—

g ∈E+ : fonction étagée mesurable positive . g=
∑

i=1
n

αilAi
. On a :

∫

E

gdν =

∫

E

∑

i=1

n

αilAi
dν

( (lAi
)i∈N∗⊂M ) =

∑

i=1

n

αi

∫

Ei

lAi
dµ

(d’après le 1er Cas ) =
∑

i=1

n

αiν(Ai)

=
∑

i=1

n

αi

∫

E

flAi
dµ

=

∫

E

∑

i=1

n

αiflAi
dµ

( f ∈M [ TCM, les séries ]) =

∫

E

f

(

∑

i=1

n

αilAi

)

dµ

=

∫

E

fgdµ
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− 3ème cas
———-—

: g ∈M+ : fonction mesurable positive .

D’après le théorème d’approximation, ∃ (ϕn)n∈N∗ une suite croissante de E+, où

lim
n→+∞

ϕn= g

et d’après le théorème de convergence monotone, on a :

lim
n→+∞

∫

E

ϕn dν =

∫

E

gdν.

D’autre part

lim
n→+∞

∫

E

ϕn dν = lim
n→+∞

∫

E

fϕndµ

(car : (fϕn)ր fg ∈M+) =

∫

E

fgdµ

=

∫

E

gdν

Donc, ∀g ∈M+ on a :
∫

E
gdν=

∫

E
fgdµ.

3. On sait que : f.lA(x)=







f(x) si x∈A

0 si x � A

, alors :

x∈Ac ⇒ f.lA(x)= 0

⇒ Ac⊂{f.lA=0}

⇒ {f.lA� 0}⊂A

⇒ µ({f.lA� 0})≤ µ(A)

donc si , alors µ({f.lA� 0})= 0.

µ(A)= 0 ⇒ µ({f.lA� 0})= 0

⇒

∫

{f.lA� 0}
f.lAdµ=0

comme

ν(A) =

∫

E

f.lAdµ=

∫

{f.lA� 0}
f.lAdµ+

∫

{f.lA=0}
f.lAdµ

alors

µ(A)= 0⇒ν(A)=

∫

{f.lA� 0}
f.lAdµ+

∫

{f.lA=0}
f.lAdµ=0+0=0.
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1 Intégration des fonctions mesurables positives

Exercice 1

Énoncé :

1. Soit (E, B , µ) un espace mesuré et g : E � R̄+ une application mesurable positive.

Montrer que pour tout réel positive a> 0 on a µ{g > a}≤
1

a

∫

E
gdµ.

2. Soit f : (E,B)� R̄, µ− intégrable. Montrer que f est finie µ− p.p : µ(|f |=+∞)= 0 .

3. Soit (fn) une suite de fonctions mesurables positives telle que :
∑

n=1
+∞ ∫

E
fndµ < ∞.

Montrer que f8
∑

n=1
+∞

fn est finie µ−presque partout sur E.

Solution.

1. Soit A= {g > a}, Posons ϕ= alA∈E+. Alors ϕ≤ g donc

∫

E

ϕdµ≤

∫

E

gdµ ⇒

∫

E

alAdµ≤

∫

E

gdµ

⇒ aµ(A)≤

∫

E

gdµ

⇒ µ{g > a}≤
1

a

∫

E

gdµ

[

L’inégalité : µ{g >a}≤
1

a

∫

E
gdµ s’appel inégalité de Markov

]

2. Notons :

B= {|f |=+∞}∈B et Bn= {|f |>n}

Il est claire que,

Bn+1⊂Bn et B=
⋂

n∈N

Bn

d’après la question précédente, on a :

µ(Bn)≤
1

n

∫

E

|f | dµ

Comme f est µ− intégrable, alors :

∃M > 0 , telle que

∫

E

|f | dµ<M
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donc,

0≤ µ(Bn)≤
M

n

En passant à limite (n→+∞), on obtient :

lim
n→+∞

µ(Bn) =

( Bn ցB et µ(B0)<∞ ) = µ

{

⋂

n∈N

Bn

}

= µ(B)

= 0

d’où, µ(|f |=+∞) = 0.

3. D’après le théorème de convergence cas des séries, on a :

∫

E

fdµ =

∫

E

∑

n=1

+∞
fndµ

=
∑

n=1

+∞ ∫

E

fndµ<∞

et d’après la question précédente, on obtient : µ(|f |=+∞)= 0.

Exercice 2

Énoncé :
Soit (E, B, µ) un espace mesuré avec µ une mesure finie. Soit f une fonction numérique

mesurable définie sur (E,B) . Pour tout n on pose :

An= {x∈E; |f(x)| ≥n} et Bn= {x∈E;n≤ |f(x)|<n+1}

Montrer que si
∫

E
|f |dµ<∞ alors limn→+∞µ(An) = 0 et limn→+∞nµ(An)= 0 .

Montrer que
∫

E

|f |dµ<∞⇔
∑

n=0

∞
µ(An)<∞⇔

∑

n=0

∞
nµ(Bn)<∞

Solution.

• On a :
∫

E
|f |dµ<∞, alors, d’après Exercice 1 ( de même TD ) on a : limn→+∞µ(An)= 0

• Il est claire que An ցA, où A= {|f |=+∞}. Comme µ est une mesure finie, alors :

lim
n→+∞

µ(An) = µ(A) = 0

De plus

(|f |.lAn
)ց (|f |.lA) et

∫

E

|f |.lA0
dµ≤

∫

E

|f |dµ<∞
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alors, d’après le théorème de convergence monotone [ T.C.M ], on a :

lim
n→+∞

∫

E

|f |.lAn
dµ =

∫

E

lim
n→+∞

|f |.lAn
dµ

=

∫

E

|f |.lA dµ

=

∫

A

|f | dµ

( car : µ(A)= 0 ) = 0.

L’inégalité de Markov nous donne :

0≤nµ(An)≤

∫

E

|f |.lAn

en passant à limite (n→+∞), on obtient le résultat voulu.

•

i. On a :

Bn= {x∈E;n≤ |f(x)|<n+1}= |f |−1([n, n+1[)

alors, pour tous i� j, on a :

Bi∩Bj = |f |−1([i, i+1[)∩ |f |−1([j , j+1[)

= |f |−1([i, i+1[∩ [j , j+1[)

= |f |−1{∅}

= 0

ii. Pour tout x∈Bn, on a :

n≤ f(x)≤n+1 ⇒ nlBn
≤ |f |lBn

≤ (n+1)lBn

⇒
∑

n≥0

nlBn
≤
∑

n≥0

≤|f |lBn
≤
∑

n≥0

(n+1)lBn

⇒

∫

E

∑

n≥0

nlBn
dµ≤

∫

E

∑

n≥0

|f |lBn
dµ≤

∫

E

∑

n≥0

(n+1)lBn
dµ

⇒
∑

n≥0

∫

E

nlBn
dµ≤

∑

n≥0

∫

E

|f |lBn
dµ≤

∑

n≥0

∫

E

(n+1)lBn
dµ

( car⊎n≥0Bn=E ) ⇒
∑

n≥0

nµ(Bn)≤
∑

n≥0

∫

Bn

|f |dµ≤
∑

n≥0

(n+1)µ(Bn)

⇒
∑

n≥0

nµ(Bn)≤

∫

E

|f |dµ≤
∑

n≥0

nµ(Bn) +
∑

n≥0

µ(Bn)
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⇒
∑

n≥0

nµ(Bn)≤

∫

E

|f |dµ≤
∑

n≥0

nµ(Bn) + µ

(

⊎

n≥0

Bn

)

⇒
∑

n≥0

nµ(Bn)≤

∫

E

|f |dµ≤ µ(E)+
∑

n≥0

nµ(Bn)

Comme µ est une mesure finie, alors :
∫

E

|f |dµ<∞ ⇔
∑

n≥0

nµ(Bn)<∞

iii. On a : An= {x∈E; |f(x)| ≥n}, alors An
c = { |f |<n}, donc :

Bn=An∩An+1
c =An\An+1

comme µ est une mesure finie, alors :

µ(Bn)= µ(An)− µ(An+1) ⇒ nµ(Bn) =nµ(An)−nµ(An+1)

⇒
∑

n=0

k

nµ(Bn) =
∑

n=0

k

nµ(An)−
∑

n=0

k

nµ(An+1)

⇒
∑

n=0

k

nµ(Bn) =
∑

n=0

k

nµ(An)−
∑

n=1

k+1

(n− 1)µ(An)

⇒
∑

n=0

k

nµ(Bn) =
∑

n=1

k

(n−n+1)µ(An)− kµ(Ak+1)

⇒
∑

n=0

k

nµ(Bn) =

(

∑

n=1

k

µ(An)

)

− kµ(Ak+1)

En passant à la limite (k� +∞), on obtient :

∑

n≥0

nµ(Bn) =

(

∑

n≥0

µ(An)

)

− lim
k→+∞

kµ(Ak+1)

comme

lim
k→+∞

kµ(Ak+1) = lim
k→+∞

(k+1)µ(Ak+1)− lim
k→+∞

µ(Ak+1)

= lim
k→+∞

kµ(Ak)− lim
k→+∞

µ(Ak)

( d’après ce qui précède ) = 0+0=0

Donc

∑

n≥0

nµ(Bn) =
∑

n≥0

µ(An)

Cela implique

∑

n≥0

nµ(Bn)<∞ ⇔
∑

n≥0

µ(An)<∞
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2 Fonctions boréliennes

Exercice 3

Énoncé :
Soit E et F deux espaces métriques et f :E� F une application dont l’ensemble des points

de discontinuité est dénombrable. Montrer que f est borélienne.

Rappel :

→ f est une fonction continue ⇒ f est mesurable
♣ Attention :Généralement l’autre sens pas vrai.

Solution. Soit D l’ensemble des points de discontinuité de f . L’application

F : E\D� F

x� F (x) =f(x)

est continue, Soit A∈B(F ). On a F � 1 (A)∈B(E) et :

f� 1 (A) = {x∈X, f (x)∈A}

= {x∈X\D, f (x)∈A }∪ (f� 1 (A)∩D)

= F� 1 (A)∪( f� 1 (A)∩D)

Or D est mesurable comme réunion dénombrable de points. Par suite f� 1 (A)∩D est dénombrable,
donc f� 1 (A)∩D est mesurable, cela implique que (f� 1 (A)∩D) ∈ B(E), d’où f� 1 (A) ∈ B(E)
Finalement f est mesurable (borélienne).

Exercice 4

Énoncé :
Soit f :R� R une fonction monotone. Montrer que f est borélienne.

Solution.

− Cas où f est croissante : On note Ac= f� 1(]�∞, c[). Soit αc= sup {x, x∈Ac}, alors :

i. Si Ac� ∅, alors αc∈R et :

∀x<αc f(x)≤ f(αc)<c

donc Ac= ]�∞, αc[ ou Ac= ]�∞, αc] d’où Ac∈B(R)

ii. Si Ac= ∅ ,alors f� 1(]�∞, c[)= ∅∈B(R)

donc si f est croissante alors f est borélienne.

− Cas où f est décroissante : alors � f est croissante, donc � f est borélienne d’où f est
borélienne.

Autre Solution :
On vit au (TD.No1_Exercice 3_question 3) que l’ensemble des points discontinuité d’une

fonction monotone est dénombrable ou finie, donc d’après (TD.3_Exercice 3) la fonction f est
borélienne.
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3 Théorème de Fubini

Exercice 5

Énoncé :

1. Vérifier que pour tout n≥ 1,

∫

0

n sin x

x
dx =

∫

0

n
(
∫

0

∞
e−xtdt

)

sinxdx

2. Calculer

Fn(t) =

∫

0

n

e−xtsinxdx , (t≥ 0)

3. Calculer

lim
n→∞

∫

0

+∞
Fn(t)dt

4. En déduire que

lim
n→+∞

∫

0

n sinx

x
dx =

π

2

5. Montrer que
∫

0

+∞ ∣

∣

∣

∣

sinx

x

∣

∣

∣

∣

dx = +∞

Solution.

1. Soit n∈N
∗, considérons l’application :

g(x)=















sinx

x
si x� 0

0 si x=0

La fonction g est continue sur l’intervalle [0, n], elle donc bien intégrable pour l’espace
mesuré ([0, n], B([0, n]), λ). Pour tout x>0, on a

∫

0

∞
e−xtdt= lim

p→∞
1

x
[� e−xt ]0

p=
1

x

On obtient bien :
∫

0

n sinx

x
dx =

∫

0

n
(
∫

0

∞
e−xtdt

)

sinxdx

2.

− Pour t=0, on a
∫

0

n

e−xt sinxdx=

∫

0

n

sinxdx=1− cosn=Fn(0)
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− Soit maintenant t > 0 . Comme les fonctions x� e−xt et x� sin x sont de classe
C∞ sur R, on peut calculer Fn(t) en intégrant deux fois par parties :

Fn(x) =

∫

0

n

e−xt sinxdx

= −

∫

0

n

te−xtcos xdx− [e−xt cos x]0
n

=

∫

0

n

t2 e−xtcos xdx− [te−xt sinx]0
n− [e−xt cos x]0

n

= t2Fn(t)− [te−xt sinx]0
n− [e−xt cos x]0

n

Ce qui donne :

(1+ t2)Fn(t) = 1− te−nt sinn−e−nt cosn

et donc :

Fn(t) =
1− te−nt sinn−e−nt cosn

(1+ t2)

3. Pour tout n ∈N, Fn est continue de R+ dans R elle est donc mesurable de R+ dans R .
On a, pour tout n∈N et tout t≥ 0 :

te−nt≤ te−t≤
1

e
.

On en déduit :

|Fn(t)| ≤

(

2+
1

e

)

1

1+ t2
∀t∈R+

( en fait, on a même 0 < Fn(t) ≤
1

1+ t2
). Comme t �

1

1+ t2
est intégrable sur

(R+ ,B
R+

, λ), ceci donne que Fn∈L1(R+ ,B
R+

, λ) pour tout n∈N.

Enfin comme Fn(t)�
1

1+ t2
quand n� +∞, pour tout t>0, on peut appliquer le

théorème de convergence dominée à la suite (Fn)n∈N, il donne :

lim
n→∞

∫

0

+∞
Fn(t)dt =

∫

0

+∞
lim

n→∞
Fn(t)dt

=

∫

0

+∞ 1

1+ t2
dt

=
π

2

4. On a :
∫

0

+∞
Fn(t)dt=

∫

0

+∞ (∫

0

n

e−xtsinxdx

)

dt

Comme :
∫

0

n
(
∫

0

+∞
e−xt| sinx |dt

)

dx=

∫

0

n
∣

∣

∣

∣

sinx

x

∣

∣

∣

∣

dx ≤

∫

0

n x

x
dx=

∫

0

n

1dx=n<∞
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alors, d’après le théorème de Fubuni- Lebesgue.
∫

0

n sinx

x
dx =

∫

0

n
(
∫

0

+∞
e−xt| sin x |dt

)

dx

=

∫

0

+∞ (∫

0

n

e−xt sinxdx

)

dt

=

∫

0

+∞
Fn(t)dt

=
π

2

5. On a :
∫

0

∞ ∣

∣

∣

∣

sinx

x

∣

∣

∣

∣

dx =
∑

k=0

∞ ∫

kπ

(k+1)π
∣

∣

∣

∣

sinx

x

∣

∣

∣

∣

dx.

D’autre part, pour tout k ≥ 0 on a :
∫

kπ

(k+1)π
∣

∣

∣

∣

sinx

x

∣

∣

∣

∣

dx =

∫

0

π sin (kπ+ y)

kπ+ y
dx

≥
1

(k+1)π

∫

0

π

sinxdx

≥
2

(k+1)π

donc
∫

0

∞ ∣

∣

∣

∣

sinx

x

∣

∣

∣

∣

dx ≥
2

π

∑

k=1

∞
1

k
�+∞

ce qui prouve le résultat voulu.

Exercice 6

Énoncé :
Soit la fonction f définie sur [−1,1]2 par f(x, y)=

x2− y2

(x2+ y2)2
, si (x, y)� (0,0) et f(0,0)=0.

Montrer que f est borélienne. Montrer que
∫

−1

1
(
∫

−1

1

f(x, y)dx

)

dy �

∫

−1

1
(
∫

−1

1

f(x, y)dy

)

dx

Calculer l’intégrale de |f | sur l’anneau Sε={(x, y)∈R
2;ε≤x2+ y2≤1}. En déduire l’intégrale

de |f | sur [−1, 1]2. Y a-t-il contradiction avec le théorème de Fubini ?

Solution.

• On a :
∫

−1

1

f(x, y)dx=

∫

−1

1 x2− y2

(x2+ y2)2
dx=

[

−x

(x2+ y2)

]

−1

1

=
−2

1+ y2

alors

28 TD. N
◦
3 : Intégration des fonctions mesurables



∫

−1

1
(
∫

−1

1

f(x, y)dx

)

dy=

∫

−1

1 −2

1+ y2
dx=−2 [arctang(x)]−1

1 =−π

de même
∫

−1

1

f(x, y)dy=

∫

−1

1 x2− y2

(x2+ y2)2
dy=

[

y

(x2+ y2)

]

−1

1

=
2

1+ y2

et
∫

−1

1
(
∫

−1

1

f(x, y)dx

)

dy=

∫

−1

1 2

1+ y2
dx=2 [arctang(x)]−1

1 =π

donc
∫

−1

1
(
∫

−1

1

f(x, y)dx

)

dy �

∫

−1

1
(
∫

−1

1

f(x, y)dy

)

dx

• Posons :

x= r cos θ et y= r sin θ

alors
∫

Sε

|f |dλ2 =

∫

Sε

∣

∣

∣

∣

x2− y2

(x2+ y2)2

∣

∣

∣

∣

dxdy

=

∫

ε
√

1 ∫

0

2π
∣

∣

∣

∣

r2(cos 2θ− sin2θ)

r4

∣

∣

∣

∣

rdrdθ

=

∫

ε
√

1 ∫

0

2π |cos (2θ)|
r

drdθ

=

∫

ε
√

1 1

r
dr

∫

0

2π

|cos (2θ)|dθ

= −
4

2
ln(ε)

= −2 ln (ε)

• Il est claire que pour tout ε∈ [0, 1[ on a :

Sε⊂ [−1, 1]2

donc :
∫

Sε

|f |dλ2=−2 ln (ε) ≤

∫

[−1,1]2
|f |dλ2

em passant à la limite ( ε� 0 ), on obtient :
∫

[−1,1]2
|f |dλ2=+∞

• Oui,
∫

[−1,1]2
|f |dλ2 pas finie (Voir théorème de Fubini-Lebesgue).
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