
PROBABlLITES ET STATISTIQUE 

S MA +SHI 

Collection 05 : Probabilites conditionnelles, loi binomiale et loi de Poisson 

Ex. 1 Le code genetique est base sur les quatres lettres A, T, G, C et se lit en triplets. Sa.chant que 
les proteines sont composes de 20 acides amines ditferents, expliquez pourquoi la lecture unitaire 
ou en couple n'est pas possible. 

I 
Ex. 2 Un scientifique souha.ite effectuer un test sur n individus afin de determiner s'ils sont portents 

d'une maladie assez rare. Aya.nt un budget reduit, ii se dema.nde quelle est la procedure la plus 
economique. TI compare done deux strategies. 

a) S'il regroupe les n individus, il effectue un test groupe (tous les individus ensembles), puis 
s'il est positif, il effectue les tests individuellement. Montrez que le nombre moyen de tests 
dans ce cas est ((I -pt+ (n + 1)(1- (1- pr)). . , • .. , 

Supposons maintenant qu'ils sont ma]ades avec une probabilite p suffisament petite pour a.voir au 
plus un mala.de. 

b) Il separe les individus en r groupes. Si un groupe est posit if, al ors il test separemment tous !es 

indivi(;h.1S:<iu groupe. Montrez que le nombre moyen de test dans ce cas est (r+'.::(1-{l-p)n)). 
. r 

c) Determinez la probabilite p pour laquelle 11 a interet a utiliser le test 1 d'a.bord dans le cas 
ge11e1ial, -puis avec n = 100) r = 10. 

Ex. 3 On considere un jugement pour lequel la condamnation dott etre validee par au mains 8 des 12 
membres du jury pour etre effective. En admettant que les jures se prononcent independamment 
les uns des autres et que la probabilite de decision correcte est 0, determinez 

a) la probabilite que la decision du jury soit correcte s'il est innocent. 

h) la probabilite que la decision du jury soit correcte s'il est coupable. 

c) la probabilite que la decision du jury entier soit correcte, sachant que !'accuse a une proba­
bilite a d'etre coupable. 

Ex. 4 Dans un lac, on veut estimer le nombre de poissons. Aprea une premiere capture, 1492 poissons 
sont marques. Lora d 1une seconde capture de 2560 poissons, on denornbre 340 marques. Estiroez 
le nombre de poissons dans le lac et determinez la loi des poi.ssons marques. 

Ex. 5 On admet que le nombre d'erreurs par page clans un livre suit une loi de Poisson avec parametre 
>. = 0.5. Calculez la probabilite qu'il y ait au moins une erreur sur cette page. 

Ex. 6 Une installation electronique composee de plusieurs composants fonctionne si au moins deux tiers 
des composants est en etat de marche. Chaque composant est en etat de marche avec la meme 
probabilite p. Le fonctionnement d'un composant est independant du fonctionnement des a.utres. 
Pour quelles valeurs de p, un systeme a 2 composants fonctionne-t-il plus souvent qu'un systeme 
a 4 cornposants ? 

.. 

, 

.. 
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Ex. 7 Soit X une variable a.leatojre distribuee aelon une loi de Poisson de parametre .>.. > 0. 

a) Quelle est la valeur de A qui maximise P(X = 2) ? Quelle est la valeur de A qui maximise 
P(X = 2)P(X = 1) ? 
Indication : Maximiser une fonction positive ou maximiser le logarithme de cette fonction 
sont des problemes equivalents. 

b) On considere une agglomeration de N = lO(YOOO habitants. On modelise le nombre d 1habitants 
qui sont infectees par Je virus de la grippe chaque jour par une variable aleatoire de Poisson. 
L'experience procede par sondage. Chaque jour, cinquante personnes non encore testees sont 
choisies au hasard clans la. population et le nornbre de personnes infectees da.ns ce groupe est 
comptabilise. Aprea la premiere journee, vous enregistrez deux personnes mala.des. Sur la 
base de cette information, ajustez le rnodele poissonnien; autrement <lit, estimez la valeur du 
para.metre A . 

c) Utilisez !es donnees ci-dessous pour estimer la probabilite que le onzieme jour, sur les cin­
quante pemonnes testees, pemonne ne presentera de symptomes. 

2 I 2 3 2 0 2 0 2 0 

Indication : Trouvez la. v~eu.r de >. qui maximise P(X = 2)P(X = 1) · · · · · P(X ~'oj. 

Ex. 8 a) Soit X une variable aleatoire binomiale de parametres n ~ 3 et p. Si on suppose que la 
valeur den est connue, quelle est la valeur de p qui maximise P(X = 3) ? 

b) Vous lancez une piece de monnaie di:x fois et obtenez deux fois PILE. Estimez la probabilite 
d:obtenir deux PILE ou plus Jors de votre prochaine serie de di:x lancers. 

Ex. 9 Pour evaluer le volume de metastases des poumons dans un groupe de souris, on decoupe les 
organes en N fines tranches de 2mm. Le volume est evalue comme suit 

V = epaisseur X a.ire moyenne associee a un point X (Pi + ... + PN) ' 

OU~ represente le nombre de points (unites) presentant des tissus cancereux clans la ieme tranche. 
L'aire moye11ne vaut 0.046mm2 . Si (P1 +· • •+P,v) suit une loi de Poisson et que P(Pi +· · •+PN = 
0) ~ 10-66 , evaluez le volume moyen des metastases. 

Ex. 10 Soit X1 et X2 deux variables aleatoires independantes distribuees sefon la loi de Poisson de 
parametres >..1 et A2 respectivement. Calculez P(X1 + X2 = x). Que pouvez-vous en deduire? 

Ex. 11 Lors d'une experience, on a evalue la sensibilite de deux types de cellules par rapport a un produit 
mutagene en estimant le taux de mutation ,\ . V~perience procede comme suit. On depose dans 
le fond de n = 100 puits des echa.ntillons de solution contenant chacun N = 105 cellules. Ensuite, 
on recouvre ces echantillon d'une solution liquide contenant une certaine concentration du produit 
mutagene. On laisse a.gir et a.u fina.1, on comptabilise no, le nombre de puits da.ns lesquels aucune 
mutation n'est a.pparue. 

a) Si l'on souhaite que la probabilite qu'un puit presente une colonie de cellules mutees s'eleve 
a 1/2 , queUe est la. relation qui lie N a >- ? 

On a effectue cette experience pour differentes concentration du produit et dans chaque cas, on 
a repete la mesure cinq fois. Les donnees recoltees sont fournies ci-a.pres. Pour chacune des 
combinaison type de cellule - concentration du produit mutagene : 



b) Evaluez le taux de mutation moyen X . 
c} Determinez pour ce tame de mutation moyen X le nombre de puits qui n'ont presente aucune 

mutation. 

d) l)iscutez voo resultats. 

Type Concentration Fraction mutee 

TK6 0.00 0.0000027 
TK6 0.00 0.0000078 
TK6 0.00 0.0000042 
TK6 0.00 0.0000018 
TK6 0.00 0.0000036 
TK6 1.25 0.0000020 
TK6 1.25 0.0000097 
TK6 1.25 0.0000199 
TK6 1.25 O.OOQ0020 
TK6 1.25 0.0000092 
TK6 2.50 0.0000010 
TK6 2.50 0.0000102 
TK6 2.50 0.0000111 
TK6 2.50 0.0000117 
TK6 2.50 0.0000139 
MTl 0.00 0.0000394 
MTl 0.00 0.0001168 
MTl 0.00 0.0000608 
MTl 0.00 0.0000614 
MTl 0.00 0.0001510 
MTl 1.25 0.0000400 
MTl 1.25 0.0001300 
MTl 1.25 0.0000692 
MTl 1.25 0.0000817 
MTl 1.25 0.0001450 
MTl 2.50 0.0000686 
MTl 2.50 0.0001621 
MTl 2.50 0.0001778 
MTl 2.50 0.0000932 
MTl 2.50 0.0002130 

Fraction de cellules mutees lors d'une experience avec une substance mutagene (PhIP). L'experience a 
ete effectuee pour deux types de cellules. 

lere colonne : type de cellule 

2eme colonne : concentration de la substance mutagene 

3eme colonne : fraction de cellules mutees 

.. 



PROBABILITES ET STATISTIQUE 

.SMA-+ .SHI: 

Corrige 05 : Probabilite conditionnelle, Joi binomia.le et loi de Poisson 

Ex. 1 Si un nudeotide coda.it une proteine, ii ne pourra.it exister que qua.tre proteines differentes. Dans 
le cas d'une lecture en couple, il n'existerait que 4 • 4 = 16 proteines. Les nucleotides ne peuvent 
done se lire qu'en triplet. 

Ex. 2 a) On calcule le nombre de tests a effectuer clans chacun des cas. Si le test est negatif, on fait 
un test avec probabilite (1 - p)n car aucune personne n 1est malade. Si le test est positif, 
on effectue alors n tests en plus de Pinitia.l. Cet evenement se realise avec une probabilite 
P(Au moins un malade) = 1- P(Aucun ma.lade)= 1 - (1- p)". 

b} D'apres le meme raisonnement,U .realise r tests avec probabilite I. A ceci s'ajoute eventuelle­
ment lestests.Aes membres du--grcmpe positif (unique car un seul ma.lade potentiel), done 
n/r avec probabilite P(Au moins un ma.lade)= 1 - P(Auc1m malade) = 1 - (1 - p)n. 

c) On cherche la valeur p pmrr laquelle 

n 
(1 - pyi + (n + l){l - (l - p)") < r + -(1 - (1 - p)"). 

r 
Apre;; regroupement des termes adequats, on doit determiner p tel que 

(1- ~) < (1-p)'\ 

c'est-a-<lire 

p<l-vl-~, 

ce qui donne pour l'application numerique appraximativement p $ 0.001 . 

Ex. 3 a) Pour que le jury rende 1me sentence conecte s'il est innocent, il faut qu'entre cinq et douze 
juges prennent une decision correcte. Cet evenement a pour proba.bilite ~~ (\2)0i(l - 8)12-i. 

b) Pour que le jury rende une sentence correcte s'il est coup.able, il faut qu'entre huit et 
douze juges prennent une decision oorrecte. La probabilite de cet evenement a pour valeur 
I:;!a (l;)Oi{l _ 0)12-:i. , 

c) Il auffit d1utiliser la formule des probabilites totales pour ce calcul en conditionnant sur le 
fait d'etre coupable. On trouve a I:;f,!a (1.2)ff(l - 0) 12-i + (1 - a) I:}!s (1l)01(l - 0)12-i. 

Notez que Pon a suppose une sorte de symetrie da.ns le comportement des membres du jury 
en posa.nt 

0 = P(le membre dit coupable l l1accuse est coup.able) 

= P(le membre dit innocent I Paccuse est innocent). 

Ex. 4 II s's.git d 1e.pp11quer une regle de trois. En effet, a.pres la premiere capture, on a une proportion de 
poissons marques de 1

';.,
92 ou N designe le nombre total de poissons clans le lac. Apres remise, on en 

retrouve une pr~pprtfon de ~. On obtient done Pestimation suivante de N = 149~ 500 11233. 
Done si p.ex:. on tire une troisieme fois des poissons, plus precisement si on tire avec remise 
n3 poissons, le nombre de poissons marques parmi cet echantillon va suivre une loi binomia[e 
B . { , 340) in na,,p= 2500 . 



Ex. 5 La proba.bilite qu'il ya au moins une erreur sur cette page se calcule comme 

0.5° exp( -0.5) 
P(Au moins une erreur) = 1 - P(Aucune erreur) = 1 - O! = 1- exp(-0.5). 

Ex. 6 On cherche p tel que la probabilite que plus de deux tiers des cornpooants de !'installation a deu.'{ 
composants fonctionnent soit superieure a la probabilite que plus de deux tiers des composants 
de l'insta.lla.tion a quatre composants fonctionnent. Autrement dit, on cherche p tel q11e 

Ex. 7 

G)p2 > (:)p3(1 _ p) + (:)p4, 
# 3p4 - 4p3 + p2 > 0, 

<::? 3p2 
- 4p + 1 > 0, 

# (p - 1)(3p - 1) > 0, 

# (3p - I) < 0, 
1 

# p < 3 

a) On applique la. methode d'estima.tion par maximum de vra.isemblance. Dans cette methode. 
on ne oonsidere plus la fonction de probabilite comme une fonction de la variable <l'interet 
(ici, X) mais comme une fonction du para.metre (ici, A). A toute valeur du para.metre, cette 
fonction lui associe un score (une valeur) qui traduit la. vraisembla.nce que ce que Pon observe 
provient du modele choisi avec la valeur du parametre en question. Des !ors, maximiser cette 
fonction appara:it oomme une methode sensee d'estimer la va.leur du pa:rametre. Autrement 
d.it, ici, on cherche la valeur ~MY tel que logP,.(X 2) < logP, , VA > 0. On peut 

AIJ>/ 

( 
')._2) 

logP ... (X = 2) = log e->-
2

! oc -.>..+ 2log(A). 

ecrire 

La somme d'une fonction lineaire et d'une fonction logarithmique et ant concave, pour trou ver 
!'argument qui la maximise, on peut la deriver et chercher la valeur pour laquelle cette 
derniere s'annule. On obtient 

. 2 -1+-. - =O. 
).MY 

Autrement dit, la valeur qui maximise la fonction de vraisemblaJ1ce est J.MV = 2. De 
meme si l'on cherche la valeur du parametre qui maximise P(X = 2)P(X = 1), on trouve 
A1vfV = (2 + 1)/2. On peut generaliser ces resultats en disant que si l'on a observe n fois de 
ma.niere independante une variable aleatoire Poisson(A), alors 

~MV = X. 

b) On approxime le processus Bin( n, p) par un processus de Poisson( A = np) . Puisque l'estimation 
de p apres un jour vaut p = 2/50 = 0.04, on obtient l'estimation >.Mv ,,._,, 2. Autrement dit, 

on estime le nombre de personnes ma.lades dans toute la ville a _y E{X) = N >. = 41000. 
n n 

c) On a que 5..MV = X = 1.4. Par consequent, P(X = 0) = e->-.Mv ;:::; 0.25. 



Ex. 8 a) Comme clans l'exercice precedent, ii s'a.git d'appiiquer la methode du maximum de vraisem­
hlance. 11 fa.ut reaoudre l'equa.tion 

On trouve 'PMV = 3/n. 

b) Par deduction du point a), on a fJMv = 2/10. Par consequent, 

PPMv(X ~ 2) = 1 - PfiMv(X < 2) = 1- PfiMv(X 0) - P,:,Mv(X = 1) 

1 (
10) ,o (1 A )10-0 (10) ,1 (1 • )10-1 - PiviV - PMV - PMv - PMV 0 I 

s::.:; 0.62. 

Ex. 9 Puisque P(Pi + • • • + PN = 0) == e-A ~ 10-66 , on a que >. ~ 66 * log(l0) R:' 152. Par consequent. 
E(P1 + ·· · + PN) = >. = 152. Onen deduit que- • 

V = 2 x 0.046 x 152 ~ 14mm3 . 

Ex. 10 Puisque X1 ~ Poisson(>..1) et X2 ~ Poisson(>..2), independantes, on a que 

:,; 

P(X1 +X2 = x) = LP(X1 = y,X2 = x -y) 
y=O 

X 

= LP(X1 =y)P(X2 =x-17) 
y=O 

z ),.Y ).x-y = ~ e ->.1 ...le ->.2 ___ 2~_ 
~ y! (x-y)! 

x ).'!I Ax-y =0 -(>-1+>.2) ~ ...1 ___ 2'--,--

~ y! (x-y)! 

I X ! 
=e-(>.1+>.2)_ '°" X: ),.11>,.x-y 

. x! L (x _ y)!y! 1 2 
y=O 

=e-{>.l+>-2)!_()q + ..\z)x 
x! 

=e-~..!:._5,x 
xl 

ou. A = >-1 + A2 . Autrement <lit la oomme de deux variables aleatoires independantes de Poisson 
est encore une variable aleatoire de Poisson avec pour parametre la somme des deux para.metres. 

Ex. 11 a) Dans cette experience on approche la. probabilite qu'il n'y aie pas de reaction dans un puit 
(= (1-.X)N) par le nombre de puits sans reactionsur le nornbre de puits total(= no/n). On 
veut done 

1 no N - = - = (1 - ,\) . 
2 n 



Puisque A est supposement tres faible, on peut developper la fonction (1 - A)N a Pordre 1 
autour de zero : 

Ainsi, on trouve la relation NA~ 1/2. 'l'ypiquement, si on s'attend a un taux de concentra­
tion de l'ordre de 10-6 , il fu.udra mettre dans c:haque puits N ~ {1/2) , 1()6 cellules. 

b) Tableau des tame de mutation moyens (xI0-6) : 

TK6 
MTl 

0 1.25 
4.02 8.56 

85.88 93.18 

2.5 
9.58 

142.94 

c) On a que no= n(l->..)N. Le tableau suiva.nt fourni le nombre moyen de puits sans mutation 
au cours des dilferentes experiences : 

TK6 
MTl 

0 1.25 2.5 
67 43 38 

0.02 0.01 0.0001 



PROBABILITES ET STATISTIQUE 

SH A +.SMA-

Collection 06 : Fonction de repartition, variables conjointes, independance 

Ex. 1 On jette trois pieces equilibrees. On designe par X le nombre de PILE obtenus. 

a) Calculez la loi de probabilite de la variable aleatoire X (i.e. fx(k)). 
b) Calculez la fonction de repartition de X, ( i.e. Fx) et representez-la graphiquement. 

Ex. 2 On tire aleatoirement un nombre reel, X entre O et 1 et on calcule sa racine carree qu'on note Y. 
Trouvez les fonctions de repartition de X et de Y . 

Ex. 3 La fonction de repartition d'une variable aleatoire Y est donnee par 

Fy(y) = 

a) Representez graphiquement Fy . 

b) Calculez 

i) P(Y < 3). 

ii) P(Y > ½). 
iii) P(Y = 1). 

iv) P(2 < Y s 4). 

o, ·siy < o,'··· -
y/2, 

2/3, 

11/12, 

1, 

siOsy<l, 

sil~y<2, 

si2$y<3, 

siy2;::3. 

Ex. 4 Soit Y = 3 + 5X une transformation lineaire de X. 

a) Exprimez la fonction de repartition de Y en fonction de ceUe de X . 

b) Ex.primez E(Y) et Var(Y) en fonction de E(X) et Var(X). 

c) Calculez la. covariance entre X et Y ainsi que la variance de Y - X . 

Ex. 5 Soit X une variable aleatoire normalernent distribuee de para.metres E(X) = µ et 
Var(X) = E((X - µ) 2) = u 2• On peut demontrer que 

E((X - µ) 3
) = O et 

En toute generalite, l'a.symetrie et le coefficient d 1aplatissement d'une variable aleatoire Y sont 
definis comme suit. 

asymetrie et coefficient d'aplatissement = E((Y - µ)
4

) • 
o-4 

Calculez l'Mymetrie et le coefficient d'apla.tissement d'une variable a.leatoire normale et d'une va­
riable alea.toire exponentielle de para.metre A. 



Ex. 6 Une solution contient un million de cellules par millilitre. Panni ces cellules, une fraction -r est 
mutee. Pour estimer Ja valeur de T, on etale un millilitre de cette solution dans quatre boites de 
Petri en presence d'une condition selective qui permet uniquement aux cellules mutees de se diviser. 
Apres un certain temps, on comptabilise le nombre de colonies clans les diverses boites. On trouve 
les va.leurs 38, 95, 112 et 54 . Proposez une estimation de -, . 

Ex. 7 Soit T le temps que vit un poisson d'une certaine espece. On suppose que la fonction de repartition 
de T est donne par 

{ 

0, 
FT(t) = P(T $ t) = (1~)2 , 

1' 
a) Oeterminez Ja densite de T. 

sit< 0; 
siOStSlO; 
sit>lO. 

b) A vec quelle probabilite le poIBSOn va mourir quand il sera entre trois et quatre ans? A vec 
quelle probabilite le poisson atteint l'age de huit ans? 

Ex. 8 Un homme et une femme se donnent rendez-vous. L'heure d'am·vee de 6hacune de ces deux per~ 
sonnes sur les lieux du rendez..vous est une variable aleatoire uniforme entre midi et une heure. Ces 
dem: variables sont independantes. Quelle est la probabilite que la premiere arrivee doive attendre 
plus de dix minutes 7 

Ex. 9 Supposons qu'un guichet de la poste sert en moyenne deux clients par.cinq.mi.,utes. Soient X 1 et 
X2 les temps de service de chacun. On suppose que ces temps sont independants et.identiquement 
distribues selon une loi exponentielle E(>..). Posons T = X1 + X2. 

a.} Calculez l'esperance et la variance de T. Quelle valeur pourrait-on choisir .pour ),, ? 

b) Determinez la densite de T. Bsquissez les densites de T et de X1. 

Ex. 10 On considere le couple de variables alea.toires (X, Y). La densite conjointe est donnee par 

J(x,y) = { c • xy, si x,y E !O, 1], 
0, sinon, 

ou c est une constante. 

a) Detenninez c . 

b) Est-ce que lea variables X et Y sont independantes 7 

c) .li:squissez Jes courbes de niveaux de la densite f(x, y). 



Ex. 11 Un biologiste veut cultiver des plantes issues d'une experience de croisements. Pour pouvoir pla.­
nifier l'etude, il considere des variables aleatoites Xi, ... , Xn, ou Xi compte le nombre de germes 
presents sur le iieme terrain d'essai apres uil certain temps dlattente. Supposons que ces variables 
sont independantes et identiquement distribuees selon une Joi de Poisson P(>.) avec A= 3. 

a) Soit n = 5. Quelle est la probabilite que sur les cinq terrains ensembles on compte exactement 
quinze germes? 

b) Soit maintenant n quelconque. Quelle est la probabilite (en fonction den) de n'avoir aucun 
germe? 

c) Que doit valoir n pour avoir au moins deux germes avec une probabilite d'au moins 99% 7 

Ex. 12 a) Un geneticien etudie deux genes situes sur deux chromosomes differents. Chacun de ces genes 
a deux alleles : A, a et B, b. ll decide de croiser deux plantes de genotype AaBb. Pour decrire 
les genotypes des descendants, on peut introduire les variables a.lea.toires X a. va.leurs clans 
{AA, Aa, a.a} et Ya va.leurs clans {BB, Bb, bb}. Donnez la loi conjointe de (X, Y). 

• f,t· 

b) Selon la Croix-Rouge des Etats-Unis, la distribution (en pourcent) des groupes sanguins dans 
§OD pay~est la s~yante: 

R+ R-
A 34 6 
B 9 2 

AB 3 1 
0 38 7 

On se demande si les deux variables groupe (A, B etc.) et Rhesus ( + et-) sont distribuees de 
maniere independa.nte. Compa.rez la distribution observee avec la distribution theorique sous 
Phypothese de l'independa.nce . 



PROBABILITES ET STATISTIQUE 

Sr-fA-tS11I. 

Corrige 06 : Collection 06 : Fonction de repartition, variables conjointes, independance 

Ex. 1 a) Notre experience consiste a jeter trois pieces equilibrees. X est une variable aleatoire et peut 
prendre ]es valeurs 0, 1, 2, 3 avec les probabilites : 

P(X 0) = 1/8, P{X = 1) = 3/8, P(X 2) = 3/8, P(X = 3) = 1/8. 

Cette variable, X, suit une loi binomiale Bin(3, 1/2). 

b) La fonction de repartion est donnee par 

0, 

1/8, 

F(x) = P(X :5 x) = -4/8, 

7/8, 
1, 

Si X < 0, 

si0$x<l, 

sil$x<2, 

si2:5x<3, 

si X;?: 3. 

FIG. 1 - La fonction de repartition de X. 

Ex. 2 X est une variable aleatoire uniforme et Y = ,/x est une transformation de X. Les fonctions de 
repartition de X et de Y sont donnees par 

Ex. 3 a) Cf Fig. 2. 

{

Q, Si X < 0 1 

Fx(x) P(X :5 x) = x, sinon, 

1, six~l. 

{

o, si y < 0, 
Fy(y) = P(Y $ y) = P(VX :5 y) P(X $ y2) = y2 , sinon, 

1, siy~l. 

b) Les probabilites sont egales a 
i) P(Y < 3) = fi, 

ii) P(Y > }) = j, 

.. 



d 

- ; 
' 

FIG. 2 - La fonction de repartition de X. 

iii) P(Y = 1) = ~, 
iv) P(2 < Y 5. 4) = {2 . 

:Ex. 4 Soient Xcet Y deux variables aleatoires et Y = 3 + 5X une transformation lines.ire de X . 

a) La fonction de repartition de Y en fonction de celle de X vaut : 

( y- 3) (y- 3) Fy(y)=P(Y5.y)=P(3+5X5.y)=P XS.-
5

- =Fx -
5

- · 

b) L'esperance et la variance de la variable aleatoire Y valent E(Y) = 5E(X) + 3 et Var(Y) = 
25Var(X). 

c) On calcule Cov(X, Y) = 5Var(X) et Var(Y - X) = Var(Y) + Var(X) - 2Cov(Y,X) = 
16Var(X). 

Ex. 5 Pour une variable aleatoire X de loi normale N(µ, o-2) il s'ensuit directement que l' asymetrie vaut 
0 et le coefficient d'aplatissement vaut 3. 

Soit Y une variable aleatoire exponentielle de parametre .X. Vasymetrie vaut, 

. · l 3 (
00 1 

E((Y - µ) 3
) = E( (Y - ~) ) = Jo (y - ~) ,\e--'Ydy. 

On fait une integration par parties et on trouve, 

E((Y-½)4) = ; 4 

Par consequent l'asymetrie est egale a 2. De la meme fac;on, on calcule le coefficient d'aplatisse­
ment. il vaut 9 . 

Ex. 6 Une methode simple pour estimer le taux de mutation (noter) est: 

h L~l Ci 
r= nN ' 

ou n est le nombre de boite de petri, N est le nombre de cellules clans chaque boite et c; est le 
nombre de colonies qui se sont developpees dans la ie boi'te. Par consequent, f = 74.75 x 10-6 . 

Ex. 1 a) On derive la fonction de repartition par rapport at pour trouver la densite Jr(t) = 2t/102 

si O ~ t ~ 10 (et fr(t) = 0 sinon). 



b) On ca.lcule 

et 

P(3 :::; Ts 4) """i-t. ]1,(t) dt = FT( 4) - Fr(3) = 0.07, 

P(T?. 8) = 1 - FT(B) = 0.36. 

Ex. 8 On ales variables aleatoires X, Y independantes et de loi uniforme sur {0, 60J. On calcule l'integral 

jf f(x,y)dxdy, 

{/r-yj>lO} 

ce qui donne 
5a2 25 

P(!X - YI > 10) = 602 = 
36 

. 

Ex~··o a) On a. E(T) ·;, E(X;) + E(.X2) = 2/). et comme 
0

X1 et X2 sont indepenaa.11.tes Var(T) -
Var(X1) + Var(X2) = 2/ ,\2 • Comme le temps moyen pour deux clients est cinq minutes ii est 
naturel de poser 

E(T) = 5 ==> ~ = 2/5. 

b) On peut utiliser la formule de la convolution, 

Les densites de X1 et de T sont donnees dans la Figure 3. 

FIG. 3 La. densite de X1 et !a densite de T (tra.itille) ou Fon a choisi .\ = 1. 

Ex. 10 a) Comme Pintegrale sous la densite doit donner un, on trouve c = 4 . 

b) On peut ecrire 
f(x,y):::: 2x · 2y, 

ce qui montre que J(x,y) = f(x)f(y). Done X et Y sont independa.ntes. 

c) Cf. Fig. 4. 

,. 
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FIG. 4 - La densite conjointe f(x,y). 

Ex. 11 a) On a vu clans l'exercice 10 de la collection 5 que la somme de variables independentes de loi 
de Poisson va encore suivre une loi de Poisson. Plus precisement, Ss = X1 +· · ·+Xo ~ P(5.X). 
Comroe J.. = 3, 

P(Ss =d5} 
1515 

-15 0 1 e -1"'' :;:;: .... 
i). 

b) On a S.,. = X1 + · · · + Xn ~ P(3n} et done P(Sn = 0) = e-3n. 

c) Or, P(Sn 2: 2) 1 e-3n(l + 3n). Calculons cette fonction pour quelques n 

n P(Sn ~ 2) 
1 0.8 
2 0.982 
3 0.999 

Il fa.ut done considerer au moins n 3 terrains d'essai. 

Ex. 12 a) Chacun des parents donne un des gametes AB, Ab, aB, ab a.vec proba.bilite 1/ 4. On fait un 
tableau de croisements pour en deduire la distribution de {X,Y) : 

BB 
Bb 
bb 

AA Aa 
1/16 1/8 
1/8 1/4 

1/16 1/8 

aa 

1/16 
1/8 

1/16 

b) Les deux traits sont independants si on a P(X = i, Y = j) = P(X = i)P(Y = j) pour tont'.s 
les valeurs possibles de X et Y . On peut comparer la distribution reelle, 

Loi observee : 

R+ R-
A 0.34 0.06 0.4 
B 0.09 0.02 0.11 
AB 0.03 0.01 0.04 
0 0.38 0.07 0.45 

0.84 0.16 1 

twee la. distribution theorique sous l'hypothese de Pindependa.nce, 



Loi sous l'indep. : 

A 
B 
AB 
0 

R+ 
0.336 
0.0924 
0.0336 
0.378 

R-
0.064 
0.0176 
0.0064 
0.072. 

On voit que Jes deux distributions sont tres proches et les deux traits semblent d'etre dis­
tribues de maniere independants. 

;... 

,. 



Puisque >. est supposement tres faible, on peut developper la fonction (1 - >..)N a l'ordre 1 
autour de zero : 

Ainsi, on trouve la relation N ,\ ~ 1/2. 'lypiquement, si on s'a.ttend a un taux de concentra­
tion de l'ordre de 10-6 , il faudra mettre dans chaque puits N ~ (1/2) · 1D6 cellules. 

b) Tableau des tam: de mutation moyens ( x 10-6) : 

TK6 
MTl 

0 
4.02 

85.88 

1.25 

8.56 
93.18 

2.5 
9.58 

142.94 

c) On a que no = n( 1->.)N . Le tableau suivant fourni le nombre moyen de puits sans mutation 
au cours des d.ifferentes experiences : 

TK6 
MTl 

0 
67 

0.02 

1.25 2.5 
43 38 

0.01 0.0001 

/O 
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VNIVERSITE HASSAN- ll 
FACVLTE DES SCJENCES 2 SECTION: SMA-SMI 
BEN M'SIK Mohammedia Sernes-he: 3 

Serie 3 - Espaces de probabilite 
Corrige 

Exercice 3.1 
On pose une question sLI hsssrcl ~ une personne clsns une popul.tion comptsnt une proportion p 
de tr!cheurs. 
On s<¼met que si cet individu est tricheur, ii conns1t ,fsv.;nce !;i reponse; sinon il a une chsnce sur 
12 qe reponclre correctement. 
;i} Gue/le est h1 proh;,hi/ife 1ue le c,r,c/1d<1t choist conn:iisse /;i bonne reponse I 
b} 5:ich;int que le c.ndtd:it ;i repondu con-ecfement, 1uelle est (,t proh;ibi/ite qu';/ <tif triche I 

(Resow/re de deux /i,,ons dilli'ref!fes.) 

Dessinez: une;,h;i1ue de fa prohahliite Cf"" le c,r,c/ic/i'Jf;; c/efre tricheur s1i ;i hten repor,du en 
bndion de/,, p,'OpOHion c/e fricheurs d;,ns /;i popuhtion. 

Solution 

Onsaitque:P(B/TJ.= I ;P(T)=p;P(BIT')= li_ ;P(T')=(l-p). 

On cherche: a) P(B) et b) P(T/B). 

- - 1 1 + llp 
a) P(B) = P(BIT).P(T) + P(BIT ). P(T) = 1.p + 

12 
.(l-p) = ll 

b) - Par la fonnule de Bayes : 

P(B /T).P(T) P(B IT).P(T) l.p 
--'--= 

12p 
P(TIB)= = 

P(B /T).P(T) + P(B I T).P(T) P(B) l+llp l+llp 

12 

- Par un diagramme en arbre : 

p 

0 

1/12 B 

~B 

(l-p)/12 

(l-p).11/12 

Exetdce3.2 
Voe urnecorrtient9 tetons numerates de 1 ~ 9. On en sort qeuxssns en noter les numeros 
;i l Oud!e est lJ proh;ibd!te qu'un troisfeme fefon· tire de I' ume soif p;,ir I . . 

b} Que/le est {,1 ptobi'Jbi/ite 1ue !es trois /efons ,r>; .. ,. t impi'Jits sf l'un cfe:s trois i'est I 

: i 



Solution 
Une ume contient 'I jetons numerotes de I a 9. On en sort deux sans en noter k,; llllllJeros. 
c) Que/le est la pmbahilitl qu.'un troisieme jeton tire de /'ume soit pair? 

P.N. La difficulte de ce probleme est sa mo~lisation plus complexe. Part iculierement celle des 
conditions. Le chou, qui a ete fait infra a ete de Jes decrire en extension sur base de deux evenements 

· elemeotaires : 

JP=« Tirer unjeton pair.» et JI=« Ti.rer unjeton impair. )) c:::- JP. 

Pour decrire compli:tement Jes conditions auxquelles est soumis le resultat de I' epreuve : « Tirer le 3' 
jeton.. », nous definicssoos les evenements composes suivants : 

AJ=JP.JP ;A2=Jl,Jf;A3=JP.JI;A4=Jl.]P. Avec {Ai; i=l, 2, 3, 4}un SCE 
etB = «Le 3ejeton lire est pair."· 

4 • 

Done (LP11 P(B)= I;P(BnAi)-I;P(BI Ai).P(Ai) . 
i=I i=I 

Or (Laplace) 

4 3 2 5 4 4 
P(AJ) = 

9 
x g et l'(B/A/) = 

7 
; PW) = g X g et P(BIA2) = 7 ; 

. 45 3 54 3 
P(A3) = 

9 
x g et P(B/A3) = ? ; P(A4) = 

9 
X g et P(BIA4) = ? . 

4.3.2 + 5.4.4 + 4.5.3.2 
Done P(B) = ---------

9.8.7 
3+10+15 

9.7 
28 4 

- = 
9.7 9 

d) Que/le est laprobabilite que les troisjetons soient impairs si l'wi des trois l'est? 

Soit A =«Les trois jetons sont impairs. » = (JI, JI, JI). 
. Soit B = « Un des trois jetons est impair. » = (JlnlrJ)v(lnJlr,l)v(lnlrJI) ; l=JPuJI 

OrB=(JP,JP,JP) doncP(B)=l-P(B) etP(B)= 
43

·
2

= 
3 

= l 
9.8.7 63 21 

On cherche P(AIB) = P(A n B) 
P(B) 

5 4 3 5 
orAnB=ApuisqueA ⇒B(A cB)etP(A) =-.-.-=-. 

. 987 ~ 

Done P(AIB) = P(A n B) 
P(B) 

5 
P(A) P(A) 42 1 1 1 
P(B) - 1-P(B) - 20 - 2·4 8 

21 
5 4 3 5 

or A nB=ApuisqueA ⇒ B(A cB)etP(A) =-.-.-=-. 
9 8 7 42 

P(AnB) 
Done P(AIB) = --'----'-

P(B) 

P(A) P(A) 
--= 
P(B) 1-P(B) 

5 
42 1 1 1 
20 = 2·4 = 8 

21 

r········ i 

! 2 i 

I . 1r· 

• 
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Exercice 3.3 
En Europe occidentale, 5% des gorcons et 0,25% qes BIies naissent ,faltoniens. 51% cles naisssnces 
concernent de., garc;ons. 
sl Que/le est li proportion J~ g;1r,:ons Jans h1 popuh1tion Jes bebes J;iltoniens I 

b) Oue!le est ht proportion J'enQnis J;i/foniens Jiins le tot;,/ i 

Solution 
En Europe occident.ale, 5% des gar9ons et 0,25% des fill es naissent daltoniens. 51 % des naissances 
concement des gar9ons. 

a) Quelle est la proportion de garc;ons clans la population des btbes daltoniens ? 

Soit D = « Etre daltonien )~; G = ,{ En·1.:: w1 gc.u-"-~on 1> et F = ,~ Erre une fille i'. 

On cherche P(G/Di 

. P(D/G).P(G) 
Par la fommle de Bayes: P'.G/DJ = P(D/G).P(G)ct-P(D/ F).P-(F) 

Or P(GJ = 0,51 : done P(F) = 0,49 puisque (G,F) est un SCE ;2 

P(D/G) =0,05 etP(D/F) =0,0025. 

0,05.0,51 Done P(GID) = ___ .....c._.....c. ___ _ 

0,05.0,51 r 0,0025.0,49 

0,0255 

0,026725 

b) Quelle est la proportion d'enfants da/toniens dans le rota/ ' 

N.B.: (G,F) est un SCE. 

0,954. 

On cherche P(DJ = P(D I G).P( G) ct- P(D I F).P(F) = 0,026725 "'2,5%. 

Exercice 3.4 
La compagnle d'assur.nce SECOVRT-SERTAIN propose des primes recluites a ses clients~ fu;ble 
rl5<1ue. Elle a done repsrti Is population en cleux cl.sses: ceux qui sont enclins sux sccidents et ceux 
qui ne le sont pas. Ses statistiques montrent qu'un inqiviclu enclin aux acciclents a une probabilite 
cle 0,4 <\'en avoir un au cours cl'une annee, slors que ce-tte probabilite tombe a 0,2 pour les gens a 
fuible risque. On suppose que 30% cle la popul;ition appartient a la classe ~ h.aut risque. 

;i) Oue/,'e est /;, vmb;ibi!de du·,m nouvel ;issure soft vicHme c(un ;;;cc1<ient ciurwf /;; premiere , , 
;,nnee c/e son contr;,t ! 

b} Oud!e est I;, ptob;ibilite qu'i/ Qsse p;1rfie c/e Iii chisse ii h<1ut risque s'!! est vicfime J'un ;iccic/enf 
c/;,ns l'i/nnee qui suit l;i conclusion Je son contr;,t r 

cJ Que/le est ht pmb,1bliite conc/itionnelle pour un nouve;,u client c/'i/voir un ;;ccic/enf Ju1qnt !;J 
c/euxieme ifnn& c/e son contr;it s'i/ ;i eu un ;iccic/ent c/ur;int hi premiere ifnnee I 

Solution 

a) - Quelle est la probabilire qu 'un nouvel assure soit victime d 1un accident duranr la premiere cm.nee 
de son contrat ? 

Soit: 
Al = c< Le nouvel assure aura un acddent au cours de la premiere annie. ~> ; 

HR=(< Le n.ouvel assure fait partie deja classe Q haur risque. -» ; 



FR= « Le nouv,,[ assure fait partie de la classe a • hie risque. ». 

P(AI} ~P(Al/HR).P(HR) + P(Al/FR}.P(FR) = (0,4.0,3) + (0,2.0,7) = 0,12 + 0,14" 11,26. 

b} Quelle est I,, probabilitl qu'iljasse partie de. la classed haut risque s'il est vi clime d'un accident 
dans l'onnie ,1ui suit la conclusion de son contrat ? 

P(HR/Al) = P(HRnAJ)I P(An = P(MIHR).P(_HR)I P(Al) = (0,4.0,3) I 0,26 = 6/13. 

c} Quelle est la probahilitl conditionnelle pour un nouveau client d'avoir u,, accident durant la 
dewdeme annee de son contrat s'il a eu un accident durant la premiere anrufr 7 

SoitA2 =«Le nm,vel assure aura un accident au coun de la deuxieme annee ». 

On peut conditiomrer sue le fait que le client peut Sire il haul risque ou non. 
P(A2/Al) = · P(Al/HRnAJ} J'(HRJAJ) + P(A2/FRrvl.1) . P(FR!AJ, -~ 

4/10. 6113 + 2/IO. 7/13 -

Type de 
risqoe 

..J, 

24/130 + 14/130 :a 38/130 
= 0,292. 

tbre infra rend la JIJOd6lisation plus facile. I 1 ~ annee II~ 2-~me-anne-, e-j 

Oacc 
Oacc 

0,6 
1 ace 

0,6 Oacc 
0,4 

lace 
0,4 1 ace 

Oacc 

Oacc 1 ace 

Dace 
lace 

1 ace 

I Prob~bilites jointes 

Oi-0,6' = 0,108 

~.6.0,4 = 0,072 

0,3.0,6.0,4 = 0,072 

0,3 .0,42 = 0,048 

0,7 .0,82 = 0,448 

0,7.0,8.0,2 = 0,112 

0,7.0,8.0,2 = 0,112 

0,7.0,22 = 0,028 

On cherche P(A2/AJ) = P(A.2nAJ}/P(Al) = (d'apres les probabili~ jointes du diagra=m:) (0,048 + 

- O,O'l8) / ((0,072-Hl,048) + (0;112 + 0.028}} = 0,076/0,260 = 0,292 . 
. ,- ...• ,. •·-

1 • i /7 



Exerdce3.5 
Cha:cun de deux petits meubles iclentiques s 4eux tiroits. Le meuble A contient une piece 
,:!'argent clans chaque tiroir, le meubie B ay;,int une piece <{'argent <!,:ms un tiroir et une 
piece 4'or ,!;ins !'autre. On clesigne rm 4es qeux meub!es ;iu ha:sard, on ouvre I'un cle ses 
deuxtfroits et on y decouvre une piece d'argent 
;;) Que/le est l, proh;;,hilite que ce soft le meuhle A qui;; ete choisi ! 
h) Que/le est/;; proh;;hdite qu'il y ,;it 1.me piece d'arge:nt ,/;;ns /';;litre: tiroir I 
c} Que/le est/;; proh;;hilite qa'il y ;;it une piece ,{'or d;;ns l'autte tiroir ! 

Solution 
Soit AI=« Decouvrir une piece d'argent dan..! un des deu...x: tiroirs. n 

SoitA2 = "'. Dtcouvri.r une pi fee d'argentdm1s rtnare tiroir. ,; 
Solt 02 = « D<icouvrir une piEce d 'or dans l 'autre tiroi!·. f,. 

SoitA =«Clio/sir le meuble lt » 

Soit B = « Choisir le meuble B. " 
tJ..! On cherche P(A!Al) = P(Ar.AJ)IP(A}J=· · 
I 

L_l_ 
P(Al! A).P(A) 2 --------------=--~-

P(AII A).P(A) + P(A.II B).P(B) 1..!. + _1_ _ _1_ 

2 2 2 
'l!lil Quelle est /aprobabz1ite qu'il y ait une piece d'argent dans l'autre tiroir? 
On cherche P(A2/Al) = P(A2I AnAI)IP(AIAJ) + P(A2I B,'iA.I)/P(B/Al) = 

2 1 2 
1.-+0.-=-. 

3 3 3 
f) Quelle esr la probabilite qu'il y ait une piece d'or dans l"autre tiroir? 
On cnerche P( 02/Al) = P( 02! AnA])IP(AIAl) + P( 021 BnAJ)IP(B!Al) = 

0.2+11=_! 
3 3 3 

Exetdce3.6 

1 

2=2 
3 3 
4 

On s.irr qae glob;ifement 98% des bebes 5Utvivent ~ h1ccoud1ement. Cepend;int 15% qes 
naiss;,nces se font p4r ces;irienne, d;im ce dernier cas, le tiux c!e survie c!es nouve~ux nes est 
d:e96.%. 
;,) SL 4;,os h, popul~tion, une femme enceinf:e: est choisic: ;;u h;;.5qr,:f n'i/ccouche: p;;s p;,r 
Ce5iftienne, quefle est/;; ptob;,b1/it€ que son heh!! survive I {4eux metho,fes 4e so!ut/017). 
l,J si; ,:/.:,ns /;i popal;;,tion ,/es bebes nes ce /oar et sw11iv;;,nts, on e:n choisft un :,u h;,s;,rc/, 
quelle est I;; proh;;bihre qu'i/ soft ne p;;t ces;,rienne I 

Solution 
On sait que globalement 98% des bebes survivent a I' accouchement. Cependant l 5% des naissances se 
font parcesarie:nne, dans ce demier cas. le taux de survie des nouveaux nes est de 96. %. ·••· 

a} si, dtms la popularwn. une femme eru::einte esr choisie au hasard n'accouche pas par cesarienne, 
quelle esr /,a probabilite que son bebe surdve 7 (deux: methodes de solution). 

Soit S =<<-Le. blbe survit. » et C = aL' accouchement sefa.it par c.isanenne~ ». 



l . 
P(S) = 0.98 P( S )=0,02. 

P( C) = 0, 15 P( C )=0,85. 

P(S/C) = 0,96. 

P( SIC)= 0.,04. 

,On cherche P(Sf C) ; or par la loi des probabilites totales: 

P(S) = P(SIC) .P(C) + P(Sf C) . P( C) :::,, 0,98 = 0,96 • 0,15 + P(SI C) . 0,85. 
'I. . ·' . 

. C 0,98-0,96x0,15 
=>P(S/ ) = --·----'--

0,85 
0,9835. 

Autre methode : le diagi;ammc en arbre : 

~: ~c 

0,85 c ~s 
0,0165 . s 

Calcul des probabililes jointes e1 condilionnelles : 

0,144 

0,006 

0,836 

0,014 

P(CnS) =0,144=0.15 * 0,96. P(CnS) = o,006 =0,15 * 0,04. - -
P(CnS) =0.836=0,98-0,144. P( SIC) =0,9835 =0,836/0,85. 

P(SIC) =0,0165=1-0,9835. P( CnS > = 0.014 = o,85 * 0,0165. 

b) si, dons /,a population des bebes nes ce jour et survivants, on en choisit un au lwso.rd,. quelle est la · 
probabilite qu'il soil ne: par cesarienne ? 

P(S I C).P( C) · 
On chen:be P(C/S) = ----­

P(S) 

Exercice 3.7 

0,96.0.15 
0,98 

0,14694. 

500 couples maries dont chacun des deux conjoints travaillent ont vu leut dEclaration 
d'impot cle ('an qe.miet an;:ilysee ii <ies fins <l'et:udes statistiques. Dans le rapport de cetf:e 
analy.;e, on ttowe letable;:iu de contingence suivant: 

Rep;irf:it!on des revenus <les conloints (nombre <le cour,les ) 

Mari 

Femme <25.000 Dh ~25.000Dh 

<25.000 Dh 212 198 

~25.000Dh 36 54 

<lone <lans a:tte popul;rtion tie 500 couples, ii y ;, 54 couples ou a la fuis la femme et le 
m11ri g.;1gnem: di,teun au molns 25.000 Dh, etc. · · 

A) sf, ,/;ins l<1 populif(ion de = couplr::5, on en choisM: un ill/ MSi/r,/, quel!e est hi 
p,o/,;Jhilire que le m;irf !}qgfl(! ,1u moim 25.000 Oh I 

I .. 1 

... _\-,-' 
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B) si, dans la population c/e ces couples, or, en ch01sit ur; ;,u h;,s;,rd, que!le esi I;, 
prob;,bdite cont/itlonne!le que I;, lemme giigne au mains 25.000 Dh s;,chant que son 
m;Jti g;Jgne ill! mains I;, meme somme I 

C)s,; d,ms la population de ces couples, on en choisit un au has;,td que!le esi I;, probabilite 
comfition17e/le que l, femme g;;;gne <ill mains 25000 Ohs s<1ch,mt que son m;;;ri g;;;gne 
mains que cefte somme I 

Solution 
A) si, dans [a poplllation de ces couples, on en choisit un au hasard, quel/e est la probabiliri que Te 

mari gagne au mnins 25.000 €? 
il s'agit de fa probabilite marginale que fe mari gagne au moins 25.000 €, via l'approche frequentiste, 
on peutetablirquelle vaut ([98 + 54)/ 500 = 252/500 = 0,504. 

B) si.. dans la population de ces couples. on en choisit w1 au hasard, quelle esr la probabilitt! 
conditionnelle que la femmt gagne au moins 25.000 € sac!umt que son. mcri gogne ou mo.ins iu 
rnlme .somn1e ? 

selon la meme approche, la probab,iiite s'erablit_a.54/(198 + 54) = 54/252 = 3/14_ = 0,2i 4 

CJ si, dans ia population de ces couples, on en choisit un au hasard, quel/e est la probabilite 
conditiannelle que la femme gagne au moins 25.000 € sachanr que son mari gagne mains que 
cette so1nme ? 

selon la meme approche, la probabilite s"tablit a 36/(2!2 + 36) = 361248 = 9/62 = 0,145. 

I 

7 
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C'iIVERSITE HASSAN- II 
FACULTl~ DES SCIEJ\'CES 2 
BEN M'SIK - Mohammcdia 

SECTIONS: SMl/SMA 
Semcstre: 3 

SERIE 4 : PROBABILITE ET STATISTIOUE ''* VAIUAllLES ALEATOIRES 

EXE RCI CE 1--/,oi d'un de truque-------------·---- -·--·---·-----------·---·---···--·------··--·-------·-­
On considere 1111 de cubique truque, de 1elle sorte que la prohabilite d'obtenir la face num<im A 
e.w prvporliannelle ,, k (on suppose que /es .faces son! numero/ees de ! er 6. Soil X fl.I variable 
afdawirt? associfie au lancer de ce d<i. 
I. /)eterminer la loi de probabilite de X cu/c,,/er son e.,perance. 
2. On pose Y J/X. /)(!(ermiru!r Ju loi de Y, et son esp<!ram:e et sa variance 
EXJ~H CI CE 2------··-··--·----· -------------···-···---- --------- .• ----------·---·· ------------------· 
U1r garagiste dfapo:,:e de deux voiture . ...- de lucalion. Chac11ne est wili.w..1hle en mo.venne··,fjmws si,r ·· 
5. f/ Joue /e.v ,•oitw·e_.., avec unc marge lwutt.!-de JOO dh parjou1· el par voilUre. On considiYe .r la 
variable alf!tJloire <igale au nombre de clients se prisentanl chaque }our pour louer une voiiw·e. 
On suppose que X(ll) (0. I, 2, 3} avcc P(X '' 0) ·0 • 0, l ; P(X" l) · 0, 3; J'(X" 2) · 0. 4: 
P(X · 3) ··· 0, 2 . 
/. On note z le nombre de voilures disponibles par jour. Determiner la loi ,Je, Z On poun·a 
considerer dans lu suite que X et r sont independames. 
7. On note )' la rnriable aieatoire : "nomhre de clienrs salisjails parjour". Dherminer la loi de r 
3. Ca/cu/er la marge moyenne parjour el la dispersion autour de ce/le mopenne . 
EXERCl CE 3---------------------------------·--------------------------- ---------·-··-------------
I.es vaches lailieres sont alleintes par une maladie ,\;f avec la probabilite p _._ 0, I 5. Puur depister 
Ia muludie M dans une etable de n vaches. on fail proceder a une analyse de !ail. lieux merhodes 

sonr possihles : 
Premiere melhode: On fail <1ne analyse sur un echantillon de ltd! de chaque vache. 
Demieme methode : On e.ffeclue d'abord une ana{vse sur un echantillon de /ail provenant du 
melange des 11 vaches. Si le re,rnltat esl posit(/ 011 ejfeclue une nouvelle ana~vse, cette Joi,, p'our 

chaque vache. 
On voudrait cunnailre la melhode la plus economique ( celle qui necessile en moyenm: le nwins 
d'ana/v,,e). !'our ce/,i, on note X,; la variahle a!ealoire du nombre d'analvses rrhdisJes dans fl.I 
Jeuxi~me ewpe. On pose Y n •·• Xofn , , · 
J. Determiner la !oi de J'.,. et montrer que so11 esperam:e vaut : I , I /n (0.&5 )" 
2. J:'1udicr /a.fimction f(.~) · ax ! In x. pour a , ln(O, 85). Donner la lisle des e111iers n rels que 
f(n) > 0 
3. Mamrer que f(n) > 0 equivaut ,i h(Y,) < !. /in dedtlire la reponse (en .fimctiun de n; d la 

question posde). 
EXl<:RCICJ<: 4----- --·------·-------------------·-------------- --·-------------,-----·------
Une urne conlienl 2 boules noires el 8 boules blanches. 
J0) Un joueur tire successivemenl 5 boules en re me/Tant lu boule dans l'ume apri?s chaque 
tirage. Si il tire ,me boule blanche ii gagnc 2 poims dons le cos contraire ii perJ trois points. 
Soil X le nombre de points obtenuspar lejc?ueur en une parfie. !""--·"" ,,. •. 

a) Determiner lo loi de probabiiite de la v.a.r. X · 
b) Calculer E(X) ct V(X). 
2°) Lejuueur tire 5 boules simultcmemenr !es l O /Joules de l'urne <!Ian! numi!rotdes de l tl .!O. 

l 

ft~ 
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a) Soil Y le plus gra"d des numeros tires. De1erminer la loi deprobahi/i1e de Y el ml cu/er 1:.(Y). 
b) Soil T le nombre de boules blanches obtenues, Apres ce premier ti rage t,, juueur remel /e.1 
boules noires obJenues et effeclUe un nouveau ti rage simultane de 5 boules, 
On appelle Z le nombre de boules blanches_obtenues lors de ce second tirage. Delerminer !es 
lois de Tel de Z, Calr:uler E("l;. 
J<:X:ERCI C:E 5-----'-------------------------------· ----------------------------------· -----------
Deux: umes U 1 et U2 contiennent chaczme des boules blanches el des boules noires. C, cunt1ent 

2 boules blanches el 2 bou/es noires. U2 con1ien1 I boule Manche el 3 bou/es noires. On 

effect lie une suite de tirages avec remise de la boule rirt'e en procedont com me swt: 

Le premier liroge s'effectue dons {.; ,. Si cm n-ieme tiruge on ohlienl une boule blanc he a/ors le 

{n: 1)-itme tirtJge s'ejfectue d<Jns l) 1• Si au n-iEme lirage on ohtienr une horde ;wif~e u!ors It' 

/n, 1)-eme tirage :/ef/edue ,/ans L:0. 

On d,faigne par : 

p,, la prububilite d'obrenir une boule blanche au 11-ieme tirage: 

x;, la variable aleotoire qui vauf I Si la boule obwnue au n-H,me 1irage est blanche. 0 sinon. 

Sr. est le nombre to/a/ de boules blanches ohtenues au haul de n tiruges. 

1°) Ca/cu/er pi, P2-
2°) De/erminer une relation enrre p,...1 ct p, : en deduire J'ex:pressivn de p. enfom·tion de n. el la 

limile de p. quand n tend vers , u.,. 

3°) Pour n superieur ou egal i, 1, donner lo loi de X •. Preciser E(X.) ct V(X.,). 

4°) /.es variables alearoires X, ct X2 .vont-elles independantes.? .. 
-·--5°) F.ip,°Tmer s.: en}o-nctiof1 des·x~·;; ,1;-11 ~ E;, deduire E(Sn). 

KXERCICE 6- ------------- ---·---·-----·-··--·--------.. ---··---
On admel/ra que pour !x' < l et k dons N• : 

' . 
~(n+k)! n 
L., ------x 
n=O n! 

Soil a Un reel /el que O < a < l. 

k! 

1°) Suit X 11ne variable aleatoire ii vale11rs entieres dont la loi es/ dormtie par: 

'tr. <c N P(X "" a) (I - a)".a . 
a) Verifier qu'il s'agi1 bien d'une loi de probabiliui. 

b) Calr::u/er l'esperance el la variance de X. 

2°) Une urne conlienf des boules blanches el noires en proporrion per q aver- p, q 
On effectue des tirages avec remise : le nombre de tirages suit la /oi de X. Y est /a w,riuble 

alealoire egale au T10111bre de hou/e blanches ubumues. 
y , / 

a) Calculer pour tolfs Jes entiers k et n lo probabili11f condltionnelle P( '· ?x _. n ), ainsi 

(JUC P(Y ,~ k r, X .a n) .. 
"'c::''""''",_,"···"' :,.'vi$,-. '··,·- ·'1':~·- _,,,~••-: -

b) En deduire la !of de Yer colmler l'espenmce de 
---------------* "fIN •-------------------------------------------

2 
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EXERCICE 1 --------------------------------------------------------------------
l. X prn1d se,c. valeurs datis { 1. ... , (l}. P,,r hypo,l.tese. il c·xiste tm red a ,el que Pi_X = k) = 

L1 ) L 1.inti-_•unut. puis1.1u,:, Px Pst unt:< lni ,1r· prnhahilitt·•. nu rl : 

f, 
(i ' I: P(X 

X 

= k) = l -=- (I-- = j -;~ a = 1/21. 
•=l 2 

Ona done: 
k l 2 3 4 5 G 

P(X - /.i:) a 0 

21 21 21 21 21 21 

On vi,rifie ai~ement m ,,ppliqtw.nt la fornmle que E(X) = ~/-
2. Ou~, Y = k ~ X = 1/lc. }- prend done see valeurs d,uis {l, 1/2, 1/:3, 1/4.1/5, 1/L,. ,cr 

lu loi est donnee par : 

k 1/1 1/2 , 1/3 1/4 1/5 
P(Y= kj J " cl :21 2.L ! 21 

Le c,,icul de l"espfr,uicP u·e,;t pa.s plus diliicile. et dornw: 

? 
E(Y) = :.. . 7 

·.• 
cl 

1/6 

i 21 

Attention ft l'e.rreur emivn.nte: C<" n'est pas pan;e que Y = 1, X que E(l") = 1/E(X)!!!. 

EXERCICE 2-----------------------------------------------------------------------------------------
L Z ,•st element de {0. 1. 2}. On a : 

-I 4 l!3 
P(Z = 2) = - x - = -

-- 5 5 25 

(le, den.., ...-oitnres sont dLsponibles). u·autre pa.rt. 

Pi Z = 0) = ~ x ~ = _2_ 
- ~\ ~) 25 

1 8 
p,z = 1) = 1 - P(Z = 01 - Piz = 1; = ·)". 

_.) 

' Reeuuwquons qn<' Y e;,.r i-, ,-,J.,m> dar~-. {O. 1. ::!}. On calc-u[,, "' loi ~:, nt.ilisn.m In forrnnl,· 
d,·, prol:ut.bilites t.otales. L·,·vene1w:nt- } · = 0 se prodnic, ii X = 0 "n bien ,;i X l ,,, 
Z = ti. Ces -d!':~lt:.::. l;Y;~11e1ut~llb ~taur. di-:;joilu.~- on n : 

PO-= 0) = P(X = II + P! X 2: l (] Z = 0) = P,X = 0) + PiX 2: 1 IP!Z = o: 

1 



(L.'< disponibilite des w,itures etnnt supp,,see in<lcpeucltt11te de L:u:rivee des clients) D'oir : 

P(Y=0)=0.1+0.!!x (½) 2 

=0.136. 

De meme. l'ev<!>nement Y = l se produit si X = l et Z 2'. l on blen &i ){ e: 2 et Z = L 
On en deduit : 

PO"= l) =P(X = 1iP(Z2: ll +P(X = 2)PiZ = 1)=0.48. 

P(Y = 2) =P(X?. 2)P!Z= 2) = 0.6 x (~)'.! =0.384. 

3. L,, m,vg~ brut,;, vam 300Y. La 11mrge bnm• moyellll,· par jo111" est en euros : 

E(:lOOY) = 300(0 x 0. 136 + l x o. 4B .... 2 x o. 384) = 374, 4 

EXERCICE 3--------·----·--··-•--·····----------···-·-···--······-·---···---··--··-····-•··• 

1. 1;, ue prend que deux valeurs, 1/n et 1 + 1/n. Ou o. en outre: 

(Y,. = 1/n) ~ a.ucune v:leb.e n'est mttfade 

d'ou P(Y,, = 1/n) = 0,&5n. On en deduit - la loi de Y est lllle Joi de probnbilite. 
P(Y = 1 + 1/n) = 1 - (0,8!5 )". L-e calcul de l'esperMce donne : 

E l'\-" , Q. 85" n + 1 " 1 n ,~,.)=-·-+--(1-0.85 )=l+--0,85. 
· n n · n 

2. f est derivable sur )0, +oc(, et f'(x) = 1+,•.1:. f'\x) est done du signe de 1 + ax, re qu 
permet de _dire que fest croi,isante mr }0,-1/a[. et dkroiss:mte ensuite. La limite de. 
en +oo ">lt -co, ii eu est de meme en 0. En c:nlculn.nt les ,nleurs successives de f(n ). o; 
a /(17) > 0, Oi et f{ 18) < -0. 03. 17 est done la plus grande im.leur entiere pour In.quell 
J(n) est positive. Eu outre, J(l) < 0 alors que J(2) > 0_ L'ensemble d'entiers rechercb 
est done {2, ... , 17}. 

3. Ou a: 

£(1';.,) < I ~ 
1 

1 + - - 0.85" < 1 
n 

0 en 1 ,::,,.;·>-
n 

{=} nln(0,85j / -Inn. 

Par sune. E(r;.,) < 1 <i==>- f{n) > 0. L'etud,, pr;,-,dente montre ,pie ks ent1,•rs 

p, .. ur le1,quels f(n) > 0 est {2 .... 17}. On ic inti,ret a c1oisir 1:o. dewdenw lll~t1od,, si •. 
seulemem si. il y n de 2 a 17 vnches clans l'etabl.., \ 
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EXERCICE 4-------------------------------------------------------------------------------------------------
1) (a) La variable a.l,~atoir,; X P,;--~. ri!gill par ll..lle loi binomial@.. En etfer, 

• S ~xi~ri,mces i<l1-::ntiqul=:8 er. independa11tes (car l~ tirages :-1-~ four ave,c rem.i....;:.e) sont ~-
. ' 1 

.. d1a.qul:!" e:...--perif•ncP. a. deu.i: i~sues : 1<. ia boule tirt'r~ ~-r. hla.och,~ ,, a.w.~ une prohabilii:-e p = ..::. = - ~t "- la 1-,,oule r.ir{'-!'.: 
10 5 

4 
u ·<?St p~5 blanc.he ,, ave<: tmt' probabilir,£! 1 - p == 5. 

1 . 
La "·aria.bl,: a.l(":a.crJirt• X est regie par une lol binomiale d<:- pa.rall.lt'.tr~ n = 5 et r ':=: ~- On sait alors que 

~ 

X ,n, = [o,SJ et"' t [c\5j, Pi"=._,= G) , . i.-i.. 
'..j \ 

(sJ 
Plu~ <?-Xplic-itement. 

(

4 ', 5 1014 
• o(X = 0·1 = -·) = ---=--. = i.\3276S. ·. . 5 3125 

l (4)" 256 • P.iX= H.=5 X 5 X 5 = 625 = 0,40% 

(l)' ·4)' PS • p[X = 2·, = 10 X S x ( S = 0; = 0,2048. 

• piX = 3i = 10 X (~·)
3 
X (~\Jl = .~~. = 0 051' 

5 5 625'-

(i)' 4 4 • p[X = 4i = 5 X S X S = Gl.S = 0, 0064, 

• p,X =Si= Gr= 31
1
25 

= 0.000,:.:. 

I l 4 4 
L'eiperai1e<> de X est E[X) = np = 5 x - = l et la variance de X es, V(X) = npi l - pi= 5 x ;; x ;:: = - = Q, 8. 

5 _ -' 5 

(b) Y = 2X -315 -Xi= 5X- 15. Par suite. Y fOi = {5k-15, k E [0,5)) = i-15, -10.-5. 0,5.10}. Emuite, 

(5)(1'' '4)S-k 
'fkE(O,j], p1Y=5k-15',=piX=ki= ,.k 5) (s 

4 
Eu,7lire. E(Y, = 5E(Xl -15 = 5 x 1 - 15 = -10 aI ViY:, = Vi5X - 15) = 51V, Xi= 25 x S = ID. 

2) (a) X[Q) = :.o. 1.2'.. La loi df? probabiJit.(: ni:; i:-hangr:· pas 5i on suppo~ les tirages simulta.nes. 

(10) L+> noml •ri:.' de tirage5 ;a.imult.au~ di? ~ bottle:-- par mi 10 %-"i 
5 

. 

Soit k := [O, 2]. Au cour:;. d"uu tira.ge d~ 5 boules. on obtient k houli:!B blanches ~i et seulemt-'ut si on tire k: boules pa.nni lffi 
-2, (. S ' 

2 bla.n.,.::h<~ et 5- k b(,ules parrni les 8 uoir~. Il y a, done ( ) x ) tirag:es c1U on ol.1ri{•nt k hou.les hl,\.ucheE. Done . 
. k ,S- k, 

·PlllS explicitem~r.11. 

$x:-xi,:,c5x4 

/2jx18) 
' ,, \ 5- k, ,, ~ 10, 2l vi x = ,, = --'-~'---'--110) 

2 X 5 X 5 

10 X '? 
5 
0 

\ 5 . 
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8x7xii 
. 3x2 

• p/X = l! = 10 9 & • 6 )( X XIX 

5 X 4 2 

Sx4x3x2 

L'espera.nce de X est EiX] = C xi+ 1 x ~ + 2 x ~ = 1 et la..~ de X est 

(b)Commea:laquestioul). Y[ff!=,Sk-15, i:.f(O,lJ} i-15,-10,-Siet 

: E (q ,!Mk-15,. plX, li • (\,)(l 
En.,7Jir<>, E(Y, = SEiXi-15 = -10 et V[Yl = 52E!Xi = l~ 

• 



UNIVERSITE HASSAN· II 
FACUL TE DES SCIENCES 2 SECTIONS: SMl/SMA 
B M'SIK - MOHAM DIA SEMESTRE : 3 

SERIE;'.: : LOIS CLASSIQUES USUELLES 

1 
On considere le jeu suiuant: le joueur lance d'abord un de non truque. S'il obtient 1, 2 ou 
3, il ga.gne l'equivalent en dhs (c'est-a-dire 1 e s'il obtient 1, par exemple). Sinon,jl perd 2 
dhs. On note X la variable olea.toire correspondont au gain du joueur (negotif en cas de 
perte). 
l.• Donnez la loi de X et sa- fonction de reportitir:m Fx. 
2. • Calculez l'esperance de X ainsi que so variance. 
On modifie le jeu. de la fru;on suiuante : les gains restent /es memes pou.r les resultats 1, 2 
01, 3, mais si le joueur obtient autre chose, il relance le de. S'il obtient 3 ou moins, il gagne 
3 dhs, sinon il perd 5 dhs. 
3.· Decrivez for:mellement l'univers du-'/Wuueau jeu. 
4.- Donnez la loi de Yet calculez son esperance. 
5. • Quelle variante du jeu est la plus ouantageuse pour le joueur ? 
t:NON E 
Pour ameliorer lo surete de fonctionneniem d 'un serueur informotique, on envisage 
d'introduire de la redon.dance, c'est-a-dire d'auoir plusieurs exemplaires des composants 
importants. On peut realiser les operations suioontes : 

On utilise trois alimentations de 300W chacune : le serveur peut continuer a 
tourner avec une a!imentation en panne: il consomme au maxi.mum 500W. 
On place les quatre di.sques durs en configuration RAID 5 : le serveur -peut 
continuer a tourner avec u,1. disque dur en pan'}-€, 

On suppose que la probabilite de panne d'une alimentation est pet que celle d'une panne 
de disque dur est q. On suppose en outre que tous !es composants sont indepen.dants. 
l. · Soit un serveur avec alimentations redcndantes : ca!culer la probabilite de J?0nne du 
serueur en supposcmt qu'a.ucun a.utre composant que les a.limentations ne peut tomber en· 
ponne. 
2. • Soit un serneur avec diaques du.rs RAID 5 : calculer la proba.bilite de panne du servenr 
en supposant qu aucun autre composont que les disques dur ne peut tomber en pa-nne. 
3. • Sip = q, quelle solution de redon.dance est la plus interessan.te f 
Cet exercice consiste avant tout en la modeliaation. d'un probleme reel au moyen d'outils 
probabi!istes cla.ssiques. n faut done recannaUre dons l'eMnce les hypotheses qui 
permettent de se ramener o. des mode!es conn.us. 

;I,, l;NONCI; 3 
Un couple de l!ariables a.!eatoires (X; Y) tel que X(0)={-2;0;1} et Y(t1)={•1;1;2} dont la loi 
jointe est donnee par le tableau suioont : 

i"(X = :r,l' = y) y=-1 ll = l y=2 
X = -2 0.2 0.2 0 

x=O 0,1 0.1 0,05 
.r = l IJ.2 (J D.1 

1.- Donner l'unique valeur possiblepoi~r aenjustifiont brievement la reponse. 
2. • Calculer les lois margi.nales de X et de Y. 
3. • Momrer que X et Y ne sont pas independa.ntes. 

1 



4.- Ca.lculer la loi conditionnelle de X so.chant Y = 1. En deduire E(XI Y=l). 
5. • Calculer l 'esperonce conditionnelle de X sachant que Y * 2. 
6. • Calculer E(X. Y) et en deduire COV(x.· Y ). 
7. · On pose Z = X + Y. Calculer la loi de Z, puis E(Z) et V (Z). 

>< ENONCE 
Soit la fonction f definie par: 

, . fa:r2 +b 
! \.r1 = l . , ( 

-' 

"'' , . .::. [O 1] ,.1 ,,._ ·- ' 

I.• A queUes conditions sur a. et b la fonction f est-elle la densite d'une variable aleatoire 
continue? 
2. • On suppose que a et b verifient les conditions determinees a. la question precedente. 
Soit X un.e uariable aleatoire de densite f. 
On. suppose que P(X 2:: 0.5) = 118. En deduire les valeurs de a et de b. 
3.- Calculer E(X) et V (X) en utilisant les v.aleurs de a et b obtenues precedement. 
ENONCE 6 . . - . 

On suppose que la duree de vie d'un disque dur est une loi exponentielle. Le fabricant veut 
garantir que le disque dur a une probabilite inferi.eure a 0.001 de tomber en panne sur un 
an. 
Q,wlle duree de vie moyenne minimale cwit avoir le disque dur ? 

;<._ ENONCE 6 

l'( 

D'apres une etude recente, la taille des femmes maroca.ines est distribuee selon une loi 
nonnale de moyenne m = 1,58 et d'ecart-type r:; = 0;06. Pour produire un stocl< de 
,·etements, un fabricant souhaite utiliser cette lai. 
I.• n commence par determiner un interualle de la forme [m-a , m+a] (done symetrique 
autour de la moyenne) contena.nt en moyenne 90 % (environ) des tailles des femmes 
11 wrocaines : calculer a. 
2 .. Il en deduit trois tailles, S, Met L, correspondant respectivement aux intervalles 
/m-a, m-a/3], [m-a/3, m+a/3] et [m+a/3, m+a]. 
Ca.lculer le pourcentage de la production qui doit etre affecte a. chaque taille. 
ENONCE7 
Soient a e1 p des reels strictenient positifs et {a.p la. fonction definie par: 

f. ( ) pa,P (. ' 
a,J> _;:-c, = ;r,P+l lI]a,+:x.,[ ,if). 

a) Verifier que f..,, est la densite d'une variable aleatoire X et determiner, lorsqu'elles 
existent, son esperance et sa variance. 
Soit Z une variable aleatoire dont la loi conditionnelle sachant (X = x) est, pour tout x > a, 
la loi uniforme sur] 0, x[. 
b) Determiner la densite du couple (X,Z) (On representera en particulier le domaine sur 
lequ.el elle n'est pas nulle). 
c) Determiner et reconnoitre la loi conditionn.elle de X sachant (Z = z) en distinguant les 
cos z =JO, a[ et z E]a, + I[. En deduire E[XIZ=z] puis E[XI Z]. 
d) Calculer COV(X,Z) et determiner la regression lineaire de Zen X. 

2 
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EXERCICE 1 -------- · -----' --------------------------------------------------------------------------

Correction (, f" -1) 
1) L'e:x~e-n.:::,e sJes.coire est u:n law:=er dE' d~ dacrt l'uni-..-ers E-&1:- done 

m.u:ui d'u:ne probabilit.e unifbn:ne (car le dll'!l1I D~est pas- t::n1que). La variable 
alMtoire _,c est do:c.JJ.ee par le tableau ST.l.iva.nt: 

On en. ded.uic done que X (fl) = { -2, 1, :2, 2 }. La.,. Joi de ~'lf. est, dollltee par 
P({X(w) = ::r.}) = Pv.-JC-1 ({r})) pour Les x € X(Q). En ut:ilisa.nt lefait 
que la pr,:,babilite P' est v.:ailor:me, an obti.m.:rt- le& r~ultat-.. resu:i:oe:s da.:rus. le 

tableiau suivant, dant la derniere ligne dome la loi cm X : 

:z -2 1 2 l 

---· ·----··-·•· ·--- ----- ..... -··-·----- .. 

Une foi& la loi de X detem:iinee, Jes questiollfi. i;,'l:Jivantea EOnt esaen.tiellement 
des questions de OOUI&~ amo~s a. la reamatian de quelque.s ,:sk,ili;.. 

Ls. fonction de repartition Fx defill.ie pa.r Fx(1') = IP(X :5 ~) 88t alars: 

. 0 pour:::< -2, 
; pour --2 < :r < L, 

F.x(x) = : j pour 1 ~ r <: :2, 

, ! poor 2 i X < 3, 
1 pour~?:: l:t 

Pour calculer E(X), on applique la definition d+? l'esperan021, a savoir 

Ouohd,ent.a.ins.i. 

Ei;J:) = I: a:IPxf.:r ). 
21;X{n:1 

];, ,· X' ,, . 1 . . 1 . ~. 1 . ,, , I (" 
J:..L. I= -.;;,, X-:;: + l X "Z + ..:! X Co+ l ~: -... = ,J, 

•- >· L O V ti 

F _,_.1_ 1•-·v-• ,10 __ ·i•tV• !1UV' 1'h tli'(·x····11l (~ our •::au.:= ~- t, .. '\. J, on utl..1.lbi:l ~·' ,.A .J = !Ll;l;,..-:1. - J - (.c. .. J , - . ._,n a 

E' V ~, ,· •J·•-2 .,. 1 . '.; . 1 . ,)2 1 . ')2 . 1 13 
!,A } = l,-.:._I ,.; 2 + 1 X g + ~ X 6 + .:, -.., 6 = 2, , 

et doo~ F :X·i = ~s ~ ,L33. . .;, 



4) 

La deu.."tie:tn~ parri.e de l'e::x:ercice e-..d plus deHcate: e:-ar l'e:iq:><!;ri.enOiil' ue sa:cnple 
pas 5!r•metri,que. La.-sol.ution la plws: si.mpJe p,:n:rr l'soaly,;er- esc de faire ex:~ si 
elle ~<Ll.t ~'Ill.i!'trique : = =si.dere deu:< l.at1.,ce:r-s de de, le deu:xi.am.e <H:ant. i:auti.le 
pour la definition de: 1r• clans: cert:a..i.oa;: l!icu.ai:ioos. C-ette a._ppro,::b.e l!!'a.ppe.nmte a. 
cene ucil.i.&oee p-:;ur faciliter le tr&i~ea:ieot d'2! oerca;ma probl.emeB d&lJJ!I les,quah. ,:m. 
falt = si leis objets etud1e,;; 1:des. jebon.s. par esx.nnple) et4'ie:D.t d i&cer:o.ables 
a.Ion;; qu"il,; ll4'" le sont pas. 

On cb.c:llisit •==e I.Ul.i-,.·s-.r,s ce-lui d'u:ne <!!:q:>hience da:cu;. ll!lqu.elle: an Janee 
toujours deu...'I:: ibis le de. 01>. a d= 

0 = {1.2.2..'-L.5.•>} ,-. { 1.2.l.4 .. .'S.e.}. 

mun i de la p.cibe.bilite u:mia.r:me.. 
La Yl!Ui.e.ble alesccire }·· =--t- alon. dc«l:Dee par le tableau :s,un--ant. en 

focct:io;u. du J:1eSU.lta.t de l',e:,::.~ :...• = (u."-• '.t . 

1 2 
I 1 1 

.2 :2 
3 ,3 

:l 3 
3 3 

6 3. js 

. !3 
l 

3 
3 
s 

1 
2 
1-··· 
-5 
-$ 
-5 

5 
1 1 
2 .2 
3· ·2 

--5 

-5 

-fi. 
-5 

" --,, 

On const.ai::'! que }'(TI) = {-5, 1,2.:"!}. Pour tout y ,:;. 1'{0), QC. doit 
diir:~ y-l ( {!,,}) pour ca.lcu.ler la probabill'.b§, de c-.,i; e-.·-enem.ent. et ainsi. 
la. lai. de 1•. D'api:ea. le i:ables.u., on a. 

r"-\{-5}) -={,l.,5.6} X {4,!i<,e}. 

l·-- 1 ({1}-) ={l} x {L2. 3.4.5.6}, 

)-"-1 {{2}) ={2} x {L.2 • .3.4,5.e}. 

l-~-1( {S}j = ({:!} :.: {1, 2,2., 4,5,e} p-1 H<t. s,-&} ;.:; {1,2. ~). 

En ut::ilisant- l• fa.it. qu,e la p:robs.biliM su.r n est u.nl.lonne:, OD. obt:ient l@ 
tableau SllJ.in,.nt qui resu:me la loi de Y : 

y I -5 l 2 3 

Com.me de.ns la ~e pa:rc:ie de Fexercke, m:,e fui5 la.. lai de }" dete:rminee, 
le :ni:si::e u • e&t que ca.1:: ul ... 

On a. 

IE('Y) = -5 x ¼ + l. ·"' ½ + 2 ·,-.: ¼ + 3. ><. t2 = ½-
COD::U:Cle IE(z-•) ;;:-,.,. IE(.l( ), on ~ en. :tnoy-e.nne plus s. la. d.eu_'Cie:m.e ve.tia:nre 
qu.i est: done plus a-.·a.:o.c.a;;.,.~ p::.ur le joueur. 

EXERCICE 2 -------------------------------------------------------------------------------------------
Cet e.'C.erci.O:? cons;iste w.-ant. t,::nu: en la modelisation d'un p1:0blem.e reel au 
mo_yen d!outiJ.s. proba.bilistes cla..ssiquE<S. Il faut do:n.c reo::xo.:oattr~ ciaos l'enonce 
lea b;ypothSEE!B qui pe:rm,e,tteo.i:: de se ram.en.a:r a. 1des m.o:i~les COD..Oll.S. 
f 

Con-ectkm. 

C....-::xllllne lll1 com.poaant poes~e id d.eux ,!iita.t!i. ( en ps:nne ou pas;), on 
conai~ cet et1u: com.m.e une -...--ma.ble <la Bernoulli., l 'etat de pa.nne o:::.rres;.­

i;:,ond ant a.u ..,. irot::CIE!S ;;,. de la. ~able. 

t,_ 
'{" -, ,,. _ __,~ 



D:::n:i.c, I "etAt de 1.· al:itneritation i es:t Tepreie:e;nte pa.r une •;ari able .A.4 c:liB'tri-­
bu.ee g;;,k:Jn B(;p) lJl:lo? Yl:ni.able ale&toire Bernoulli qui. •,a.ut 1 s::i J' ,,.Jitnem::a.cic,a 
e&t. en pE1.Une. 

Cette raodelisa.ti.::.>n. es.t tree .freq;ue::at.e et t:res classique. A cb.a.qu.e Ji::>ia q-u.'an 
t"eOCooi:re une gra.ndeu.r alea:toite qw p:,ut prendre deux vs.leur.s. on E!Sl- eu fa.it 
~ prase.nce d'w:i,e, .... -aria.ble de Bernoulli. La va.lae ur e repre11enter .i;:-ar l depend de· 
ae qu'.::::n ..,.-~ut faire da:o:s la s<Uite. lci, cm doit cotnpt.er Le DODJ.bre d.e o:nnposa.:o:t.s 
en ps:a:o,e pour sa ... 'Oi:r Iii l'o:rdinate<ur COIJ.tiaue die fom,:tiooner. n e,s:t; d..:-uc: natural 
de .vepni;sen.ter per l b. p~ plut:6t que le boo. fcm.ctb:nn.ero.en.t. 

L 'alimeru:;,:,..ticm globa1e est consc:il;u;;.e- de trois alitne:at:ations At., _4.2 et _43. 
Com.:me lee alnne.cra.i::i.ons llllC)DC des variables de Bernoulli ind.epen.dan:tes de 
me:ne pa.ramet.-re p. le nom.bre d'aUroeota:tio.11 en panne, qui est la sca::oxne 
-4 l + A2 + _,ts est. ll.1::113 ..,.-aria.bl.. de lci BinotD.iale Bi!s., p). 

De nou...-ea.u, nous ut~ ici u::o.e znod el:isscion tre,s, classique. Pour jils:t:i.fier 
Putiliaa.tion d''U.Il,:j Joi Buio:miale, il faut rappeler l,es proprietes i.Inportantes 
sw:~n~i- : on ,oom.pte les au a:ea de '\---ariabla;; de Bernoulli. :i nde,Perwlante.s ,ct. de 
~ ~arc. Si la;; variables ne a:xot pas i:tld;;!pe:odaocaa au &i ellea ont des 
para.mat~ different&., le Do!!:suli:at n 'es.t .t:osa uoe loi Bincrmialoa. N oton5 a'l.Uil!il que 
iXlD:lpl:e.r lea success ou faire la eo:mr:i:ie d.eec~.artables E!IBC e.ica.cte:IneDt: la Illel'.De ..::hciae 
et qu)on pent dano util.iser la jUBcUics.tion I.a. plus a.dapcee au contex:~. 

Le sen:eur est e:c. pa:tllle si deux au :a:lO'.lllEi th!!e "lixneutatiaws !!o:cd:; en pa:o.ne. 
On. not;e _4. P~m.em: < panne de l'aliTDeo:t:a.ti.on. gk,bale ~- On a don.-=:: 

TP(A) === IP(-·lt +A.:;i + --4-s 2: 2), 

= 1P(A1 +A~+ A!i = 2) + J?(A1. +-42 + A.3 = 3)~ 

= ctlrn - p) + C::P3
• 

= rfa(3 - "2:p). 

La. deu::.rieme question est exa.etement la Il:lJE!!IDe q_ue ~-pr~ IJl&ia _.ec des 
paratm!/tres =eriquers leges:ement d.Hfererrts ... 

COlll.ID.e pour lea a UJDeotac:iowi, on m.odelise ies disque~ dur:s par d.es 1 
variables DJ de Ber:w:mlli B(q), independant..es. Le nom,~ de di:.qu.,eai eu 
pl!lX!Ile est iuon l.lile< y,,aria ble: d.e loi Bin,::o:aiale B (4.,,,q). Le serveur est en pm:me 



ai au moins deux. des disques il10l:lt en pan.n,e. FE"'Rnerrumt coa:,n.poudan:t D 
etant d,;;, proba.bil:ite · 

Jl>(D) - JP(± D_, ?!;: 2)·. _· , 
}-:1. . 

= IP (± D1 = 2-)' + P' {t, D.: = 3) ... + lP (· i:, D_, = 4-.), 
,J-1 . \J-1 ,j-l 

= C'i<r(l - qf + C'iq3 (1 - ~) + <_:'j~ · 
= .fl(t10 - ,d! + <tq(I - qJ + qf.!J, 

= .f raq:2 - 8;:i + ';~ :1-

Pc,ur d::r,::dsir la m2illeure: solutio:o.. oa. <lOa:tpa.re le~ probabiUtes de pamie en 

:;ru.p:i::o!ll!i.DC que p = q. On " "-lUlSi 

P(.4.) - P(D) = pf:i (3 - 2pJ - r (3r - 8-r· + e ). 
= p'.!.(-3.p!:l +(½,- 2-) 

Le. si.go.e de C€'r:te d.ifMirenr.:e est ala.rs celui de, f(p) = :.-3r :+ {ij," -:"-~ 

I.a. derr-·ee de / est f'(p) = 6{1 - p) qui s'annule en p = l et qui e1>t 
do:o.c por.it::r.-e i.-u.r l'intervslle [O, 1 J. La fonc:tio:n est do:i::i,c c:i:oissa.ute &.'LU' 

cert. int.er,."311e.. Or, /{I) = 0 (at. /(0) =· -3. D:,nc, s.ur l'm.t.ervalle [O, 1]. 
f(pj S" 0. La. probabiHte de de&i]JaDoe des al.ime:oi:atit.lIJS est done 1:oujour11 
i.n!ieriau:e a. celle d,a.., disque,;; dun;; et ii. est done plus inl:e-.I n ::rt~ d'ui::i.liser 
une redcmdan~ sur le& alimentatiao5-

On pcn:xr'l"Sit coo.s'lderer que l'appn;,c:he cboi6i.e pour illinuuer 1 "interi!t de la, 
redcm.dan.::l!!' >.!st un peu ll&1'--e. En effet, un ord.inatear cl:ass.i.que oozn]JIE'end 
neoa.sai:remant u:o,e a.li.mautat:ion et u.n ~ pere:JJ.De de i:yp1;, disque dur. 
D-e ce fa.it, on de,.,:a.:u; norJna)emem: ill!t:ud:i.er Pordina.i::eur eo:i::cu:ne un ense.a:,bk, 
com,pan:a.ru:: u.n sou.a-~ei:ne re<:lcmda.nt (par --.exnple la. diisques du.ra.) et un 
S01.llr~ nan redondant (ici J"ali:a:•er:rt":l:ti.on), puia caleuler la probabilite de 
p$1D.Ue et com.parer le& d-eux solutions.. 

Il s'.a,.-ena ea. fa.it que Pa.pprocb.a propasee daDS l'o3XE!rck"' d,;,n.ne- un re1n:utac 
i.deotique A celui de l'approche plus C'QTTJPIP'l'.e. Canaidemus le a-.::s ..:Pun ai;-dinateur 
aYeC un.e alim..entai:ian redao.dante et un uniq1.1e di.&que dur. On s'i:a:be:resse a 
1'e-.-'1i!>oe:roemt <!l l'ard:i:na.t.ear ne t:o:mbe pas en pa.nne -.., c:e qui s.'ec:rit _4. n D ave:: 
lea nota:tio:z:u. de la c=ectiorl.. En supposa.nt ler. sow.-sy&teJnes indepen.dam:a, 

P(_.A n TJ) = lP(A')P(V:, = (1 - IP{.4. rn1 - Pl' D))_ 
En util.isane ]es rl!!&u.l.tats de la oon:,e,c:tion p::,ur .4. 'E't lee ~7pothoses pour D, Oll. 
a do:n.,c 

Un raiao.onemeot similaire eo11duit la prc,bsbilite sui'1B.Dl: clans le e3...1l d'1.m. :sen,eur 
aux d.isques drn redo:n.da.nt:s et a ] )alimemtscion u.niquie : 

F\:A r-i DJ = (1 - p) (1 - ,l (3./1 - 8q + 6}). 

Si o:c. suppose m.aintenam que p = q, an voit apparaitre dans ler. deu:c e.cpres­
sioru. Ull fact.eu.T (1 - P) ro:mtrIUn qu'an peut doDC supprimP.r dam. !'analyse. 
On se l'Eru'O'I.W'E! aiDSi. a ,:om.parer P(-4) et {?(1i'} dam; le ca.s de recio:w:iance 
pour lea deu.."t. S01.l&-&ystem.e&.. Or. il s'agit de la. compsnu.ao11 des proba.biliteE. 
des compl~a.ir-es des evenamem::;.s etud:ies dall.s la corr-ectio11. On obtient , 
done ex:actement les miHDm conclusion que dana ceci:e correction: il eGt plus 
intereasant de rend.re la. alimeru:a.tions :redonda:ot.es. 



,; 

EXERCICE 3 ----------------------------------------------------------------------------------------

Corred:ior.t 

--<) On sait qu;;, rP(X ,s X(!'l).1r. 4:.: Y(~.t)j = 1 ,,-t. q;ue 

1) 

Jt·(X;,;: X,!.-~).}. E 1-"ff'J:,·, = ~ L P(X - :r,. }·· = y). 
::;; .. '.\:'~OJ ~::;Yto:, 

:C:.,::>nc la so:i:=ne d...,.. µt"vb:11&bllii::es contenues da.n.s le te.bleau. doit etre ei;a)e 
a. 1. On coastatie. qu.e la ao_-..:n.n::ie em: id 0.9!!!- + o. Dc:mc c. = 0,05. 

Ls. justi.:6.ca.cion p!YZ:>posee- est~ de-taillae. On peuc se o::,ot,euter d.;, dire que la 
som..me des pr:r=,babilit.es dok ei:re egal E· a. L pr.J.i.sq,ue- c'est une prr.>priec:e majeure 
de.s: tableaux u:tilises pour d~ l€1S lois. d.e co-uple de ..,."at'ia.bles ales.toW5 
di.scri!ce:s. 

F'(X = ::r) = L IP(X = %. 1·· = y). 
,.,, .. ,;-n·m 

P'(X = :r) 
:%-1 -2 0 1 

De la. :coe:me fa1;;.on.., on obt:ieDt la 1oi de Y don~ par 

IP(Y =y) 
~, -1 1 2 

On 11e =ntent<e:. k::i de justifier les ~alculs da.x:is un dEG dli\'IUX esa, par lf}"'met:rie. ll 
est utile de .._-1§,rifier que la sam:i:ne des probabilices de la la:i obbe=.ie pour c:baque 
variable el!lt bie11 1. 

Les variables X et Y 11ont i:ndep,;mdantea si et seuleme.nc si pour tout z et: y, 
IP(_'( = ~.Y = -y) = P:'(X = x) x IP(l'' = y). Or, OD rem.a;rque da.ns le tableau 
que P(X = i, Y = 1) ~ 0, alo.m que IP(X = 1) :.<. lP(r· 1) = 0.3. x O,'l 0. 
Les deu.-.:: .._-aria.bl.es ne so11.t do:nc :i;:,a.g ~ef.i.. 

Pour le:a qu'i!6t:ions cF':i:nclependanee, on doit taujours rappeler la defi.nii;icm. 
puls es&a11-·= de l'a.ppliquer. Q;ua.ud •::>n cbet:cbe o::i=e ici a montrer que Jes. 
•--aria.bles ne aOIJJ; pas independantl!!"5, il s:uffit de trouvw un con~E'X.enip:le, 
c:'est-a~din une valeur poUt' chaque -..-a.ria.ble tleilles que la probe.bi.Hee du couple 
soil.:; diffiavaate du pxoduit dei;,probabilites de chaque ,.-m:-iable. Si on •::he.die a 
=oDt:rer l'indepe.nda.nce, an da:it au coo.t.raire ~ que touilea les pue.s de 
valeurs satisfo:at 1',e,galit.t. demandee. 



0 1 
ti . v:;s=IJ 

L·,e,aµer.a.o.ce condit:i,:m,;o.eiile eGt c:,bt.enue ..-..o. ap pliqua::c.t la d~finli:ion c 'e..-t-a,.. 
d:ire 

E(X p,·· = l ·, = }:_: ;;:,P'( X = ::t<( 1·· = l ): . 
,>:if_,c {n;, 

2 l = -2: X ~ + I) :,.:, "g + 1 :.:. 0. 

On SE- <:O:D.Ce:n:t.e ici d'a.ppliquer .Les d~tion.s et; de fa.i:t,s, des -:'.al.cu.ls e:l.~te.i;re,g_ 

La. questiOI:) "'1.li-... ..... w::e esc leg,e,rexoe:o:t. plw; o:::r.D:J.pl;eoce pu:i.:!!qu'il faut c<:malderer: uo 
o:::,nditio:nne:cnell.t. qui ne s.'e:xpri:roe pas sous 1a fu-c:o::ie 1, = y. 

f) 

On doit: d~abord -::ak:uler Ff.X = zfl'· -:;£. 2) = P(-~S,f,!;';"2' O:r, {Jr'' #- 2} = 
{Y = -1} 1_1 fl" = 1}. e.,-..--,ee -..me union disjoi·nte. Done. 

a.iusi. que IP(}~ :F 2') = IP(i•·· = -1 ·• + IP(l,r =· l), c,'est,..il,--dir,;, 

PtX f'lr" .· ,,.. I?(X = z, 1-,. = -1) + lP(,.,Y = z_.l:' = 1) 
• = :z, r -) ""' lP'(Y = - I) + l?(Y = l) 

En appliqua:nt oette furn:ru.le, on o~ 1a loi. couditio:c:aialle res:m:::cee d= 
le ta.blea.u. ,s,ui-.·a.nt 

0 
!P'(X = zfF ~ 2) ~ = : ~=¼ 

·On en declu.it. l'esperaw:ie -o:>iuilit:ionnelle souhaitee par le calcul SW"-""1llt 

E(X!l-"' :# 2) = E: 2:P:tX = ::cjY 'F :2'\. 
as;;..-rc,:>2) 

= -2 X .!_ + Q X 2:_ + 1 X 2:..,:::::.- - 3/(, 
2 4. 4 ' 

P1;,.:'.l( = .:r.fl-,,. #, 2) est .§gs.le a. Ja, piobabilite l - P(X = xfY = 2). Crr. c'est en 
ga'O.e.l:3l fau."'C. D-a.o:s le ca.s present, ai ,:::,11 con~ par ex.E!ll1J;.l,e, : = - 2., on. a. 

I - IP1·.#y- = -2!Y = ,,. 1 P'(X = - 2 ,1-· = Z) -., = - P(Y = 2) . 

= 1 _ 0,05 
0,,2 

~ 
= 4. 

a.bns qua Pi,X = --:2:IY '# 2j = ,½. En f:ait, on a. bien 

1 - P'(X = ::rfY = 2) = IP(X ,# ::r!Y = 2'). 

J:D.ais ce n'e:st pas utile pour >!!a.lc-uler IP~.X = -2! Y ~ 2) ! 

On ca.l,::::u.le Ei~'lC} ·, en appliqua::at Ia propriae-ce daseriq,ue : p:::,ur tow:e foncci,::,n 
6, C<n. 8-

E,:.;i;-(X ."i ... )) = 

P{.)ii' =::r.Y = y) 
:x = -·z 

:r =0 
:;r =l 

ll = -1 
0.2 :><: 2 = 0.,4 
0.1 XO =0 

0.2 :"; -1 = -0.2 

V = 1 
0,.2 X -2 = -0.4 

1),1 X 1;) = 0 
0:><:1=0 

tl,05 x: -4 = -0;.2; 
0.05;,.,; 0 = u 
0.l X :2' = 0,.2 

,, 



" 

On sait que C°'-'(X.Y) = IE(..,'t"Y) - E!X)E('F). 0a cal.cu.Le ,:il,l:X).c E(X) @c 
E{}" :, €'lJ. utilisa.nt les de:6 D.itiou,., de oe&. ~oes : 

E(Xj = L: :~X = x) 
..;.X(n:, 

-2 :.s: (i.45- + 0 _,.: 0;23, + l x. 0.3 :::;_ 0/ k, 

at.; l-~ , = - 1 

= 0.2 

... --... ------ -------··•··--- .. ------· . .,,, 

1) :_· Ec:u.dion,; ra.a..i=t-en.a.:c:t: Z - X + 1-·. Le tableau s:ui-.-a= do::c.ne l"'-'5 -..'8.leuris. 
1 ! !"·r:i.,;;e,s. par Z e.n £o.:a.~n de ce.lles: -.ie _-,._- .;,,1: r· 

:::::.=::r+y -;,=-l. 
:z: = -2 -·3 -1 •::r 

:r: ·'= 0 -1 1 2 
:r=l I) 

· ,:::;:11:1. a, done Z(~1~1 =~ {-4. -1,D. l~ 2.,. SJ. Pour caktJ.ler la .lc,i ~e Z f(X,_,lr),. 
do. dale ·aec~·· f-l. ( i•)·po=:: tout. . .:= ,e Z( 9) pii:is' e:alcuJer la proba.bil::icM 
de J-J..(a:) :a partir de la loijoil::l'.t;e de X Qt Y, en u.tilissnt La propri~ 
P'(Z = ;,c) = !P((X.'1'") € f-1.(;.::;)'.t. 0-:n obtiea.t I-es r<!?.~u.lJ::ats s.ur.·a..a:t:»: 

P'(Z = -3) = IP(-X- = -2. Y = -1:) = Ci,;2 

Pl:Z = 1) = IP((X.Y:, "= {(-2, 1. j. {G. -1 )}) = 0 1 1 + 0..2 = 0..2 

P(.2 = 0) = IP((-:,.:-.Y),,;; {(-2,0j~(l. -1)):i = O.os+ 0,2 = 0,.25-

P-(Z """' 1) = IP(X - 0.. Y = 1) -. 0~ l 
P'(Z .- 2) = ll"((X :.!r) E {(t:1. 2). (1 l)}) = 0.05 + 0 = 0,05 
P:·(Z = 3) = IP(X -= 1~ "t·· -. 2) = 0,1 

On. ut;;iliae la. .i;:n:oprW.i;-4, clas&ique qu.i ca.i:-...-te:r:-i.s.e I.e. loi d'= vsu-is.ble defi.n.ie 
,;x;,=.:i:::a.e fu.c.,=r:i,on d!au.cres. variables. a i;::,e,.rtir de la. :6o1:1.ctio:n re-::,:1:proq;ue (ici f- 1 ·•, 
et de 14 loi jou:d::..- des au.t:l:ie,r. VIU'iabJ.es. 

COo:r:n:::,e Z 

ec 

E(.¥2 ) = ,:-2)!:! ;..: 0.45 + •)2 x 0..25 + 1!:! :". O.S 

= 2:.1. 

E(l ... ~) = (--1 :i!l :,;;; o . .:::. + .t:l X o.s + 2 2 ;>o. ,:1.,2 

= i.&. 

Dou,:., V(X) = E(X") - ,:'E(..,"\:);; 2 = 1 74 rt 1.-·fz") = l.~e. O:n. obtier:u:: 
£ina1e=-ea::ir 

V (.Z) = 1,7.::1. + 1,5£ + 2 :"'. (.-0,0SJ = '3:..14.. 

-N~O'OlS q ue, · 1 :-,1=&pe:ra.nce ec • .,,.r.,..:n qui -~,;-~~~:~~-ici·~·~;;~~~de 
:::prop·rieUs de ces deu....~ ,g;ra.ndeurs :p=>urra.ient aW!ll!ili ~e cal.cu.lees d:ire,.::1:"1!!!:r:n.en.t 
:iii pari:'ir de la lai de Z. Quelle que ao.'il:: Foptio:1:1. cboisie. il faut ra.pp@Lm:- 1e,s; 
propn,etes et dtiinition>a utihse,es. 

f 



EXERCICE 4 -------------------------------------------------------------------------------------------

Correction 

Pour que ,r s::ri.t une de:ns:ite, il :faut que pour tout z, f(:z.) 2: (I et que­
f::_~ l(:r.)d:r. = 1. On com.:mence .i;:,sr la. pre.m.ikr,e, caod.ition. Comm,:, Jest 
nulle en de-hors. de Pimervalle 10,1], il suffit de caosi.derer le cas x E [0,11 
po11r leque} on doit. &"i"cir ,.,:z:3 + b > 0. ' 

Pour lei;. deu..--c ron,:ljtiaoa, on peu.t en general se fi::,caliser 1.llliquement sur leis 
i.nterv.allF.!5 pour ~quels la ii:mctic'll. prc,peo;e,e n 'est pas n ulle. 

Ctn remarqu~ que J(O) = b. et il :faut don,: que t,:;:: 0. Si .;1, = (i, il n'y a paa 
d ~.tre condition. o.eces:sairE.- pour s.smrer la pcsitivite. 

La derr.,J2!et def eist daon.eei par f'(x) = 2.a:...:. Sur Pmtervalle {0,1],. JO? 
.i;dgll€' de .t est done ee1ui de a:. Si a, > 0, .fest croissant.e sur [0,1] ~ cm a 

done /(z) 2:;, pour tout ::r. E [0,1]. De ce faic~ la,. coDd.it:ion l,. 2: 0 est ew:o~ 
suffii.an.te pc,ur &!iS1ll'€'I" J(:r) ? IJ. Si c.. < O. f est. de,c:roissance sur [O,l], E>c 
,:lone a done .f(:r) 2: J fl)= .a+ b pour tout ::1: € [O ,l]. On dou: d,::.nc a-,,•oh:­
a+ b~.O. 

En resume si a 2:: 0 et si a. 2:: -b, a.lors f est: positb·e (le ca& a 2: -b 
incl.us eu particulier le ca.s a ~ 0). 

Ca1culow; maint;eaiam:; J:::'-J (:::)dz.: = 1. n~ ~ .Les pr,oprl~ces clasai qUe.!! 

de l'~ale. on a 

COl:lU1ller J a:,.--t nulle en deb.o:ra de [0,1], ,:m a d,.::,nc 

Il fa.ut tc,ujO'tl.r.S just;l:li,Q:r;- (bri,er,re.m,e:ot;) la :rtjductio.n de l'inbe!n-alle d'ini::.egratian. 
On pe-nt ~a.rd: se ccmte:crter d'~crire di:rectercen.t la de-t.Dcie:me egal.ite. avec 
La. justi:fkatian qui la pi:,ec:EZ:de. 

La fi::•n.ction z -4,- a:?- + b a.d:aiei:: con::u:ne priD:tith·e possible la fo=ti= 
z ,__,. -sr3 + bx. Ou a. done 

,-l La 3 ] i •• l ,.=-::? + h, d.:c = ,.re + oz 
O 

= :'E + l>. 
Jo ""' 

On doit; done: in,oir T +Ii>= 1 (en plus de t, ~ 0 .>llt sf. a 2:: -t.). C.:::n:cune 
b = 1 - %• on a dc:1'it done ,.,,.-oir 1 - i ?:::; 0, soit .::J. :'S 2. De _plus a+ b 2:: 0 
de..-ien.t o + 1 - % ;?: O. soit ..:i. 2:: --!- · 

Fi:nelem.ant:. f eec u:oe dea:urite si ":'t. 8ll?'11la:r:ne:i:rt: s;i. <:<.;; (-~- ::-:e] «I: b '--= 1-~-
-------------------------··-------···--------
ll :n'y a pas de di.fficulte :i:najeure ,::im::ts .Panalyse qui precede, D:la.ia il faru: cow:; de 
i:nem.e etre =c@Clti.f da.ns le cslo.i.l de Ja pril::oitive (il fauc l:iien fa.ire la prim.iti..,.--.;; 
deux tenoes de Ja SOI'.Dlll.e t:r.:rf! + h et ne pas {icr:i.re i;,;,cule=ent ½il.:r~ + b, par 
e,ce:mp,l,:,,J D,.;., m.eJ:Ue, !'anal;,,._. dee conditiG:,ru; s;ur a et b doit ea:e ~ S'l.'ec 
9ai:n, din de ne. pas oublier un<e conditio:o lcms des tra:nsfo:nn.e.ti,cms. lci, on A bien 
~ la coudition qui ~ u.n,e inte:~ d-=, 1, pu.is c.u a utiliser le:. deux 
o:::m.ditions d ~alice11, pour obtenir d.eu..=c bornes sur -., On a cl.one oollJiE!n•i!t 
troir. conditions,. com:me il le fallait. 

- O.. .. it •= IP(X ;,; 0,!1) - J;;'; f(~)&<. C°"""" f =• mill• •n deb=• de l 
<; _, 



3) 

.. 

{0,l}o et en uci.li.s.ant la,, primlti"'-e do?cer.m.in,e,e, a. la. question pn!!ced~r..;,. on a 

> 0.1:;. .i =· r .· ff:z.• ·ku. 
- . . Jo.;;, - •. 

'

fl ,. . ,;, 
:=,;, f :11' fc:.·::r .,,,,o~ . ,. .. 

= [!:1·s +o.z]t " 
- O.~ 

=~+•"'-~x.:..-b.• 1 

3. 3 S 

= 1- 0 

U:oe e=>!?'ur -::,:,ura.ate da.n:s: Fa.nal!e>se pr.;.::ed..;m.te consist@ a con:fi::-a:idre densite, 
j et foo.ction de repartition F. On s.ait en e.ffet que, par definii:;icm., Ed F.:v: 
e21t la ronct:ioo de r..€,pa:rtitioo de X ~ P:"(X 2; 0,5) = 1 Fx(0 . .5} (on a utilise 
la. ,:x,m:illuite de _,r pour i..'affi:a:o.eh.ir de problec::i.es aux. l::,ornas de int,st:i:-valles). 
Si c,n O:•mQDI.J f ec:; F, OD peu.t et.re te:al;~ d.'ecrire (ce qui est fau..--c. !) que 
IP(X 2: 0.5) = 1 f(O,$) -_J f.,.. b. Qn qbtient alors un result.st t.ot;a.lemem:; 
differen.c daDs la. su.ice (€:'I:., msistcms ~= c:e point, faux :1. 

En ,.,Hiiaant le:s reirultats de la. prem.iere que-r:;tion, c,n a doru::- d!Em::ic equatio= 
;9. de~ al (X)D.D.UeE: : 

.::. + f,, = 1. 
2. 

a 6 1 
1 - 24 - 2 = s· 

En. ui:;i.w;a.:r::n; b = 1 ~ da.:n ... la d;;:n.:i:.riem,e equs.tion,. on obtiem: 

a. 1 o.; l 
1 - 2.:i - + ~ = S' 

ce qui donne a = 2,. pu:i.a b = 0 (et do::ac f (:x) = 3~ sur 10, l} ). On ren:iarqu,e 
que les. -..·aleu:r::! de a. ~ b sont e0m.pacibles a .... '=C lss i:negalites etablies a la 
question 1 et done qu~,:m obtient blS!D. une denmte. 

La den:i.iere- .. --er~a.tion eat trea itnpCIII'tan.te. 0h pourrait en '1!'ffert :i;.uppcse.r 
pa.r e:x:em:ple qtie P(X > (1.5) = -fa· DeE> calcuJa si.D:dla.ires a ceux effect:ues 
,;i-deSllil.lS d,;:.Dne;nt a = *· Or. c~c;,;;, --..-a.Jeur- n~est palS, a..::ceptable d'a..pres. l'1!:S 
o:.ntraintas. obtenues a. la-•=111.estit::m. L L'qyp,::<these P\;X ::=:: 0.5) = ft ent:re doo.c 
en o::,ntradiccion a:-."EoC l 'hypxheaie = la deD&i.i::e de X. C-e n 'ie.irl, pas 19 caa a:i.-ec 
l'h.ypot.hese Pl:_x 2: 0.S) = ½ ! 

On safr que lUX:1 = f~: .. zf{z)d:x. ce qui donne id fen tenant eompi;e de 
la llullite de f en deb~- de !O~l!J 

.i 

E(X) = /, x x 2.z2.h, 
.10 

·1 

= lo lz
3
h. 

= [i{-!, 



en utiliss.nt le fuit que :!' - ¾z4 est UDE- pri.m.icr.re de :x ......., ~-
Pour calculer "V(X'). onutiltse la relation 'ViX) ""° IE.( .. Y-~:r - (IR(X))'.:i_ 

Gomme IE.l;X::) = J!.~ x~fi':r.)d.z. on a · · · · · 

•1 n-x-~- J ,., .t.:i •. .c..L I = ::,X ,.,a: •. . ·' 
• (I 

[
3 ~] 

1 
3 = -x ·= -. 

5 0 ~. 

'l O 3 
V(X ·1 = .:::. - -·· = . 

. ' 5 li SO 

EXERCICE 5 ------------------·-----------------------·------------------------------------------------

~Uon 

On. appelle D la variable a.leato:ire don:oa.:ot la. d-url§.e- d.e v:ie du disq_ue d.ur. 
£J suit u.ne loi ex1,>< r...aemielle de pa.ram.et.re .,.\_ Le fabric-ant -.·eut ~a.ra.ntir 
que 

l?(D ::5. 1") :S: 0~001. 

Com.me IP(L't -~ a) = Fr,(a) .J?S.r d«6..oition, on obtient Ptnegalite 

.,,,n a.ppliquant: la. form.ule <.:!laassique pour la fonct:icai de repa.rtxion d 'u.ne 
variable de loi -aic:po1uaitielle. On a. a.I.or& 

t - -!!-X-p{-X) < 0.001. 

0.900 < ~-p(- ,-\)_ 

1:m.(0.999) $ -A~ 
..:\. :$ - J:n.(0.999), 

-1 1 
Jn(O. 9100) 5 A' 

9.00.S <: i. 
,•ic 

Or, o..oinJD.e D sult un.e loi expon.eo:J:ieile, sou 'El'SJ)era.o.ce est -t- La. dure-e de 
..,.;e Ino,e:ane du disque dur doit done etre d''au JDoia.s 999.5 ans:! 

EXERCICE 6 ----------------------------------------------------------------------------------------
Coarrectic.!c 

Soic T la va.ri.ahl.e awata:ir,e, r~preSJ.:'nt&D.C la taill-£: d'uri.e ~- Par Ii~._ 
p.:::vt.h.ese, T au.it une 1ai ==.ale A•(1.;,.S:" OD8-2 ). On cherche a; :> 0 tie-1 
que 

Da.ns ~et e::cex:'<::::iJ::e,. il n'y p.215 •Feta.pE.1 de znodel.iaat.ion car la hi de la -.-arlsble 
d 'il:d=eret:. est do:nue<? e:icplicite:m.ern::, :w.·e: la. va.leur de 2'E6 par~t:-res. La. t:ra.­
ducl:iao. d.e l'enon.::e "' .li::!::cut:ae, d.onc: a expri.:m,er m.atbli!ms:t:i,que:i:nie.:a.t l'e..-E!D.911DE!lll: 
et:udie et a do:n.:ne:r lea cy-poch.ese,;; 1--ur oet, ~n:i:enc. 

40., 



S:iic la ... -ariab le }' = 7 ::;..,.. . O:a. sa,,ic; 41.1.e l'~ s,;tit 'tLT.ll!" loi. :o.,:;rr~ scandard 
.1V(O; 1.~). De plus~ on a 

!'To - a. :5 
-4~ 

a 
-- <: er-

T 
·T- n1c T-,,.~ 

CT 

:s: ~+ ,r;\.~ 

~ ~i .. 

<~~ ~ 
- O" 

]:)one P-i:T E [m - , •• ~~ + r::•l) = 0,9 esc equivale:at a IP(Y E 
Cbercbc,os: dca:i.c >, eel que IP'(Y 4;· f->., >.l) = 0.9. 

fl) = o,.9. 

On utilise c:i,..dessu:i. la JTJao:ip:•ua:ti:::u:i cla:s:isique pennette,.1:u:: de S=" ra:rnener a u.ne 
"-'Sria.ble al.ea.toire discrib:u~~·eiou une loi :i::t0r:rna.le stand a.rd pour ls.q_u.elle ,::m. 
disJ.:•::..se d~'l.ll:l@ tal::,le. La te,choique co:asi...~ a appliqu>?·r a F...-,.~em= d,Hi.c.i s:ur la. 
ya;ria.blE, d."origine (ic.~T) las t.T'a.I:laforina;t:iOD.S qui condi.tisent s. la ,.-aria.bl,;;, ce:c.troo 
et xeduite (ici "F). On tra.nsf,:,r:me &ins l'ev~ sw: Ten u.n ~e:nt s.ur 
1·· pour 1equel ou pourra a.ppllquer lat.a.bile. 

On a.a.it que 
IP('Y ~- J-A~AJ j = F'y(,\) -F:r"(-;\,), 

c.ar }-'" esc une ""'s.ria.ble al4-a'tni:1;1t,r <3:>'Dt::iuue. De p lu.s.. :i;:e:r s:r,net:;ri,., de la lai 
narn:ia1e scs.n.dard. on Fy (-A) = 1 - . .Flr (X), ei: a.msi 

De - fut, ,::hei:clrer );. ti.;l que P\"'Y '== [- .:\ •. )..l) = Oi9' es:t equivaleru:; a. d.-i.,;;;,rcber 
>.. eel •;;{',le Fy(>.) = ~ = 0.95-. 

La ta.bLe ne doc.De que la fond:ion de re:r;;e.rtltioc. de. La Joi :oor:-=:ale. II :faut d=i.c 
se ra:o::Je:oer a u..t1:e equai::iac. port::a.m sur c'l!!tce fuuc:t:ion. Ou u.tilisie d 'abord le 
:fa.it que p::,ur toute variable aleiatoua co:cu:iml.e (c'eu:~t :Sa.:u::c pol.E 1.l.l:l>? -..·sd.al:::d.e 
dis::!.n'i!ce), on a 

Ensuite~ on a;pplique la propi:-:iet.e de S!f"'D:letrle de la kri. :o.orm.ale _i:::our se deb..r­
r~ du cenne, uega&if (le t::erme Fy(-J.\)). 

Fy(l.64) = 0,9.:19!:;, 

F'i'(l~&i.) = OSJ$1)5. 

Pour a:,roir u.n intervalle ~Jne:c;t plus ,p:-s..n.d qu.e cel:ui re::herche par le 
fial:x-icanr. on choisi.c A = 1.6:s. Sl on p.::::,,ae -.i = ,T_),_ = ,:,_og x LGS. = f.1,099-, 
an a douc: 

Il fau:t et:re a;cce:m:if a Fi:n-.;;•ersit:xr.i. de la. relacion d s.:.tl.l'i, le calc-ul :6.n:a.l de o. On 
a en effet trouve >.. gr-ace A la ta.hle • .i.:o..,,,.is ce n'est :i:,as la gra:nden:i.r recherc:l,.e., 
pu:isque ren..~t eet:udi.e es:t 1--- E [-:=. ¼J ak,ns: qu'i.:m a.jU!!llte la pn:r,be.hilit:,e de 
Y ::: l'--h,.l.J. On. doit dc:mc fa.ire~ = >,., ce qui doo.n.e 4. 

Le re.see de l'exercice est uoe appl.icati.an de 1a m.e.me srt::ra.tegie •::le oentrage et 
de reducticm de T. ::m.a.is a.....-e,,;:: uoa ut:ilis:a.tion « ir:we:rBe ... de la ta.blie- . I'.e--,me::c::1ent 
~ est me et cm dait calculer -.. :proha.bilite. ()n a iD.teret a conser<--er la 
fo:onule ,..,. = <TA pour sii:D.pli:fier Le& calcul.s. 



C<Otll"recticxn 

:v), Etudi,:..n"' .le pceca.ier mte:r.·.a..lle;;.. Ou a 

1n2. - a:::::· T 
-0::::: T- :?'l. 

a. T - ·n-< 
--< 

..,"':I' - CT" 

·p('r "= (,«a-a.9'.<>c-i]) =n>(r· -e [-•\.-;]). 

On a d,;;, la cne me fa,;on 

p· (T '= 
•,. 

Elnfin: 

= F-i,- ( - ;., ) - F-;-t-A·, • . , ~.... . . 

= l -..Fy (~) - l + F,,-,:.;;.). 

. _ ( 1.65 ·•, = o.9-S~ -r•,· . -- J. 
'< 3 -· 

= 0.9S•:6 - 0. :;-iJS8. 

= 0.241,. 

= P ( x• E [ - ; ~ :] ) . 

~>,... ( .,\,) = Fy \ 3) - .Fy - !?.: • 

=2Fy (~) -L 

= 2 x O,'?'i"'J&S - l. 

= CJ.4.17tL 

,. - [A ] "' F (T €: [ ~ + ; . r.--;, + a,] ) = IP ~ }-· -i: g • A ) • 

= F-.d><.) - Fy (; )-

- o.'!lts05. - o. -:nJBs.. 
= 0.24.17. 

ce de:a::iie: r§bultat etant ~ident par ey".ID.etri? de la. lot norm.ale autollr de 
s:a.. m•~·r:rnne. 

On ca.lcule en.fin lea pour~ages a psrtir de ces. pr>:>babili~. La 
prod:uctkm. totale o::irres.pond a 90% d.e la. population et on doit done 
d.r;·ise-r !es pD::>babilites obcenue-6- J:l'8X' cei:;te •.-aleur. On obtient slars 

'3i'i; de S 
·:c---;:i de r-.r 
% de L 

~27% 
::::; :W,o/.:, 

L'ex~ke se te:n:nine p:ar un piege c:la.ssique . comme Le. fabri;::ant: ae .::o:i:xeate 

de cible-x 90 % de la ~ ... les pro ba.bilitas d '6bte!nir les c:liffe:rentes. tai.llss 
ne daunent pas direccemeot las p::nircentages de la. :produccio.o. On doit passer 
-par un raci.o pQ'Ur obce.nir ces pouroe:atages. 


