Probabilités conditionnelles, loi binomiale et loi de Poisson

Ex. 1 Le code génétique est basé sur les quatres lettres 4, T, 7, C et se lit en triplets. Sachant que
les protéines sont composés de 20 acides aminés différents, expliquez pourguoi la lecture unitsire
ou en couple n’est pas possible.

F 4
Ex. 2 Un scientifique souhaite effectuer un test sur n individus afin de déterriner s'ils sont porteurs
d'une maladie assez rare. Ayant un budget réduit, il se demande quelle est Ja procédure la plus
économique, 1l compare donc deux stratégies. :

a) §'i] regroupe les n individus, il effectue un test groupé (tous les individus ensembles), puis
8’1l est positif, il eflectue les tests individuellement. Montrez que le nombre maoyen de tests
dans ce css est {{1 — p)" + (n + IX— {1 — p)")). ' '

Supposons meintenant qu'ils sont malades avec une probabilité p suffsameni pelite pour avoir su
phus un malade,

b} Il sépare les individus en r groupes. Si ub groupe est positif, alors il test séparemment tous les
kil
individus'du groupe. Montrez que le nombre moyen de test dens ce cas est (r-l-;-(l —{1—p)™)).

c¢) Diéterminez ls probabilité p pour laquelle if o intérét & utiliser Je test 1 d’aberd dans e cas
géneral, puiz avec n = 100,r = 10.

Ex. 3 Osn considére un jugement pour lequel Ja condamnation doit étre validée par au mojns 8 des 12
menbres du jury pour stre effective. En admettant que les jurés se prononcent indépendamment
les uns des autres et que la probabilité de décision correcie est #, détermines

a} la probabiliié que la décision du jury soit correcte 5'll est innocent.
b) le probabilité que la décision du jury soit correcte s'il est coupsable.

c} la probabilité que la décision du jury entier soit correcte, sachant gue 'accusé a une proba-
bilité o d'stre coupable.

Ex. 4 Dans un lac, on veut estimer le nombre de poissons. Aprés une premiére capture, 1492 poissons
sont marqués. Lors d'une seconde capture de 2560 poissons, on dénombre 340 marqués. Estimez
le nombre de poissons dans le lac et déterminez la loi des poissons marqués.

Ex. & On admet que le nombre d’erveurs par page dens un livre suit une loi de Poisson avec paramétre
A = 0.5. Calculez la probabilité qu’il ¥ ait au moins une erreur sur cette page.

Ex. 6 Une installation élecironique composée de plusieurs composants fonctionne si au moins deux tiers
des comnposants est en é1at de marche. Chaque composant est en état de marche avec l& méme
probabilité p. Le {onctionnement d'un composant est indépendant du fonctionnement des autres.
Pour quelles valeurs de p, un systeme & 2 composants fonctionne-t-il plus souvent qu'un systeme
& 4 composants 7



Ex. 7 Soit X une variable aléatoire distribuée selon une loi de Poisson de paramétre A > 0.

a} Quelie est la valeur de A qui maximise P(X =2) 7 Quelle est 1a valeur de A gqui maximise
PX=2)P(X=1}7
Indication : Maximiser une fonction positive ou maximiser Je logarithme de cette fonetion
sont des problemes équivalents.

b) On considere une agglomération de N = 100/000 habitants. On modélise le nombre d*habitants
qui sont infectées par fe virus de la grippe chaque jour par une variabie aléatoire de Poisson.
L’expérience procdde par sondage. Chaque jour, cinquante personnes non encaore testées sont
choisies au hasard dans la population et le nhombre de personnes infectées dans ce groupe eat
compiabilisé. Aprés la premitre journée, vous enregistrez deux personnes malades. Sur la
base de cette information, ajustez le modéle poissonnien; autrement dit, estimez la vaieur du
parameire A .

¢} Utilisez les données ci-dessous pour estimer la probabilité que le onziéme jour, sur les cin-
gquante persannes testées, personne ne présentera de symptdmes.

21 2 3 2 0 2 06 2 0
Indication : Trouvez la veiour de A qui maximise P(X = 2)P(X =1} - PX'Z0).

Ex. 8 a) Soit X une variable aléatoire binomiale de parametres n > 3 et p. Si on suppose que la
valeur de n est connue, quelle est la valeur de p qui maximise F(X = 3) ?

b) Vous lancez une pitce de monnaie dix fois ¢t obienez deux fois PILE. Estimez la probabilité
d’obtenir deux PILE ou plus lors de votre prochaine série de dix lancers.

Ex. 9 Pour évaluer le volume de métastases des peumons dans un groupe de souris, on découpe les
organes en N fines tranches de 2mm. Le volume est évalué comme suit

V = épaisseur X aire moyenne associée & un point x (P 4+ -4 Py},

ol F; représente le nombre de points { unités) présentant des tissus cancéreux dans la 8™ Lranche,
I’aire moyenne vatt 0.046mm? . Si (PL+- -+ Px) suit une loi de Poisson et que P{ P+ Py =
0) = 10~% | gvaluez le volume moyen des métastases.

Ex. 10 Soit X; et X deuwx variables ajéatoires indépendantes distribuées selon ka loi de Poisson de
paramétres Ay et Az respectivement. Caleulez P{ X3 + Xy = ). Que pouvez-vous en déduire 7

Ex. 11 Lorsd’une expérience, on & évalué la sensibilité de deux types de cellules par rapport & un produit

' rutaginie en estimant le taux de mutation A. L'expérience procéde comme suit. On dépose dans

le fond de n = 100 puits des échantilions de solution contenant chacun N = 10° ceilules. Ensuite,

on recouvre ces échantillon d’une solution liquide contenant une certaine concentration du produit

mutagéne. On laisse agir et au final, on comptabilise ng, le nombre de puits dans lesquels aucune
mutation n'est apparue. :

a) 351 'en souhaite que la probebilité gu'un puit présente une colonie de cellules mutées s'éleve
& 1/2, quelie est la reletion qui le ¥ & A 7

On a effectué cetle expérience pour différentes concentration du produit et dans chaque cas, on
a répété le mesure cing fois. Les données récoltdes sont fournies ci-aprés. Pour chacune des
cormbinaison type de cellule - concentration du produil mutagéne :



b) Evaluez le taux de mutation moyen A.

c) Déterminez pour ce taux de mutation moyen A Je nombre de puits qui n'ont présenté aucune
mutation.

d) Discutez vos résultats.

Type Concentration Fraction mutée

TK6 0.00 0.0600027
TK6 0.00 0.0000078
TKS 6.00 0.0000042
TK6 0.00 0000018
TKS 0.00 0.0000036
TKS 1.25 0.0000020
TKSG 1.25 0.0000087
TK6 1.25 0.0000199
TK6 1.25 0.0000020
TK6 1.25 0.0000092
TKS 2.50 0.0000010
TK6 2,50 0.0000102
TK6 2.50 0.0000111
TK6 2.50 0.0000117
TKS& 2.50 0.0000139
MT1 0.00 0.0000394
MTI 0.00 0.0001168
MT1 .00 0.0000608
MTI 0.00 0.0000614
MT1 0.00 0.0001510
MT1 1.25 0.0000400
MT1 1.25 0.0001300
MT1 1.25 0.0000692
MT1 1.25 0.0000817
MT1 1.95 0.0001450
MT1 2.50 0.0000686
MT1 2.50 0.0001621
MT1 250 (.0001778
MT1 2,50 0.0000932
MT1 2.50 0.0002130

Fractien de cellules mutées lors d’une expérience avec une substance mutagéne (PhiF). L'expérience a
été effectuée pour deux types de cellules.

lére colonne :  fype de cellule
2&me colonne : concentration de la substance mutagene

3&me colonne : frection de cellules mutées



Corrigé Probabilité conditionnelle, loi binomisale et loi de Polsson

Ex. 1 5i un nucléotide codait une protéine, il ne pourrait exister que quatre protéines différentes. Dans
le cas d’une lecture en couple, il n'existerait que 4 -4 = 16 protéines. Les nucléotides ne peuvent
donge se lire qu'en triplet.

Ex. 2 a) On calcule ke nombre de tests & effectuer dans chacun des cas. Si le test est négatif, on fait
un test avec probabilité (1 — p)™ car apcune personne n'est malsde. Si le test est positif,
on effectue alots n tests en plus de PFinitial. Cet événement se réalise avec une probabilité
P(An moins wn melsde) = 1 — P{Aucun malade) = 1 — {1 —~pj™.

b} D’aprés le méme raisonnement, i réalise » {ests avec probabilité 1. A cecl s'ajoute éventuelle-
ment les-tests. des membres. du-groupe positif (unique car un seul malade potentiel}, donc
n/r avec probabiliié P{Au moins un malade} = 1 — P{Aucun malade) = 1 — {1 —p}".

c) On cherche la valeur p pour laguelle
1
Q=p"+(n+1)1-(1-p") <r+ -0~ (1-p)").
Aprés regroupement des termes adéquats, on doit déterminer p tel que

(1-2)<@-p",

nfy 2T
p<1—\/1 Z

ce qui donne pour "application numeérique approximativement p < 0,001 .

c’est-a-dire

Ex. 3 a) Pour que le jury rende une sentence corzecte s'il est innocent, il faut qu'entre cing et douze
juges prennent une décision correcte, Cet événement a pour probabilité S212, {()#f(1 — )12
b) Pour que le jury rende une sentence correcte s'il est coupable, il faut qu'entre huit et
douze juges prennent une décision correcte. La probabilité de cet éviénement a pour veleur
12 (]2)9, 1—-9 12— b
2= (V)L -0
c) N suffit d'utiliser la formule des probabilités totales pour ce caleul en conditionnant sur le
. " P . ) . s
fait d'8tze coupable. On trouve oS 2 (B8 - 61 4 (1 - o) T2 (HeH1 - Y2
Notez que l'on a supposé une sorte de symétnie dans le comportement des membres du jury
en posant

§ = P{le membre dit coupable}i’accusé est coupable)

]

P(le membre dit innocent | ’accusé est innocent) .

Ex. 4 1l g'agit d’appliquer une régle de trois. En effet, aprés lo premidre capture, on a une proporiion de
poissons marqués de %93 ot N désigne le nombre tota] de poissons dang le lac. Aprés remise, onen
retrouve nue propertion de 133% On obtient done Pestimation suivante de N = ngﬁf’-ﬁ—q = 11233,
Donc si p.ex. on tire une troisitme fois des poissons, plus précisément si on tire avec remise
n3 poissons, le nombre de poissens marqués parmi cet échantillon va suivre une lof binomiale

Bin(na.p= £3).



Ex. 5 La probabiiité ¢u'il ¥ a au moins une erreur sur cette page se calcule comme

0.5 exxp(—0.5)

o7 =1~ exp(—0.5).

P(Au moins une erreur) = 1 — P{Aucune erreur) = 1 —

Ex. 6 On cherche p tel que la probabilité que plus de deux tiers des composants de I'installation & deux
composants fonctionnent soit supérieure & la probabilité que plus de deux tiers des compasants
de l'installation & guaire composants fonctionnent, Autrement dit, on cherche p tel que

(3)?2 > G)ps(l -p) + (j)p",
s St -4+ 90 > 0,
o I -d4p+1 > 0O,
& @P-1)@Ep-~-1) > 0,
s Gp-1) < G,
1.
& p < 3

Ex. 7 a) On applique la méthode d’estimation par maximum de vraisemblance. Dans cette méthode,
on ne eonsidere plus la fonction de probabilité comme une fonction de la varisble d’intérét
(iei, X} mais comme une fonction du paramétre {ici, A). A toute valeur du paramétre, cetie
fonction hui associe un score (une valevr) qui traduit la vraisemblance que ce que Y'on obesrve
provient du modsle choisi avec la valeur du paramétre en question. Dés lors, maximiser cetie
fonction apparait tomme une méthode sensée d’estimer la valeur du paraméire. Autremsent
-.:lit, ici, on cherche la valeur Jyry tel que log Pu{X = 2) < log P50 YA > 0. On peut
écrire .

log PA{X = 2) = log (“'—AET x —A+ 2log(N) .
Lz somme d'une fonction linéaire ef d'une fonction logarithmique étant cencave, pour trouver
I'asrgument qui la meaximise, on peut la dériver et chercher ia valeur pour laquelle cette
derniére s’annule. On obtient o
l e =0,
AMV

Avtrement dit, la valenr qui maximise la fonction de vraisembiance est :\M\; = 2. De
méme si I'on cherche la valeur du paramétre qui maximise P{X = 2)P{X = 1}, on trouve
Avv = {24+ 1)/2. On peut généraliser ces résultats en disant que si 'on a observé n fois de
maniére indépendante une variable aléatoire Poisson(A}, alors

ih[\,r:x.

b) On approxime le processus Bin(n, p) par un processus de Poisson(A = np) . Puisque Vestimation
de p aprés un jour vaut p = 2/50 = (.04, on obtient l'estimarion Ay == 2. Autrement dit,

on estime le nombre de personnes malades dans toute la ville & :ﬁ-E(X 1= E)‘ = 4'000.

¢) Onaque Ayv =X = 1.4, Par conséquent, P(X = Q) = e 5 085,



£x. 8 a) Comine dans I'exercice précédent, i} s'agit d’appliquer la méthode du maximum de vraisom-
blance. Il faut résoudre "éguation

¢ :
— (logP(X = 3 = 0.
(5 tosP( n). -
L=
On trouve fuv = 3/n.
b) Par déduction du point a), on a Pary = 2/10. Par conséquent,

Po X 22) =1 -Pp (X <) =1—-P4, (X =0) —Pp (X =1}

=1~ ()t ™2 = () haott =)o
a2 0.62.

Ex. 9 Puisque P(P1+ - + Py=0)=e"* =~ 10~ , On & que AR 66 # log(10) & 152, Par consequent
E{Pfi+ - -+ Py) = A= 152. On en déduit que

V =2 x 0.046 x 152 & 1dmm? .

Ex. 10 Puisque X ~ Poisson{A;) et X5 ~ Polsson{Ay), indépendantes, on a que

P(X;+Xz=xz)=3 PX)=1,X2=2 1)
y=0

= P(X1 =y)PXa =2z -p)
u=0

=Z:: g }\1 e L

v @—9)
AAEY
= y’ (x—y}t

o 2 1 |
[Aa+d2) 2, Z (I y)iyl';\l)‘

ze"(mf\ﬂa()u + Jo)®

g {MHAg}

-iiir
x!

!

ot A = A1 4 Az . Autrement dit la somme de deux variables aléaioires indépendantes de Poisson
est, encore une variable sléstoire de Poisson avec pour parameétre la somme des deux paramétres.

Ex. 11 a) Dans cette expérience on approche la probabilité qu'il 0’y =ie pas de réaction dans un puit

(= {1 — X)) par le nombre de puits sans réaction sur le nombre de puits total (== ng/n). On
veut donc



Puisque A est supposément trés faible, on peut développer la fonction (1 — A)Y & Pordre !
autour de zéro ; - .
(1—N¥m1-NA.
Ajinsi, on trouve le relation N A =z 1/2. ‘Typiquement, si on s’attend & un tawx de concentra-
tion de Y'ordre de 107%, il faudra mettre dans chaque puits N = (1/2) - 10° cellules.
b) Tableau des taux de mutation moyens {x10~%) :

0 1.25 2.5

TK6 | 4.02 8.56  9.58
MT1 | 8588 93.18 142.%4

¢} On aque ng = n({1-M)¥. Le tableau suivant fourni le nombre moyen de puits sans mutation
au cours des différentes expdriences :

| 0 125 25
TK6 | 67 43 38
MT1 | 0.2 001 0.0001




Fonction de répartition, variables conjointes, indépendance

Ex. 1 On jette trois pidces équilibrées. On désigre par X le nombre de PILE cbtenus.
a) Calculez la loi de probabilité de la variable aléaloire X (ie. Ffx(k)).
b} Calculez la fonction de répartition de X, {i.e. Fy) et représentez-ls graphiquement,

Ex. 2 On tire aléntoirement un nombre réel, X entre 0 et 1 et on caleule sa racine carrée qu'on note ¥ .
Trouvez les fonciions de répartition de X et de Y.

Ex. 3 La fonction de répartition d’une variable aléatoire Y est donnée par

i 0? _Siy « 0;—...——-
v/2, s10Ly<l,
Fy(y) = 2/3, sil<y<2,
11/12, si2<y<3,
1, siy=>3.

a) Représentez graphiquement Fy .
b) Calcunlez
i) B(Y <3).
i) P(Y > 3).
iif) P(Y =1).
iv) P(2<Y < 4).

Ex. 4 Scit ¥ =3+ 5X une transformation linéaire de X.
a) Bxprimez Iz fonction de répartition de ¥ en fonction de celle de X .
b) Exprimez E{Y') et Var(¥") en fonction de E(X) et Var(X).
c) Caleules la covariance entre X et ¥ ainsi que la variance de Y — X .

Ex. 5§ Soit X une variable aléatoire normelement distribuée de paramétres B(X) = u et
Var(X) = E{(X — 4)*) = ¢%. On peut démantrer que

E(X-w®) =0 e  B(X-p!)=3"

En toute généralité, Vasymétrie et le coefficient d’aplatissement d'une variable aléatoire ¥ sont
définis comrne suit.

e EY — s _ &
asymétrie = _(("';E*#—)“l et coefficient d’aplatissement = M .

Calculez Pasymétrie et le coefficient d’aplatissement d’une variable aléatoire normale et d’une va-
riable aléatoire exponenticile de paramatre A,



Ex. § Une solution contient un million de cellules per millilitre. Parmi ces cellujes, nne fraction 7 est
mutée. Pour estimer la valeur de T, on étale un millilitre de ceite solution dans quatre boites de
Pétri en présence d’une condition sélective qui permet uniquement aux cellules mutées de se diviser.
Aprés un certain temps, on comptabilise le nombre de colonies dans les diverses boites. On trouve
les valeurs 38,195,112 et 54 . Proposez une estimation de r.

Ex, T Soit T le temps que vit un poisson d'une certaine espéce. On suppose que la fonction de répartition
de T est donné par )
0, sit<0;
Frit)=PT <t)={ (&), si0<t<10;
1, sif>10.
a) Déterminez la densité de T.

b} Avec quelle probabilité Je poisson va8 mourir quand i! sera entre trois et quatre ans? Avec
quelle probabilité€ le poisson atteint I'dge de huit ans?

Ex. 8 Un Homme et une femme s¢ donnent rendez-vous. L'heure d'arrivée de éhacune de ces deux per-
sonnes sur les lieux du rendez-vous est une variable aléatoire uniforme entre midi et une heure, Ces
deux variebles sont indépendantes. Quelle est la probabilité que la premiére arrivée doive atiendre
pius de dix mivutes?

Ex. 9 Supposons quun guichet de la poste gert ex moyenne deux clients par.cing minutes. Soient. X7 et
Xy les temps de service de chacun. Cn suppose que ces temps sont indépendants et identiquement
distribués selon une loi exponentielle £{A). Posons 7' = X1 + X3,

a} Calculez l'espérance et la variance de T'. Quelle valeur pourrait-on choisir pour A?
b) Déterminez la densité de 7. Koquissez les densités de 7 et de X .

Ex. 10 On considére le couple de variables aléatoires (X, Y). La densité conjointe est donnée par

—_ c-xy, SiITye[{}:IL
f[x)?a") v { 0’ Siﬂﬂn,
ol £ est une constante.
a) Déterminez c.
b} Est-ce que les variables X et Y sont indépendantes?
c) Esquissez Jes courbes de niveaux de la densité f(z,y).



Ex. 11 Un biologiste veut cultiver des plantes issues d’une expérience de croisements. Pour pouvoir pla-
nifier I'étude, il considére des variables aléstoites Xi,..., X,,, oii X; compte le nombre de germes
présents sur le §¥™ terrain d’essal aprés un ceitain temps d’sttente. Supposons que ces variables
sont indépendanies et identiquement dlstrlbuew selon une Joi de Poisson P{A) avec A = 3.

a) Soit n = 5. Quelle est la probabilité que sur les cmq terrains ensembles on compie exactement
quinza germes?

b) Soit maintenant = quelconque. Quelle est la probabilité (en fonction de n1) de n’avoir aucun
germe?

¢} Que doit valoir n pour avoir au moins deux germes avec une probabilité d'au moeins 99%?

Ex. 12 a) Un généticien étudie deux génes situés sur deux chremesomes différents. Chacun de ces génes
a deux alltles 1 A,a et B,b. Il décide de croiser deux plsnies de génotype AaBb. Pour décrire
les génotypes des descendants, on peut introduire les variables aléatoires X & valeurs dans
{AA, Aa, as} et Y & valeurs dans { BB, Bb, bb} . Dannez la Joi conjointe de (X,Y).

b} Selon Ia Croix-Rouge des Etats-Unis, la distnbut.lon {en pourcent) des groupes sanguins dans
SON pays.est ia suivante :

R+ R-
A 34 8
B g 2
AB 3 1
O 38 7

On se demande =i lea deux variables groupe {4, B etc.) et Rhésus (+ et -} sont distribuées de
maniere indépendante. Comparez Ia distribution observée avec la distribution théorigue sous
IPhypothése de Pindépendance.



Corrigé ; Collection 06 : Fonction de répartition, variables conjointes, indépendance

Ex. 1 a) Notre expérience consiste & jeter trols pitces équilibrées. X est une variable aléatoire et peut
prendre les valenrs 0, 1, 2,3 avec les probabilités ;

P(X=0)=1/8, P(X =1} =3/8, P(X =2)=3/8, P(X=23)=1/8.

Cette variable, X, suit une loi binomiale Bin(3,1/2).
b) La fonetion de répartion est donnée par

0, siz <D,
1/8, si0<z<l1,

Fiz)=P(X <z}={4/8, si1<z<?2, -
T/8, si2<x<3,
1, stz 2 3.

Fi1g, 1 ~ La fonction de répartition de X.

Ex. 2 X est une variable aléatoire uniforme ot ¥ = /X est une transformation de X . Les fonctions de
réparfition de X et de ¥ sont données per

0, siz<(,
Fy{z} = P{X <z)= ({2, sinon,
1, sizz].
0, siy<D,
Fryg)=P(¥ £y) =P(VX Sy)=P(X <3*) = {¢°, sinon,
1, siy>1l.

Ex. 3 a) CfFig 2.
‘ b) Les probabilités cont égales &
i) P(Y <3 =3,
it) P(Y > 3} = §,



L]

*”

] ' 2 L] -
3

F1G. 2 - La fonction de répartition de X.

fii) P(V = 1) = },
iv) PRe<Y S 4) =&

Bx. 4 Soient X-et Y deux variables aléatoires et ¥ = 3+ 5X une transformation linéaire de X .
a) La fonction de répartition de ¥ en fonction de celle de X vaut :

-3 -3
Fyr{y)=P(Y £4)=P(3+5X <y) =P(X§ 3’__5 ) =Fx(____95 ) _
b) L’espérance et fa variance de la variable aldatoire Y valent E(Y) = 5E(X) + 3 et Var{Y) =
25Var{X).
c) Op calcule Cov(X,Y) = 5Var{X) et Var(Y — X} = Var(Y) + Var(X) — 2Cov(Y, X) =
16Var(X).

Ex. 5 Pour une variable aléatoire X de loi normale A (1, o?) il s'ensuit directement que 'asymétrie vaut
O et la coefficient d’aplatissement vaut 3.

Soit ¥ une variable aléatoire exponentielle de parameétre . L'asymétrie vaut,

. 3 1 k3 o l —My
B —p)=B((Y -3)7) = | (v~ F)re"dy.
0
On fait une intégration par parties et on trouve,
1.3 2 1.4 g
B((y - 3 =% By -5y =2

Par conséquent 'asyméirie est égale 3 2. De la méme fagon, on calcule le coefficient d’aplatisse-
ment. if vaut 9.

Ex. 6 Une méthode simpie pour estimer le taux de mutation {noté 7) est :
2t
nﬁ" '

ol 1 est le nombre de bojte de petri, N est le nombre de cellujes dans: chaque boite ot ¢; est Je
nombre de colonies qui se sont développées dans la i* boite. Par conséquent, ¥ = 74.75 x 10~¢.

F =

Ex. 7 a) On dérive la [onction de répartition par rapport & t pour trouver la densité fir(t) = 2t/10°
81 0 <t <10 (st fr(t) = 0 sinon).



b} On calcule
PE<T <4)= fl Fi{tydt = Pr(4) — Fr(3) = 0.07,
3

et
P(T > 8) =1~ Fyp(8) = 0.36.

Ex. 8 On ales variables aléatoires X, Y indépendantes et de loi uniforme sur [0, 60] . Guo caleule intégral

Flz yydady,
{|lx—pi>10}

ce qui donne
25

P[;X-—Y]:-m):;’ﬁ%zgg.

Ex.9 a) Ona E(T) = E(X;) + E(X2) = 2/) et comme X; et X» sont indépendantes Vai(T) =
Var(X;) + Var(Xz) = 2/A? . Comme le temps moyen pour deux clients est cing minutes il est
naturet de poser X
ET) =5 == Je=2/5,

b) On peut utiliser la formule de la convolution,

L
frit) = f Fx(E) fx,(t ~ @) dz = fﬂ he A FNe~MT) g = XMy

Les densités de X et de T sont données dans la Figure 3.

F1G. 3 - La densité de X, et |a densité de T' (traitillé) oh 1"on a choisi A = 1.

Ex, 10 a) Comine l'intégrale sous la densité doit donner un, on trouve c = 4.
p) On peut écrire
fla,y) = 22 2,
ce qui mentre que f{z,y) = F(z)f{y). Donc X et ¥ sont indépendantes.
¢y Cf. Fig. 4.



F16. 4 — La densité conjointe f{x, ).

Ex- 11 a) On s vu dans exercice 10 de la coliection 5 que la somme de variables indépendontes de loi
de Poisson va encore suivre une loi de Poisson. Plus précisément, 85 = Xy +-- -+ X5 ~ P{5A}.
Comme A= 3,
- 151513
P(S' =_.15) =& ""T5T a1,
b) Ona 8, = X; 4+ + X, ~ P(3n) et donc P(S, =0} = ¢~

c) Or, P(S, >2)=1—e3(1 + 3n). Calculons cette fonction pour quelques n -

P(Sn > 2}

0582
0.999

n
1
2
3

I} faut donc considérer au moins n = 3 terrams d'essai.

Ex. 12 ) Checun des parents donne un des gametes AB, 4b, aB, ab avec probabilité 1/4. On fait un
tableau de croisements pour en déduire la distribution de {X,Y) :

| AA  As aa
BE | 116 1/8 1/16
Bb{ 1/8 1/4 1/8
bb|1/16 1/8 1/16

b} Les deux irails sont indépendants sion a P{X = i, ¥ = j} = P(X = {)P(¥ = j) pour toues
les valeurs possibles de X et Y . On peut comparer la distribution reéelle,

Loi nbeservee :

R+ R-
A {034 0.06]04
B 1009 002)0.11
AB 1003 001! 0.04
O 1038 007045
084 0.16]1

avec la distribution théorique sous Phypothése de 'indépendsnce.



Loi sous i'indép. :

JR+ R~
A 10336 0.064
B | 00024 00178
AB | 0.0336 0.0064
O |0378 0.072.

On voit que les deux distributions sont trés proches et les deux traits semblent d’dtre dis-
tribués de maniére indépendants.



Puisque ) est supposément trés faible, on peut développer la fonction (1 — MV a Yordre 1
autour de zéro :
(1=W¥=x1~Nx.

Ainsi, on trouve la relation N A = 1/2. ‘Lypiquement, si on s’attend & un taux de concentra-
tion de Tordre de 1079, il faudra mettre dans chaque puits N 2 (1/2) - 10° cellules.
b) Tablean des taux de mutation moyens (x1076) :
| 0 125 2.5

TK6 | 4.02 856  9.58
MT1 | 85.88 93.18 142.94

c} On a que ng = n(l ~2)¥ . Le tableau suivant fourni le nombre moyen de puits sans mutation
au cours des différentes expériences :

| 6 125 25
TK6 | 67 43 38
MT1 | 0.02 001 0.0001




Espaces de probabijlité

Exercice 3.1

On pose une question au hasard 3 une personne dans une population comptant cne proDc;)rElon p

de tricheurs.

On admet que si cet individu est tricheur, if connatt d"avance [a réponse; sinon il a une chance sur

12 de répondre cotrectement.

2} Quelle est fz probabilite gue fe candidat choisi connaisse I3 bonne réponse 7

b) Sachant que le candidat 3 répondt corractement guells ast fo probabilite gu'il ait triché ¢
(R&Eotidre de deux fGcons diffErantas.}

Dessinez uneabegue de l2 probabtlits gue le candidat 2 oJ Gtre trichewr sH 3 brap révondu =n

 fonction de lz proportion de tricheurs dzns Iz popalztion. : -

S..o’luﬁon
On sait que : BB/Ty.= | ; (D) =p; P(B/T ).=
On cherche : QYP(B) et b) P(TVB).

AopFyoq-
IZ,P(T}—(l P

—_ - 1 ].+].].p
a) P(B)=P(Bmf(zj+P(3fT).P(T>=1_p+12 {1-p) = T
b) - Parla formule de Bayes :
P(TIB) = P(B/T).P{) P(B/T).P(T) - lp _ 12p
P(BITYP(T)+ P(B/TYP(T)  P(B) I+1lp 1+itp
12
—Parun diagﬁmme en arbre !

B 0
\ /12 B (1—p).»"1°

1 < _
1112 (1-p).11/12

- Exercice 3.2

_ Une urne cortient 9 ;etons nu mcrotes de 1% 9 On en sork deux sansen noi:cr les numéros




Solution
Une ume comient Y} jetons nimérotés de 13 9. On en sort deux sans en noter $is numéros
c) Quelle est la probabilité gu’un trosiéme ]etm tiré de V'urne soit pair ?

" PN, La difficulté de ce probiéme est sa modéhsshon plus complexe. Particuli2rement celie des
conditions. Le choix qu:l a été fa:.t mfm 2 ét de les décnre en extensaon sur base de deux événcmcnts

- dlémentaires :

1P = « Tirer unjeton pair. » et JI = « Tirer un jeton impair. » = JP.

Pour décrire compk-tement les conditions auxquelles est soumis le résultat de: "éprenve © « Tirer fe E
jeton_ », nous défirissons les &vénements composés suivants :

AI=JP.IP : A2=JLJI : A3=JP I ; Ad=JL¥P.  Avec [Ai;i=l,2,3,4}un SCE.
etB = «Le 3éjetm1nre est pair. ».

Donc (LPT) P(B)== ZP(B(\A{)—ZP(BI' A7).P(AL).

Or (Laplace)
mj)—ix?’avwfu)_z P@u)=§ 4 et P@iAzy = 3
TR T 9 8 T
P(A3)——ix§—cu’(mn3) 3—,?@4;::2 i et PBIAD) = 2.
9 8 7 9 8§ 7
432+544+4532 3+10+15 28 4

9.8.7 9.7 97 9
d) Quelle est la probabilité que Ies trois jetons soient impairs 5i l'un des trois Uest 7

Donc P(B) =

 Soit A = « Les trois jetons sont impairs. » = (M, 1, JI).
' Seit B = < Un des trois jetons est impair. » = JINCIRAIOTINDNINNTD ; I=TPOIT

432 3 1
or B= JP,.JP, 7Py doncP{(B)=1-P(B tP(B =
( } doncP(B)= ()e()gm6321
P(A B)
On cherche PA/B) = ————
P(B)
543 5
AnB=A A=>B ByetP{A) == ——=—.
.orn.m:’(dc Ct()g_S‘? 0
5 _
P(ANB) _ P(A) PlA) 4 11 1
Donc PWB)— e = =—_—=
P(B) P®) 1-PB) 20 24 3
' 21
543 5
orAnB=A A=B PA)y=— — —=-—"—,
A puisque A => B (A c B) et (A) 987 42
P(A(YB) P(4) PA 77 11 1
- Donc P(A/B) = <= = — = _——
P(B) P(B) 1-P(B) 20 24 8

N



Exercice 5.3

En Europe ocmdenta[e 5% des garcons et 0,25% des filles naissent daltonfenc 51% des nalssjnces
concernent des garcons. .
) Quefle estfz proportion d= garcons dans fy popufa tion des babés da/t‘om ensd

b)Y Quelle est lz proportion d'enfants daltoniens dans le total !

Solution
En Europe occidentale, 5% des gargons 2t 0,25% des filles naissent daltoniens. 51% des naissances

concernent des garcons.
a) Quelle est la proportion de garcons dans la population des bébéx dalroniens ?
Soit D = « Eitre daitonien » ; G = « Eire un gargon » et F = « Etve une fille ».

On cherche PG/

o ’
_ Par la formule de Bayes P‘ GID )= PO/ G;P E{D{;(;?PP( E():;)F) BE

Ot P(G) =0.5! ; donc P(F) = 0,49 puisque {G.F) est un SCE ;2
P(D/GY = 0,05 et PDVF) = 0,0025.

0,05.0,51 _ 0,0235 —0.954
0,05.0,51+0,0025.0,49 0,026725
b) Duelle est la proportion d’enfants daltoniens dans Iz reral ?

N.B. : {GF) est wn SCE.
On cherche P(D) = P(D/G)P(G) + P(D/ F)P{F)= 0,026725 ~2,5%.

Done P(G/D) =

Exercice 3.4

1a compagnle d'assutance SECOURT-SFRTAIN propose des primes réduites 3 ses clients 3 faible
risque. Elle 3 donc réparti [a population en deux classes : ceux qui sont enclins 3ux accidents et caux
qui ne le sont pas. Ses statistiques monftrent quun individu endin aux accidents 3 une probabil#&
de O, 4 d’en avalr un au cours d‘une année, glors que cette probabilité tombe 5 0,2 pour les ger}s F]
faible risque. On suppose que 30% de [a population appartient 3 la classa 3 haut risque.

2) Quelie est [z probabilits qu'ur pouvel 255urE soft victime d'ur accident durant I premiére
2ide de son cortrat !

b} Quelle ast 2 probabritte gu'il fasse partie de i classe § haut risqere sH est victime d un accident
dans (3nnée qui stit 3 conclusion de son contrat/

&) Quelle est [z probabilité conditionnelle pour ut nouveau dicrt davoir un accident durart 13
deuwxiSme année de sor contrat 54 2 eu un accident durant ls premiére année ¢

So]utioﬁ

a)  Quelle est lo probabilité qu'un nowvel assuré soit victime d'wn accident durant la premidre annde
de son contrat ? -
Soir :
Al = « Le nouvel assuré aura un accidenr au cours de la premiére arnée, »
HR = « Le nouvel assuré fait partie de la classe & hawr risque. » ;



' FR= «Le nouvol assuré fait partie de 1a classe o - +bie risque. ».
P(AL) = P(AI/HR) P(HR) + P(AI/FR).P(FR) = (0,4.0,3} + (0,2.0,7) = 0.12 + 0,14 > 1,26.

. by  QOmelle escin pmbabuué qu’il fasse partie de la classe @ haut nsque s"H est victime d’un accident
' dmﬁlannée.;wm!acomlumondemucma:? .

P(HRIAI) P(HR'-"\AI]! P(AI] P(}!IIHR) P(HR)! P(AI) (0 4 0,3) / 0 26 6!’13

<) Quel!e est {u probabilité conditionnelle powr un nouveau client d’avoir un acc:dem‘ durant la
deuxi2me année de son contrat 5”il @ eu un accident durant la premiére annéz ?

Soit A2 = « Le nouvel assuré aure wn accident au cowrs de la deuxidme année ».

On peut conditionner sur le fait que le client peut Etre & haut risque ou non.

PAZADN = PAZHRNALD PUERIATL) + P(A2/FRNAI) . P(FRIAI =

4/10 . /13 + 2/10.713 &
24/130 + 14/130 = 38/130
=0,292.
rbre infra rend la moodélisation plus facile. 4
1*® année - 2t année | Probabilités jointes
0,6 0 acc 0,3.0,6* =0,108
0 acc : 1
06 o 7 ace 0,3.0,6.0,4 = 0,072
0,6 0 acc 0,3.0,6.04 = 0,072
04 — -
/ N 1 ace
03 0.4 1l acc 0,3.0.42 = 0,048
0.8 0 acc - 0,7.0,82=0,448
0,7 : 0 acc _
T . _‘“.‘ "~ . 7. N i 3 : R
fos 0.2 1 ace 0,7.0,8.0,2=0,112
RN oy I 08 L1 Oacc 0,7.0,802=0,112
N acc :
0,2 ] 1acc 0,7.0,22 = 0,028

On cherche PCAZIAT) = P(A2AIP(AL) = (d’.apn‘:s jes probabilités jointes du diagramme) (0048 +
- 0,028) £ [(0,072+0.048) + (0:112 + 0,028)} = 0,076/0,260=0,292. .~



Chacun de deun petifs meubles identiques 3 deux tiroirs. Le meuble A contient une pidce
d'argent dans chaque tiralr, le meuble B ayant une pigce d'argent dans un tirolr t une
pigce d'or dans Yautre. On ddsigne un des deux meubles au hasard, on cuvre [ un de ses
deux tirolrs et on y découvre une pigee dargent.

4 Quelle est [z probabifité gue ce soitle meable A guia & choisi 7

) Quelle est 5 probabilité gu'il y 2it une préce dargent dans [qutre tirois

o} Quelle est la probabilité qu'ily ait une pidce or dans lautre troir ¢

Solution
Sait Al = « Découvrir une pidce d'argent dans un des deux tirolrs. ».
Soit A2 = « Déronvrir une pidcr d'argan: dans Daurre tiroir ».
Sowt 02 = = Ddcowvrir urte pigce d or dans Pautrs tiroir. ».
Soit A = « Choisir lz meuble A. »
Soit B = « Cholsir ie meuble B. ». _
! On cherche PAJAT) = PAANADNPA D= —
1

PLAL/ A).P(A) L 1*‘5 ~

2

: 2
P(ANA).P(A}+P(AI/’B}.P(B) 1 1 Ly 11 3
4

[OVE I )

_§.
222
B Quells est la probabilité gu'il y oir une pidce d'argent dans Pauire tirpir ?
On cherche P(AZ/A T} = PIAR ACATYE(AALD + PAR BAlP(BIALY =

L2+04=2.
377373

£ COmelle esy la probabiiité qu'il y ait une pidee d'or dans autre tiroir ?
On cherche (024N = P(OZf ANADIPAIAL) + P(O2 BRATYP(B/AL) =
I 1
o_+1m——
3 3

On sait que globalement 98% des bébés survivent 3 Faccouchement. Cependant 15% des
naissances se font par eésarienne, dans ca dernier cas, le ux de survie des nouveaux nés est
de 96.%. .

@) 5L qans & papulation, une femme enceinte est choistz qu bhasand n'accouche pas par
césarienne, quelle ast i3 probabilité que sor bEbS survive ¢ (deux méthodes de solution).

b} 5 dans lq popalgtion des b&6S nés e jour ot suivivants, on en choistt un zu basard,
queliaast f3 proby bff.rfe: qr.r U soit pe par cEsatienne £

Solution

O sait que g}obalemcnt 98% des DEDES survivent & IMaccouchement. Cependant 15% des nalssanccs s
font par césarienne, dans ce dermnier cas, le taux de survie des nouveaux nés est de 96.%. T

&} sk, dans la populagion, une femme enceinte esr choivie an hasard n’accouche pas par césarienne,
quelle est i probabilité que son bébé survive ? (dewx méthodes de solution}.

S0t § = « Le bdbé survit, » et (= <L accouchament se fait par casarienre. »,



P(5) = 0.98 P{Ei}wﬁ,oz, P(gic)mes&
PO =015 PC)085. ©  PSIO=

DnchemheP(SfCJ orpar!almd&spmbabduésmks
CK®= P{SJC).P(C)-:-P(SIC) P(C):st 0.96. 0,15+ p(siC). 0.85.

BTy = 228 _g’zg xQ15 0,9835.

Autre méthade - te disgramme en arbre ;
‘ 096 5 10,144
< 0,006
< g 0.836
00165

0,014

Calcud des probabilués jointes et conditionnelles : _

PCNS )=0,144 = 0,15 *0,96. PCMS)1=0,006=0,15* 004
P(CNS ) = 0,836 = 0,98 — 0,144, P(S/C) =0,9835 = 0,836/0,85.

W S/C) =00165=1-09835.  P(CrS)=0014=0,85* 0.0165.

b) si, doms la population des bébés nés ce jour et survivants, on en choisit un au hasard, quelle est la
probabilité qu’il soit ne par césarterne ?
PES/OVPC)y- 096.0.15

On chercie P(CIS) = - =, 14694.
) P(S) 0,93 o

500 couples marigs dont chacun des deax conjolnts travatllent ont vu lear dédaration
4'tmptt de ["an dernier analysée 3 des fins §'&tudes statistiques. Dans le rapport de cette
analyse, on trouve le tableau de contingence suivart :

Répartition des revenus des conjoints (nombre de couples)

Mari
Fernme <Z5.000Dh | = 25.000 Dh
<25.000 Dh 212 198
225000 Dh T3 54

donc dans cette population de 500 couples, il y 3 54 cauPles ouala fcus Ia Fr:mmc et le
" mari gagniert chacun au molns 25.000 Dh, etc.’ |

A) i dans I papulation de ces couples, on en z:irawf wy au basani guelle est k
probabilits quc le marl qagne au modis 25.000 Dk ¢



B) s dams [z populition de ces couples on en choisit un au hasard, quelle est [z
prc:babf/fl‘é' conditionnetle que h femme gagne aa moins 25.000 Db sachant gue son
mar gagne au moins 13 méme somme ¢

C)si, dans 13 populztion de ces couples, on en choistE wun au 15&55!2:;’ quelle est Iz probabiltte
conditionnelle gue l3 femme gagne au moins 25000 Dhs 53@63;71‘ aue son mar gagne
moins que cette sormme !

olntio : _
A) 5i, dans le pepulation de ces couples, on en choisit un au hasord, quelle est la probabilité que le
man gagne aw maoins 25.000 € ?

il s*agit de la probabilité marginale que le mart gagne au moins 25.000 €, via ["approche fréquentiste,
on peut éaablir queile vaut ((98 + 54) 500 = 252/500 = 0,504.

B} si. dans ia population de ces couples, on en choisit wn aw hasard, quelle ¢st la probabilité
conditionmelie gue la ferwme gagne au moins 25000 € sachoni gue san mart gogne g maejns in
néms somme ?

selon la meme approche, la probabilité s*établit 2 54/(198 + 547 = 54/252 = 3/14 =0.214. - 2 .

C) si, dans le population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité
conditionnelle que lu fernme gugne au moins 25.000 € sachanr que son mari gagne moins gue
cette soinme ?

sefon ta m&me approche, [a probabilité ™ tablit 2 36/212 + 36) = 36/248 = 9/62 = 0,145,

S




EXFRCICE 1--Loi d'un dé trugug-— - I
On considere un dé crrfringif frugue, de telle sorte que la probabilité debtenir la foce numéro &
287 ;;r'r}pwenanndfe @k fon suppose que fes fuces sonf nwinérotdes de T & 6, Soit X la variable
aléatvire associde au fancer de ce dé.

1 ?}ewrmme,-* I loi de probubiiité de X, (,az'c:.'}er s c’xperame

2 On pose Y WK, Déterminer fe Jui de Y| et son expérance ef s variance.
EXERCICE Zavmoranr oo ot oo —

U garagisre dispose de dewx vottures de lucation, Chacure est wilisuble en fsmyenne A Fetus sir-”
5. H loue les voifures avec wne marge brute de 300 dh par jow et par woilure. On considéve X fu
variable alsutoire égule me nombre de clients se présentarnt chugue jour pouwr fouer une voiture,
O suppose que X(E2) = 10, L, 2.3 avee P(X = Q) = G 1L PEX = 13:70,3 PRI 2)- L4

PX 30,2 ‘

L On note 7 te nombre de voitures disponibles por jour. Déterminer lo loi dv 2, (n powrra
considerer dany lu suite que X et ¥ sont indépendarnes,

2 On note Y la variable aléatoire ; "nombre de clients satisfuits par jour". Déterminer la loi de ¥
3. Calculer fa marge movenne par jour ef lu dispersion wtogr de cetie moyenme .

EXERCICE 3-—- s e .

Les vaches Igitiéres sonl aiteimes par wne maladic M avee la probabliité p - 0,13, Pour dépivier
Lo maiadie M duns une éiable de n vaches. on fali procéder & wre anvlyse de lait. Ienx méthodes
sarn possibies

FPremicre méthode » On fuit une analyse sur un échantilion de lait de chague vackhe.

Deyvieme méthode @ On effectue d'abord une analyse sur un échantition de lait provenant i
mélange des n vaches. Si le résuitat est positif. on effectue une npuvelle analyse, cotte fois puur
chaque vache,

On voudrail connaitre la méthode la plus é ecrmmmf;ue {~celle gui nécessite en movemse le moiny
d'analyse). Pour cela, on aote X, o variable oléatoire du nombre d'anclyses réulisées dans lu

dewsisme stupe. (On pose Yo iw Kalrt .
I, Determiner v foi de ¥, ef montrer gue son es'perai?ce mz:t S e {0.85F

N ——

2. Erudier la fonction fixj v ax 1 lnx, poura - (G, 85} Dmmer fer Biste des Lr‘mfw't' RS e

Rn}> 0.
3. Morrer que {{n) > O équivane ¢ E(Y.) < . &»n déchuive Za répome (en fanr.‘nuh dc n é Iu

:,um.\rmn posée},

EXERCICE 4-—-

Une urme comient 2 boudes noires et 8 boules blanches.

1% Un joueur tire successivemeni 5 boules en remeiton i bouie dans 'urne aprés chague
tirage. Si il tire wne boule blanche i gugee 2 pafvs dans le cos contraire il perd trois RS,
Seit X le nombre de pofnis obtenus par le joueur en une parfie,

a} Déterminer la lof de probabilité de la var. X I

by Calesier ECX) oL V{X).
29 Lo jouenr rive 5 boules simultanément. les Y0 bowles de I'urne Stans numérotdes de 3 10,




a} Soit Y le plus grard des moméros tivés, Dérerminer lu loi de probabilitg de Y et calculer LY ).
&) Svit ' le nombre de boules dlanches obtenuss. Aprés ce premifer tiruge le juuenr remel fes
pordes noires obienues el effecine un nowveau tirage simuliane de 3 boules.

On appelle 7. fe nombre de bfmfes biaﬂches abterme& lors de ce second lirage. Déterminer fes

lois de T et de 7. C'alw;’erl(l) L , _
EXERCICE §—w- : - -
Deux wnes Uy ef U contiennent r}mcme des bowles blanches et des boley noives. Uy contient
2 boulex Manches* er 2 boules noives, YUn romiiert 1 boule blunche et 3 boules noires. On
effectue une suite de tirages avec remise de lee boule lirde en procédant eomme stif :
Le premier tirgye s'effectue dans U\ 8P au n-iéme tirage on obfient une bovle blanche alors le
(r: - 1)-¢me firuge s'effecrue dans Yy i au n-iéme lrage on obtient une boule noire wiors {e
(rn+ 1)-éme tirage s t’fféﬂw dany s,
On désivme por ; .
P le prohabilité dobiernir une boule hlanche au n-iéme tirage ;
X, Ja variuble aléatoire qui vaut 1 Sila bowde obtenue au n-iéme tirage est blanche, 8 sinon.
S, est le nombre 1oted de Egmxle.f blanches obtenues wir hout de w tirages.
1% Calcuder py, pa. _
2%) Délerminer wne relalion emre Paw €L P, . en décduire Pexpression de p, en fonction de n, ¢ ki
Linrite de pn quand n tend vers + @,
39 Pour n supérieur ou égal & I, donner ia foi de X, Préciser E(X,) et V(X
4% Les Mﬁﬂb}es wiémoires Xy ot Xy sont-elles indépendamies ..

5% Exprimer S, en ]‘om:!m}r des XL. &l de a; By déduire F{5n).
EXERCICE & : e -

On adinielira que pour :x'< fetkdons N :

Seit o un réel telgue 0 <z < 1, .
19 Soit X wnw variabie aléatoire & valenrs sntigres dom Ia loi et dcmnee por
Veoe N P(X=a}=(l-al.a.
a} Vérifier qu'il &'ogit biew dune loi de probabilité.
& Calorder lespérance ei la variance de X.
29 Une urne contient des bonles blancher el noires en proportion p et g avee prg |
On effectue des tirages avec remise : te nombre dy tirages swit la loi de XY est la variable
aléctoire égale au mombre de boule blonches vbrenes.

a} Calcrider pour tous les entiers k e!_iz Ia probobilité conditionmelle P( A\ /;( - ), aiisi

: gue HY =k X=n) s
b} En dédire J‘a lof de Y et calcuder Pespéramee de ¥

kS



UE ** VARIABLES ALEATQIRES

1. X prend ses valewrs danx {{....,6}. Par hypothése, il cxiste un réel ¢ tel que PiX = ki =
ko Maolneenont. pusgue Pyoest une Job Ade prehabilite. on o

5 e G» T
Z_F'{_X =L’j}= | = a— =] = ﬂ=1f’21.

On a donc -

kB |1]2]3]4]516
PX=RKlx{glsisIzia
1

On vérifie aizément en appliquant la formule que E{X} = -»

OnaY =§F e \—lf}. 1" prend donc ses valeurs dans {1 1/2,1/3.1/4.1/5. 1 /6. <t
lo loi est donnée par :

2=
H

Eool1ifi/241/8017411/5] 146
o A = o -*
P¥=kilx{m &l il

Le calend de Pespérancs n'est pas plus difficile. et donne :

Attention A erreur suivante : ce n'est pas parce que ¥ = 1/ X que E{Y) = 1/E(X )L
EXERCICE 2 - - e -- -
1. Z est élément de {0,1.2}.On o :

4 4 15
PZ=2%=2x2==
: ' 5 5 25
{lex deux voifnres sont disponibles). D natre part.
PiZ=lj=txt=m
’ ) 3 23

flen deuz woitures sont stubanement indispouibles). Enfin, on obticut ;

b

Z—l)—l—.P(Z—ﬂ‘—PfZ—l:=~;

2. Rewarquons gue 37 est A valeurs dans {00 L 2}, On ealeule sa lof en utilisan o formnds

e~ probubiiités totules, Lévépewent 37 = U se produiz si X = 0 ot blen si X 2 1 et
Z =1 Ces den évonements danr disjoints. oo o ;

PlY=0i=PX=0+PIX>INZ=1{ _PiX = M+ P{X > 1\PIZ =1



{lo disponibilité des voltures étant supposée indépendante de Tarrivée des clients} Dlod :

P(Y = 0) = 0.1 +0.9 x (é) = (. 136,

<

De méme, Vévénement ¥ = L seproduitsi X = let Z 2> loubleng X 2 2et £ = 1.
On en déduis :

PY = 1) = P{X = NP(Z 2 1) 4+ P(X = DP{Z = 1) =0, 42

Enfiu, ["événement T = 2 est céalisé si X > 2¢t £ = 2. Cei donne
PlY =2} = P(X 2 JPIZ =)= 0.6x (_:‘)" = 0, 334,

3. La marge brute vaut 3007 . Lo mnrge brute moyenne par jour est en euros :
E{300Y) == 300(0 x 0. 136+ 1 x 0,48 -+ 2 » 0, 384) = 374,4.
EXERCICE 3 Sos—— . 2 —

1. Y, ue prend que deux valeurs, 1/n et I+ 1/n. On a en outre :
(Y, =1/n] &= aucune voche n'est malade

dott (¥, = 1/n) = 0,85". On eu déduit - ln loi de ¥ est upe loi de probabilité .
PY =14 1fn) =1~ {0.85)". Le calcul de I'espérance donne :

0. 35" +11+1

1
Y = {1 — ,ﬂ' — — ”‘
E(¥) = — ——(1-0.85") =14 = - 0,85

2

. f est dérivable sur 10, +ocf, et f'{a) = 8L 2} est done du signe de 1+ ax, ce qu
permet de dive que f est croissante sur J0,—1/¢[. et décroissante ensuite. La limite de |
en 400 est ~o0, il en est de meme en 0. En cadeulant les wnleurs successives de fn),
a f{17) > 0,07 et f{I8) < —0.03. 17 est donc In plus grande vnlewr entiére pour laguell
Ffin) oot positive. Eu outre, f{1} < 0 alors que f{2} > 0. L'ensemble d'entiers reckerch
est dome {2,...,17}

3. Ona:
o 1
EiYa1 <1 &= 1+;}---&8£&"<1
ey

8.85% > L

T
=4 nin{0,85; - —Inn.

Pur sume, E{Y,] < 1 &= fl{u} > 0. I'étude privrdente montre gue les entiers
poar lescuels fin > Qest {2, ..17TL On o intérét & choisir la dewsdbmse méthode si,
seulement & il ¥ & de 2 & 17 varhes dous étable!



EXERCYCE 4-voenmmromeemmnmn oo oo i e e e s o o o - m e
1} {a] La variabla aléatoire X e régie par une loi binomiale. En effer,
» [ expériences identinuems e indépendantes (car b tirsges se fonc avec remise) sont effectuées.

» chaque expéricuce & deux issues © « ja boule tirée ost blanche » gvec une probabilie p
4
1'est pas blanche » avec une probabilite Y—p = =

1
La variable aléagoire X est régie par une loi binomiale de paranstres = Set p= 011 sait alors que

. Ty & _._5__{:*_\
xafh = 0.5 et Fh £ 053] ph =k = (EJ { ) (”

Plus explicitement,

I 2 S S . B
'p[x=0|=(§) ='3Ti5_0,34-368
. YV /4y 36
; » piXi= 1] ._5;,}5____-5 x (g) =TE" 0, % ~
"oy s
=M= - - = e 2
o p(X = 2] l{lx(5) x(\s) == = 0,208,
1 Y2
. 1y° 4N 32 ]
Oplx"si ‘c‘ﬂ(g) K(g) :523:0‘0512'
4
W 4 4
oplk=4|=5x(gl x§=7_J—=0.0064
« DX =5] (‘ 5— 1 =, 00032
H! 7 R - O

= -=038.

1
L'espérance de X est EiXj =np =5 x —...1 ot la variance de X est VIX) = npi]—p‘|=5x~5-

ml -
nl &

(b} ¥ = 2X —3{5 =~ Xj = 5X—15. Par suite, YiQdi =15k —15, k € [0,5]; =1-15, 10,505, Ii‘-“ Ensuite,

_ 1 S_k
Yk £ [0 ::] pY=5k=151=piX=ki= (SL) (5) (;) .

4
Frosuite, £V =5EX1—15=5x1-15=—10 2t ViYi=Vi5X — 15) = 5 ViXi= 25 x T =2
2) (a) X1Qi=0,1,2% La loi de probabilitt 12 change pas &i on suppose los tirages simultanas.

- 10
L nomlre de tirages simultanez de 5 boules parmi 10 st ( 5 )

Soit k £ [0,2]. Au cours d'un tirage de 5 boules. on obijent k boules dlanches si et senlemed: si on tire k boules parini les

iy

2 blanches et 5— % boules parmi les 8 noires. T ¥ & done (-) ( 5— 8 L} tirages o@ on ebrient k boules blauches, Tone,

D)
)

nE I piX=ky=

Plus expliciterent.
IxTxexbhxd
: . 5xdx3 %2 dxd 2
o pIX=0t= - LI =z
P! Thx 9w Bueixe 10x¢ @
Sw4xixld
Lo 8x7x
LR m—e——m—— 3 .6x5 §
. piX=11= dxixd - =3
: Mx xAx.%d Wx? o

Sxd»ix?



ExTxé
oy 92 x4
»piX=di= W Px&x7x56 x?
Sxdxixd

2
=3

2 2
L’apéraamde)(extﬁ}(bﬁx-;ﬂ x§+2x§=ﬂ ot |a variance de X ost

Vﬁh:iﬁﬂw{ﬁﬁf:éxg+lxg+4x :

- 1
atr=
¢

{b} Comme & le. question 13. Y10 = {3k — 15, k€ J6, 2y =15, 10,5 et

72

X

ﬂé@iLﬁhﬂb&$=NX=H=—£T?&iﬁ
y

- 00
Fosuite, £{¥i = SEXi-15= 10 & VIV =3E{X1 = 1

P



[ SEmiEE :LOIS CLASSIQUES USUELLES |

ENONCE 1
On considére le jeu suivont ; le joueur lonce d'abord un dé non truqué. 8'il obtient ], 2 0u -
& il gagne L'éguivalent en dhs (c'est-d-dire I e 5%l obtient 1, por exemple). Sinen, il perd 2
dhs. On note X lo varicble cléatoire eorrespondant au gain du joueur (négatif en coz de
perte).
L. Donnax la lof de X ¢t so fonctton de répartition Fx.
2. Colculez Uespérance de X aansi gue sa variancee.
On modifie le jeu de la focorn suivante : les goins reslent les mémes pour les résuliats 1, 2
ou 3, mais si le jouewr obiient autre chose, il relance le dé. 81l obiient 3 ou moins, il gagne
3 dhe, sinon il perd 5 dhs.
3.~ Décrivez formellement Vunivers du-nouiveou jew.
4.- Donnes lo loi de Y et calculez son espérance.
5.- Quelle varianie du jeu est iz plus quaniageuse paur le joueur 2
ENONCE 2 ; .
Pour améliorer la silreté de fonctionnement dun servewr informatique, on entisage
dintroduire de lo redondance, c'est-a-dire d'ovoir plusieurs exemplaires des composants
ieportants. Un peut réaliser les opérations sutvantes :

— On utilise trots alimentations de 200W chocune ; le serveur peut continuer &

tourner auec une alimentation en ponne ! il consomme gu maxmurm S00W.
~ On place les quuatre disques durs en configuration RAID 5 : le serveur peut
conlinuer & lourner ovec un disque dur en ponne.

On suppose que la probabilité de panne d'une alimeniation esi p ef que celle d'une panne
de disque dur est g. On guppose en oulre que lous les composants sont indépendants,
l.- Soit un serveur avec aiimentations redondantes : calculer lo probabilité de panne du
serveur en supposoni qu'cucun autre composant que les alimentations ne peut tomber en’
ponne.
2.- Boit un serveur guec disgues durs RAID 5 : calculer lo probabilité de panne du serveur
£n SUpposant gu sucun gutre composant que les disgues dur ne peut tomber en ponne.
3.« Sip =g, quelle solutior. de redondance est la plus intéreseante ¥
Cet exercice consisle avant lout en la modélisation d’un probléme réel ou moyen d'outils
probobilistes claseiques. Il fout donc reconnaitre dons lénoncd les hypothéses Gui
permeitent de se ramener & des modéles connus.
 ENONCE 8
Lin couple de varicbles oléatoires (X Y } tel que X{(2={-2:0;1} et Y((B={1:1:2} dont la lof
jointe est donnde par le tableau suivant :

Eky =rY myilymel y=1 y=2
T w? 432 8.2 a
r=8 .1 0l - 605
=1 0.2 O .1

1.- Donner l'unique paleur possible pour aen justifiont bridvement lo réponse.
2.- Caleuler les lois marginoles de X et de Y.
3.- Montrer que X et Y ne sont pas indépenduntes,



4.- Caleuler la loi conditionnelle de X sachant Y = 1. En déduire E(X/Y=1),
5.~ Caleuler l'espérance conditionnelle de X sachant gue Y # 2,

6.- Caleuler E(X.Y) et en déduire COV(X;Y ).

7.- On pose Z=X + Y. Calculer la loi de Z, puis E(Z) et V (Z),

ENONCE 4.
Soit la fonction f définie par ;

o a4+ b sarefot
firj= _ b1
G SRon

1.- A quelles conditions sur a. et b la fonction f est-elle la densité d’une variable aléatoire
continue ¥

2.. On suppose que a el b vérifient les conditions déterminées & la question précédente.
Soit X une variable aléaloire de densiié f.

On suppose que XX > 0.5} = 1/8. En déduire les valeurs de ¢ et de b.

d.- Calculer E(X) et V (X) en utilisant les.valeurs de a et b obtenues précédement,
ENCNGE b
On suppose que la durée de vie d'un disque dur est une loi exponentielle. Le fabricant veut
gorantir que le disqgue dur g une probabilité inférieure & 0.001 de tomber en panne sur un
on. y

" Quelle durée de vie moyenne minimale doit avoir le disque dur ?

ENONCE 6
Diaprés une étude récente, la taille des femmes marocaines est disiribuée selon une loi
normale de moyenne m = 1,58 et d%cart-type o = 0:06. Pour produire un sicck de
vétements, un fabricant souhaite wiiliser cetie lot.

L.- Il commence par déterminer un iniervalle de la forme [m-a , m+a] (done symétfique
autour de la moyenne) contenant en moyenne 90 % (environ) des tailles des femmes
muarocaines ! caleuler a.

2.- Il en déduit trois lailles, S, M et L, correspondant respectivement aux intervalles
[m-a,m-a/3, fm-a/3, mta/3] el m+a’/3, m+al.

Calculer le pourcentage de la produetion qui doit étre affecté & chaque tatile.

E-NONCE 7.

Soient a el p des réels strictenent posilifs et few la fonction définie par :
.P
Jap(x) = + — Do ool (2)-

a) Vérifier que faop est la densité d'une variable aléatoire X et déterminer, lorsqu'elles
exislent, son espérance el sa¢ variance.

Sout Z une varicble aléatoire dont la loi conditionnelle sachant (X = x) est, pour toui x > a,
la lot uniforme sur 10, xf.

b) Déterminer la densité du couple (X,2) (On représentera en particulier le domaine sur
lequel elle n'est pas nulle).

c) Déterminer et reconnaitre la loi conditionnelle de X sachant (Z = z) en distinguant les
cas z €/0, of et z efa,+1[. En déduire EfX/Z=z] puis E{X/Z].

d) Caleuler COV(X,Z) et déterminer la régression linéoire de Z en X.



Correctiom (£4)
-9L'e:x.pme—n-::e aléacoire ot un lancer de dé dont "amivers est donc

= {1.2.2.4,5,8},

muni d'une p:obakﬁlité uniforme i =ar lz 48 n'est pas truquél La variable
algatoire X est dononde par le tahlean suivant :

w 1 2 3 4 5 L
Xen |1 2 8 —2 —3 =3

Ci'n en dieduir dorc que X (1) = { —2,1,2,3}. 1a loi de A7 ast données par
PHX (w) = z}) = BYX ~1{{s})} pour les x = X (g1, En urilisent le fair
que la prokbabilité P est vniforme, on cbtient les résultats résumés dans le

tableau zuivant, dont la derniére ligne domee Js Joide X

=z | —3 1 2 3
SUCNEC LR ORG
Prin |4 & b 8

Une fois 1a Joi de X défbem:mnée lex qushpns suiventes sort essentiallement
des questions de cours, assodSes & la réalisation de gquelques calmls

¢ =

La fonction de rspartition Fy défiaie par Fy(z} = PIX < #) ast alocs

r .

Fx I:l‘-‘:i =

= o nades 1ok 22
E
i,
M,
M
A
e

#) Pour caleuler E(XY, on applique la définition de l'espérance, & savcir

RBiXy= Z 2Prizs,

== X{n
Omn obtient ainsi ‘
o S 1 1 1 1
E[A}:-—Ehi-{- 6+ xﬁ-!nﬁx-g-—ﬁ
Pour saleuler V(X ), oo ucilise ViX )= BX " — (E(X ) f_'in a
1 i 13
=2 — f— 2 - _ 'ﬂ — W mmm —
ELX 5y = (=2 » - +1 # g + 2 x —!— 32 3 T

st dope Vi) = 4 438




La deucéros parcie de Vexercice ewt plus delicate car Pexpérignes ne serople
pas rmeéixique, La solutian la plux simple poar Fagalyser rsc de faire oomme st
ells Stait avméettbque | on oonsi dére dene lancess de dé, le deuxidme dtant inatile
pour la défmition de ¥ danx certairies situasicns Catie approchs o wpparente &
celle urilis®de pour facilitar le traizrement de ceréedns problémes dane lescuals on

Brit comune 5 ks Objots étudiss (deos jebons par me-m‘plel dtaient discernables
alors quils e le soat pas.

»

]

in choisit commie univers celui dune expériencs dans laguells on lance
Boujours deust Jois le ds. Oo o doac

£ ={1.2.2.4.38) « {1.2.3.4.5.48}.

muui de la probebilitd wnifocme.

La vaniable aléaccire ¥ ast alirs dopmée par le tablean suivant =n
fonction du résultar de Pecprienos = {une):

e 24) f 1 2 5 4 5 [

1 I 31 1 i 1 1

N (LR I S+ B S a0z
3 Y3z & % 3 o8 7g

4 32 8 5 -5 -8 -5

LA 3 3 3 -5 -5 -5

6 5 %5 % -5 -5 &

4-) On corstacs que ¥ {1 = {~5,1.2.3}. Pour rout » « ¥Y{i an dott

décermimer ¥~ ({n}; pour ealevder le prebahilits de ost évinernant ot ains
la loi de ¥, D'aprés 1= cableau, om a
Yl ~5} ) ={4, 5.€)} x {4, 5.8},
Y1}y =41} = {1.2.3.4.5.8},
YA {2y ={2) x {1.3.3.4,5.€}.
YL {8} =02 = {1.2.20. 4,88 o {4 5.6 » {1,2.5F).

B T RIS

Bn ucilisant le fait qus la peol>abilits sur §) st uniforme. on obtenc le
tableanlr marans qui récuroe la ot de ¥ .

. - —5 1 2 3
: P - — I "3 - L & =
. 1% | 35 TG W=¢ wtHE=

Comme denx la premisre partie de I'scetcice. une fois a lai de ¥ décerminge,
le reme niese qua caleyi...

Tna
S 1 o1 1 5 1
IE(Y_::&—E..X:-{-]..x§+2ﬂ§+ﬂxﬁ_§._

Clomyme Y ) = BK 3 on gagne en moyenne plus 4 la de wdiémme varianie
q_:.u. =51 d.s:lnc plus mnnt:agerume Pous ].e Jmm.'ur

EXERCICE 2

Clet swercice consiste savant tour sm la modélisation d'an probléme réel au
moyen d'ocutils probabilistes classiques. 1l faut donc reconnaitre dans 1'énonce
le=s Iypothéses qui permetient d= se rameer a 'des modeles conms.

-

Correction

4)* Camme un composant posséde icd deux Stats [en panne ou pas), on
! oomsidérs cet étsr donrne uowe variable de Bernoudli, 1'etat de panpe oorres-
pondani an « suecds » de la variable.



Done, '&tat de alimentation §f est tepr@santd pac uns variable 4 ¢ Jistrie
bude gelon £ 5 ups verisble aléatoire Barnowulli g, vent 1 & I'slimentacion,
est &an panne.

Cette modélisation est trés fraqueante et trés claszique. A chaque fois gqu'on
renconine woe grandeur aléatcire qui peut prendre deux valeurs. cm est en fait
en présence d'une variable de Bermonlli. La valeur & repréventer pmr 1 dépend de
ve gqu'en veut faire dan= s sxibe. Ici, om doit compter le nombre de composanis .
an parne pour savoir 2i Pordinetear contimue de fencibonner. 11 et dome naturel
de repr@essnter par 1 la panne plucdt qoe le ban fonction nemaent.

L alim#nratica: globale @8t conarticude d= btrais alimeotaticns Ay, As ot ~ix.
Comine lea alimentsdions sont des warisblez de Bernonlli indépendantea de
méme paramétre 3. le nombre d'alimentation en panne, qui esc la scemme
AL - A + A= ert une variable de lei Binowials B3, ).

e mouvean, nous ntilisens ici une mod éisecion trés classigue Pour justifier
Tutiliaation d’uns Ioi Binomiale, il faut rappeler lee propriétés imporcantes
muisantes : on sompte les suotés de variablas dz Bernoulll inddpendantes =t de
mgrne paraméire i les variables ne sopt pas indépendantes ou si =lles ont des
paramétres diférenis, le tésuliat n'est pag une loi Binomisle. Wotons ausal cque
ooamptet les sucodéy ou faire la somme desvariables ese ex actatnenr 1a méne chosme
=t quion peut dence utiliser la justification la plus sdapeée au oomtexte,

1 - N

L servenr ast en panpe s deur au moins deas wlimertations =onok an parnme.
On mois 4 |'Swinemenr « panne de Palimentation globale ». On a donc

LAY = LAY 4+ Ao+ Az > ).
=MP{A; +An+ As = 21+ PA; +3a+ 45 = 2},
= 821 —py+ C8F°.
= P2 — 2p),
en utilisant les propridrés de ia Ici Binocmiale

hen, _—_

La deuxidme question est erastenent la mérne que la preamisre maiz aver des
paramMres mamerigues légerement différemts...

Comme pour les alimentations, on modélise les disques durs par des
variables 0, de Bernoulli Big). indépendantes. Le nombre de disques en
paIes o5t alors une variable de 1of Binowmiale {4 .g}). Le servenr est en panne



& at moind denx, des disques sont en panne, Uévioement mmspo‘ndant i
Stant de peobabilite

4 4
Py =B (}: o, = 3). .

11

"E(ZD =2_)+P(Z ;) +zp(iz>_._—.4)

=1 =
= C3q%1 - g + %91 — 41 + et
= gHBEL =~ i - dnl1 — @) + 71,
= £ ~ Gg + ).

Pour dhoizir la meillsure solution, on. compare les probebilités de paone en
supEosant que g = 7. On a ainai

Fia) - POD) = pi(3— 3p) ~ p*{3p° — Bp 4 01,
: = p{—3p° +6p — 3}

Le signe de cveste diffdrmce est alors celui de fip) — —3p° f 6p — &
la dérvée de f et f'ip) = ﬁ{l—qumsannuleemp_._letqmmt
done positive sur Pintervalle [,1). La fonction est done craissante sux
ot intervalle. Or, f{1} = 0 {et HD) = —3 Doue, aur Vintervalle [0, 1],
i fip) <0 La probabdlité de défnillarios des alimerxations et donc conjewrs
infErieure & celle des disques durs et il est donc plus incéressante diatiliser
k nne radondance sur les alimeatations B
2On powmit copsidémer que Vapmmeche choisie pour évalusy 1Mintérét de 1=
redondscoer o5t o peu oaive. En effet. nn ordinatear dzssique comprend
nécessairament e alimentation st un stockage péranne de orpe disgue dor.
Do ce fait, on devmaic normalement Studier Pordinatewr comme un ensoynble
COIMPOCTANE un sons-gystéme red cavdant (par sxemple los disques durs) ot wm
sous-g¥Ebime nop redondsmt (ici Valimwemtsation ), puis caloulet 1a probakbilivé de
panpa et comparer les demx solrtions
Tl s*=vere ao fait que Uapprechs proposée dans Fexercice donone an césaltar
idemticue & celui de I'approche plus complaxe Ccnailérons e s d™an ordinabe
aver une alimentation redomdante et un VRique disque dur. On Sintéresus b
1 carmnent « ordinatenr be tombe pas ¢ panne », ce qui s'ecTit A M 17 aves
lem Dotations de la comrection. En supposant les scue-aystémnes ind épendanes,
i =

FAND ) =TAPD) =1 ~Praigl - B Dy

En ufilisan: lex résultats de In oorrection pour 4 =t leg hypothéses pour I3, on
a danc
PAND = {1 — p {3~ 2p1)(1 — q). .

Un raisonnement similsite conduit ba probabilitg suiveant dans le exg d'vn serveur
aux disques durs redondants et & 'alimentacion unigue :

FA D= {1 - p)i1— g" (3" —Rg+ 7).

3 on supposs meigbenanr que ¢ = ¢, oo voit apparatire dans les deux ecpres-
gicms un factenr {1 —p) comuzrin gu'on peut done supprimer dans 1'apnalyse.
On =& retrowve ainsi & comparer ¥i4) et PiT/) dans le cas de redondance
pour lam deux sous-systémes. Or, il s'agit de la comparaison des probabilités
des complémantaives des événanencs étudiss dans la correction Orn obtient
done exactemnent ez mémen conclusion Qque dane cetwe correckon : il est phas
intéressans de rendre ks alimentations redondantes,



EXERCICE 3 - - omcemmmmrmce o "

-~ =

3 ; Carrection
‘{/ . Do osadt que PLY & X5 Y 2300 = 1 =t que

FiX 2 XV e VEti= 5 3 FX =Y =i
=5 48T Y (T

Do la aorome des probabilicés contenues dans le tablesu deit efre égale

a1l On constatm que la somme est igi 0,95 4 &. Dooe o = 305,
i,

lLa justificacon propopde est agwes detaillse, Oo peur se coptenter de dire que I
aornrme des probabilités doic droe sgale 4 1. puisque cleat une propriécé majeurne
des tablesux utilisés pour donner les lois de coupls de variables alSstoires
discréces.

-

’? La loi marginale de X est donnée par

A = 2) = Z P{X = 2.Y =4

X 8] ]
Un simple calcul donne les résultacs résamen daas le tablean suivani
=] -2 0 1

_ FiX=<s)]04% 025 0.7
D 1s méme facon, on obtient Ia koi de ¥ donnfe par
gl -1 I 2
Y =w) 0.5 03 02

k. "

Cm se comtente ici de justifier leo calouls dans wan des dewux car, par symeécrie. I
act ntile de vérifer cue la somroe des probabiliids de la loi obtemie pour chadqus
variable owt hien 1.

-5) Las variables X et Y sont indépendanbes i ot seulernent =i pour tout £ ek 4,
MX =2¥Y =y = FX = 2] xP¥ = %) Or, on remargue dans le tableau
que BX —1.¥ = 1) = 0, alore que P{X = 17 « P(Y — 1} = 0.8 % O3 £ 0.
Lies dare variabley e sont done pas indépendantes.

Pouwur les guestions J'ind€pendanrcs, oo doit toujours rappeler la difinicion
[eiis essayer de P'appliquer. (Quand 2n chermbe comme ici 4 montrer que les
variables ne sca pas indépapdantes, i suffit de rouver up contre exemple,
c'esc-ac-clire wne valent pour chaque variable telles gue la probabilicé du couple
anic diffénente de produit des probabilicés de chsque variable Sioa cherche a
mooraer 'indépendance, on doit at contraire wiriier que toutes les paires de
valeurs satisfont 1'égalité demand ée

f—f) Un utilise la défnitinon de la loi conditionnelle. FAY = =i} = 1} =
i’;:if-‘-‘-;:ﬂ, we g conduit immédiaterneot 4 la lbi rénon de dans ls tabiean

[ W=t ¥ ]



Fuivant

s

] 1
(ENE 5 |
¥ pE~ ¢ um =
L'eapérance conditionnells ot obtenuw: en appliquant 1a défincden o est-4-

=] =
FiX = ..-._"-I}" = 1y gig

i
(XY =1 = #EAA = 2} = I
ard TIET
; i 2 1 !
: -:—2;-«‘.-;;4—03%-5-5-1)&.5!.
: 4
-3

1. -~
On ge oourente ic d'appliquer las deGnitions et de faire des calculs démentaires,
l.a question suismooce esc 'lég&rmneni mlue complecs puizgu'il faut comeidérer uo
conditionnement qui ne s'expoime pas sous la formee o= o

.
i

1
% L
. ) Cn doit dabord calouler BYX = ¥ = 23 = TEL=S =4 Op (¥ 2 2} =
{¥ = -1} 1 {¥ = 1} . evec une union disjointe, Done
FiX = 5. £ 23 = X == 0.3 = —114 FPX = .Y =13, -~
ainsigque P 22 21 =¥ = -1+ 4+ (Y = 1) clest-d-dire

P(X s, ¥ = —134- 1P = =,} =1}
. Fﬁ-=b11+{?mﬂ.]}

. Exm appliquant ceits forrmile on obtert la loi canditicnnelle tésmonde Jdans
. le tableau sub-amnt

x| -2 0 1

‘ PR EEFESTE-F S-% B -1

FEX ar xf¥ £ 2) =

i Oxn en déduir I'espérance oonditionoalle soubaitée par le caloul suivant
ECX|Y £2 = 3 BN = «f¥F = 2.
arE X CCR)
1 1 i _3
a:r—-ixs-l-ﬂx-;-—l-lx:i-._._ /q

¥

PLX = x|} £ 2% est &gale & ia probabilité 1 - Bi(X = x|¥ = 2. Qr, g'est en
géndral fane Daos le cas présent, ai on conkidére par exemple = = — 2, on &
P = —2.Y =2} '

- ; = ~HY = 2y = —_ n
1 — X 1y ;=1 e

05
=1 — 53
_a

5

albrs que Y X = —2|¥ x 2) = 4. En fait. on 2 bien
1 BX = =Y =)= PEX = oY = 2%

Dais ce n'est pas urile pour calcouwler P = Y s 2!

-~ — -

g) Omn calople E{ X Y ¢ en appliquarnt la propridéeé claas que @ pour bouee fomesion
o, TE &

Biagi ¥ = ‘C: a2 T3 i ST i g TR N
S LTS (Y

Lie cablean suivaat doone leg calouls innermédiaires »wFPiX = 2.7 = %) :

BIX =, Y = % ¥ o= —J ¥ =1 ’ P=3z
T o= —2 2.2 w2 =14 N2~ —2 = —04d 105 2 —4 = 02
X = Nl = =10 31 <D =90 0,58 o O =0
2 =1 B —1 = =D P 61 m F == 2

L On obtizok adn=i BEAXY 1= —02.




Comme dang |a phupart dige QUesIINE G€ CERICUL., il P36 apaee— = == = ..
defipitien. de e gqu'on walcule et les profpridtés utilizees. comume Dous }amns
fait cbdesgua. On precade de la mérme facon pour la suite de la question, =m
rappelant la définiticn de la orariance et ds V'espéranne d*une wuriabbe seule.

~
e -

On gwit que Cor(X.¥) = BXY) — ELXGEY L On caleule domue Er X)) ot
E(Y ' en utilisant les défi nitices de ces espérances !

EiX = E PN = o
0% ) ¥

i
i

o —F x OAS 0 OBl e T2 Oié
Loz o maéuns fhgoa

ELY ) om0 F0S 4 Lo O, 3w 02
= .0

on chtiert: finglemant e .31 a0 L — €080 » U2 e —QU0ES

i
L
— T A e anin s v mmmin  wmmor amm———  —"

i
!

w

- ) m— o .

Ecudlivns maintenamt & = X 4 ¥ . Le cableau suivaos doxnne fes waleldrs
prigses par £ an foncticn de cellexs de X o ¥ -

Hoamowr o | o= ewld oo L == L
-\"_‘-‘#—"1 —§ - § ‘j
oo 1 (¥ ] > a

o aodoane T8 == {3 —1,.0,1. 2 3%, FPeour calouler Ja koi de & = FEX 375
‘i deit dévecoaitier’ Fi s ponr tout » = ZTEEY Piis caleuler la probabalite
do f~lr % & parttir de la loi joiobe de A ot Y, en ucilizent la poopridh:
T == vy =P{{X 2 S }"“‘t{z}}. On ~blient les résnltnts suivants

P E = —Bpjee X = —2. YV = 1) =082
B — 13w PUCX 3 [(—2.30.00.—131) = 0,1 + T2 = 0.3
»= =

o (D) IO Y {2,065, {1,—1 3} = DG5 3+ 0,2 = 025
TEZ mw 1 o PN mm (L3 e 1) e 0,1
P o= D) e P{X X )& {{0L2N. (1 1337 o= OS5 4 0 = 0%
FE =3 2= X uo 1.Y me 21 == 0,1

On utilise s propridcd clessigue gui carsctérise la loi d'une variable dafinie
comme fonction diavires variables & partiv de la fonction ndciprogue (Gci £
e de e 1o joinkte der autmes sariables

-’
H
i
]

3

P T
Comrooe 21 = XN 4+ ¥ et que Vespwitmnos est indaire, an &

BT} en B 14 BAY 7 = —08 + 0,2 — —0.4,
D plus, o salt qive

VEX ¥ Y o WIXS o+ V0¥ 14+ Moo (X ¥ 0

Oxn ocalcule donc bos variances de X =t ¥, On a

EXY = i—2" «c0am 5 32 x 025 4. 1% . 032
e 2..1.

FiX = i—1 w0854 1% = 0.3 4 2% 32
= 1%

Deone 19X 5 = E(X2) « (R332 = 1.74 ex V(3™ = 1.5€ Omn obtienc
finaJe e

FIZ1 = 1574 1,56 4 2 x i —0,08) = T.1d.

s e e o . & tookns ot T AT i 21+ 2ok A s e e et < o e e — e s mn
Noton:s gue Vsspéranse et la variance de & qgui sont obtsnmes i au mmoren de
Fropridtés de ces deux grandeurs pourraient aussi ¢tre calecnlbes directerment

a parcir de 1a loi de Z. Quelle que soit l'option choisie, il faut rappeler l==s



EXERCICE 4 - ceeememeemmememe e emermmmm e S -

A

r ™y

- —y

Coxrrection

Pour que [ =oit une densitg, il faut que pour tout =, fix} > U =t qua

fwm_ F_!m'ld: = 1, Op commemce per la premiere conditica. Clornme £ est

nulls =n dehors de lintervalle {01}, U suffit de coasidérer le cas & £ [0.1]
. pour lequel on doit evair a2 + 5> Q.

Four les deux conditions, no peut en pénérel se focaliser upiguement sur les
intorvalles pour lesgquels 1 fonction proposse n'est pas nulle.

a

30 remarcue que f(l) = b et il ot doncque 6> 0. Sia =0 il o'y a pas
d’autre condition nécessaire pour assurer 1§ positiv e

La dérivée de f est doonmée par f () = 2a:. Swr Uintervalie [0,1], Je
gigne de [ et done celui de a, Si 2 > 0, [ est aoissaote sur [0,1] et on &

donc_l"fziziépwmrr{-{ 1L De o= faic, la cendition & 2= 4 est encore
suffrants pour assurer §flxG ‘-‘_:IJ Sia -0 fwh&émi:memtﬁl] wc
donce & done fix) = f|1|~—a+bpom:0ut:e-—{l) 1]. On doié done arair
a4+ b =i,

Entésumé ei & > 0 ek 55 a > &, alm:s_f’astpaﬂitiwe {le cas a 3= &
intlus an partoulier be cas « = ).

Caloulons maintemanc f  Flazidae = 1. D"l.p.:é: 1w propritcds o wesi ques
de 1'inbépxale, oo &

fﬁ' ﬁx;d:mf frz..dx—.-j fl_zjda:+f Fimde

o B

Commme § est nulle en dehwira de [0.1], oo a donc

T simdm = [ seman.

Il faut toajours justifier (brifvement j la réduction de l'intervalle d"i.n.'mégt‘a.tl.c:m;.
n. peut sypendant o contenter d'éaire directement la deuxiéme galité. avec
la justification cui la pofcide.

-~ !

La fomction = — e2? + b admet comme primitive possible la foncticn
x> 2% v bx, On a donc

1 p." 1 G
= = e 3 ] = ==
j; as~ 4 &dx [asa -I-b_]o 5 b

Cm doit dope awoir 3 + 8= 1 (en plos de b2 O et g ¢ = —b) Gomme
é*l—%,madﬂtdomm—ok1~s}ﬂam‘ka{‘* Tte plus a + &= 0
deviant o + L — F > 0. ﬂdtn:l‘-"—-—'-?r

Finalement. 'eﬂcunedmtém %w;imamtaa—[—é-"]atb 1—4.

. R -

Il o'y a pas de diffculté majeurs dane Tapalyvse qui précéde, moaiz il fawk cowr de
meme Stre atceotif dans le calowl de ba primicive il faur bien faire la, primitives
denx termes de Ja somme wr” o § ot ne pas écrive seulement %M;-I-ﬁ_ par
exeandel. De méame. Manaliese der conditicns sur a et b doit gure rSalisSe aver
aoin afin de ne pas cublier une condition lors des transformations. Ioi, on & bien
oonservé ls condition qui donne une intémmle da 1, puis oo a wtiliser les dewux
ocomditions dinggalicés powr obtenir deux hornes sur 4 On a done consarvé
ois oonditions, comme il le fallait.

e

On sait qu= PLY = L5l = ;E,z Fimyder, Comme | eac mille en debnra de



3)

firll. ot en ucilisapt la primitive décerminée i Ia guestion précédents. on a

FIX > 057 = ! fizida,

-
= [-:—-l‘s-i—él"] :,
s
3 a. 1 1
T ."\'—--—-- ., - Ad— B —
5 g2g—t 3
(\ }}
=l-53
T -

LUpe erewr courante dancs 1"angir=e précédimts consisie & omfoadre densité
F =t fonetion de répartition £. On sait on sfet que, par déimicion. =i Fix
sac la foncrion de répartiticm de X, X = 0.5) = 1 — Fx {05} (on a utili=e
Ia conrimité de X pour 3'affranchir de problémsas aux bornes de inter-alles).
5i co coofond f ec . an peut dtre tente Jd7écrire (ce qui est fuxl: gue
X =08)=1—7/i0,5) =1 — § — ¢ On obtient alors un réasultse tocalemenc
&iEEér\gnc dans la suice ;e'l:. ingistons sur ce _pm.ut, fa.u:{;

e - et e et .. W .
En »~lzant los rémltair de la premisre question, on a done deux équaticns
i & dews moomnues :

: &

Y &
‘ 1o 2 ] 1
i , LTI E

En wilisans b= 1 — § dans la deuxdéme équation, on obtienc

@ 1, a 1
l-sg-5+g=%

ce qui donne a = 2, puis b = 1 Vet dome fizr) = 3= sy fL1]). On cemargue
i que s valenrs de o 2t b soat compsciblea avec les iadgalités Etablies & 1n
K_ qusetirn 1 &t done qu'on obtient bien uwne demxitd

La dernigre “écrtiﬁca‘l:inn ert trés mperbtante On moworadt affat suppower
par exemple qus FrAX > (L% = 'i";? Des ca]m.l]s similaires a ceux effectués
d-dessus doment & = “- Or. rater valewr nlest pas a:.:ceptabla dlapréas les
contraintes obtenues a la question 1. Ly pothiee MTX = 0.5) = 'ﬂ' snicte Jdooc
comtradiction avec |"hypothése sur la depaicé de X, Ce u'est pas b2 cas amrec
l‘hmt.hé&e PX >05) = it

Onsaic que EiX|1= [ rfizidz. ce qui donne iei ien tenant eampte de
la yullité de 7 en dehors de [0.1])

]
EiX)= j o 320w,
O

»1

= [ 8.
0
3 1

= —':Bi] m-%
1."1 14 4




en utilisant le fmit que » — %—2‘1 est une primicive de r «+ &
Pour caleuler VEX), on ublize o relation ViX) = B(X %) — (EX 102,
Caommme BiX*) = [ 2°firidr on a

BrX?) = Yotz

| T
S P

en vtilisane 1o fait que 7 — %:5 =5t wne primitive de 7 — x4 O a done
EXERCICE § e B

O apopelbs I la variable alSatodr e donbant In durés de vie fdu discue Jur.
I3 suit una loi exis-pentislle de paramétre A. Le fabrivant veut garartic
qQue

P < 175 = S0,

Cemme PUIY = ai = Fpia! par définition, on obeient Pindgnlite
1~ sxpd—2 x 1 = 0.080,

20 appliquant la formule classique pour la fonctico de papartikion  bune
wariable da loi axponentielle. On s alaors

1 — axpl{ —Ay < D.00T,
0.999 < ecp i~ N},
In {009 < — A, enn wiilimant Ja croissance de o
A = 10259,
—uw:—}-—»—w“-‘—lw en utilizant = décroissance dvz—i-
IndQ O00ly) — a° z
1

! P
oy, =3

Or, comme D) suit une loi exponentislle, son espérance est L. La durés de
wie moyenne dn disqgue dur dedt dome Stoe d7an medns P39S ans

EXERCICE 6 - R R

: Coeractios
’f) Soic I la ~ariable aléatoire représentanc la taill: <d'une fermme. Par by~
pothése, T auit une loi normsle A1.58: 00625 On cherche a = O tel
que

I FT & fr—~aum -+ o)) =048,
LS

Dians cet exercice. il n'y pas d’étape de moddisacirm car la loi de la varisble
d'imkérst est domnnde sxpliciternens, avec Ja valeur de ses paramecrss La toa-
ducticn de Méenonce se mire dons 4 exprimsr machématiquermant 1Téevrenommerc
2rudie et A dopner les hyvpochéses sir ost Svwenemeanc.



t,

Soic la variable ¥ =
Afag 12“}. D piizs, oo &

sranclard

= — a i T g S S
—a T err = oa,
- T — ez . o
- T eer—— b Ll
e T L4 - o F

Donc BAT & (v -~ .o + a) = 0.9 esc &quivalent = P0Y 2 [—£ 217 =00
Cherchons domc % cel que Y < A, Al == 2.8

On utilise ckdessus ia ulatinn classigue permettons de a= ramenss a e
vardsple alSataine d.iscﬂbﬁ selon une loi normale stan darxd pour laguelle om
dispose d'une takile, La techmique consiste a appliquer 5 Levenem #nc defim sur la
variable d origine (AT } les tragafremations qui conduisent 4 la variabile centrSe
et réduite {(ici T Oo toansforme sins 'évenement sur 7T en un és#nernent sur
¥ pour Jequel ca poutre appliquer Ls tabile.

o zait gque
PUY = |2 X5 = By (R0 e E [ ),
car Y esc une varizable sitatoine vooticue Do plus, per symdecie o= la lod
mortnale scandard, on B {wwX ] 2 T — B (X}, & pinai
PrY & [—A. 4] = 2Fy-(A) — 1.

Die ce fait, chercher A te]l gue Y < [— A Al = 0.8 est equivalenc 4 dysrcher
A vel sque Fy(ay = M2 g a5

(N

r

La table ns domne que s fonchon de répartition de la lodi normmle. I fant domc
Be ramensr & Une dguaction portsst sur cetce fonction On gbilise d'abord le
Fait que pour toute variakle aléntoise concioue (¢ est mare powr une variable
diseréce’. on a

X ¢ e b)) = Faib) ~Fxia)

Ensuibe, on appdique la propridhsE de sprmétrie d= la loi normale pour se débar-
Tasser dua rerre nsgacif e cermme Fy- (- X0,

La leccyre de la table de Ia 1ol scmosle doooe

Fyil.6d) = (,[295,
FY(LE5) = 0 EHE0S5.
Four esvoir un igtervalle lagtrement plus prasd gue oslul reshesche par le

fabrivanc, on choizgic X = 168 5i on pose a = ah = .06 < LG5 == £ 065
o & doog

BT 2 e e mn 4wy 2 BT 2 1,4m1 1 BTW] ) o 1%

o,

-

I faut &ftre actertif & Uihvorsion de la relacion dsanos le cmical fnsl de = On
a en effet ponuwnd A grace 4 la fable, mnis ce o'est pas la grandenr recharciie
paxisque 1'sévErement étudié et ¥ oo [-—-_:, ,] alers qu'on ajuste la probabkblice de
Y o —A. A Op doit done ire & = X, ce gui donne o

La resce de Vexercice est une application de la meme stretéms de centrags ot
de véduction da T, mais avee nne utilisation « ioverses « de la table | Méviéinernent
etuxdid est fixe ot on deit calculer sa probabilite. O a intsrét & comserver la
formmle o = <A pour Smplifier bee celewuls



,2;) Ertudioas e premier intercalls. On a

G B P P S RPN S PP P

A s e e L et e

Cloorrectior:

Bre — el W r
T —
T - o

p—

N IA

3

ia‘l\ Ifh‘. 1-'\ ;]h!
|
4

i

ot donoc

ki [T = [-m-. LV — f:'_':'] ;I - {-}‘ - [- . ___j:] "\t ]

=1 —F (\g) — 14 FaiX).,  par evmewie

= 0 S50 — F- ( wa featn 17 amalms pundol 4 cerre

185
3

we ON_RSTEE - O TOSE, par lectume dmre la tabde

L T S '

G a de la méme Soon

P-!i':!"e [m — %n«t-%]; = Pi:-’.!:‘ = [_—';-H..';]) .

“n (3 m (2).

= T e TTASE . ]
2= U A17S.

P‘(Te [m--l—%_m.—i—ailj = [P iix" = [%*A]),

= By (A} — Fy (’—‘g)_
- DOSOn — 0.FOSB.
= ZA1T, :

ee dermicr réoaltat étant dvident par symétrie de la loi norrnale antour de
SR IR Nee,

On ealeule enfin lez pouroentages & partir de ces probabilités. La
production fotale correspond a 90% de la. population et on daoit donc
diviser les poobabilités obrenuves par csitie valewr. On obtient alors

. L0 -
wode S = HIMT . oarer

T ode B = SEHE o 48
8 % de L = OF8Y o oo
I

L'exercice s termine par un piége clasgique . commse le fabricane ae concents
de cibler 930 % de la population, les probabilités d'obbenir las diffsrentes tailles
ne donnent pas direcrernert: las pourcentages de la producticn On doit passer
par un racio pour obienir ces pourcentages.



