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N1(,1:.·' 1 l := i'x/ + l·y:. N~lx 11) = \/x2 -l..•u2 
' • ~~ ✓ .. ' , ,t.. \ ' •. .. , }j ., 

hi '~ ' .• ·- .. ' - i I I I ·1' 1 l~oc,\·'··• ,<I) - lll.d.-:X t X,, JI,' J 

Ji r .. ,., 1,·, < ,\:,,f:r v1 < rvl ,,,'! < -Jl\i (T ·u···J 
00\,....t,,.;1/ -- - ·~\_'''i,~•/ _:: "'· bi - - ✓ •c•:::,,.,\,.,.'. 

x.:x Ex~f.61'6~}~t Soi:t B le le fft e.spacc 1;ectoriel form.{; de.:;. 81J,7,f,C:- rtclles bo·mees 
U '""" (Un)n t:c!.les qu,C Uil = 0. On d1::finir. · 

]\'ex· n.n ;.-::: su·o i . ! 
. ,. , ,, .s ; I d N (rn = ~mp 1U ... +1 

; 
f • 

r,. n 

1. Mont-rer qu.e Nc,_, et N sent des norrnes t·ur 

2. .~f ont:rer qw: : 

. ·v·u EB, N(U) i 2N00 (U) et E\ .r' }·.. . I\ T ( T •< · ') ~-r i 7' r E \ll) , · 1.~· ,L1 ) = .:.,JV 0v.:,\'·,) . 

S. Soit a E R"·* et 0:
1 = i.nf(a, l), considerer la. i'Juite U = (Url,)n d6fin·ie 

par 

U.= { 

nc/ 
s·i 

(Z\ 
2 n'.,E(-; J O' J 

1 si n>E 2;. 
a' 
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( a) Calculer N00 (U) et N ( U) . 
(b) Er:l d ~d1t;,,..,, nuP N pf I\T ,,.,.,, cn,if pa~ 1,,..,~v,,lnwd,u, 
\ , , •" •• ,.:,,1,... ::r. -.- , 00 ...... - , , .. ..,. V"-''"'"' v v'J.w" u.1.1v1r,t...c..u. 

Exercice 3 Soit F le JR-e.v. des Jonctions contin·ues de [O, l) dans JR. 
Pour f E F, on pose : 

N1(!) = 11 
1/(t)I dt, Noo(f) = sup IJ(t)!, 

t.E!O,l] 

1. Jvfontrer que N1 et N 00 sont des norrnes sur F. 

2. Jvfontrer q-11 ''il existe un reel o. > 0 tel que : 

VJ E F', 

3. Soil Un)n la suite de F defi.11·ic par 

.f~i (t) = rde-nt . 

(a) Calculer N1 U~J et N oo (f.J. 
(b) Montrer que la s11:ite Un)n converge vers O d.ans (F, Ni) et di·uerge 

dans (F, Noo). 
Que peut-on conclure ? 

- E~ercice 4 So·ient (E, ll-!l) mi e-irn et a, b E E tels q-ue a I- b. Montrer q·u '·ii 
e:riste un vois'inage v~ de a et un voisiage ½, deb teis que V11 n Vi = 0. 

+ + Exercice, 5 So·ient A et B deux parties non vides de IR.. On deft.nit 

A + B = { x E JR, 3u E A, 3b E B, :1.: = a + b} . 

M·ontrer que si A. est ouvert, alor·s A + B est ouvert. 

++Exercice 6 Soienl Eun lR-ev, N 1 , N2 de·ux norme.s su-r E et 

B1 = {x E E,N1(x) < l}, 

B2 = {x E E,N2 ('J.;) < 1}. 

Montrer que : 

2 



'.fnietbic~ 7 Soient N1 et N,2 dem norm.es sur E. On. suppm;e qu 1il existe 
o E JR•+ tel que 

'vx E E, N1(x) $ aN2 (x). 

Montrer que toute boule ouverte de (E, N1) est un ouvert de (E, N2), et plus 
generalem.ent tout ouvert de ( E, N1 ) est un ouvert de ( E, N 2). 

+ + ;E;x~t6iM:,g Soient E un evn et A, B deux parties de E. 

1. Montrer les implica.tions su,ivantes : 
0 0 

AC B ⇒ A c B, 
AcB ⇒ AcB. 

2. lJonire, que : 

AnBcAnB, AUB=AUB, 
O 0 

-------- 0 0 . 0 0 ------

An B = AnB, AUB C AUB. 

En donn.ant des exemples; prouver que les inclu,qions peuvent etre strictes. 

E:x:erdce R Soit A le sous ensemble de IR.2 defini par : 

A= {(x,y) E R 2/x2 +y2 5 2} \ {(x,y) E1R2/(x-1) 2 +yz < l}. 

Determiner l 'interieur, l 'adherence et la Jrontiere de A. 

lE},t~ftice 10 Soient E un, evn et A c E. Afoni:rer que les propositions sont 
equivalenf;es : 

. TYi\ I\ ::-~-~ 1. x E A, 

,.,.;J;,.I (- p.,. 0( ~- f\. \ " Jl . " ( ) d J 'l ' t d A . c: ·· 1 . . (\ \ ,:;,. existe une suite Xn .,, e emen s e qui converge ve1·s x, 
U · 70 I '}('IC::,: J vt · · · • . .,,, •"(+5·, S. mf .l1x -:-:. a,11 = 0. · .. ¢( .. 0..-.. .. . . ,,_, ,,.., aEA I 

,_,. ... ~ .... ,,.,..,,_, ... , .... ---•···- ... ,3,</ · ... •.·' . , ... 
E:xercice: 11' Soit E un espa.ce vectoriel norm.e et F v,n sous espace vectoriel 
de E. 

1. M ontrer que est un sous espace vectoriel de E: 
0 

2. Montrer que si F '# 0, alors F = E. 
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. ,+ + t~ercic~ 1J Soi,ent (E,.ll,ll}_!f11. espace vectoriel_n()'!'TTLe ef; A une paHie n9n 
vide de E. Pour x E E, on pose 

d(x, A) = inf 11:r: -- ail , 
aEA 

cette quantite positive est appelee distance de x a, A. 

1. Montrer que d(x, A) = 0 si. et seulement six EA. 

2. Montrer que pour tont CO'U,ple (:r:, y) de points de E, on a : 

d(x, A) ~ llx - Yli + d(y, A). 

8. En deduire que l 'application x ---. d( x, A) est continue ( on rnontrem 
qu 'elle eBi lipschitzienne de rapport 1). 

4- Soient A el; B deu.T parf;ies non vides de E. 

(a) Mont;rer· que l'ensemble 

n = {x EE / d(x,A) < d(x,B)} 

est un ouvert de E. 

(b) En utilisa.nt ce qv,i pn':cede, monirer que si A et B sont des fe11nes 
dis.faints, il existe de11.T 011.verts U et V de E tels que A C U, 
B c V ei U n V = 0. 

·- + + [E~~f6i6e ~ Soient E, F deu.x evn et f : E---+ F 1.me apphcation uniforrne
ment continue. 

1 

@ 



1. Montrer que si la suite (Un)n est de Cauchy dans E, alors la S'u;ite 
(f(Un))n est de Cauchy dans F. 

· 2, On suppose que F est cornplet, f bijective et 1-1 continue. M ontrer 
que E est complet. 

+ +rExercic~l Soient ·un espace ve.ctoriel et Ni, N2 deux 'norrnes sur On 
suppose qu 'il e2"iste ex E JRt tel que 

vx EE, 

1. M ontrer que touie boule ouverte <le ( E, Ni} est 'un ov:uert de ( E ,1V2), 

_plus genemlerru;_rtJ tout ouvert de ( E, N1) est un ouvert de N2}' 

2. Soit K C Montrer que si I{ est compact dans (E, N2) alors K est 
compact dans (E, N 1). ---· + +[Exercice 4} Soient F 'Un ferrne et C un corn'pact de Rn. On note 

G = F + C = {x + y, x E F et y EC} . 

. 11ontrer que C' est fc~,me~ 

f-+ IBxercice 5} Determiner si les ensem/Jles s·u'ivants sont, ou ne sont.pas, com
pacts : 

A = {(x,y)Ellf2
, x2 +y4 =1}, 

B = {(x,y)E!R.2
, x2 -r-y5 =2}. 

+ + \Exercice 6/ Soient E un evn, U un ou-vert de E et K com1>act de tel que 
Kc U. Montre.r qu''il e.a:iste r E J Tc+ tel qu.e, po'ur to,u.t ::i: E , B(:i;, r) CU 
[ on considerera l'applicationf: E-i 1 R+(x-+ d(x, C~)]. · · 

2 
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Serie a 

· Exercice 1 Soient n applications Ji, h, ~'.:,fn d~fi:p.ies sur 11.n ouve.rtU de 
.• - R ... -a. valeurs dans JR et'·frun point de U. ·on suppose que pour i = ll 2, ... , n : 

1
. Ji(x + h) - f;(x) _ A· 
nn h - i· 

h-.0 i 

On considere l'a.pplication f de U dans IR definie par: 

Montrer que f est differentiable en x et determiner la difjere'T}tidle de J au 
point :r. 

o + + Exercice 2 Soit f la. fonction nu.merique definie sur R2 par 

f(x,y) 

1. M ontrer que .f est continue sur IR 2• 

si (x, y) =;f (0, 0), 

si (x, y) (0, 0). 

2. Calcider les derive.es partielles de f en (0, 0) et etudier la differentia
bilite de f en (0, O). 

t1 t- ·f- Exei:'cic~ 3 Soit J la fonction numerique de.finie sur JR.2 par 

{ 

f(x, y) = 

f(O,O) = 

(x + y) Jx2 + y2 sin 
1 

si (x,y) i- (0,0) 
J;r;2 + y2 

o. 

1 



_l. ]'. - intreT que la fonction J est contin'ue en (0, 0). 

2. E:udier l'existence des derive.es parl/£elles de f en (0, 0). 

S. !lc:,.!er les dfrivees partielles de f en un point (x, y) -=f (0, 0). 

,f. J,,s .f onctions derive.es partielles sont-elles contin'Ues sur R2? 

5. _-:: ... .'ier la different-ia~ilite de f sur R2. 

a + +,,, Exercice 4 Soit f : IR -. JR de classe C 2 et g : IR2 -. IR definie paT 

{ 

f(x) - J(y) 
g(x, y) = X - y 

f'(x) 

- .. ·; g est de classe C1 sur JR2 . 

sz X =/- y, 

S'l X = y. 

.:.i + + .. Exercice. 6 Soit f la fonction reelle definie suT IR2 par 

.· :.T. ·:) = ~ ~2 + y2 
~i-~,.~t y sont t011,s les de'ux rationnels, 

l V VML-VI&-. 

· pte J est continue en un seul point et etudier la d-iff erentiabilite 
. jint. 

i, 1txercice G .S'oit f : IR --, JR une function deux fois cont·inument derivable 
, .. . ,cirivee seconde ne s 'annule pas. Soit g : R 2 -, R admettant des 

·, .. , _.., partielles secondes, harmonique, c 'est a dire 

'v (x, y) E JR.2. 

, ·.-;-nsi .! fre. la. J onction F = f o g. 

a2p a2F 
8x2 (:t:, y) + 8y2 (x, y). 

) :1- d(duire que F est harmonique si et seulement si la Jonction g est 
. · faute. 

2 



o + + Exercite 7 Trou.ver toutes les applications ip : R*+ -:----+ JR de classe 0 3 

telles que l 'application f : R.3 - { ( 0, 0, 0)} - IR definie par : 

J(x,y, z) = ip(x2+y2+z2
), 

verifie : 

V (x, y, z) ER3-{(0, 0, O)}, 
a3 J · xyz 
&y&z (x,y,z) = x2 + y~+ z2· 

:Exertice 8 Etudier les extremums des f onctions suivantes : 

1. g(x, y) = x 3 + y3 - 3xy. 

2. h( x, y) = ( x - y) ezv. 

3 
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