TD D’Analyse III
Filicres SMA/SMI (Sem. &)
“Série:l

i L . Y ) . ;
BExercice™@ On définit sur B® les normes suivantes :

Nolaooyl =zl + y. Nolz, vy = /2% +y2. Noo(zoy) = max {|z], 1y}

s " )
Monitror gue pour toul (7, ) € B*) on ¢

iy

P R . T ¥ DN e AP Fee o
jg?cc{#a‘f\?;'} < Nolz y) < Ny(r, ut < 2N (2 y).

5 ; . Ay pe L psier &l pages
fm déduire gue les Trows normes eond éyuinalentes deus & aeug.

ercice:d Soit E le le B-espace vecteriel formé des suifes rénlles bornées
U = ({,}, telles que Uy = 0. On défingr

N (U) = sup iU, et WU = sup (Unsy ~ Ll

Montrer que N, et N soni des normes sur [

et

o

Montrer que :
WU € B, N{UI< 2No(U) et 30U -€ Fx{0}, NIT) = 2N {7}

3. Seit a € R™ et o = inf(a, 1), considérer lo suite U = (U}, définie
par
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(a) Calculer Noo, (U) et N{(U).

{b) En déduire que N, et N ne sont pas éguivelentes. -

Exercice 3 Soit F' le R—e.v. des fonctions continues de [0, 1) dens R.
Pour f € F, on pose :

1
M= [ Ifld Ne()= su 170
0 1€{0,1]
1. Montrer gue Ny et Ny sont des normes sur F.

2. Montrer gu'il existe un réel o > 0 tel que :

VieF, Ni{f) < a Nel(f)

& Soit (fn)n la suite de F définte par
uft) = e

(@) Caleuler Ni(f.) €t Noo(fn).

b} Montrer gue lo suite { f,). converge vers O dans (F , Ny) et diverge
q N VRS J b
dans (F, No .

Que peut-on conclure 7

Exercice 4 Soient (E, || ]]) uwn evn et a,b € E tels gue a # b. Montrer qu’il
existe un voisinege V, de a et un voisiage V, de b tels gue V, NV, = {.

- Exercice 5§ Soient A et B deuz parties non vides de R. On définii
A+B={z€R,3ee A3eB, z=a+b}.
M'vontre'r"'qué st A est ouyeﬁ, alof's A+ E ”est ouvevrtv. | |
.Exercice 6 Soieni E un R—ev, Ny, Ny deux normes sur E et
By ={z € E,Ny(z) <1},
By, ={z € E, No(z) < 1}.

Montrer que :
B1 = BQ = _N1 = NQ.



Ex e 7 Soient N, et N, deuz normes sur E. On. suppose qu'il existe
o € R tel que

vz e E, N(z) < aNy(z).

Montrer que toute boule ouverie de (E, Ny) est un ouvert de (E, N3), et plus
généralement tout ouwvert de (E, N1} est un ouvert de {E, N3)..

:Exercice’ 8 Soient E un evn et A, B deuz parties de E.
1. Montrer les implications suivanies :
ACB = % - é,
ACB = ACBE.
2. Montrer que : )
ANBC4nB, AUB=4uB,
ANB =AnB, AUBc AUB.
Bn donnant des exernples, prouver que les inclusions peuvent étre strictes.
Exercice'9 Soit A le sous ensemble de R? défini par :
A={(z,y) eRYz? +* <2}\{(z,y) e R*/(z ~ 1)* +¢* <1}.

Déterminer Uintérieur, ['adhérence et lo frontiére de A.

F e10 Sotent B un evn et A C E. Montrer que les propositions sont
équivalentes :

1. ze A,
2. Il existe une suile (z,), d’éléments de A gqui converge vers z,

agA

Fxercice 11 Soit E un espace vectoriel normé el F un sous espace vectoriel
de E.

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de E.

2. Montrer que st F 0 alors F=FE.
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TD D’Analyse ITI
Filieres SMA/SMI (Sem. 3)

(Exercice 1\ Soient (E, ||} un espace vectoriel normé et A une partie non
vide de . Pour x € E, on pose

d(z, A) = inf flo = alf,
cefte quantité positive est appelée distance de © 4 A.
1. Montrer que d(z, A) = 0 si et seulement si z € A.

2. Montrer gue pour tout couple (x,y) de points de E, on a :

d(z, A) < lle =yl + dly, 4).

3. En déduire que Lapplication ¢ — d(z,A) est continue {on montrera
qu’elle est lipschitzienne de rapport 1).

4. Soient A et B deuz parties non vides de F.
(a) Montrer que l’ensemble
o N Qz{TEE/d(‘T’A)<d(l’B)}
est un ouvert de E.

(b) En utilisant ce qui précede, monirer que si A et B sont des fermés
disjoints, il existe deuzr ouverts U et V de E tels que A C U,
BcV e UNV =4.

: > 2| Soient E, F deux evn et f : E — F une application uniformé-
ment continue.



1. Montrer que st la suite (Uy), est de Cauchy dans E, alors la suite
(f(Un)), est de Cauchy dans F.

2. On suppose que F' est complet, [ bijective et f~! continue. Montrer
que E est complet.

iml Sotent I ‘un espace vectoriel et Ny, Ny deus normes sur E. On
suppose qu’il existe «« € RY tel que

Vee E, Ni(z) < aNa(z).

1. Montrer que toute boule ouverte de (E, Ny} est wn owvert de (E, N),

" plus généralement tout ouvert de (E, Nv) est-un owvert de (E, Nyys- - . lwo

2. Soit K C E. Montrer gque st K est compact dans (E, Ny) olors K est
compacl dans (E, Ny).

P |
‘{ Exercice 4} Soient F un fermé et C un compact de R™. On note

G=F+C={z+y, z€FetyeC} -
A

¥ S
Montrer que G st fermé.

C@xercice 5 Déterminer si les ensernbles suivants sont, ou nie sont.pas, com-
pacts :

A = {(x,y)ERﬁ $2+y4=1})
B = {(z,y) e R? £ +y*=2}.

{Exercice 6 Soient E un evn, U un ouvert de E et K compact de E tel gue
K C U. Montrer gqu’l evister € IR* lel que, pour toutz € K, B(zw,r) CTU
[ on considérera lapplication f: E — IR*(z — d{z,CY)].
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TD D’Analyse II1
Filiéres SMA/SMI (Sem. 3)
Série 3

'EXéf_‘piiCé 1 Sotent n applicotions fy, fy, ...; fn définies sur un ouwvert-l] de .
TR & valeurs dans R et T un point de U. On suppose que pouri= 1,2,...,n:

g L@+ 1) = £i(2)
ha() h;g

On considére Uapplication f de U dans R définie par :

f=2 4

Montrer que f est différentiable en x et déterminer la différentielle de f au
point z. S W

= A,;.

‘Exercice 2 Soit f la fonction numérique définie sur R? par

wzyz ' .
fley) =4 (22422 st (z,9) # (0,0),
0 si (x,y) = (0,0).

1. Montrer que f est continue sur R%.
2. Calculer les dérivées partielles de [ en (0,0) et étudier la différentia-
bilité de f en (0,0).

- Exercice'3 Soit f la fonction numérigue définie sur R? par

1

Hz.y) = (z+y) vVo? +yPsin —==—=—= si (z,y) # (0.0)
Vit 4y
{f(o,e) = 0. oY



1. 1 wntrer que la fonction f est continue en {0, 0).

<]

. Fiudier Dexistence des dérivées partielles de f en (0,0).
3. ¢ alcuder les dérivées partielles de f en un point (x,y) # (0,0).
{. 1o fonctions dérivées partielles sont-elles continues sur R??

5. J.occder la différentiaobilité de f sur R

‘Exercice 4 Soit f: R — R de classe C? et g : R? — R définie par

flz) = fly)
9(z,y) = -y Y
fi(z) si T =uy.

-+ g est de classe C* sur R?.
.Exercice 8 Soit f la fonction réelle définie sur R® par

) = { 1 +y? siz ety sont tous les deur rationnels,

'a) Ly e
(v SelioT..

- que [ oest continue en un seul point et étudier la différentiabilité
: aind. '

‘ Exerc:ce & Soit f : R — R une fonction deuwr fois contmumemf dérivable
B Lérivée seconde ne s’annule pas. Soit g : R2 — R admettant des
e partielles secondes, harmonique, c’est d dire

82 a? )
5;%(3:‘}) +va_y-%.(m’,y> :0’ V(I,y)'ER".’”

Coeomsidgre la fonction F = fog.
l . (:' A:'(i'l' 62F fdr)F
Bz (x,y) + £ (z,y).

i dédutre que o oest harmonigue st et seulement si la fonction g est
clante.



Exercice 7 Trouver toutes les applications ¢ : R*t — R de classe C®
telles que lapplication f : R® — {(0,0,0)} — R définie par :

flz.y,2) = p(@’+y7+2%),

vérifie !

o “Ty2
¥ (z,y,z) €ER*-{(0,0,0)}, 8.1583,{{% (z,y,2) =TT 52+ =

Exercice 8 Etudier les extremums des fonctions suivantes :
1 glz,y) = z* +y® — 3zy.
2 W)= (2 -p)e™.
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