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Universite Hassan II Mohammedia 

Faculte des Sciences Ben M'Sik Semestre 3-SMA-SMI 

T.D.1-Series Numeriques 

* Exercice 1 Justifier que le nombre x = 1.827 est ratinnel et determiner son 

ecriture irreductible X =·~-

Exercice 2 S oit la suite de terrne general: 

2n+ 1 
Un = arctan( 

4 3 2 
) 

n + 2n ·+p +.1 

1. Montrer que Un= arctan(n + 1)2 
- arctan(n)2

. 

2. En deduire la somme de la serie I: Un, 

·Exercice 3 Calculer la somme des series suivantes: 
1 

1. I:ln(l - 2 ). 
k?.:2 k 

k 
2. ~ 

L-.J3k' 
k?.:O 

Exercice 4 Etudier la nature des series de terme general: 

J. Un = (~) n
2 

1 a reel pos•it'if 
n + 1 

1) 2. Un= n ln(l + - . 
n 

o ( 1 X )-n2 , l o. Un = . +-:-- , x ree . 
n 

n! 
'1.ln=~·. 

nn 

5. Un = ar'. ;,. , a reel strictement positif 
2 - Slll n 

.1 . 

i n SlllX 
6. Un= 

2 
dx. 

0 1 +ch x 

7. Un = ln(n sin~) 
n 

2n ( . ) 2n [ 1r} 8. ·un = n 2 sma , a E 0, 2 . 

( 
. 1 )n 

9. Un = cos yn - a, a E JR. 

1 

I( ---
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10. tl,n = ) 

(1 + 2n ln(l + 2n) 

Exercice 5 Etudier la nature de la sfric de terine general: 

Un= ( 
fa )n 

fo+l 

Exercice 6 1. Soient u" et Vn deux su·ite,~ reelles telles que les series I: u! et 

L v;. sont convergentes. 

Quelle est la. nat1.tre de lo, serie L v'nvn 

,2. Soit L v,,, 1me serie a. term.es positifs convergente, montrer que la serie 

L '7est at1,Ssi convergente. ) 

Exercice 7 Etudier la nahtre des Beries de ierme general: 
(-lf (L 

1. u,,. =-,=-cos-). 

2. u,,= 

y'n 'n 
1 

l)"(ta.n -. ,Iii 
. 1 i 

Slil r,:;. J, 
vn 

,. . 1 ynsm-,,,, 
., - (-1 )" y'n ,1. 11,n -- _ r;::: . . ) . 

vn+(-1 11 

Exercice 8 On considere la Serie Z Un de terrn,e general 

sin(F) 
11,n = • 

2" 

1. M ontrer q1te I: nn est convergente. 

2. Demontrer que 'efn EN .. , IS- Sni s; 2~· 

S. Pour quelle valeur de n, "'c:;n con,Bl-itne-t-il une 1Jaleur approchee de la sonimie 

d. 10···3 pres? 

Exercice 9 Soit (un) la 8Uite dlfin,ie par la donne'e de Uo = a E:)0,1[ et la relation 

de recurrence: 

vn EN, 

1. Montrez que la suite (u.n) est decroissante et converge vers 0, 

2. Prouvez la convergence de la sirie de terme gb1.eral u~ et calculez sa somme. 

S. A l'a.ide des sommes pa.rtielles, prouvez que la serie de terme generalln u::1 

est divergente vers -oo. 

4, Utilisez la regle des equivalents pour en deduire la nature de la serie L 11,,,. 
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ExerciceJ'JDeterminer le rayon de convergence des series entieres L an,pour, 
1 

. l. a,, = 2n + ( -1 )nn3 
2. an = 4n + 3 - n 

n! 
3. G.n = (2n)! 

4- an sin(~) 

a,, = J; (1 + t2 )ndt 

6. a~ ~ y'n - n+\'.f n + 1· 

7. an = ln ( n 2 ~

2 

;, ~ 2) 

8. a,, efo 

9 n - (1 + l , + l)lnn . .....,,- 2•··· n 

Exe.rcke .2"Determiner le rayon de convergence des series entieres sui11antes, 

1. L Jn X2n zn + 1 
x~n-r3 

2. I: 3n + 4 

3. I::x"2 

:Exerci~e .a Pour X E JR., on pose f(x) = Ln~l xn sin ( ~) 

I. Determiner le rayon de c01wergence, R, de cette serie. 

2. Eludier la convergence de f pour x = ±R. 

8. Determiner lim. 
x~R-

.• ,·. n ((-1)'1+\,/n) 
E:xE':lrc1c~.i On pose f(x) = Ln">O x In v'n+l 

- ' n+ 
1. Determiner le rayon de com1ergence, R, de cette se1ie. 

2. Et'U,dier la convergence def pour x = ±R. 

; E*~ttnt~•g On suppose qu.e les series a2nZn et I::a2n+1Zn ont pour rayon de 

convergence R et R'. Determine,· le rayon de comiergence de a,, z11
. 



Exercice 6 Developpez en seri~ entifre les jonctions su.ivantes, 
I 

1 f(:r:) = 2 3 
I+ x- X 

2. J(x) =:= (x - 1) ln(x2 - 5x + ·6) 
ez e"'2 

8. f(x) = -- puis g(x) = --
l - x 1-x 

4- J(x) = arctan(x + v'3) 

5. f(x) = 18 
X 

6. f(x) = 
1 

_ x _ :i:2 (on ut.iliseras la relation (1 - x - x2)J(x) = x) 

Exercice 7 1. M on.l.rer gu.e lo. f onction a.rct.an est develoJ)pable en sfri.P- en ti ere 
sur] - Lll et que pour 1:i:I < 1, on a 

.r2n+l 

arctan x = 2)-1 )"--. -
2n ..,- I _ 

'1~0 

2. Montrer que pottr lxl < 1, on a 

1 1 ( 1 + x) L x
2
" 

2x 
11 

1 - x = 2n + 1 
n:2;0 

I 
3. Pour n ?: 1, on pose 'Un= 1 ){ ) 

. n1,n + 1 2n + I 
(a) On pose J(.r.) = L u,,x"'.Quel est le doma.ine de definition de f9 Ex

n~1 

primer J(x) a l'aide des fonctions itsuelles pour lxl < 1. 

(li) Calculer les deu.x sommes S = L ( -1 )"1u,., et S' = L 'U"ll. 

n~l 

Exercice 8 Soient f et g les fonction.s definies sur R pa.r 

f(x) = e-~, g(x) = e1 1"' f(t)dt 

1. Montrer que f et g .i;ont developpable en serie entiere en O et co.lwler leur 

rayon de crnwe1:gence 

2. Ex11ri111.er Jd I( t )d.t. a l 'aide d 'une slfrie nu-rneriqu.e. 

S. M ontrer que g est, solv.tfrm de l '(!q1;atfrm dijj'erent.ir.llr, y1 
- xy l. En deduire 

les coc.tfi.cie.nts rlu de11eloppernenf en .serie entiere de g en 0. 

4- Didufre des qu.esiions precedentes, l'egt1lite s-uivanle, 

+::x:• 1 +oo (-1)" 

~ l.3,. .. (2n - 1) Je ~ 2"n!(2n + 1) 

2 
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)l..~x~rcic~ l Soit la Jonction 2ri-periodique, pain~ deft.me par, 

f(x) = n x, pour x E [O,rt] 
2 

1. tracer le graphe de f. 
2. Ct1.lc1;ler les t:m;fficient.~ de Povner def, et efudier lo. c01wer:qence de lti. scrie 

de Fourier SF(!) def. 
+oo 

3. En deduire la somme de la serie ~ ( 2n ~ 1 )2~·-

X ~xercice 2 · Soit lo. fonction 27r -peri.odique definie par, 

f(x) = lxl, pour x E !-1r,1r[. 

1. Calculer les coefficients de Fourier de f, et etudier la con·ue·ryr::nce de la se:rie 

de Fourier Sp(!) def, 

2. En deduire les sommes des series sv.mantes, 

+OG l 
\---- et 
L......l (2n + 1.,1 
n=O · } 

y. ,Exe1;ci<;e 3 On r.:onsidfrt la fonctwr; 2n -pfriodiqut defime [)li.1 

J(x) 
{ 

7i - x pour x E (0,1r[ 
0 pour x E [7r,2n! 

1. Tracer le graphe de la fonction. En queL, points n'est-elle pas continue'? 

2. Determiner sa sb·ie dt Fo·u.ner et et:udier sa conve1yence. 

3. En didu.ire les sommes 

+oo 1 , ___ et 
~ (2n + 1)2 

4. Montrer que l'on a · 

+oo. +oo ) L sm nx = : + ~ L cos(2p + 1 x 
n=O n 4 7r n=O (2p + 1)2 



X Exercice 4 Soit la Jnnci,ion 21r-period1qu.e, impaire, definie sur [O,n] prtr, 

f(1:) = :r(7i - x) 

l. Calcv.ler le.s coefficients de Fonru'.r di" .f, et etudier la convergcncl' de la . .sirie. 

de Fov:rier SF(!) def. 

2. En dtid11:ire. les sommes des series suiva.nte.s, 

+oc ( _ 1 )" 'I.. d 
L., (2n + J)'1 
>t=O . 

+= 1 \- . 

L; (2n + 1)6 · 
21=0 

/- ·Exercice 5 Devdopper en ser-if: de jcmrzer lo. fonction 27i-periodique deJin u· Bm· 

] - 1r .1r[ par 

J (:r,) = I siru:\ 
. ··+;:,o -

En deduire ,;;:-' , 
1 

.L., 4n' - l 
n=! 

X Exercice 6 Soit f la. fond.ion impai.re d pr:n.od-ique de periode 4 idle qv,e.-

1 2 
f(x) = X - rr. . .mr [0,2] 

1. Co.lr.11.lr,r lr.s r:.or,.ffi.rient:s dr. f 011.ricr de f. 

£. ,Wun.tr-er que puttr to11,t x E IR: 

8 00 
] - (-1)" . n1r1:, 

.f(x) = --:;- ' 3 srn(-
2
-; 

Ti~l L· 'n 
n=l 

f--, sin(2n + 1) 
S. En dednim ~ . \3 (2n -t- li 

n=O 

2 
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