Semestre 3-SMA-SMI

T.D.1-Séries Numériques
k Exercice'1 Justifier que le nombre x = 1.827 est ratinnel et déterminer son
écriture irréductible z ='L.
Exercice 2 Soit la suite de terme général:
| : In+1

U, = arctan - -
T mitont 4l +.-:.1)

1. Montrer que u, = arctan(n + 1)? — arctan(n)?.

2. En déduire la somme de la série S u,.

Exercice 3 Culculer la somme des séries sumantes:

1) (1 —%5).

k>

k

k20

Exercice 4 FEtudier la nature des séries de lerme général:
o

. n-
1. u, = (nfill) , a réel posit’_if

i 1
2. up=mnln(l+ =).
n

8 u,= (14 %)“”2, T réel.

7 nr
Ti ) )
J. Up = ———= g réel strictement posilif.
2 —sinn

A
n o sinz
6. u, = .
" /0 1+ ch?z

1
7. u, =n(nsin —)

n
7
z

9 u, = (cos\%) —-a, a €R.

n .
8. Uy = E(sin ), a €0,



1

20 U = A T 2

Exercice 5 Etudier la nature de la série de terme général:

Exercice 6  I. Soient u, et v, deur suites réelles ielles que les séries Y uZ et
Sk sont convergentes.
Queﬁe est la nature de lo sériec 3 uqv,

. Soit Y u, une série & lermes poazfz,s f’onvergméc mom‘rer que ?a seme
Z Yo o5t aussi convergente.

Exercice 7 Etudier lo nature des séries de terme général:

.._1 "
1w, = ( ,.2 cos{ —
VT n
2. Up = (~1)"(tan —= — sin w}—},
’ \/N Jn
\/n sin -7s
3. Uy = (1
RvoETEn
Exercice 8 On considére lo série 3 un, de lerme général
sin{ %
SR )
2?\

1. Montrer que ) u, est convergenie.

2. Démonﬁer que ¥n & N*, |§ - 5, < L
. Pour quelle valeur de n, S, constitue-i-il une voleur approchée de la somme
@ 1073 prés?

Exercice 9 Soil (u,) la suite définie por la donnée de up = a €]0, J[ et la relation
de récurrence:

2
Vn € Ny tUpgy = U, —
1. Monlrez que la suite (u,,) est décroissante el converge vers 0.
2. Prouvez la convergence de lo série de ierme général u? et colculez sa somme.

3. A Vaide des sommes partielles, prouvez que la série de terme général In *2tt
est divergente vers —o0.

4. Utilisez la régle des équivalents pour en déduire lo nature de la s€rie Y tn.
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Semestre 3-SMA-SMI

T.D.3-8éries entitres

Exercice 1. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres 3 an,pour,

1
Lt = 2+ (—1)mnd
2 a,=4"+3-n
n!
8 ap = —
= ony]
4. an = sin(%)
9 On '_‘:fol(l + t?})“dt‘ O
6 oan= Yn- Wmrl
7 e =1 n?+1
»dn=1n n?—2n+2
8 a, = eV
9 an=(1+3+. ..+ 1)

Exercice 2: Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes,

Vvn_ o
L X AL | K
mwhi-rs

oSS .
Z 344
3 Tz

Exercice.3. Pour z € R, on pose f(z) =3, 27 sin (;—-,;)

1. Déterminer le rayon de convergence, R, de celte série.

2. Etudier lo convergence de f pour z = £R.

8. Déterminer Lm... . .
T—A"

7+ 1
1. Déterminer le rayon de convergence, R, de cetie série.

.. —1)" 4+ /n
Exercice. 4 On pose f(z) = Zn>01-n In (LM)
- N

2. Etudier la convergence de f pour r = A,

© On suppose que les séries 3 aspz™ ety Gonq12” ont pour rayon de
convergence R et R'. Déterminer le rayon de convergence de S anz™.



_Exercice 6 Déuveloppez en séric entiére les Jonclions suivantes,

1 fz) =

1+x~ 228 )
2. f(z) = (z ~ )In(z® - 52 +6)
5 flz) = ¢ pm,s g{z) = ’
4. f(z) = a,rct.an(:x +V/3)
- -z
5 flz) = e
6. flzx) = ; (on. ulsliseras la relation (1 ~ z — 22)f{2) = 2)

Exercice 7 1. MOn!rer que lo fonction arctan est développable en série entiére
sur] = 1.1] el gue pour jz{ < 1, on a

I?n+1
t» = o— n
arctan x = ;}( ") 5T
2. Montrer que pour |z < 1, on o
1 In 1+
2z 1—~x Qn +1
1

9 P =1, en =
Pour nZ L1, ON POSC Uny n{n+ 1}{(2n + 1)

{fa) On poge f{z) = Zun:;:",Qnel est le domaine de définition de f? Ez-
>l
primer f(x) 4 l'aide des fonclions usuelles pour |z| < 1.

{b) Culculer les devz sommes S = Z(—-l Uy, €1 S = Zu.n

n2l n>1

Exercice 8 Soient f el g les fonctions définies sur R par

f@) = e T, gle) = &7 /0 0yt

. Montrer que f et g sont développable en série entiére en 0 ef colculer leur

Ly

rayon de convergence.

2. Exprimer {D} JUYdL & Uoide dune série mumérigue.

3. Montrer que g est solution de l'équation différenticlle, ¢/ ~xy = 1. En déduire
les coefhcients du déuneloppement en série entiére de g en 0.

4. Déduire des questions précédentes. | ’éguliié suivanile,

+00 123
= _ (=1
f‘..o 13,,.,(277- ‘f; 27n!(2n + 1)
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Semestre 3-SMA ~SM]

T.D.4-Séries de Fourier,
Exercice 1 Soit lo fonction 2m-périodigue, paire défnue par,
flz)y= —g — 2, pour z € [0.7).

1. trocer le graphe de f.
2. Caleuler les cocfficients de Fourier de f, et étudier lo conuergence de lo. série
de Fourier Sp(f) de f.
+o0 1
8. En déduire la somme de la série e —— Y
ey ZO 2n+172
Exercice 2° Soit la fonction 27 -périodique définie par,
flz) = lz|, pour x € [—nn|

1. Caleuler les coefficients de Fourier de f, et étudier la converyence de la série
de Fourier Sp(f) de f. ¢
2. BEn déduire les sommes des séries suivantes,

“+o 1 +00 1
a4 H § Pat— Z
n=0 { o ) ﬂzﬂn

aExex;ciCe,eli < On considére la fonction 27 -pénodigue défine pur

f(2) 7 —2z pour z € (0,7
T) =
0  pour z€m27]
1. Tracer le graphe de la fonction. En guels points v'est-elle pos continve¥
4. Détermaner su sére de Fourter el éludier sa convergence.
& En déduire les sommes - - -
.,}. 4 ; o
o0 1 o k—' l}"

S
= (2n + 1) ¢ ZZn—f—l'

o

4. Montrer que Von o
f sinnr 7 + 2 fcos(Qp + 1)z
n 4 7 (2p +1)?

() =l



‘Exercice 4 Soit la fonction 2m-périodique. impaire, définie sur [0.7) par,

1. Caleuvler les coefficients de Fourier de [, et étudier la convergence de la. série
de Fourier Sp(f) de f.
2. En déduwre les sommes des séries sumantes, .

+ox: +oa

{___‘1 )"1 e, ‘l
E N ef, [OU—
o (n+1)3 = (2n +1)8

‘Bxercice 5 Développer en série de fourier lo fonction 2n-périodique définze sur

3 .
} — m.a| par

flaz) = |sinz|

En déduire —_—
n déduire Z y R

‘Exercice 6 Soit f la fonction impaire ¢l périodigue de période 4 telle ques
1, 0
)=z~ 5% gsur [0,2)

1. Cuolenler les coefficients de fourier de f.

£ Montrer que pour fout z € R
g 1—-(-1y" | nwz,
f(I)=—TFZ 3 sin( 5

< sin(2n + 1)
L (2n 4 1)3

n=0

R

. En déduire
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