POUR BIEN DEMARRER IANNEE

Ce chepitre a un statut un peu particulier par rapport & tous ceux qui vont suivre : nous allons y étudier les beses de la
logigud inathénatigue et y définit quelques notions gigmentaires que nous utilisercns toute I'année. Ne paniquez pas si vous
n'aimez pas ce chapitre, les chapitres suivants ressemoleront davantage aux chapitres que ['on vous & enseigneés au lycée

1 UN PEU DE LOGIQUE

Convenons d'appeler proposition toute phrase p au sujet de laquelle on peut poser la question : p est-elle vraie? La plupar:

des phrases grammaticalement correctes sont des propositions, rneis par exemple, « Dis-le-moi! », « Bonjour » ou « Comment
vas-tu 7 » n'en somt pas; la question « Est-il vrai que bonjour? » n'a aucun sens

La valeur de vérité d'une proposition est soit le vrai (V), soit le faux (F). Deux propositions qui ont la méme valeur de vérité
sont dites égutvalentes; cela veut dire qu’elles sont soit toutes les deux vraies, soit toutes les deux fausses, Cette notion est tres

irnporiante : quand vous devez dérnontrer une proposition p, vous n'étes pas obligé de démontrer p elle-méme:; il suffit que vous
démontriez n'impeorte quelle proposition g équivalente & p.

Exemple « Bocrate n'es. pas immortel » et « Socrate est mortel » sont deux propositions équivaleptes; démontrer Fune
revient donc & démontrer l'autre.

1.1 CONNECTEURS LOGIQUES

On appelle connestenr logigue toul moyven de construire une proposition unique & pariir d'une ov plusieurs propositions. Fa:

exemple, « et 2, « OU », « 5i, &lOrs » et « parce que » sont des connecteurs; a partir des propositions « J'ai faim » et « J'ai soif »
on peul construire une nouvelle proposition «-J'ai faim et (j'ai) soif ».

Ur connecteur logique est dit vérifonctionne! si la valeur de vérité d’une proposition construlte & 'alde de ce comnecteur
dépsno seulement de Ja valeur de vérité des propositions utilisées dans la construction. Ainsi la proposition « p et g » est vraie

si et seulement si les deux propositions p et g sont vraies. Peu importe le contenu exact de p et g: seule jeur vérité compt
L,

En mathématigues, tous les connecteurs logiques sont vérifonctionnels. L'intérdt des connecteurs
vérifonctionnels réside dans la facilité avec laguelle on peut ies définir

| e
. 'Par exemple. pour définir ic ! 3 l t; L2 ? =
connecteur « et ¥, il suffit de décrire, en [onetion de la valeur de vérité de p et g, la veleur de vérité de ls v : = } T ‘
proposition « pet g » : par définition, « p et ¢ » est vraie si p et g le sont, et fausse dans tous les autres = :\. —F :
cas. Par souci de clarté, on présente généralement cette définition sous forme d'up tableau appelé une 1-?-—-?—-—_
tadie de vérité : . TS S R

Pour votre propre culture, vous remarquerez que certaing connecteurs logiques ne sont pas verifonctionnels. Clest ie cas du
connectenr « parce gue ». Imaginons en effet un contexte dans lequel il est vrai que « Ses lunettes sonf cassées parce gu't) les o
faites tomber ». Alors les deux propoesitions « Ses lunettes sont cassees » et « I) Jes & faites tomber » sont vraies. Rempiagons &
présent « 11 les 2 faites tomber » par « La glace est un solide ». elle avssi vraie. Si le connecteur « parce gue » était verifonctionne.

notre nouvelle proposition « Ses lunettes sont casstes parce gue la glace est un solide » devrail encore 8tre vraile. ce gui n'est
pas le cas, Cette absurdité prouve que « parce que » n'est pas vérifonctionnel.

1.1.1 INEGATION ncn
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La proposition « non p » est vraie si p est fausse, {ausse si p est vrale VI o F i
F A\
3 . ' ! ! mon " nor inon
Lol DE LA DOUBLE NEGATION et « non {non p) » soni deux propositions ; {J = = r ‘\. L
équivaientes. On g'en rend compte en observant la table suivante : ‘ r : ‘\ = :
1 ;
1= 1 =

oy ¥
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Colonne: idantigues



1.1.2 CONJONCTION e, DISIONCTION ou

-

La proposition « p et g 3 est vaie 8] p 8t g sont vrales, fausse dens tous les autres cas.
Qrusnt & ln proposition « 7 ou g », elie est vreie si p est vraie ov 5i g est'veaie {&ventueligment
jes deux), [ausse dens le seul cas ob p et ¢ sont fausses toutes le deux.

RKAUK At ton !
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Dang le langnge nsuel, it amive que e « ou » oppose les termes qu'il relie : dane Uexpression « fromage

ou dessert », le « au » est exciusif car il exclut la pousibilité qu'on choisiese les deux (fromage et dessert).
Au contraire, en mathématiques, « ou » et inclusif + « p ou ¢ » est vraie mlme quand p g ¢ sont vraes.

Lots uE DE MORGAK ¢

« «non {pet gl et « (non p) ou (non q"; » sont deux propositions équivalentes.

+ «nou (pon q) y m € {aﬂn p‘} et {m‘m g} » sont deux prupws?.zsns equwsiemm

Exemple “Clos deux phrsass sont squivalentes {

1.1.3 IMPLIGATION =

La proposition + p ==+ ¢ » g it « pimpligue ¢ » ou x si g, slors ¢ 5. Elie est vraie si p est fsusse l{ z ,f il p:?q %

ou si-q m‘wraw.. {pusse uniquement lorsque p et vraie ot ¢ faunse. Ellz répond & le gquestion : si on v TR 1
suppose que p- ‘est vrote, 4 Pesi-elié susei? La proposition p est mopelée Iontdcdleni de Timplication o ; 7 !
qi;wsx g », etig est appslée son consdquent. 3 i j v }
) "i [ ¥ H

%h > )!i?:n pratique

corpmencer batement par ; « Supposons p vrale ».

MR K Attention !

'

Colonnes identigues

p i g |nonp | nong | peig b non {p et q) | {(non p) ou {ncm ¢} ] pou g ; nonipou g} | {non p} et (non q)
VIv] F F v 2 F 7 = ¥
TIFTF v T v v Vi T F
FlV v ¥ ¥ ¥ vV vV F F.
FI1F v v o} F 3% 25 F E¥3 ¥ %
, < 7 :. 7
: Colonnes identiquas .

« J2 n'aime ni e chocolst ni s venilie ». — « (non p) et (non g} v
« 1 est foux que J'aime e chocolsl on Ia vanille » — « non (pou ¢) »

Pour montrer la vérité d’une bnplication « p == g », Ul convisnt d’abord de supposer que g est
vraie (oo n'est 1A qu'une hypothise) ; puie de montrer d'une fagon ou d'une avire que, sous cefte bypothése, g est veaie. Méme
si vous ne sever pas démontrer jusqu’an bout gue Pimpligation « = ¢ » est vinie, vous devez sur volre copie, de vous-meéme,

r

»

¢ Une implication « pi= g » peut &ire vraie alors que p ot ¢ n'oht rien de commus, 11 suffit que leurs valenrs de vérité
respectent la table de virité de Pimplicetion. Ainsi s phrese « §i 0 = 0, siors les oiseaux ont des plumes » est vraie

= Par définition, « p == g » est toujours vraje quand p est feusse. Ainsi la phrase étrange « 81 0 2 §, alors § =0 » et vraic

Apris un tel exemple, la définition du connecteur = peut sembler suspecie; pourquot done aveir choigl cetic table de
vérité 7 Nous le justifierons un peu plus loin.

+ Afirmer que ¢ p == g % #8t vrais n'implique ni que p est vraie, ni que ¢ est vraie. Alnsi, i st vrai gue ¢ 5 Pinoechio
et Président de la Républigue, alors il est te chef des armeées » . pourtant il est fsux que Pinoochie est President de la

République, et i est dgalernent faux gqu'll est chef des armées,

NEGATION D'UNE IMPLICATION ;

< non

(p=4q)>

et « p ot {nom g) » sout deux proposibions éguivalentes.

D %D Bun pratigue

P g inong]p==glnon{p=4q pe (nong |
V|%¥| ¥ % F I3
VIF! ¥ F v v
Flv 7 3 ¥ ¥

FIFl ¥ v ¥ F

“ Ve

Colonnes identiques

Conformément, & ce qui précéde, pour montrer gutune implication e p == ¢ 3 (Nu fausse. on pout
montrer que = p et {non ¢) ¥ est vraie, be. gue p est vraie mais que g est §ausse



Exemple Est-il vrai que, sl on a 18 ans (p), alors on a le droit de vote (g)7 La réponse est... non. Car je peux trés bien

avoir 18 ans — p est vraie — et un casier judiciaire te! que le droit de vote m’a été supprimé — g est fausse

CONTRAPOSITION :

Piginong|lnonp | p=>gq [ (nong)==inonp |

. VIV F | F [V v |

« p= g » et « {non g) = {pon p) » sont deux proposi- T y JI i3 3 35 i

tions équivalentes. La proposition « (non ¢) == (non p} » est ' 3 | \ 1 T " = v —

appelée la contraposée de I'implication « p == ¢ ». TV v < |
~ e

Colonnes identiques

. i : i v — &
Exempie Ces deux phrasessont équivalentes: « S,El pi,em" alors il v & des nuag'& > N 9
« 3"l n'y a pas de nuages. alors il ne pleut pas » — « (nom g)

= {non p)
1.1.4 EQUIVALENCE <=
Plgip=—¢g|
. . ) : L VIV vV |
La proposition « p <= g » se lit « p si et sevlement si ¢ » ou « p et ¢ sont équivalentes ». Elle est T TF i
vraie si p et ¢ ont la méme valeur de veérité, fausse sinon. v T {
|
FIFD vV |
I g1 1
EQUIVALENCE ET DOUBLE IMPLICATION ; - i :5 . {}f ] - T:' 219 =V> FIF ? g lp=g9 i. t=p) l
«p<=>gret«(p= g et (g = p)» sont deux TTE 3 v T F 1
propesitions équivalentes. La proposition « ¢ = p » esl SRy l v = 3 3 :
appelée la réciproquc de Pimplication « p = ¢ ». 4 : i i
ppelée proquc P p=>q YTV v 5 |
N g
Colonnes identigues
% % R En pratique  Pour montrer qu'une équivalence « p <= g » est vraie, on peut cholsir I'une des trois méthodes
sujvantes ;

1} aller de p jusqu’a g au moyen d'un raisonnemen: dont cheque étape est une équivalence
P ES D S o= ... = pp = g ;

2) montrer l'implication « p ==-g », puis sa réciproque « g == p »;

3) montrer I'implication « p == g », puis la contraposée de sa réciproque « {non p} == (non q)

Revenons un instant sur ie connecteur ==, Nous sommes restés sur un point d'interrogation tout & I"heure : paurquol avoir
décidé que « p == ¢ » est vraie quand p est fausse ? Cela & pour conséquence étrange que le proposition « Si0 = 0. slors 0 = 0 »
est vraie.

En realité avions-nous le choix ? Ce qui est siir, c'est qu'il n’est pas question

L2l g lp=gq! =g | petq |
de toucher aux deux premiéres lignes de la table de vérité de implication. L € : f P== v g 3, P 7 g T a i. g
Seules les deux derniéres lignes nous génent, lorsque p est fausse. Et si on les — : ' ]
. ; . . . I[V|IF! F F F j F O
changeait 7 Le probléeme, c'est qu'en changeant les deux derniéres lignes de la ‘ - . \ i
. o FILIYV ‘{ N A% F ' F |

table de vérité de I'implication, on retombe sur des connecteurs déja connus R — T T 3
comme V'illustre la table ei-contre : L L | j

1.2 QUANTIFICATEURS UNIVERSEL Y ET EXISTENTIEL =

1.2.1 DEFINITION

Omn appelle prédicat toute propriété portant sur un ou plusieurs objets donnés en arguments. Par exemple, « &re un oreiller »
est un prédicat ; si nous le notons @, la notation Oz} signifiera « z est un oreiller ». De méme. « étre plus agé que » est un

prédicat, portant lui sur deux objets; si nous le notons A, ia notation A(m y) pourra ssg‘mner « x est plus agé que y ». En
mathématiques, nous connaissons quelques prédicats incontournables : =, €, < .

. sauf qu'au lieu de noter £
empioyer la notation z € y.

{z,y), on préfére

)]

k-4



1! existe deux quantificateurs en mathématiques : le quanlificaleur universel ¥ el le quantificateur emisientiel 3. 5i E estun
ensemble et si P est un prédicat & un objet, :

» la proposition « Tous les éléments de E vérifient la propriété P » s'écrit : vz € E, P{z)
et se lit : « Pour tout x diément de E /quel que soit T €lément de E, T vérifie P »;

« la proposition « L'un {au moing) des tléments de E vérifie la propriété P » s'écrit dze E/ Plz)
et se lit : « ]l existe un élément © de E tel que = vérifie P ».

2 VLY En pratique La remarque qui suit est TRES IMPORTANTE : je me ferai un plaisir de couper la téte & tous ceux qui

n'spprendront pas vite & la Tespecter. Vous la retrouverez avec davantage de détails dans le « Petit manuel de bonne rédaction ».

s Supposons gqu'on veuille démontrer un théoréme 4 bese de ¥ de la forme : ¥z € E, P(z). La plupart des théorémes
mathématiques peuvent se mettire sous cetie forme, '

Vous avez le droit de ne pas savoir démontrer jusqu’au bout un tel théoréme, mais vous n'avez pas le droit de ne pas savoir
comment commencer votre démonstretion. Sans réféchir, vous la commencerez par : « Soit £ € F ». Un élément z &tant
pinsi fixé, vous tenterez de montrer que ce = a la propriété P. 51 vous y pervenez, c'est terminé,
Supposons qu'on veuille démontrer un théoréme & bese de 3 de la forme: 3z € Ef Plx).

Montrer l'existence d'un objet mathématique — ici, 'existence d’un élément = de E qui vérifie la propriété P — revient
A exhiber un tel objet. L'exemple suivant illustre la marche & suivre dans un tel contexte.

Exemple vr,yeR, 3zeR/ z>z+y.

En effet Prouvons cette proposition. La formulation « Vz,y € R » est un raccourci d'écriture pour dire
«eVzeR, VyeR ».

Début de la démonstration : | Soient £,y € R. | Un r et un y étant fixés, nous devons montrer 'existence d'un
réel 7 tel que 2z > x + y. Or démontrer 'existence d'un objet revient & donner un exempie de tel objet. Ici nouz

avons le choix : n'importe quel réel Btrictement supérieur & x + y convient. Par exemple, [ posons z =z +y+ 1 |
Alors z=14 y+ 1> =+ y et c’est terminé.

¥ XX Atiention ! Le lettre z de « ¥z, P(z) » ou « Vy, P{x) » peut tre remplacée par n'importe quel symboile
n'apperaissant pas dans 7 ; tout symbole figurant dans 7 est exclu.

Pour comprendre cels, fixons un entier naturel n {quelcongue) et intéressons-nous au prédicat « 8tre inférieur ou égal & n ».
Imaginons qu'on veuilie répondre & Ja question : tous les entiers naturels sont-ils inférieurs ov égaux & n 7 Bien sir la réponse est

non, car par exemple n 4 1 n'est pas inférieur ou égal A n. En tout cas, la proposition & démontrer s’écrit :
Lau lettre k pourrait ici étre remplecée par les lettres x, p .

VkeM, k<n.
alors: YneN, n<€n,

. mais pas par la lettre n. En effet, ls proposition obtenue serait
qui est vraie, tous les entiers naturels &tant inférieurs ou égaux & eux-mémes.

1.2.2 NEGATION

NEGATION DU QUANTIFICATEUR UNIVERBEL : Les propositions « non (Vz € E, 'P(:z:)) »el«dxz €FE/ nonPlx)e
sont équivalantes.

Exemple Ces deux phrases sont équivelentes :

{ « 11 est faux que tout homme n les yeux bleus » — « non {¥z € E, P(z)) »

¢ Certaing hommes n’ont pas les yeux bleus »/« I existe an moins un homme qui n’as pas les yeux bleus » — « 31 € E/ non Tix;»

NEGATION DU QUANTIFICATEUR BXISTENTIEL : Les propositions «non (3z ¢ B/ Plz))» et « ¥z € E,
sont éguivalentes.

non P(z) »

Exemple Ces deux phrases sont équivalentes :

« Aucun homme n’'s de cornes »/« I} est faux gu'il existe un homme & cornes » — « non (2xz € B/ Plz)) »
¢« Tout homme est sens cornes » — « ¥z € E, nop Pz} »

2 2D En pratique Pour nier une phrase contenant un ou plusieurs quantificateurs, on réécrit cette phrese . 1) en
remplagant tous les « ¥ » par des « 3 » et tous les « 3 » par des « ¥V », et 2) en niant le prédicat final,

Exemple Le négation de la proposition :

Ve>0, 3e>0/ VZeR, izl < a i(s
T2 4]
I I I INégntion
est : Qe>0/ Ya>0, 3z e R/ [|z|<a et ;/E 2 el
iL o +1




1.2.3 PERMUTATION DES QUANTIFICATEURS

On peut toujours permuter les quantificateurs universels ¥ entre eux, et les quantificateurs existentiels 3 entre eux.

Exemple

* Les propositions « Yz €R,, VyER_, z2y» et ¢VyeR_. vYrecR., =z32y»sontéguivalentes.

v
e les propositions « Sz e Ry, IyeR_, zzy» et «3ycR.. Szek..

T 2z Yy » sont éguivalentes.

Nxx Attention ! La permutation d'un ¥ et d'un 3 n’est pas aussi acile. Vovons cela sur deux exemples.

» « Dans toute cerise il y & un noyau ». Formeliement, cette proposition 5'écrit :

Vc cerise, 3 m noyau/ mn est dansc.

Qu’arrive-t-il si nous permutons ¥ et 37 Essayons :

« 2 nonoyau/ Ve cerise, n est dans ¢ ».  En bon frangais, cela
donne :

« Il exisie un noyau qui se trouve dans toutes les cerises ». Tiens donc : alors que nous étions convaincus de la
vérité de la proposition initiale, cette nouvelle proposition nous péraft clairement fausse.

Conclusion : quand une proposition de la forme « ¥3 » est vraie, la proposition « 3¥ » correspondante peut étre fausse.
L'opération de permutation qui fait passer d'une configuration « ¥3 » a une configuration « 3% » est interdite.

« Il existe une femme gui est la mére de tous les &tre humains » ({aisons comme si Eve existait). Formeliement. cetie
proposition s’écrit :
3 f femme,/ ¥h &ire humain, [ est la mére de h.

A présent permutons ¥ et 3 :  « Vh &tre humain, 3 f femme/ f est la mérede h ». En bon frangais. cela domne -
« Tout homme a une mére », proposition évidemment vraie. La permutation & ici fonctionné convenablement, mais la

proposition obtenue aprés permutation est besucoup moins forte, beaucoup moins contraignante gue celle dont nous
sommes partis : la premiére était vraie & condition qu'Eve ait existé ; la seconde au contraire est d'une banalité incrovabie.

Conclusion : quand une proposition de la forme « 3V » est vraie, la proposition « ¥2 » est elle aussi vraie. Ce genre ge
permutation est donc autorisé.

i.2.4 LE PSEUDO-QUANTIFICATEUR 3 !

Farfois on ne veul.pas seulement affirmer qu’un objet existe avec certmines propriétés, mais affirmer en outre qu'il esi le
seul & posséder ces propriétés. La proposition « Il existe (un et) un seu! élément de E qui posséde la propriété P » s'ecrit en
mathématiques : Itz e E/ Pix) et se lit : « Il existe un unique z élément de E tel que = vérifie P 5.

% € R En pratique  Pour démontrer la proposition « 3'r £ E/ P(z) », on a deux choses 4 démontrer : I'existence ¢'un
tel = et son uniciteé.

*+ Pour l'existence, cn fait comme si on travailiait avec ia proposition « 2z £ B/ P(z) ».

* Pour l'unicité, on suppose généralement que deux éléments z e1 =’ de E ont la propriété P et on montre eiors quer=z"
Cela montre qu'il ne peut y aveir deux objets distincts possédant la propriété T, autrement dit qu’il n'y en a qu'un seul.

Exemnple 3lzeRy/ =1
En effet

s Existence : Posons T = 1. Alors £ € B. et 2° = 1 comme vouiu.

* Unicité : Soient z,z" € R... On suppose que z° = z'? = 1. Montrons que £ = ’. Or puisgue z° = 2%, on

az=I our=-r1.

Peut-on avoir £ = —z’? 8i c’est le cns, slors comme = et z° sont positifs, T = ' = 0. Cela contredit le fair
I » . Py

que z° =z = 1. On ne peut donc pas aveir r = —z'. Par conséquent £ = =’ comme vouiu.



1.3 LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

hd . w e
Sotent Po, P1.P3,... une suite infinie de propositions. Supposons qu'on venille démontrer la proposition

: vneN P,
Le roisonnement par récurrence est LA technique générale de démonstration adaptée & ce probléme
Initinlisation Heredite
pr— ~
PRINCIPE DE LA RECURRENCE : Si Pp est vraie, et 81, pour tout n € B, la vérité de P, implique la vérité de ‘P,,,_H
alors la proposition: wvn e N, P, est vraie.

Pius généralement, ng étant un entier naturel fixé, si P, est vraie, et si, pour toutn € N, n >

ng, la vérité de P, |'nphque
la vérité de Pna,, alors la proposition : Yne€ N, n2 ng, Pa

esl vraie.

Exemple Soit {un)nen une suite géomeétrique de raison ¢, o ¢ € C. Montrons que pour tout n € N: un = g"up.
En effet
¢ Initialisation : On a ¢® = 1 par convention, donc ug = ¢%ug.
» Hérédité : Soit n € N. On suppose que u, = g"up. Il s'agit de montrer que un4) = ¢"
Facile :  tn4: = qun =g % ¢"up = ¢" 'up comme voulu. Fin de la récurrence.
Exemple Par définition, un entier n € Z est pair 51l existe k € Z tel que n = 2k, et impair g'il existe k € Z tel quen = 2k 1.
Nous allons démontrer que tout entier est pair ou impair.

En effet

» Initialisation :

Hérddité : .Soit n € N. On suppose n pair ou impair. Il s'agit de montrer que (n+ 1) est lui aussi pair ou
impair. Deux cas se présentent :

L'entier 0 est. pair car il g’écrit 0 = 2 x 0.

1) si n est pair, de la forme n =2k o k€ Z, alors n+ 1 = 2k + 1 donc {n + 1) est impair:
2) 8i n est impair, delaformen =2k + lov k € Z,elots n+ 1 = (2k4+ 1} + 1 = 2(k + 1) over
k+1¢€Zet donc (n + 1) est pair,

Au final (n + 1} est pair ou impair comme voulu. Fin de la récurrence

+ Nous venons donc de montrer que tout entier naturel est pair ou impalr. Qu'en est-il des entiers négatifs?
‘Soit n un tel entier. Alors —n est un entier naturel, donec —n est pair ou impair
: 1) si —n est pair, on peut Pécrire —n = 2k o k € Z, donc n = 2{—k) est pair avec

2) si —n est impair, on peut lécrire —m =2k + 1ou k € Z,donc n= —2k -1 = 2
impair avec (—k - 1) € Z.

Dans les deux cas n est pair ou impair. C'est terminé.

-keZ
1

—k—-1)+ 1 est

D %Y En pratique  Pour rédiger vos récurrences, je vous recommande d’adopter la rédaction des deux e.xempiés précédents
1) D'ebord on initialise ; c’est généralement facile, mais il faut quand méme le faire.

 Ensuite on se donne un entier naturel n queicongue — « Soit n € N » — el on suppose gue la propnet,e a
demontrer est vraie au rang n. Il reste & démontrer, sous cette hypothese, la proposition au rang (n -+ 1), Et ¢'est tout

b & & 4 Atiention ! Dans la partie hérédité d'une récurrence, ne commencez jamais par - « On suppose que pour tout
entier n, P, est vraie... » Car si vous supposez ainsi le résultat qu'il faut montrer, vous ne le montrerez jamais. Cette erreur
enst TRES GRAVE, '

Bien souvent, hypothése que P, est vraie ne suffit pas pour montrer que Fny1 est vraie :
Pn -1, voire de toute la suite Py, Py,

: on peut avoir besoin de Ty et
+ v+ Pn. Nous allons voir sur un exemple comment le raisonnement par récurrence peut ére
adapté & de tels cas.
Exemple Soit (un)new la suite réelle définie par ug = -1, 1y =5et: VR EN unir = 3uns; — 2un.
Alotg: ¥YneHM, u,=62"-T7.
En effet

¢ Tout terme de la suite {un )nen ne peut étre calculé que i les deux termes précédents sont déjh connus; on
ne peut calculer un42 que si P'on connalt u, et u,41. Quant & nous, nous voulons montrer la propriété T,

€ up = 6.2 — 7 » pour tout n € N. Nous ne pouvons pas la démontrer par une récurrence classique, cer
pout montrer Pn.1, Nous aurions besoin de supposer Pr gt Pn-) vraies.

Pour tout n € N, notons €y la proprieté « Py et Pny; ». Supposons qu'on ail réussi & montrer gue &, est

vraie pour tout n € N; alors on a en fail, montré que Pn est vraie pour tout n € K. Montrer Iz proposition
«¥n € N, P, » revient donc & montrer la proposition e ¥n € K, Q. ». Mais alors que nous ne pouvions pas
montrer la premiére par une récurrence classique, nous sallons pouveir montrer le deusciéme trés simplement



Po Py

et ——— e,

1) Initialisation : wp= —1=62"~7

rm— s,
et u; =5=62"—7. Bref, Qp est vraie.

2) Heredité : Soit n € N. Supposons Q. vraie. Cela revient & supposer Py et Pny1 vraies. Nous
devons montrer que @n4i est vraie, ie. que Pniy et Pnio le sont. Mais comme Pns; est vraie par
hypothése, il ne nous reste plus qu'a montrer que Pn.z est vraie: ce qui est facile :

Uing2 = Bun+1 — 2un = 3(6.27F —7) - 2(62" -7} = 902" ~ 21~ 22" 14 =627 - T
Fin de la récurrence.

« En pratique, ne vous embatez pas a définir proprement la praopriété double Q. Rédigez votre preuve de la
fagon suivante :

1} Initialisation : Comme ci-dessus {double initialisation}.

2) Herédité : Soit n € M. On suppose que un, = 6.2" — 7 et que un+1 = £.2""' — 7. Montrons que
tnso = 6.2 = 7. Cest facile :  upse = ... =6.2"77 — 7. Et voila, c'est terminé.

Remarque On & souvent l'impression, quand on fait des récurrences. que les initialisations ne servent & rien. Quelle erreur
de le croire! Tentons par exemple de montrer que: Yn &N, n=n- 1. Ce résultat est faux, bien entendu.

« Hereédité : Soit n € N. Nous supposons que 7 = n - } et voulons montrer que n+ 1'= (n+ 1) + 1. C'est facile, il suffit

d'ajouter 1 aux deux membres de I'hypothese de récurrence : puisque n = n + 1, alors n + 1 = n + 2. L'herédité ne pose
donc sucun probléme.

« Initialisation : En fait c'est I'initialisation qui pose probiéme, car 'égalité 0 = 1 est fausse.

1.4 LE RAISONNEMENT PAR L’ABSURDE

PRINCIPE DU RAISONNEMENT PAR L'ABSURDE : Pour montrer que p est vraie, on suppose qu elle est fausse et on
tiache d'en tirer une contradiction, i.e. la vérité de deux propositions ¢ et « non ¢ » ; une proposition et sa négation ne pouvani

atre vraies toutes les deux, on en déduit que I'hypothése selon iaquelle p est fausse est fausse, L.e. que p est vraie.

Exemple Tout entier est pair ou impair, mais pas les deux.
En effet Soit n £ Z. Nous avons déja vu que n est pair ou impair. Peut-il 8tre les deux & ia fois 7 Pour montrer
. . 1
que non, supposons que oui. Alors n g'écrit n = 2k =2l + 1 o0 k.1 € Z. On & donc 2(k — {} = 1, et du coup - est
un entier ; ce qui est faux. L'hypothese selon lequelle n est & la fois pair et impeir est donc fausse ; par conséquent
n est pair Ou HMpair, mals pas les dewx.
Exemple

Rappelons qu'un nombre est dit rutionnel §'il est ie quotient d'un entier per un entier non nul, ie. 57 est une
fraction d’entiers; au contraire, un nombre est dit trrotionnel s’il n'est pas rationnel.
1 ¥

Nous allons montrer ci-dessous que :

En effet

+/2 est irrationnel.

¢ Commencons par un petit lemme : pour tout n € Z, n est pair si et seulement si n® est pair. Fixons denc
ne i

1) Si n est paiz, alors on peut écrire n = 2k ou k € Z, et donc n® = (2k)? = 2(2k*) avec 2k* £ L:
cela montre que n° est pair.

2) Pour la réciproque, Taisonnons per contraposition : tela revient & montrer gue &i n n'est pas pair,
alors n? n'est pas pair. 5i donc © n'est pas pair, alors n est impair comme nous ! avons vu, donc de le
formen=2k+1o0b k € Z. On & aiors n® = (2k+ 1) = 2(2&” + 2k) + 1 avec (2k? + 2k) € Z. de sorte que

n® est impair. L'exemple précédent implique aussitét que n’ n'est pas pair.

s Supposons & présent, par I'sbsurde, que +/7 est rationnel. Alors v/2 peut s'écrire sous ia forme L oa re g

sont deux entiers. Choisissons p et g de fagon & ce que ia fraction 4

~ soit irréductible — aucune simplification
n'est pius possible.

1) Légalité p* = (c;:\/§)2 = 2¢° montre que p° est pair. Mais donc p est pair via le premier point et
s'écrit p= 2p’ avec p’ € Z.



2 ry 2
P 2p ; 2 P : 2 : i
2} Du coup ¢° = (—) = (-—) = (p'+v/2)* = 2p?. Ceci montre que ¢ est pair, et donc g aussi
) 7 7 {(FV2) =2p que ¢° est p g
et pair, de la forme ¢ = 2¢’ avec ¢’ € Z.

" Concluons, Nous venons sans le voir de montrer que la fraction P gtait réductible, contrairement & notre
q

2 I U
hypothése, puisque —Z =22 - B _ contradiction.

¢ 0

2 UN PEU DE THEORIE DES ENSEMBLES

2.1 APPARTENANCE ET INCLUSION @E
Les notions intuitives d’ensembie et d'appartenance sont supposées connues : les ensembles sont des sacs de billes dont I.es

&léments sont. .. les billes, Pour tout ensemble E, 1a relation « z est un élément de E » ou « z appartient & E » es, notéexz € E;
on note £ ¢ E pour dire que T n'appartient pas & E. L'ensemble vide, i.e. qui n'a pas d'élément, est noté @.

Exemple

¢ On note N I’'ensemble des entiers naturels, Z I'ensembie des entiers relatifs, @ 'ensemble des rationnels, K Pensemble des
réels et € Vensemble des nombres compiexes.

s On note en outre E. {'ensemble des &léments positifs ou nuls de E quand E est 'un des ensembles @ ou K ; méms principe
pour ia notation E_.

s On note enfin E* !'ensemble des éléments non nuls de E quand E est 'un des ensembies N, £, Q, Q4+, Q—, B, B, R, C.

Définition  (Egalité) Soient E et F deux ensembles. On dit que E et F sont égouz s'ils possédent exactement les mémes
éléments, te.si: Vr, {s€FE < z€F).

Ectte relation entre E el F est notée E = F,

Un ensembie peut étre défini de deux fagons : en eztension ou en compréhension. )

¢ Déhinir un ensemble en extension, c'esl dorner la liste compléte explicite de tous ses éléments ; on note cette liste
entre accolades, Pordre des éléments listés n'ayant aucune importance. Par exemple, {0. 1, 2} est un ensemble, le méme que

{2. 1.0}. Un ensemble de la forme {z}, i.e. & seul &lément, est appelé un singleton; un ensemble de la forme {z\y} BveC

x # y, i.e. & deux éléments, est appelé une zaire. Il est bien évident gu'on ne peut définir en extension que des ensembles
ayant un nombre finj d’éléments, incapables que nous soinmes d'écrire une liste infinie de symboles.

« Definir un ensemble en compréhension, c'est donner une propriété vérifiée par les éléments de cel ensemble el eux
seuls. Parler par exemple de ]'ensemhle des entiere naturels qui sont égaux & leur carré, c’est parler d’un ensemble unique
que I'on note {n eEN/ n?= n} i la lettre n pourrsit étre remplacée par n'importe quelle symbole ne figurant pas dans
la définition de 'ensemble.

Les éléments d’un ensemble sont souvent repérés dans une liste par un ou plusieurs « paremeétres ». Ainsi {zg}m désigne
I'ensemble des éléments notés x; repérés par un indice i décrivant un certain ensemble /. Décrit en compréhension,
cel ensemble s'écrit aussi {:/ Jiel/] z= m;}. Par exemple, {2"}__, désigne l'ensemble constitu¢ des tiements
20,2t 92 23 .

Que ce soit bien clair : il n'y a pas deux sortes d’ensembles en mathématiques. Un méme ensemble, sil est fini, sera défini
tour & tour en extension ou en compréhension seion les contextes. Ainsi les quatre ensembles décrits ci-dessous sont égaux

{U,l}={n€N/ n1=n}={zEC/’ z2=z}={n61’./ nz20 et n<2}.

Définition (Inclusion) Scient E et F deux ensembles. On dit que E est inclus dans F si tout élément de E est un élément
de F,ie.8i: Ve E, =zelF.

F
Cette relation entre E et F est notée E C F. On dit aussi que F contient E ou que E est une partie de F.

‘Exemple Les inclusions suivantes sont bien conmues: N CZCQCRCC.




AKX XK Attention !

L'erreur classique consiste & confondre 'appartenance € et l'inclusion Z. Sovez vigilants!

» L'ensembie {0, {ﬂ}} est ’ensemble dont les éléments sont exactement U et {0}.
1) Tl est vrai que O € {0, {O}} car [ est bien un élément. de {0 {0}}
2) Il est vrai que {0} € {0, {0}} car {0} est bien un élément de {0, {0}}
3) Dest vrai que {0} C {0, {0}} En effet, {0} a pour seul élément 0. Tout &lément de {0} est donc bel et
bien élément de {0, {0} }

4) T est vrai enfin que {{0}} c {0,{0}}. En efiel. -{{0}} 8 pour seul ¢lement {0}. Tout élememt de
{{0}} est donc bel et bien élément de {0, {0} ‘}

. onaoeN,mmog_N.ona{-l,o,l}gz,mais{—l,a,l}ez.

% % % BEn pratique  5i vous devez montrer une inclusion E C F — vous aurez trés souvent & le faire — commencer sans
réfléchir ainsi :

: « Boit € E. Montrons que T € F. » Vous avez le droit de ne pas réussir 4 slier plus loin, mais vous devez au
moins penser i faire cela.

Exemple {:cER/' SyeR./ IBy} C R-.

En effet  Soit r € R pour lequel il existe y £ R_ tei ove = » y. Montrons que z € R..
QOr y 2 0 par hypothése et £ 2 y, donc = 2 (. Cela montre bien que z € R,

Exemple Si E est 'ensemble des entiers de la forme k(k + 1) o0 k € N et si 2N est I'ensembie des entiers naturels pairs,
alors: E C 2N, En frangais, cela revient & dire que tout entier de ia forme k(k + 1) avec k € N est pair.

En effet Soit » € £, Montrons que n € 2N. Par définition, il existe k € N tels que n = k(£ + 1). Or I'un des
entiers k et (k + 1) est pair. En effet, k est pair on impair, et si k st impair, alors k + 1 est pair. Par produit,
n = k(k+ 1} est donc pair. En d'autres termes, n € 2N comme annoncé.

I
iThéoréme Soient E et F deux ensembles. E et F sont égaux si et seulementsi EC Fet FC E.
|

© % @ En pratique Pour démontrer ’égalité de deux ensembles E et F, deux possibilités :

1) soit vous raisonnez directement par équivalence: =z € F < = =reF ;
Il n'est malheureusement pas toujours possible de rajsonner einsi, cela peut s'avérer compliqué & rédiger.

2} soit vous raisonnez par double inclusion en vous appuyant sur le théoréme précédent. Cela revient & raisonner
en deux temps. Premier temps : vous vous donnez un élément de E et vous montrez qu'ill appartient & F.
Second temps : vous vous donnez un éiement de F et vous montrez qu'il appartient & £.

L'exempie suivant illustre I'usage de la technigue 2}, La technigue 1) sera iliustrée plus loin par différents théorérmes.

Exemple lL:{::ER/ vyeks, = s_y}.
En effet

» Montrons que R- C {: eER/ WyeRi:, o< y}.
Soit z € R... Nous devons montrer que : ¥y € R,

r €y Doit donc y € R.. On a bien 2 £ y comme
voulu, puisque T est négatif et y positif.

* Montrons que {z eR/ VYyeRs,

z
Soitz&€ Rteique: YycR., zg
zek_.

€ y} SR_.

y. Alors en particulier z £ 0 (pour y = 0). Cela montre bien gue

lDéﬁm’tion {Ensembie des parties) Soit E un ensemble. L'ensemble des parties de E est noté #(E).

Four tout ensemble A, on adone: A€ #(FE) +— ACE.
{

XXX Attention! Dire que A appartient & #(E) equivaut & dire que A est incluse dans E. Il est ici particuliérement
important de comprendre la différence entre epparienance et inclusion.



Exemple Scit E un ensemble. Alors B € 2(E) et © € P(E).
En effet

* Montrons que E € 2 (E). Cela revient & montrer que E C E, ce qui est vrai car tout élément de E est un
éiément de E.

 Montrons que @ ¢ 2(E). Cela revient & montrer que Lout &lément de 2 est un &lément de E; autrement
dit que, pour tout z, 8i £ € @, alors £ € E; ce qui 'écrit encore : ¥, {:t: EP = 1€ E).
Or per définition @ n'a pas d'élément. D'antécédent faux, I'implication « 2 €@ == z € E » est donc vraie
via la table de véritt de ==. Tl est donc vrai gque: vz, (z€® = =z € E) comme voulu.

2.2 OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES

Définition (Réunion, intersection) Soient A et B deux ensembles.

* On appelle rfunion de A et B, notée AUB, l'ensemble des T tels que: z€A4 ou z€B.

» On sppelle intersection de A et B, notée AN B, Pensemble des z tels que: z € A et z€B.

B
Ces définitions se généralisent au cas de plus de deux ensembles. Soit _{Ai}‘E} un ensemble d'ensembles — ceia veut dire que |
est un ensemble, et que pour tout 4 € [, A; est un ensemble.
s Or appelie réunion des Ai, 1 € I, notée U Ai, I'ensemble des z tels que: 3:€ ]/ =z € A;,

el
« T est dans I'un des A, »

s On appelle inlersection des A;, 1 € I, notée ﬂ Ai, Vensemble des T tels que: Vi€, =z e A
ier

« z est dans tous les A; »

¥ ¥ ¥ Explication On notera bien les paraliglismes snivants :

Ujou/3 d'une part, N/et/V d'autre part.

Définition (Ensembles disjoints) Soient E et F deux ensembles. On dit que E e F sont disjointssi ENF = @, autrement
dit 8i £ et F n'ont aucun élément commun.

Théoréme (Distributivité de la réunion et de 'intersection l'une sur I'autre) Soient 1AL ey un ensemble d'ensembies

el B un ensemble. (UA()I"IB‘:U(A,-DB) et (ﬂA,)uB:ﬂ (A B).
el i el 3
Démonstration  Contentons-nous de démontrer la premiére égalité. La deuxiéme se montre de la méme fagon.
Soit z.
IE(UA\‘)”B = :z:EUA. et Te B - (3iel/ ze A) et 25 B
i€f 1133
— Jiel/ {z€A: et zeB) SN 3iel/ zE ANB
<= zelJ{AnB). n
3
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Deéfinition (Différence, complémentaire)

» Soient A et B deux ensembles.
On sppelle différence de B dans A, notée A~ B, I'ensemble des ztelsque: T2 A e z¢& B,

» Soient E un ensemble et A une partiede E. L'ensemble E \. A est appelé le complémentaire
de A dans E. I} est noté A® ou A quand il n'y » pas d'ambiguité.

L

Thécréme (Relations de De Morgan) Soit {A*}ser un ensemble; de parties d'un méme ensemble E. ’
(UAi)c=mAf et (DA")C:UAE.
V€7 il il

i€l L

¢ ¥ ¥ Explication Pourquoi appeler ces égaiités « relations de De Morgan » 7 Dans le cas de deux ensembles A et B. elles
sécrivent :  (AUB) = A"MmB° et (ANB)° = A°uB°

5i nous voyons la réunion comme un « on », l'interseciion comrne un « el » el le passage au compiémentaire comme un « nan »
ces égalités nous rappellent les lois de De Morgan de notre introduction 4 la logique. — A méditer,

Démonstration  Contentons-nous de démontrer la premiére égalité. Soit donc = € E.
] c
zG(UA,-) — non (::EUA.-) — non (3igl/ z€ A
€l i€l
— Vi€l non{z€ A — Yiel, ze&Af — ::GﬂAf. | |

(19

Nous surons Poceasion de revenir plus tard sur les définitions qui suivent. Contentons-nous ici d'une présentation intuitive.

Pour tout m,n € Z tels que m £ n, on note fm,n] I'ensemble des entiers compris entre m et n (m et n inclus): si on veut
exclure m par exemple, on utilise la notation Jm, n};

{
Deéfinition (Famille)

+ Soient E et I deux ensembles. Une suite d’éléments de F repérés chacun par un &iément de J est appelée une famille
d’dléments de E indexzée par 1. -

¢ Une telle famille est notée (T:)ie; — z; € E étant repéré par indice i € /. Dans lecas o0 J = [m,njoimnel
sont tels que ™ £ 71, on la note plus couramment (Z:)mgign OU (Tm.Sm+iy.re. Tn)

L'éléement z; est appelé la composante d'indice t de (Z:)ies-

i
}
¢ Deux familles (:)ier et (yi)ie; d'éléments de E indexées par [ sont égales si et seulement 61 . Vig ], ‘

XXX Attention !

* Ne confondez surtout pas la famille (z:)ier avec 'ensemble {z:) ¢;- Dans un ensemble, les éléments sont donnés sans

ordre; dans une famille 'ordre des éléments compte. Ainsi {1 2 3} = {2,3, 1}} mais (1,2,3) # (2. 3.1).

"y

¢ Dans une famille du type (Ti)megign, il ¥ & (n -m| +1 ) ¢léments, et non pas (n — m) comme on pourrait le penser.

Définition (Produit cartésien) Soient E;, Es,..., Er des ensembles non vides. L'ensemble des familles (31, 22
lesquelles 1 € E1, T2 € Ea, ... Tn € En est appelé le produit {cartésien) de E;, Ea, ..

Danslecas ot F1 = Ea=...= E. = E, le produit E; x E7 x.

..... Zn) dans |
LwEnetnote By x Bz x...x E,.

.. x En est généralement note E™. l

Remargue Les débuts de proposition « ¥z € E;, Yy € Ea,...» et « ¥(z,y) € E; x Ez.... » som rigouTeusemens identigues.
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3 UN PEU DE CALCUL

3.1 LE SYMBOLE S0MME )

3.1.1 DBEFINITICN

Définition (Symbole 3) Soient I un ensemble fini et {zi):e; une famille de nombres complexes indexée per /. La somme
des z;, i parcourant 'ensemble I, est notée 2 Zi
el

n
Dans le cas ot I = fm,n} oo m,n € Z sont tels que m £ =, on la note plus couramment Z Zr Ou Z zy. Elie vaut

mGkLn

km=m

zm+zm+1+zﬂ1+2+-n+zn-

Dans le ces od [ = [m,n] x Ip,q] o6 m,n,p,q € Z sont tels que m € n.et p < g, on Is note plus couramment Z Zn-

mgkegn
pelgy

Remarque Ls lettre k peut &tre remplacée par tout symbole distinct des bornes m et n et ne figurant pas dans les z.

QR Enpratique Le symbole T est utiliss trés souvent en mathématiques. Quand vous 8tes bloqués devant 1ne somme
quelconque, &crivez-la in ertense, le. en détmilant. les termes qui ia composent ; les choses peuvent vous paraitre plus claires

alors. Par exemple, pour étudier la sommeZ\fE on pourrs I'écrire VI + vV234+ V3+ .+ VR =1 + /M.
=1
n Jo— [ I—— ke=n {n—m+1) fois
Exemple SoitocC. Zu ="+ 'a 4.+ = ato+t...+o = (n-m+ la.
ke=m
- 1 1,1 i 1 1 1.1 1 1 ] =
E 1 14— = (et et +—F+=-1-1 = =4 -+.,.. e = S -
xempre Z_;lk + n+1 (+2+3+ +n—1+n) +n+1 2+3+ +n—1+n+n+1 ok

¥ ¥ X Attention ! Dans une somme du type sz, il convient de ne jamais confondre k et n. Ainsi Z ket z n sont

k=]
n
En—_—

kw1

dee=]

k=1

k=1

deux quantités tout & fait differentes : n+n+...4n F 1+2434+...+(n—-1)4+n =

n fois

3.1.2 CHANGEMENTS D’INDICE

Le changemeni d’indice est une opération trés courante. L-es exemples valent ici mieux qu'un long discours.

Exemple
2] 1,1 =
s g(—km =1+ = + = + . (n y 1): Z B On a effectué ici le changement d’indice { = k + 1. Cela revient &

remplacer tous les k de la somme initiale par ds l — 1. Mais il faut aussi changer les bornes. Quand & varie de § 4 %, que
fait ! =%+ 17 Ilvariede 0+ 1 =14 n+1.

:]
o Y =24 st 40

re=3

de2d 9, 8=r—-2variede 0 & 7.

7

= Z(s+ 2**?, On a effectué ici le changement d'indice r = s + 2. Pendant que r varie

=0}
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3.1.3 SIMPLIFICATIONS TELESCOPIQUES

Le résuitat suivant est & le foie stupide et essentiel : les simplifications télescopiques sunt partout,

Théoréme (Simplifications télescopigues) Soit (2kimergn+; une familie de nombres complexes. !
!
i id ]
| E:{zmzwh)mzw; —Zm. l
E kssrn .
! ;
Démonstration
simplification  simpiification simpiificstion
n o= i, s a———" o — JPEC—— A —
E {2pat = 2k} = [Znsr ~2n) + {20 “Zne1l 4 (Bl ~Bnen)l+ o0 o (Zma2 = 2met) # {mas ~2m] = Znst = frn. B
ke

- 1 =1
Bxemple 3 7 = 2 (F T E

€ i},

3.1.4 SOMMES DOUBLES

)=imn+1'

1

| Théoréme {Permutation des 7.} Soit (zi7}14:, 56w une famille de nombres complexes:

S zﬁ‘:iz‘f*i e

i
ligigs im1 =1 jceont
l#<jen

IGARIER

"

E zej*iim;=i§:zij, z 353=2§2§5$‘§ i By

F=1 1) tam} Faxi 1IN FEYRTD! ) gtmiek]

Diémonstration

a Premidre série d’égalites : La familie (24;)1q. 76w peut 8tre présentée sous la forme d'un sableau & deux

entrées ;
I }
i ,
1 23 %2 ¥ 0o fam l
2 @t Xxmm o 22 Zan |
3 m 431 X33 v e
i Tt “n2 ank ‘e Fnn

Caleuigr le somume z 25y, notée pussi Z i, Cest calon.

e 4 T4 GO pEN
I pkn

ier ja somine de tous les termes de ce tabisau. Do peut effec-
tuer ce caleul de différentes manidres. Voyons ce gui s2 passe si
on effectue d’abord e somme des termes de chagne ligne, avent
&’additionner les résultats obtenus,

kal

Pour vout © € J1,nk, la somme des termes de 1a (5™ ligne Yoerit Z 237 €880 un certadn nombee somplexy

pmL
: L

qui dépend de i. Faire la somme des résuitats sinsl obtenus sur chague hgos, c’est faire Ja somme Z z By

Ces sxpiigue qu'on & :

sur chanue colonne.

« Seconde série d’égalités :

w2l faml

” n
Z Zij = Zz z:;.  On démontre le seconde égalité en sommani & abord

iGN s
IGIER

auivant :
[ 2 3 n
B
i 2y E1m 213 Zie
Z Zon Imy 2on
! 3 Zan Z5n
‘i o Snn

ST )

Calculer la somme Y

2 =y, c'esl calculer ia somme de ermes du tableay
PGl ran

Pour tout j € 11.5], l2 somme des termes de la 7*™ coloane
2

de ce vabieau s'torit Z %5 ; ¢'est un certain nombre complexe
1wkl
qut dépend de j. Faire lo somme des résultats aingl oblenus sur

" 3
chaque colonne, c'est faire 1 somme Z Z zii. Gecl explique

el 2=l

gu'on &it : Z i = ii Zug.

IS IE puml dmi

Oin démontre la seconde epalité en sormmant d'abord sur chague Bgne.
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+ Troisiéme série d'égalités : A vous de jouer! Je vous donne juste le tablenu correspondant :

Y 3 o w
H

1 X 22 213t Zim
2 X 233 --- Zan
3 'Y vt Zan
n x

3.2 LE SYMBOLE PRODUIT ]

Nous passerons plus vite sur les produits que sur les sommes ; car une fois qu'on & compris on & compris |].
1

Définition (Symbole []) Soient / un ensembie fini et (2;)ic; une famille de nombres complexes index¢e par [. Le produit
des x;, i parcourant 'ensemble I, est note H Zi.

i€l

n (n—=m<+1) fois
’-—-—’_——n\ _
Exemple SoitceC. ”a:axax...xu:a" mt

k=

Définition (Factorielle) Pour tout n € N¥, on appelle factorielle n, notée nl, l'entier n! = H k=1x2%x3Ix...xn

' kex]
Par convention, 0l = 1.
n n n
¥ XX Attention! Dansun produit du type H zk, il convient de ne jemeis confondre k et n. Ainsi H k et H 7 sont
k=1 k=1 k=1
deux guantités tout & fait différentes : =" = Hn = Xm¥...xn ¥ Ix2xIx...x{n-1)xn = Hk = nl
R
kol n fois b1
Theoréme (Simplifications télescopiques) Soit {zk}mgrgn+: une famille de nombres complexes non nuls.
ﬁ Zid) _ Znad
kmm ok Zm
Théoradme

(Permutation des [[} Soit (z:;)}1¢i,5¢n une famille de nombres complexes.

0 omff= Tl T soe[fe=fie T o= Tlfe= 11 o

1€ign i=15=1 j=11i=l 1GiIgign

§=11=1 =] jo=i 1Gi<iEn =1 ix} =1 y=i+1}
1K5gn )
Exemple Le notation H {i52) est un résumé de la notation H (i5*).
1€i,5€n 1ign
Igign
n n n n n n n n n n 2n
I eh=111T6M =11 ( nf) - (11 ) (1 f) - (n :-) (n j) o () (™ = (™
168460 i=1 g1 i=} =i i=1 =1 i=1] =1

® KX Attention ! Les symboles Y- et T ne peuvent étre permutés en général. Ainsi :

n n n n n n
[51=n=rsn=30 =30
il jul il =1 je=1isl
Ce n'est pas étonnant, car c'est déja faux avec deux termes: (e +b){c+d)} # ab+ cd en général
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3.3 QUELQUES FORMULES A CONNAITRE PAR CRUR

La définition er es formules suivantes sont en principe de simples rappeis.

i

Définition (Coefficients binomiaux)

» Pour tous n,k € N tels que k < n, on appslle (coefficient hinomial) k parmi n. noté (:) . ie nombre :

Y n!
k _k!(ﬂ—k):‘

» Pour tout n € N et pour tout k € f0,n] : (n) = ( n )

R R

€ ¢ ¥ Explication O peut calculer tous les coefficients binomiaux 4 l'side de la formule de Pascal, en construisant un

tableau qu’on appelle ie trigngle de Paseal On y range (:) dans la cese gui se trouve A l'intersection de la ligne n st de 1a

rolonne k. ‘
FO 1T 27 3745 1 .

n

o 1

1 1 1

2 1 211 y

3 113] 3 1 &

4 14 6

5 1 &5 w0 10 1
! !
Théoréme (Formule du binéme de Newton) Soient n € Neta, bz C. e +8" = Z (:) ak b r L

k=0 |
Démonstration

Soient @, b € C fixés. Raisonnons par récurrence.

1]
o Initialisation : (a+b)"=1= ( ) 220 Z( )a"bu““.

» Hérédité : Soit n € . On suppose que (a+5)" = Z (:)akb""k.
k=0

0+ = (a4 b)at b = (a+5) S (2) LaE D> @ ey (T)W_i

k=0 k=0

=zn: (:)ak+1bn—k+i (?) ibn—l-‘-l +Z( ) h+1bn J:_LZ( ) tbnv-h- : L
ke 1m0

k=0 le=1
n

Y4 Z (k' )o.k'b"“"""'1 ~ Z (T) alpnmiF 4 pnt (changement d'indice k' = k = 1)
=1 \

k=1

+1 ki n n "‘ kpin+li—k , pn=l
+§;=1Kk_1)+(k)lab b
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+1 2 (ﬂ: l)agb{”“}"* + " {formule de Pascal)

]
n+l nti ¢
Eplntly-k .
e Z ( i ) & Fin de is récurrence. u
. 4» nin 4 1 T min+ DIn4 1)
Théordme Soitn &N k e n{n . | ST A S -
Z Z 3 |
Démonstration

"
s Posons S, = Z k. Effectuant dans S« le changement diindice | = n — k, nous obtenons is chaine d'égalités
kD

il " ™
Bamy (n=lj=% n~3 l=n{n+1}- S Cei montre que 25x = nin-i 1), donc que S = “n(n; 23
fex Leu) Fucfl .

s Pourtout k€ 0,n): (h+17 -2 = 3% 4 3k 41 via la formule du binbma de Newton
Sommons toutes ces identités, de k = 0 & k = n : ‘Z:[ k1) &%) = 32&’ 43364300 la
b} k=l d} kil

sunime de gauche est e liew d'une simplification télescopigue; d'autre part nous venons de calooler :}:‘ ket
v

"
aavensqﬂezl ={n+ 1} Ducoup: {(n+1} “3Zk2+3m+(n+ il
ey

[ L]
" y
isclant ,E: £® ot simplifiant Jes caiculs nistment, nous obtenons le résultat voulu. |
R
nel
Thooréme SoentneéNetobel. 2"~ b ={a- &)2 a¥pnekt,

1 ke

A XX Attention !  Gare & ceux qui confondent cette formule avec la formuie du binbme de Newton !

Démonstration  Deéveloppons le methbre de drofte de ja formule :

e} n-1 #w ) el

LT | i, kinek~1 Kyntmk 1 kbt {hal) - Kynek
{fa—b)5 o' ey a*b s}:w =5 a**"p 3 ath
k== L3 EY 1] kol i}
ma ~b" par simplification télescopigue. |

En particulier, pour b= 1, on sbtient Pidentité fordamentale suivante

nel ﬂ"‘]. . i
Corollaire Pourtousnée Metge C: ZQ g— 1 sigyi .
Rl n sige=1l

WD En pratique  Souvent, on n's pas afinire & des somnes dont 'indice inférisur est §. Si par exemple on doit calenler
n

zﬁ", on commence par metire en facteur e premier terme puis on effectue un changement ¢’indics :
bl

2":2" mz"iz““’ ”zt—*‘s'fz*m4 x 2";1”;1 =g

ke k=2 Euel)
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ARITHMETIQUE DES ENTIERS RELATIFS

1 DIVISION DANS Z

1.1 RELATION DE DIVISIBILITE

Définition (Divisibilité, diviseur, multiple) Soient a.b £ Z. On dit que a divise b, ou'que a est un diviseur de b, on-que |
b est un multiple de a, s'il existe k& € Z tel que b = ak; cette relation entre a et b se note ajb.

Théoréme (Propridtés de la relation de divisibilité) Seient a,b,¢,d € Z.
(1) La relation de divisibilité | sur Z est r#flexive et transitive; elle n'est cependant pas antisymétrique puisquc :
alb et bia — la| = ibj — a=b ou a=-b
En revanche, sa restriction & N P'est : c’est une relation d’ordre.
(i) Combinaisons linéaires : Si dia et si d|b, alors dl(ex + bv) pour tous w.v € Z.

{iii) Produit : 5i a|b et &1 c|d, alors aclbd. En particulier, si a|b. alors a*|E* pour tout & € N,

{iv) Multiplication/division par un entier: Sid#0: alb

«— adibd.

Démonstration

(i} La réflexivité et la transitivité de | ont été démontrées dans le chapitre sur les reiations d’ordre. Contentons-
nous de montrer 'équivalence relative au défaut d’antisymétric de |. L’une des deux implications cut trivialo

si ja| = |b}, i.e. @ = b ou @ = —b, il est clair que alb et que bla.

Reciproquement, supposons qu'on ait alb et bla. Alors il existe k,l € Z tels que b = ak et a = bl. Du coup
b = bkl. Deux cas se présentent alors : si b = 0, alors ¢ = bl = 0 et on a donc bien |a! = [b]; si au contrairc
b# 0, alors &l = 1 et donc, puisque k et { sont entiers, on a soit k=1 = 1, soit k=1 = —1,i.c. a = b ou
a = —b, Le. lal = |b| comme voulu.

{ii) Supposons qu’on ait dja et d|b. Il existe donc k,I € Z tels que a = dk et b = dl. Alors au+ bv = d{ku + vi)
avec ku + vl € Z pour fous u,v € Z, et done d|(eu + bv) comine annoncé,

{iv) Supposons d # 0. 81 alb, elors comme par ailleurs d|d, Passertion (iii) affirme que ad|bd.

Réciproquernent, supposons que ad|bd. 1l existe elors k& € Z tel que bd = kad, ot donc tel que b = ak. Ceci
montre bien que alb. ]

1.2 RELATION DE CONGRUENCE

Définition (Congruence modulo un entier) Soicnt n € Net a,b € Z. On dit que a est congru & b moduio n si niib — e},
l.e. sl existc & € Z tel que b = a + kn; cette relation entrc e ef b se notea = & mod n.

¥ ¥ ¥ Explication La relation de congruence est une généralisation de la relation de divisibilité; il faut en effet avoir en
téte lc cas particulier suivant : nja < =0 mod n.

l

Théoréme (Propriétés de la relation de congruence) Soient a,a’,b, 0’ € Z et m,n € N.
{1} La relation - = - mod n est réHexive, symeétrique et transitive.
{il) Somme: Sia=b mod netsia =4 modn alorsa+a’ =ip+b mod n.

(ifi) Produit : Sie=b mod netsia =4 mod n, alors a2’ = b6 mod n.
En particulier, si e = b meod 7, alors a* = b* mod n pour tout k & M.

{iv) Multiplication/division par un entier : Sim # 0 :

a=b modn <= om=bm mod mn. !




Démonstration
(i) La réflexivité et la symétrie de - = - mod n sont immédiates. Montrons seulernent la transitivivé. Trois
entiers a.b,e € Z étant donnés, supposons quon ait a = b mod n et b = ¢ mod n. Alors ni{b — a) et

n{{c - b), donc par somme nl ((¢ = b) 4 (b~ a)), i.c. ml{c — a), ou cncore a = ¢ mod n.

(i) Sie=b mod netsia =4 mod n,alors n|{(d~a) et n}(b'— a’}, donc par somme n{({b-a}+ {t' —a),
! t

Le. nl (b+bY—{a+a)),cuencore a+a’ =b+ b mod n

(i) On remargue que b&' —aa’ = b(b' — @'} + a’tb — o}, Ducoup, sia=b modnetsia = b’

nl{b—a) et n|(D’ —a'}, et donc par combinaison lingairc ni (6 —a') +a'(b—a)}, Le. ny(bY
aca’ =bb' mod n.

mod n, alors

—aa'), ou encore

(iv}) Enfin: a=b modn <+« njb-a) Tﬁ»ﬂ mnimib—a) —=> _am=bm=mn. n

1.3 DIVISION EUCLIDIENNE

Théoréme (Division euclidienne) Scient a € Z ct b € N*. I existe un unique couple {g,7) € Z x N tel que : "

a=bg+rT et 0<r<€b—-1 (coqu'on peul aussi écrire : 0 < < b).

Dans cet énoncé, o €st appelé le dividende, b le diviseur, ¢ le quotient et v le reste. On a ¢

q=L%J et r=a mod b.
I

_J
$ ¥ ¥ Explication
e Lec théoréme de a division euclidienne est un resultat d’existence et d’unicité; c'est cela qui est important.

» En termes de congruences, le théoréme de la division euclidienne affirme simplernens que teut entier relatif ¢ est congry
modulo b 4 un entier unigue entier r compris entre ¢ et b — 1. Par exemple, on peut ramener U'cntier o = 12839 & V'un

des entiers €, 1, 2, 3 ou 4 modulo b= 5 précisément :  1283%= 5 x 2567+ 4 ., et donc 12839 =4 mod 5,
K N—— N
a b 4 L
Démonstration

» Existence du couple (g,7) : On démontre d'abord Uexistence de (g, 7) dans le cas od o 2 0. Introdulsons
pour cela V'ensembic @ = {.‘c = N/ a-=-bk 2 0}. Cet ensernble @ est unc partic non vide de N — non
vide car elle contient 0. Mais par ailieurs Q) cst majoré (par 2). En effet, soit k£ € Q; alors a ~ bk 2 0, donc
J € bk < a. L'ensemble Q posséde donc un plus grand élément g. Alors ¢ ~ bg 2 0. Mais comme (g+ 1) € &,
a - b{g+ 1) < 0. Ces deux inégalités s'écrivent aussi 0 <o —bg < b— 1.

Posons done r = a — bg. Alors tout va bien : nous avons trouvé, notre couple {g,r).

Etendons & présent le résultat au casol a < & Orsia < 0, alors —a 2 0 et on est ramené au cas précédent
il existe un couple (g,7) € Z x M tel que —a = bg+r et 0 € r € b— 1. L& encore, deux cas doivent &tre

distingués :
1) Sir=0,posons ¢ =—gerr =0 Alosa=—-bg—r=b¢ +r'ct0<r gb-1
2) Sirz 1, posons ¢ = —q—letr =b—r. Alotsa= —bg—7 =00 +1" 6t 0 < r'g<b-1. Etvoila'

Unicité du couple {g,7) : Donnons-nous deux couples {g,7},(¢',7') EZxNtelsquca=by+r= b w71,
0<r<hb—let0g+ <b—1. Alars v’ — 7| € b— 1, mais par ailleurs b{g — g’y =" —r.

Supposens g # ¢'. Alors [g— ¢’} 2 1, done blg - ¢t 2 b. Onadonc: b < big— gi=Ir"-rl<b-1, donc
b < b— 1. Contradiction. Donc ¢ = ¢'. On en déduit aussitét que v = @ — bg = a - bg’ = v’ comme voulu.

» Enfin, les conditions sur ¢ ¢t T peuvent se réécrire ainsi ;

O0<a—bg<b pus: %—1<q$%. On

. . e L ae
retrouve 1ci la définition de ljJ |

@ @ % En pratigue {Algorithme de la division euclidienne) Comment calculs-t-on de fait le coupie (¢,7) de la

division euclidicnne de a par b7 On dispose d’un algorithme pour ceia, qui n'est qu'une imitation de la preuve du théoréme de
la division euclidienne. On l'appelle {algorithme de la division euclidienne, tout simplement.

Supposens d'abord que a 2 0. L’aigorithme est présenté ci-dessous dans ce cas sous la forme d’une procédurc Maplc. Le bon
fonctionnement de cette procédure suppose quec les arguments o et b sont des entiers nasurcls et que b est non nul. On écrira

juste aprés une procédure compléte capable de contrbler clle-méme la nature de ses arguments ct de traiter le cas a < 0; ce n'est
pas notre objectif dans un premier temps,



> diveuc :=proc(a,b) # La procédure "diveuc" imite la preuve du théoréme de la division euclidienne.

1 local g, T; # Elle regquiert l’utilisation de deux variables locales g et T.
‘ g :=0; # Bachant que 1’ensemble § contient O dans tous les cas, on part de g=0.
T i=a; ¥ On comservera & chague étape L’égalité a=bg+r. (’est pourquoi au départ r=a.
\ while r >= b do # Voici le corps de la procédure. On y augmente g de I en i,
\ q :=ag+1; # avec 1'idée que la valeur firale de g sera le plus grand glément de 0.
L T i=r-b; # La valeur de r est choisie conformément & 1'égalité a=bg+r.
| od ; # Tant que r=a-bg>=b, cn boucle. Aprés la derniére boucle, 0<=r<=b-1.
L q,I; # On demande & la procédure de renvoyer g et r.
end ;

Puisqu’une boucle vhile a été utilisée, nous devons justifier la terminaison de l'algorithme ainsi propose. Mais en réalité, c'est

notre démonstration du théoréme de la division euclidienne qui justifie cette terminaison : 'ensemnble () posséde un plus grand
élément.

Venons-en maintenant au cas général. Nous allons réécrire diveuc cn prenant aussi en charge le cas a < 0 — toujours en initant

lo démonstration du théoréme de la division euclidienne — et en contrélant au passage la naturc des arguments. Je vous laisse
le s0in de commenter seuls la procédure gui suit.

> diveuc :=procfa,b’
local q, r;
if type(a,integer)=false then RETURN(‘Le premler argument doit &tre un entier relatif. ) ;fi;
if type{b,integer)=false or b<={ then RETURN(‘Le
g =03
r :=abs(a);
while T >= b do
g =q+l;
r :=r-b;
od ;
if a<0 and r=0 then g :=-qg;
elif a<{ then

second argwment doit &tTe un entier naturel men nul. )i

q :=-g-1;
r :=b-r;
i
q.r;
end ;

Decidément, tout cela parait bien pénible. Ne peut-on pas faire les choses plus simplement 7 Qui et non. Vous pratiquez sans lc
savoir la division euclidienne depuis le primaire. Quand on effectue la division de deux entiers en « posant la division » comme
on dit, on voit fecilement apparaitre le quotient et le reste de la division euclidiennc associéc. L’algorithme que nons venons
de présenter est-il donc inutile ? Bien str que non : en réalite, la méthode qu'on vous a apprise en primaire est possibic parce
que l'algorithme de la division euclidienne existc ; ces méthodes apparemment difféerentes sont identiques. On vous a présenié cn

primaire la méthode classique de division comme une recetie & appliquer sans jamais vouy la justifier. Dix ans pius tard le mal
est Téparé, vous savez enfln pourquoi ¢z marche.

Pour plus de précision, prenons !‘exemple de la division posée ci-contire. On y divise 347 par 5. Dans un
347 »75 premier temps, en apparence, on retranche 6 x 5 = 30 de 34: en fait, on rctranche 60 » 5 = 300 de 347,
- E_(_q) 69 puisque le « G » apparait comnme chiffre des dizaines dans le guotient. Dans un second temps, on retranche
4 7 1 9% 5 =45 de 47. Au total, on a retranché (60 + 9} x 5 = 69 » 5 = 345 & 347 et le restc obtenu est 2.
- 435 ‘ Ot est Valgorithme de la division euclidienne dans tout ga? Avec cet algorithme, au licu de relrancher cn
2

deux fois 345 de 347, or. aurait retrancher & une premiére fois, 5 une seconde fois, unc troisieme fois. .. jusqu’a
ce que le restc soit strictement inférienr & 5. En tout, on aurait effectué 69 soustractions.

Conclusion : les deux méthodes reposent sur un méme principe de soustraction. Leur seule difféerence, e'est que dans la méthode
&tudiée en primaire, on suppese connues de I’éléve les tables de muitiplication usuelles; c'est grace a clies que I'on trouve les
chiffres « 6 » et « 9 » du quotient dans 'exempie précédent. Quicongue connaft ses tables de multiplication préférera utiliser

la méthode des classes primaircs. Pour un ordinateur en revanche, il est plus [acile d’effectuer bétenent des soustractions que
d’alier fouiller dans sa mémoire pour trouver des tables de multiplication.

Exemple Lo reste de ia division euclidienne de 2%°°% par 7 est égal 4 2.

En effet  On peut s'attendre 4 ce gue la démonstration de ce résultat soit longue, si on applique I'algorithine
précédent comme un rustre. Cr on peut remarquer que 22 =8 =1 mod 7. Nous avons alors V'idée de chercher
la division euclidienne de 65362 par 3 : en effet, si cette division s'écrit 65362 = Jg+rour € {0, 1.2}, alors on
pourre. terire que 2893 = 2377 = (231927 = 27 mod 7 et ce sera terminé.

Or Dalgoritame donne : 65362 = 3 x 21787 + 1, et du coup 2%°%% = 2! = 2 mod 7 comme voulu.

De cet exemple, retenez bien qu'an licu d'eflectuer la division cuclidienne de 2°93%2

par 7. nous avons ellectué la
division euclidienne de 65362 par 3, ce qui est BEAUCOUP noins long.



Exemple Soient z,y,2 € Z, (z,4,2) # {0,0,0), trois entiers solutions de I'équation de Fermat z° + 4% = 2%, Alors 'un des
entiers z, ¥ ou z est divisible par 3.

En effet Raisonnons par 'absurde en supposant que ni T ni y ni z n'est divisible par 3. Alors le reste de la

division euclidiennc de z par 9 est Pun des entiers 1, 2, 4, §, 7, 8 — on peut rejeter les cas 0, 3 et 6. Etudions un

A un ces différents cas :

’_I mod® | 22 modd | x* mod?9
H 1 1

1l ressort de cc tableau que z° = 1 mod 8. On montrerait dc

2 4 8= -1 méme quc 3° = =1 mod 9 ¢t gque 2° = £1 mod 8.

- 4 6= -2 -8=1 Or par hypotheése 2% ~3% = 2° mod 9. A geuche ou a modulo 9
5= -4 16 = -2 B=--1 soit 1+ 1 =250t 1-1=0,s0it ~1+1=0,s0it —1~1=—-2;
7= —9 4 B=1 a droite on a =1. L'égalité ubtenue est impossible. C'est fini.

= — 1 -1

2 DIVISEURS ET MULTIPLES COMMUNS

Défnition (Diviseur commun, multiple commun) Soient ¢,b € Z.

e On appelle diviseuwr commun de o et b tout entier d € Z qui est 4 la fois un diviseur de e et un diviseur de b.

1 e On appelie multiple commun de o et b tout entier m € Z gui est & la fois un multiple de a et un multiple de b.

21 PGCD

Définition (PGCD) Soient a.b € Z. On appelic plus grand commun diviseur (PGCD) de e ct b tout enticr d € Z tel gue -

e d ost un diviseur commun de aet b: dla et db ;

+ d est un multiple de tout diviseur commun de a et b.: Vo € Z, (6]& et Jib) == Jid.

¥ ¥ ¥ Explication Dans la définition d'un PGCD, la deuxiéme assertion signific que d est plus grand (pour la relation
de divisibilité} que tout autre diviseur commun de a et b, et qu'en ce sens d cst le pius grand des diviseurs communs de a et b,
comme son porm l'indique.

i a et b sont des entiers naturels, un PGCD de a ct b n'est jamais que la borne inféricure de I'ensemble {a, b} pour la relation

dlordre | sur N. Si tout cect n'est pas limpide pour vous, allez refairc un tour du coté des rciations d’ordre, nous avons déja
évoqué ces résultats.

Un PGCD de deux entiers existe-t-il toujours ? i oui, est-il unique? Nous énongons ci-aprés deux théorémcs essentiels. Tous ’
deux seront prouvés simultanément au sein d'unc preuve umnique.

Théoréme . (Existence et « unicité » du PGCD) Soient a,b € Z. Il existe un et un seul PGCD positif dc a et #: ccﬁE
PGCD est noté PGCD{a,b) ou a A b et appelé le PGCD de a et b. Le seul autre PGCD de a et & est alars —PGCD(a, b}.

¥ ¥ ¥ Explication  On dirs ainsi que —3 est un PGCD de 6 et 9, maig, au choix, que 3 est (un ou)le PGCD de G et 9.

Théoréme {Théoréme de Bézout, premiére partie) Soient u,b€ Z.

Tl existe dos entiers w,v € Z tels que PGCD(a,b) = au + br. Un tel couple (u.v) est appelé un couple de coefficients de Bézout
de {a, b).

'

|

X ¥ Attention ! Les entiers u et v ne sont pas du tout uniqucs. Par exemple, PGCD(4,6) = 2 ¢t on a & la fois
4 x(=13+ 6 x 1 =2¢ 4 x 2 4 6 x{(-1)=2
Sy R el S N N~ —

a o ] v o o b

v



Démonstration

« Montrons d'abord que o 6 b possédent av plus deux PGCD qui sont P'opposé Uun de Vautre. Solent dons d
et d deux PGCD de a et & Alors d est un ddviseur coramun de a 20 b, done 4id” puisgue o est un PGOD de

@ et b de méme o o8t an diviseuy de 2 b 4. done €' puistue ¢ est up PGCD de a et b, Finalement on o
hien |d) = jd’'|; c’est le résuitat voulu.

Pour lexistence du PGCD et Io théoréme de Bézout, commencons par metire de cté le casa = b= 0. Il est
clair dans ce cas que § est un diviseur comumun de g o b, nécessairement e plus grand puisque tout enticr
dhivise G,

Nous pouvons désormals supposer a # 0 ou b 5 0. L'ensemble (o + 52) N R™ esr alors une partie noy vide
de M — il contient a ou &, 'un des deux &tant non nal — done posséde un plus petit élemene @@ < o8t un
entier naturel non oyl et sécrit d = gu + bo pour certaing 1. € Z. Nous alions montrer gue d est un PGODR

de o ot & Cela montrera en méme temps I8 théordme de Bézout puisque par définition d = au + dv avee
w e

1) Montrons gue d divise & [ fols a et b 1] suffit de le prouver pour e per symétrie des réles de a ot
b. La division suclidienne de o par ds'écrit a m dg+r ot o,r € Z et 0 € v < Alors r € {(2Z - 5Z) NN car

r= g dgm g~ {au 4+ bvig= a{l - ug) - bug. Or < d ¢t d est le plus petit élément de (a2 « BZY M R*
donc r= 0. Bref, a = dg, Lo d divise a.

2) Soit 6 € Z divisant 4 Ja fois o et b. Alors & divise d puisque d = au + bv. =

La preuve précédente a ceci ('inconfortable gu'clle ne nous explinue pas comment calculer le PGCD de deux entiers, ni

comment calculer les deux entiers u et v du theoréme de Baézout, Nous prégentons gi-aprés deux algorithmes de coldou) adaptés 4
ces gqueations : Falgorithme d’'Fuclide et Paigorithme de Bézout

Lemme (Idée fondamentale de Palgorithme d'Euclide) Scient a € &, 6 € N™ ot r le reste de la division euclidienne de
¢ par & Alors PGCD{a, ) = PGCDi{b,r).

|
|

Démopstration Notons g l'unigue entier pour leguel a = bg++. Montrer que PGCINa, b} = PGCDIb, v} revient
& montrer que ces deux entiers positifs ou nuls se divisent Vun auire.

= Pour ¢commences, PGCD{e, b) divise g et b, donc auss b et r puisque r = a—bg. Par déhuition de PGCD{b. ),
on peut donc affirmer que PGCD{a, b} divise PGTD(b, 7).

o« Do méme, PGCD&;‘ r} divise b ot r, donc sussi o et & puisque @ = by + . Par définition de PGCU{a, 5}, on
peut done affinmer aue PGCD(S, r) divise PGUTHa, b). [ ]

% %9 En pratique  (Algorithme 'Enclide)

+ Soient a. b € Z. Lelgorithme d’Buchde va nous permetire de calevier rapidement le PGCD de o ot b Tout d'abord,
PGOD{a. b) = je] si b = 0 ot PGCD{a, b = bl 8t ¢ = §. Ensvite, PGCD{a, b} = PGCI}fizs;,‘;b%}, Eufin, evidemment,
PGUD{e, b) = PGOD(h o). Nous pouvons dene supposer que 0 < & € . On définit alors les entters nasurels ro, 7,75, .

de ia fagon suivante :

1} on commense par poser rp =x 2 et 7, = by

2} cnsuite, k désignant un entier naturel, taml que reey % 0, on note rewg lo reste de la division
euclidiznne de £ PEY Teal — 0N & A0S 08 CBS Tkt < Pids-

A lissue de celte copstruction, on e kg indgalildés :  re 2 r > re 2 ra > ... 20 Comme i plexiste guue nombre fini
d’entiers naturels entre § ¢t rq, on obtient forcément ra = {3 pour un rertain ¥ € N¥, Alors vy, est lo dernier reste
non nul de la sulte 70,71, 72. . el en vertu de Pidée fondamentale de Falgorithme d'Euclide

PGCD{a,b) = POGCD{ry, riy = PGGD(r; . ra) = PGCD{r.ry) = ... = PGODIrn ., 7x) = PGCD{ry-3,0) = raog.

Bref, le POGCD de ¢ 8t b est tous simpiement le dernier reste non nul vy, de la suite des restes suecessifs 70,7y .72

+ Appliquons Palgorthme sur un exemple simple :  PGCDII542, 68 = 2. [ s"agls seulerpent d'effectuer guelgues divigions

euclidiennes: 1542 = 26x58+34, 58= 1x3d-+24, 84 = IX24-+10, 24 = 2x10+4, 10=2X4+2 et 4= 2x2+C.
Le dernior reste non nul obtenm eat 2.

Nous présentons ci-dessous Ualgorithme dEuclide sous la forme d'une procédure Mapie. Le boucle while do cette procédure
est forcérnent guittée an bout 4 un pombre Hni de passeges en vertu de fa démonstration précédente.



[> euclide :=proc(a,b} # La procédure “"euclide" de calcul du PGCD
local r,s,t: # requiert l’utilisation de trois variables locales r, s et t.
r :=max{abs(al,abs(b)) ; # On introduit la suite (r(n)) en pesant r=r(0) et s=r(l)
s :=min{abs{al,abs(b)) ; # La variable t n’est qu’une variable de stockage
t =0, # ntilisée dans la boucle while ci-dessgous.
while &>0 do # Dans la boucle, r joue le r8le de r(n) et s celui de r{m+l).
t =8, # Tant que s>0, on garde s=r{n+!) en mémoire en 1l’appelant T,
s :=op(2, [diveuc(r,s)]); # on calcule le reste s=r{n+2) de la division de r=r(n} par s=r{po+l),
T o=t # et enfin on prépare le prochair coup em pesant r=t=r(n+1).
od ; # Au crap suivant dans la boucle, on aura r=r{n+l) et s=r(n+2).
T; # On demande-i la procédure de renvoyer r, le dermier reste non pul.
L end ; # Ce n’est pas s car justement, a la fin, s=0.

Dans cette procédure, on n’a pas eu besoin de metire & part ie cas ol 'un des deux nombres @ et b est nul. En elfet, si
I'un des nombres est nul, alors dés l'initialisation des variables on a s = 0; Mapie franchit donc la boucle while sans s’y
arréter et renvoie & Putilisateur la valeur de r initiale, qui est justement dans ce cas é¢gale au PGCD cherché.

% © % En pratique (Algorithme de Bézout) La meéthode décrite ci-aprés est & connaitre impérativement. Nous la
présenterons seulement sur un exemple : cherchons par exemple le PGCD de 525 et 3080 ainsi qu'une identité de Bézout associce,
Tout commence avec les divisions euclidiennes successives de lalgorithme d'Euclide :

o T1 T2 LY T2 Ta T2 T3 T4 T3 T4 s
3080 = 5 > 525 4 455, 525 =1 x 455+ 70, 455 =6 x 70 + 35, 70 =2x% 35 4+ 0 .

Le dernier reste non nul est 35, ¢est jui le PGCD de 525 et 3080. Partons alors de I'avani-derniére division écrite sous la forme
T4 rz T3

B - ) - . . . . . . .
35 = 455 —6 x 70 . Nous allons dans cette égalité éliminer progressivement r3 puis vz et aurons ainsi exprimé ry = 35 en
fonction de rp = 3080 et 71 = 252.

‘ T4 A ] Ta
PGCD(525,3080) = 35 == 455 -6 x 70
e —~—
= 455 -6 x {525 —1 X 455) (on &limine r3)
1 - 2

—— —~—
—-6 % 525 +7 x 435

ri L] T

—~— pn— —— .
= —fix 525 +7 x (3080 ~5 x 525) (on élimine rz)
ro ™1
p— ——
= 7 x 3080 —41 x 525 . La voila, notre identité de Bézout.

Théoréme (Propriétés du PGCD) Soient a,b £ Z.
(i) Pour tout k€ Z: PGCD(ak, bk) = [k] PGCD(a,b).

_ PGCD(a,b)

(ii} Pour tout diviseur commun d #0deaetb: PGCD (%, %) 7 : ‘

Démonstration

(i) Soit k € Z. Nous pouvons supposer & % 0. Notons § = PGCD(a, b) et A = PGCD{ak. bk}.
On a d’une part §|a et &|b, donc dk|ak et 3k|bk, donc par définition de A, 6k|A.

D’auntre part, kjak et klbk, donc par définition de A, k|A, de sorte qu’il existe n € Z tel que A = nk. Ensuite

nk = Alak et nk = Albk. donc nja ev m|6 car kK # 0. Par définition de &, cela montre que n|é, puis que
A = nk|ok.

Nous obtenons ainsi la double divisibilite dkjA et AjSk, et donc [0k = |A], ou encore A = dlk|.
{ii) Soit d # 0 un diviseur commun de a et b. Notons o = Setf= % Alors via (i}

PGCD{a,b) = PGCD{ud, fd) = {d] PGCD{w, 3} = |d} PGCD (g, g—) , d'ol le résultat. u



2.2 NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

Définition (Nombres premiers entre eux) Soient a,b € Z. On dit que o et b sont premiers entre eus si lcurs seuls diviseurs
communs sont 1 et —1, i.e. si leur PGCD est égal 3 1.

|

Exemple 15 et 28 sont premiers entre eux.

% % %Y En pratique

« La remarque suivante est utile dans de trés nombreux exercices. Soient a,b € Z de PGCD d. Il existe @', b’ € Z tels que

gt _ oy . P a by _ PGCD(a,b) _ PGCD(a, &) _ ; . .
a =da et b= db'. Alors PGCD(a',t'}) = PGCD (d’ d) = ¥ ~ PGCD(a,b) 1. Bref, o’ et & sont premiers

erre eux.

¢ Quand on veut montrer que deux entiers sont premiers entre eux, il est toujours possible d’utiliser I'algorithme dc Bézout
¢tudié précedemment. Nous verrons dans le paragraphe sur les nombres premiers une autre technique parfois inutilisable
mais souvent plus pratique,

-

Théorgme (Théoréme de Bézout, deuxiéme partie} Soient 4,b € Z. Les assertions suivantes sont &quivalentes :

{i) @ et b sont premiers entre eux.

{ii} Ti existe deux entiers u,v € Z tels que au + bv = 1.

Démonstration
{i) = (ii} Conséquence immédiate du théoréme de Bézout, premicre partie.

(ii) = (i) Supposons I'existence de deux entiers u,v € Z tels que au+bv = 1. Soit alors d un diviseur commun
de a et b. Alors d|{au + bv) = 1, donc d = %1 et finalement @ ct b sont premiers entre eux comme voulu. W

Théoréme (Théoréme de Gauss) Soient a,b,c € Z. Si ajbe et si ¢ et b sont premiers entre eux, alors ajc.

Démonstration  Faisons ’hypotheése que a|be et que a et & sont premiers entre cux. Alors be = ak pour un

certain k € Z et le théoréme de Bézous affirine qu'il existe u, v € Z tels que au + by = 1. Multiplions cette identité
q

par ¢ : acu+beou = ¢, puis remplagons bepar sk - a{cu+kv) = c. Il est bien clair que alc comme voulu,

Corollaire  {Divisibilité par un produit} Soient a,b,n € Z. 5i ajn, si bin et 6t a ct b sont premiers entre oux, alors abjn. 1

MUK Artention ! 1l est inipératif de supposer ici @ et b premiers entre eux. En effet, pour e = b =n = 2, a ct b divisent
n mais ab ne divise pas n, et ce n'est pas étonnant puisque ¢ ct b ne sont pas premiers entre eux.

Démonstration  Puisque aln, il existe k € Z tel que n = ak. Comme b|n, on peut donc dire que blak. Or @ et

b sont premiers entre eux. Le théoréme de Gauss a donc pour conséquence que bik. Finalement ablak = n comme
vouliu. |

1
Corollaire (Forme irréduciible d'un nombre rationnel) Seit r € Q. Il existe un unique couple (p,q) € Z x N tel que‘

r=E ot tel que p et g soient premiers entre eux. Cette écriture r = T est appelée la forme irréductible de r. i
q q
|

Démonstration

« Commencons par Punicité du couple {(p, ¢). Soient donc {(p,¢),{p’.¢'} € Zx N*. On supposc que r = E_

o I3

et que p et g d'une part, ¢’ et ¢ d'autre part sont premiers entre eux.
On a done p¢’ = p'g. En particulier glpg’. Or p et ¢ sont premiers entre eux, donc via le théoréine de Gauss,
qiq’ . Par symétrie, ¢’lq, et donc jg| == {g'}. Mais ¢ et ¢’ som positifs ou nuls, done g = ¢'. Comme par ailleurs
q et ¢’ sont non nuis, on peut diviser I'égalité pg’ = p'q par ¢ = ¢’ et du coup p =p’ comme voulu.

-~



¢ Et lexistence & présent? Cu quion salt par definition de r, ¢'est quil existe deux enliers o ¢t B, b vk O, el
gue T = %’. On peut tonjours supposer que b st positif, Notant d le PGCD de o et b, nous pouvans alors
écrire a = dp et b = dg pour deux entiers p £ Z st ¢ & W™, Tout va bien ; nous savons que p ¢t ¢ sont
premiers eutre eux, et d'autre part r = S0 2 M

4 . . - , e .
Exemple La fraction i n'est pas irréduciible car PGUD(4,8) = 2 &£ 1. Pour s réduire, on divise an miméralenr et au

dénorminatenr par ce PGCOD. Gu obtient ainsi une freetion égaiv A la premidre mals irréductibic

=
o

2.3 PPCM

Dchnition {PPCM) Soient @, b € Z, Cn appelie plus petit commun multiple (PPCM) de a et b tout entler m € £ tel que :

e moestun multiple commun dea st alm et bin

. . A
* st un giviseur de out multiple commundecet b Yu € 2, (a{,u. et %}%p) =N AT

b

¥ ¥ ¥ Explieation  Dans la définition d’un PPCM, s seconde sssertion signifie que m est plus petit {pour Ia relation do
divisibilité) gue tout sutre muitiple commun de ¢ et b, 8t qu'en ce sens m est le plus petit des multiples communs de o et b,
comme sen nem Vindigque. Cela dit, attention : inststons sur le fait qu'an PPCM est un plus petit commun multiple au sens de

la relation de divisibilicd |, pas au sens de la relation «; sane cela, 0 sersis Manigue PPOM de o et & pour tous a, b € 2, ce qui
geraiy pes mtéressant, .

Si 2 et & sont des entiers naturels, un PPCM de a ¢t b r'est jainais que la borne supérieure de Persemble {2, b} pour la relation

d’ordre | sur M. 81 tout cecl o'est pas limpide pour vous, allez refaire un tour du coté des reletions d'ordre, nous avons déia
#vogué ces résultats.

Un PPUM de deux entiors existe-t-i} toujours? §i oui, est-il ynigue? Le théoréme suivamt tépond A ces questions.

Théoréme (Existence et « unicité » du PPCM} Solent a.b & Z. I existe un ot un sgul PPCM positif de o ot bj 0o
PROM est noté PPCM{a, b) ou o V b et appelé le FPCM de a ¢ b, Le seul avtre PPCM de ¢ et b oss slors —~PPCMig, &), !

On & Vegaiité - jabl = PGCD{a, b) PPOM({a, b).

& ¥ ¥ Explication On dira aiosi que —18 cst un PPCM de 6 v 9, mais, au choix, que 18 est {un ou) Je PPOM do 6ot 8

Démonstration
e Licupieite » gu PPCM se démentre comme Jdans le cag des PGOD,

* 5igou b est nul, comme O est le seul multipie de 0, o et b possédent ur PPCOM unique, & saveoir §.

» Supposons désormsis que o £ T el gue & -0 et posons 4 = PCCD({a, b % 0. Nous allons montrer que i?

est un PPCM de a et b, Celu prouvers d’un coup d'un seu! existence d'un PPCM de a et b el la formaic
jah] = PGID{a, b PPOM{a. by,
Comrmengong par Introduire les deux entiers ¢, b € T tels que o = da’ et & = db. Nous savone gue o’ ot ¥

. ab
sont premiers entre eux. En outre = ba = ab’

\ nb . " I, b f, , _ab
1) Montrons qus vl esl un mltiple commun de o et & Olest fagile aéatf = %A et bibo

ab - )
2} Monotrons que 5 est un diviseur de tout muitiple commun de a et b.

Soit alors e un mullipie commun de ¢ et b Tl existe done w, v € Z fels que i == au = fe. L'égalits au = by

devient augsitdt wa’ = b et done a’lwd’. Or o' et B sont premiers entre suy, donc via le théoréme do
t p

Gauss, o'z, Bref, on peut écrire » = 2’k pour un certain & & Z.

. ab ) ab .
Coneluons : m=obv=bo'k =k =5 Cela montre bien que =™ COmme prévu. n

© 22 Enpratigue  La formule « jubl = POCD{a. BIPPCM(za, b) » permet de calculer un PPCM 2 partic d'un PGCD, via
Paigorithme <'Buclide. Partant de ¢ ot b, on détermine PGCOD{a, b) & aide de Unigorithme d'Euclide ot on on dédait PPCM{6, b,



Exemple PPCM ({1542, 58) = 44718.

En eflet Nous avons déja montré que PGCD{1542,58) = 2 dans un cxemple précédent. Par constquent

PPOM (1542, 58) = %’ﬁg = 44718,

Pour le démonstration du théoréme suivant, vous vous inspirerez de la démonstration donnée dans le cas analogue des PGCD.
!
| Théoreme {Propriétés du PPCM)} Soient a,be Z.

(i} Pour tout ke Z: PPCMliak,bk) = |k|PPCM|a, &).

(it} Pour tout diviseur commun d# 0deactb: PPCM (—3— ) = _F%lfab)
: i

m.lo-

3 NOMBRES PREMIERS

Définition (Nombre premier, nombre composé) Soit p € M. On dit que p est premier si p # 1 et si les seuls diviseurs
positifs de p sont 1 et p; on dit que p est composé si p # 1 et si p n'est pas premier.

Liensemble des nombres premiers est parfois noté P.

Exemple Il n'est pas inutile de connaitre la liste des premiers nombres premiers : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37...
Vous remarquerez que 2 est le seul nombre premier pair.

Lemme Soient v € N*, p1,pa,...,pr des nombres premiers distincts et wi.wz,. . ..t des cnticrs natureis non nuls. Alors tout
diviseur premier de py'p3? ...pe" est I'un des pi, 1 € [L, 7). I
| |

Démonstration  Notons D Uensemble des entiers de la forme pfipg? ... p* - cormine dans ie lemme — dont
au moins un diviseur premier n’est pas I'un des Pi, t € L, 7]. Nous voulons montrer que D est vide,

Raisonnons pa.r I? absurde en supposant T non vide. Alors T est une partie non vide de N et posséde done un plus
petit élément pTlpd? . p,.” cxom; un certain diviseur premier p n’est aucun des p;, ¢ € [1,7].

Par hypothése p|p; (pl‘ p3*...p7"), et par ailleurs p et pi. en tant que nombres premiers distinets, sont premiers

cntre eux, donc via le theoreme de Gauss, plp? 'pS? ... p%, Or o7 'p% .. . p®" n’est pas un élément de D car

Prips? ... D27 en est par définition le plus petit. Per conséquent, puisque ;)Ip‘l“";n"2 .p?", p est I'un des pi,
i€ [1.7], ce aui est contradictoire et nous permnet d'affirmer que D = @. _ u

Le théorémec suivant est parfois appelé le théoréeme fondamental de Unrithmdtique.

Théoréme (Existence et unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers)

e Soient i € N, = > 2. Il existe un unigue entier r € N*, une unique famille (p1,p2....,pr) de nombres premiers rangés
dans l'ordre p: < pz < ... < p- et une unique famille (a1, a2, ..., @) d’enticrs naturels non nuls tels que :
= piips? .. pa.
Les entiers p1, pa,.. ., Pr 50Nt tous les nombres premiers qui divisent n. Pour tout i € [1,7], p est la plus grande puissance
de p; gui divise n et a; est appelé I'ordre de multiplicité de p; dans n.

Par convention, on considére que Ventier 1 posséde lui aussi une et une seule décomposition de ce genre. avec + = O bref, 1
est le « produit de zéro nombre prernier ». !

e Ce résuliat gagne parfois & étre énonce sous la forme suivante. Soit » € N*. i existe unc unique famille {vplper
d’entiers naturels presque fous nuls, i.e. dont tous les éléments sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux. telic que :

n = Hpv”

pEP

& ¥ ¥ Explication Dans la deuxiéme formulation du théoréme, le produit “? ¢st fini. Rien & voir avec un produit infinj
P p r uni P

pE?
puisque la famille (vp)per est presque nulle.



Démonstration  Le programme stipule que vous n'ftes pas obligés de savoir refaire cettc démonstration. Je
vous conseille néanmoins de la travailler.

» Existence : Par récurrence sur n.
1) Initialisation : 2 est premicr donc produit de nombres premiers au sens de 1’énonce ci-dessus,

2) Hérédité : Soit n € N, n > 3. Faisons 'hypothése que tout cotier supérieur ou ¢gal & 2 mais
stricternent inférieur 4 n peut est un produit de nombres premicrs. Qu’en est-ii de n? Deux cas possibles ;
50it n est premier, soit 7 est composé. St n est premier, ¢'est terminé, il est produit de nombres premiers.
Supposons-le donc composé. 11 s'écrit donc n = ab ot o et b sont deux diviseurs positifs de n autres que

1 et n. Notre hypothése de récurrence indique alors que a ct b sont des produits de nombres premiers. A
fortiori c’est aussi le cas de n par produit.

¢ Unicité : Egalement par récurrence sur n.

1) Initialisation : Iniroduisons une décomposition de 2 en produit de nombres premiers. Avec des
notations évidentes :  2=ppi?.. . pl7.  Aussitds 2 = pPipdt ... plt p 2MFNIT - TEr cur D ot le plus
petit nombre premier. De cette inégalité découle immédiatement que r = 1, p; = 2 ot o = 1. Comme
voulu, la décomposition de 2 en produit de nombres pretniers est unique.

2) Hérédité : Soit = € N, n » 3. Faisons 'hypothése que tout entier supeérieur ou égal 4 2 mais
strictement inférieur 4 n se décompose d’une unique fagon en un produit de nombres premiers. Qu'en
est-il de n ? Soient = pPipl? .. p8 = q‘f‘qf? ... g2 deux décompositions de n en nombres premiers —
rotations évidentes. Alors via le lemme établi juste avant, q; == p; pour un certain i & I1,7] et p1 = gy
pour un certain j € [11,151",. Ducoupp: =uy; 2 0 =pi 2 p1, et done p1 = q.

. _ _ n . \ -
Dans ces conditions, — = p™! " ipT2 | G o= gM-1g8 2B Or I possede une uni ue décomposition
: b Do 2 31 2 95 ) p q

en produit de nombres premiers par hypothése de récurrence. On en déduit que r = s et que p; = g et
@ = 5 pour tout i € {1,7]. Ainsi ros deux décompositions sont égales, c'est Punicité cherchée. u

Théoréme (Infinité de Pensemble des nombres premiers) L'ensemble P des nombres premiers est infini.

Démonstration Raisonnons par "absurde en supposant P fini. Notons dans ce cas o1, P2, ..., Pr lo liste compléte
des nombres premiers et posons N = pipa...pe -+ 1. Alors N € N, ¥ 2 2, et donc NV peut &tre décomposé en
produit de facteurs premiers en vertu du théoréme fondamental de Parithmétique. Soit py un tel diviseur premier

de N, ouk € [L,7]. Alors N =0 mod p,. Ot par définition de N, N =1 mod pi, donc fnalement 1 =0 mod D
— contradiction. n

Théoréme (PGCD, PPCM et nombres premiers) Soient a.b © N*. Nous savons qu'il existe deux families uniques
(v3er ot (iplmer toles quo a.= || p* e b= [[ =

pcPF peP
lors : PGCD(a,b) = [T pM"¥r*n) & PPCM(a,b) = J[ pm=tsrse),

per pe?

9% En pratique Quand on connait la décomposition en facteurs premiers de a et b, on peut donc déterminer

PGCD{g, b) et PPCM(a,b) sans utiliser l'algorithme de Bézou:. La limite de cetic méthode, clest gu'il peut &tre TRES LONG

de déterriner la décomposition d'un entier en produit de nombres premiers. Pour les grands nombres, Paigorithme de Bézout
est infiniment plus utilisable.

Démounstration  Contentons-nous de traiter le cas des PGCD. Posons d = H prieleren) o,

pEP

_ E E T _‘i E\ _ nin{ig,vp) ,E ‘
PGCD(a,b) = PGCD (dx Zdx d) = |d PGCD(d.d) _pI;[Pp x PGCD | §. )

e

's b . b ]
Il ne nous reste plus qu’a montrer que PGCD (g, E) = 1, l.e. qug a et 7 SONt premiers entre eux.
d
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Exemple

. o - a b . .
Soit & un diviscur comimun positif de — et 3 Nous devons montrer que 6 = 1. Raisonnens par Pabsurde et
d

supposons § % 1. Nous pouvons alors nous doniner un diviseur premier g de 4.
et . a C lip— ' : N . :
Dans ccs conditions, puisque g|é et 5{ 5= n ptPTmislen¥al aigrs g est au moins A la puissance 1 dans cc produit,
pEP
i.e. g — min(gq, vg) = 1. On montre de la méme fagon que v, — minfug, ¥q) = 1. On a donc py Z min(ug, vy) + 1

‘el vy = min{ug, vy) + 1, donc min(ug, g} 2 min{ug. i) + 1 — contradiction,

. . a T . . L.
Conclusion : & = 1. Les entiers y ot 5 sont ainsi bien premiers entre eux, ce qui achéve cetie preuve. B

Le PGCD de 600 et 740 est 20 = 2% x 5 car 600 = 2° x 3 x 5% et 74D = 2% x 5 x 37.
Voyez comme c’est facile! Il est interdit de ne pas savoir faire ccla.
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CHAPITRE 6 L’ANNEAU DES POLYNOMES

Vous aver tudié depuis la seconde jusqu’c la terminale les fonctions de variable réeelle
de la forme x — anx™ + ...+ a:7 + ag et appris & résoudre les équations du premier el
du second degré. Il est commode pour approfondir cette étude de considérer les expressions
formelles du type a,z™ + ... - oz + ap et de travailler directement sur elles. Clest ce
point de vue gu'on adopie ici : - un poiynéme esé déﬁm comme la Suizt& de ses coefficients ;

l'anneau des polynémes et dans UVanneauv Z. B:fm entendu la notation P = (ag..... @y},
méme st elle présente Uavantage d'insister sur le role des coefficiends, est impmtz‘mble et

on utilisere la notation usuelle P = ag +~ ... + a, X", celle de tout le monde, méme des
mathématiciens.

6.1 POLYNOMES

K désignera ici un sous-corps de C gue Uon pourra prendre égal o R ou © pour simplifier.

Définition:  Un polyndme & coeflicient dans K est une suite d’éléments de K, disons
P ={gqg.q1,....05,...) telle qu'il existe ng avec ¥n > ng, an, = 0. Les g, s’appelient les
coefficients du polvndme P,

Un polyndéme du tvpe {0:.0,0,...) sappelle un polyndme constant. Le polyndme
(0.0,...) s'appelle le polynéme nul
Le degré d'un polynéme non nul P = (ag.ay... .. @y.. ..} est Uentier

deg{P) 1= max n:h[anw[}}
Ty dPPin o Q=4 & P> Ldynavee Lt uﬂLtﬁ‘Wt
Il nous faut bien siir définir 'addition et la multiplication :

Définition:  Soit P = {gg,a1,. .. ,8n,-..) €t Q@ = {bg.b1,...,bs,...) deux polyndmes,
alors leur sommie et leur produit sont définis par : P+@Q = {qg +bg,(},§ by.oooypbbn, ...}

et PO = (cg,01,...,Cn....) BVEC Cp 1== meo by ;. 50 A ek %?1 Q}lam NG, -

THEOREME: L’ensemble des polyadémes, munj de Paddition et de la multiplication
est un anneau commutatif ; 'élément neutre pour 'addition est le polynéme nul, I'élément
neutre pour la multiplication est le polynéme constant 1 := (1,0,0....).

On a les relations (lorsque ni P, ni Q ni P -+ ( ne sont nuls) :

deg(P + Q) < max{deg(P), deg(Q)} et deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

Démonstration: Il est immédiat de vérifier que 1'addition déinit une loi de groupe. Le
polyndme constant dont le premier coefficient est 1 est bien 'élément neutre car s by = 1
et b; = O pour i > 1 on a bien 3 | aibn-; = an. Vérifier I'associativité est un exercice
sur la notation “Sigma” que I'on laisse au lecteur.

Démontrons maintenant les forrmules sur les degrés : si deg(F) = d {resp. deg(Q) = ¢)
et py (resp. g.) est le dernier coefficient non nul de P (resp. de @} on voit facilement que
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p; + ¢; = 0 deés que ¢ > max(d,e) d’ou la premieére inégalité. Remarquons que si d > e
le dernier coefficient non nul de P + () est pg et donc dans ce cas on a deg{P + Q) =
max{deg(P),deg(Q)} (idem si d < €) alors que si d = ¢ tous les coefficients de P 4+ Q
d’indice strictement supérieur a d sont nuls et le coefficient d’indice d vaut pg + g. et donc
peut fort bien étre nul. Sin > d 4+ e alors 21_&0 PiGn-; = 0 car chacun des termes est nul

(ou bien ¢ > d ou bien n—1 > e) ; par ailleurs le (d + ¢)-2me coefficient de PQ est paq. # 0.
De ces deux remarques on tire que deg(PQ) =d+e. O

Voyons maintenant comment justifier et revenir & une notation plus usuelle : intro-
duisons le polynéme X = (0,1,0,0...) ; on voit facilement que X* = X.X = (0.0:1.0,...)
et plus généralement que X™ = (0.0,....0.1.0....) (ou le 1 est le coefficient d'indice n).
On en déduit une écriture plus commode (qui est celle que l'on utilisera dans toute la
suitel) :

(ag. @15 O ) =aol + a1 X + X2+, .. +a, X"
Ceci justifie la
Notation : 'ensemble des polynémes a coefficients dans K se note K[X]. On dit que X
est une indéterminée.

Remarque : nous distinguons donc le polyndme ag + a1 X + as X2+ ...+ a, X" de la
fonction £ — ag 4+ a12 + asz? + ... + apz"

La propriété fondamentale de I'anneau des polyndmes est, tout ccmme pour Z, I'exis-
tence d une division euclidienne :

THEOREME: Soit A € K X] et B € K[X]\ {0}, il existe Q, R € K[X], uniques tels

que :

A=BQ+ R et R=0o0udeg(R) < deg(B)

Démonstration:  (unicité) Supposons A = BQ + R = BQ' + R ; alors B(Q — Q') =
R’ — R. 5i R’ était distinct de R alors deg(B) < deg(B(Q — Q') = deg(R' — R) < deg(B)
amenerait une contradiction donc R = R’ et par conséquent Q = ('.

(existence) La preuve se fait par récurrence sur n := deg(A). Observons que si
deg(A) < deg(B) alors A = 0.B + A fournit une division euclidienne. Supposons donc
démontrée l'existence de la division euclidienne pour les polyndmes de degré < n ~ 1 et
établissons son existence pour A de degré n. On peut supposer n > deg(B) = 7 sinon on
est dans un cas déja traite ; écrivons A = a, X" + ... et B = b,, X™ + ... et considérons
Ay = A~ —'-"~X nTMEB sl A1 = 0 la démonstration est terminée et sinon. on voit aisément
que deg(A; ) < n — 1 car le coefficient de degré n s’annule (c’est fait pour!) donc d'apres
I'hypothese de récurrence on sait que 4; = BQ; + R; avec deg(R;) < deg(B) d’ol: 'on

tire A= B (Ql + ,%:X ”‘m) + Ry ce qui acheve la démonstration de ’existence. O

Exemple : La démonstration fournit d’ailleurs un algorithme pour calculer Q et R :
illustrons cela avec A = 2X°+3X?+ X2 — X +5et B= X2+ X —1: on peut présenter
les calculs comme ceux de la division euclidienne usuelle (dans Z) :
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29X +3X% + X - X =5 X2 X~ 1

- 2X% 4L ox4 . 2X? 2X5 —2X? 47X ~ 8
I X4 B 4 X2 X 5
= ~2X4 - 2X3 4 2X°

X3P XX +5
o TX3 47X - 7X

—RX? L86X + 5
= -8X? - 8X + 8
14X - 3

ainsi 2X° +3X3+ X? -~ X + 8= (X + X — 1H{2X® - 2X? - 7X — &) + (14X - 3).

L'existence de la division euclidienne permet de développer les propriétés de divis
ibilité : PGCD.PPCM. théoréme de Bézout, algorithme d’Euclide, théoreme de Gauss,
décomposition en produit de facteurs, de maniere entiérement analogue & Z. Nous donnons
donc seulement les énoncés et renvovons an chapitre précédent pour les démonstrations en
signalant seulement les endroits ou le vocabulaire introduit des différences. Les polyndmes
inversibles sont les constantes non nulles : en effet il est clair que ces polyndmes sont
inversibles et réciproquement si PQ = 1 on a deg(F) + deg{(l} = 0 et on conclut que P
est constant. L'analogue des nombres premiers est donné par les polynimes irréductibles,
i.e. par les polyndmes P, non constants. qui ne peuvent s'écrire P = QR avec ), R deux
polyndmes non constants. Les polynbmes inversibies sont les congstantss non nuiles.

Definition:  Le plus grand diviseur commun ou PGCD de deux polyndimes A et B €
K[X] est un polyndbme D qui divise A et B et tel que tont polvnéme divisant 4 et B divise
nécessairement D). Le plus petit commun multiple est un polyndme M muliiple de A et B
et tel que tout polvidme multiple de 4 et B soiv divisible par M.

THEOREME: Soient 4, B deux polyndmes, I'un dentre eux non nul {an moins), le
PGCD de A et B existe et, si I'on impose qu’il soit unitaire, il est unique. De méme le
PPCM existe ef V'on a PPCM(A4, B, PGCD{A4, B} = AB.
Lialgorithme {d’Euclide} suivant fournit un caleu! du PGCD :
A= BQ, + H, (division de A par B}
B = RQs - Ry (division de B par R;)
By = RQQ3 + Ky {division de H; par R»)
Rn—i = RnQnuH + Rra‘-é»l (diViSi{)ﬂ de Rﬁ_l par R,—,f]
Jusgu'a ce que Ry = 0 ef alors PGCD{A, B} = R,

Démonstration: La demonstration est identique au cas arithmétique : on doit seule-

ment observer que deg{R;.1) < deg(R;) pour s'assurer que Valgorithme converge. O
Exemple de calenl : premons 4 = X%+ X3P+ X4+ X* 4 X +let B= X"+ X%+

X* 4+ X% X +1 alors

Am‘“ﬁBQg-&Rl (-’:LVEE{ZQ;LE‘XPGI R;*—"ZLWXB}

B=RiQy+FHy; favecQy=—-X2—-X —1et Ro=2X%+2X+2)

Ry = Ro}s + Ra (ave(‘. {Jq == % et Hy = 0)
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donc Rp = 2(X2+X +1) est le PGCD. Si 'on impose qu'ils soient unitaires PGCD(A, B) =
X2+ X +1etPPCM(A,B)=(X*+1)B=X"+ X5+ X7+ X%+ 2X%+2X*+ X%+
X3+ X2+ X +1.

THEOREME:  (Bézout) Soit A.B € K|X] alors il existe U,V € K[X] tels que
AU + BV = PGCD{A, B). De plus l'algorithme d’Euclide fournit également un calcul
de U et V.

Remarque : Les polynémes U et V ne sont pas uniques (en effet U' = U + OB et
V' = V -~ QA font aussi I’affaire) mais on peut imposer (si A et B non constants) que
deg(U) < deg(B) — 1 et deg(V) < deg(A) - 1. '

Démonstration: On “copie” la démonstration faite pour Z :

Considérons l'ensemble [ := {AP + B@ | P.Q € K[X]} : c'est un idéal de K[X] : la
somme de deux éléments de I est dans I et le produit par un polyndme guelconque d'un
élément de est encore dans I : 'existence de la division euclidienne entraine, cornme dans
Z, que tout idéal est engendré par un élément, c'est-a-dire que ] = DK [X] = {DP | P €
K[X]}. Par définition de I il existe U,V € K [X] tels que D = AU + BV. Voyons que
D =PGCD(A, B) : tout d’abord A € I donc A est un multiple de D, idem pour B donc

D divise A et B ; si maintenant C divise A et B alors C divise D = AU + BV donc D est
bien le PGCD. T

Exemple : reprenons le cas précédent A == X6+ X5+ X* + X2+ X 4+ 1et B =
X5+ X*+ X3+ X%+ X 41 alors en remontant les étapes de I'algorithme d’Eclide on
obtient : Ry = B — R1Q; = B— (A — BQ@1)Q; dou PGCD(A.B) = X? + X +1 =
(—3Q2) A+ 3(1+ Q2)B.

Définition: Un polynéme P € K[X] est dit rréductible s'il n'est pas constant et si les
scules factorisations P = QR (avec Q. R € K [X]) s'obtiennent avec /”-ou () constant. (-}

Remarques : i) La notion de polynéme irréductible correspond & celle de nombre
premier dans Z.

ii) Les polyndmes de degré 1 sont irréductibles car X — a = @QH entraine ¢ ou
R constant pour des raisons de degré. Néanmoins il v a beaucoup d’autres polyndmes
irréductibles en général ; par exemple X? + 1 est irréductible dans R[X], X3 — X +1 est
irréductible dans Q[X]

iii) 1l est indispensable de préciser le corps K car par exemple X% + 1 n'est pas
irréductible dans C[X] et X3 — X + 1 n’est pas irréductible dans R[X] (ils ont chacun au
moins une racine}.

THEOREME:
(i} (Euclide) Soit P irréductible dans K {X] et divisant QR alors P divise Q ou R.
(ii) (Gauss) Si PGCD(P, Q) = 1 et P divise QR alors P divise R.

Démonstration: La démonstration est entiérement analogue a celle faite dans Z. O

THEOREME: Soit P € K [X] un polynéme non constant, alors il existe a € K™ et des
polynomes unitaires distincts Py, ..., P et des entiers my....,m, tous > 1 tels que:

P=gP™ . P



De plus les F,, les m,; et a sont uniques,

Démonstration:  La démonstration est entiérement analogue a celle faite dans Z. 11
faut seulement observer que les polynémes inversibles [i.e. les P tels qu’il existe ¢ avec
P = 1) sont les polvndmes constants non s, I

Exemple : reprenons les polvnomes A et B dont nous avons calculé le PGCD. Dans
QX|onad={X*+X+1){(X*+1)et B= (X*+X~1)(X?~ X +1){X +1) alors que sur
RiXjonad={X?+X+1){X*+/2X+1)(X? -2+ et B= (X~ X+ 1) X =X+
VX +lletsur ClXJoma A= (X =iHX =3 et B= (X~ XN~ X~+5){X—71X+1)
{ou Pon note j .= ,,...'3 + z»-’*{-%‘)

Remarque : on peut montrer que KX posséde une infinité de polyndmes irréductibles
univaires en “coplant” la démonstration faite pour les nombres preriers.

6.2 RACINES D'UN POLYNOME

On éiudie dans ce paragraphe les premiéres propriétés de la fonction essomée 4 un
polynéme : si Pr=ap+a X + ...+ a, X" € K[X] alors on peut lui associer la fonciion
de K dans K définie par z — ag — e300 + ... + anz™. En particulier on s'intéresse aux
valeurs de cetie fonction ; en fait il nous suffira de regerder gquond la foniction s'annule, ce
gui nous amene a lu notion de racine d’un polyndme.

PROPOSITION:  Soit P € K|X] et soit o € K alors Pla) = 0 si et seulement si
(X — a) divise P.

Démonstration: Si P = (X — )@ alors visiblement Fia) = 0. Supposons inversement
que P{a) = 0 et effectuons la division de P par X —a. Ona P = (X - o) + R avec
R =0 oudeg(R) < dez(X —a} =1 : donc R est constant et en calculant P{«) on trouve
gue R = Ploj donc R=0et X — ¢ divise P. O

Définition:  On dit gue « est une racine de P 8 Pla) =0 ousi (X — ) divise F. On
dit que & est une racine dordre r de P si {X « o) divise P mais (X — )" *! ne divise
pas F.

THEOREME: Un polvaéme de degré n posséde au plus n racines (comptée avec
multiplicités;.

Démonstration: Supposons que ... . .0, solent des éléments distincts et racines
d'ordre m;y..... 7, de P alors les polyndmes (X — ;)™ sont premiers entre eux (denx

& deux) et divisent P done leur produit divise P. Or le produit ]}, (X — o)™ a pour
degré 3_, m; donc 35 m. € deg(P)=n. [

£ owfm ]

Par analogie avec le calcul différentiel. on peut définir la dérivée d'un polvnome et i}
est raisonnable de penser que 'annulation des dérivées correspond a une racine muliiple.
Pour démontrer cela on établit la “formule de Taylor pour les polynomes™ gui servira de
prototype pour la formule de Tavlor générale {chapitre 14},

Définition: Solt P = anX™ + an. 1 X" .. 4+ @ X + ay un polvnome. le polyndme
dérivé est P' = na, X" 1+ (n - Da,, X2,

. =a;. On note P71 la dérivée n-éme
définit par P = (PUY,

)



Cette opération de dérivation est donc définie sans passage a la limnite mais jouit des
meémes propriétés que la dérivation des fonctions :

PROPOSITION: (P+Q)Y =P + (@
(PQ) = P'Q + PQ’

Plus généralement on a la formule Leibniz

(PQ‘)(") — Z C;P(:)Q(ﬂ—i'ﬁ

1=0

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) P posséde un racine d’'ordre ™ en X = a
(ii} Pla)=P'(a)=...= P M a)=0 et P {a)#0

Démonstration: La démonstration de la premiére formule est laissée en exercice. Pour
la deuxieéme formule on se rameéne facilement au cas ol P = X™ et Q = X" ; alors
PQ +QP = X"mX™ 1)+ X" (X" 1) = (m+n)X™"" ! = (PQY. Un calcul par
récurrence, a partir de la formule précédente donne la formule de Leibmiz {ce calcul est fait
au chapitre 14 pour la dérivation usuelle).

Si P posséde une racine d'ordre r en « alors P = (X — @)"Q avec X — « ne divisant
pas @ donc Q{a) # 0. En appliquant la formule de Leibniz on voit que

Pla)=Pl(a)=...= P U(a)=0

et P (a) = r!Q{a) # 0. Pour établir la réciproque on va se servir de la formule suivante

PROPOSITION: (Formule de Tavlor pour les polynémes) Soit P un polvnéme de
degré n et o € K alors ‘

POy gy o B0

2! n!

P=Pa)+PY()(X —a)+

(X —a)”

Démonstration: (de la formule de Taylor) Tout polynéme P de degré n peut s’écrire
P =37 sai(X —a) (en effet il suffit de le vérifier pour P = X¥ et X* = (X —a+a)* =
yoF 720 Cia* 7 (X —a)"). La dérivation étant additive il suffit de vérifier la formule de Taylor
pour le polynome P = (X — a)*. Mais dans ce cas P(a) = P'(a) = ... = P*~U(a) =0
et P*)(a) = k! donc la formule est vraie.

Terminons maintenant la preuve de la proposition :

Si P(a) = P(a)=... = P""V(a) = 0 et P (a) # 0 alors
=, Pt . ‘ pn) n (i) 7
PR T -y - (2 3 el )
i=0 i=r-1

et on'a bien P = (X — a)"Q avec Q(a) = E%(—ul #0. O
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Remarque : Jusqu’a présent nous aurions pu supposer le corps K commutatif quel-
conque, par exemple K = Z/pZ mais la formule de Taylor n'est pas valable (telle quelle}
sur Z/pZ et de “driles de choses” peuvent arriver en dérivant les polyndmes : considérons
le polvnéme P = X% 4+ XP 1 alors P n'est pas constant et pourtant P’ = 0 ; par ailleurs,
d'apres le “petit” théoréme de Fermat. le polynome F = X¥ — X a pour racine tous les
éléments du corps Z/pZ.

Explicitons maintenant la factorisation des pelynomes a coefficients dans R et C

THEOREME: (Factorisation dans R[X} et C[X])

(i) Les polynémes irréductibles dans C[X| sont les polynémes du premier degré ; tout
polynéme de degré n se factorise sous la forme :

P=a, X"+ . . +ap=an(X —a )™ . (X =~ a7

avec les o distincis et mq + ...+ Ty = 1.

{ii} Les polvndémes frréductibles dans R1X sont les polyndémes du premier degré et les
polynémes du second degré de la forme P = aX* + X + ¢ avec b — dac < 0 ;

Remarque : on voit ainsi que, sur R. wout polyndme de degré n se factorise sous la
forme :

P=qg, X"~ +ay =a, (X —o)™ (X -marj’““(XQJ—b;X +ey )L (X* b X A

avec les oy réels distincts, les couples (B;. ¢;) distincts vérifiant b7 — 4c; < 0 et my + ...+
me -+ 2{ny + ..+ n,) =

Démonstration: i) Il faur démontrer gue les seuls polyndmes unitaires irréductibles
sur € sont les X —a mais ceci est clair car tout polvndme non constant posséde un facteur
de ce tvpe d'apres le théoreme de d'Alembert-Gauss.

(1) 11 faut démontrer gue les seuls polvnomes unitaires irréductibles sur R sont les
X — et les X? + bX - ¢ (avec b* — 4¢ < 0). Pour cela soit P un polyndme unitaire
irreductible : il posséde une racine complexe a. Si o € R alors X — & divise P et d(mc
P =X - a. Sinon. observons que, comme F* est a coefficient rée] :

P(@) = P@) = Pla) =0

d’autre part (X —a}(X - &) = X2~ 2Re{a) X + lol? est & coefficient réel ev divise P donc
P=X?~2Re(a) X - |al?. O

Terminons ce paragraphe en étudiant, sur R, le graphe des fonctions polynimes de
degré < 3 :
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Si P =aX + b on obtient une droite :

Si P = aX?+ bX + ¢ on obtient une parabole qui a pour axe de symétrie la droite

: — _ b
verticale z = =

Si P = aX%+ bX? + cX + d on obtient une cubique qui a toujours un point de
symétrie : pour étudier le signe de la dérivée P = 3az? = 2bX + ¢, on a besoin du signe de
A= b — 3ac

6.3 FRACTIONS RATIONNELLES

Une fraction rationnelle F @ une indélerminée est une expression du type F = g avec

- P et Q polyndmes (Q est supposé non nul et bien sir % = g} L ensemble des fractions
rationnelles forme un corps quon peut construire formellement ¢ partir de Uanncau des

polynémes de la méme fagon que Q est construit @ partir de Z.

Définition: Un élément simple de C(X) est une fraction rationnelle de la forme :

avec a. b e Cern e N~
Un élément simple de R(X') est une fraction rationnelle de la forme :
b cX +d

F= —nuo . F=
X —am ™ (X2 ¥ aX +b)"

avec a.b.c,d € R et n € N* et (dans le deuxiéme cas a* — 4b < 0).
L'intérét de cette notion est illustré par le théoréme suivant :

THEOREME: Soit K = R ou C, une fraction rationnelle de K(X) peut s'écrire
de maniére unique comme somie d’un polynéme et d’éléments simples, cette écriture
s’appelle la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle.

&



. o Y , SLx%Ly o
Exemples : La décomposition en éléments simples de F = X=X =X=l oot F oo

1 i KX
i ,
It~ mwon ™t %

Remarque : Punicité de cette décomposition est tres utile pour la caleuler comrme on
le verra sur les exemples. Nous allons faire la démonstration sur C et laissons le lecteur
adapter argument au corps des réels ; en fait si F est une fraction & coefficient réels, on
peut la décomposer en éléments simpies sur R et sur C.

Démonstration:  (Unicité) Il suffit de voir que si

F= PWZZLX%J} =

1=l gl

alors les coefficients b;; et le polynéme P sont nuls. Pour cela multiplions F par (X —a)™ ;
on obtient une égalité de la forme 0 = (X —a )™ F = bym, + (X — ;)G avee G une fraction
rationnelle sans pdle en ¢;. En calculant les valeurs en a;, on obtient donc bim, = (. BEn
répétant l'opération pour chaque coefficient on obtient b,; = 0 et done F = 0.

{existence) Commencons par observer gque i P et ) sont des polynémes premiers entre
eux alors, d’apreés le théoreme de Bézout. il existe deux polynomes 4, B tels que AP+BQ =
1 : cion{: toute fraction rationnelle de la forme F = ?ﬁﬁ peut s'écrire F = RAPLEY)

PO =

Q + . Par ailleurs tout polyndme s’écrit & un coefficient prés D == []_, (X —a;)™ done
o P

toute fra,ctaon rationnelle F = 5 va se décompaoser en Ei_l [Cernta maiz s1 on utilise

maintenant la “formule de Tavlor” pour F; au point a, on obtient P, = Zdeg‘p (X —asY

d'ol en reportant une expression de F comme somme d’éléments simples et de polvndmes.
o

L'utilisation la plus fréquente de la décomposition en éléments simples est le caleul
de primitives {voir chapitre 17} mals elle peut étre uz‘;iiisée aussi powr calculer la dérivee
n-éme ; par exemple st F = W =1+ xl* - wm-— = -+ + alors. comme on sait que
[ 7% = Loglt — o] + C’ on en tire

2

; 4
/F{t}dimt—%ﬁlogu

| +

+1

En observant que ( Ly ) = (—1)’“—{;%;%;;; on en tire :

(t— ™1 (g Ll T pme

Pratigue de la décomposition en éléments simples : On peut appliquer la méthode sui-
vante : on factorise le dénominateur, puis on écrit formellement le tvpe de la décomposition

en eléments simples avec des coefficients inconnus, on calcule ensuite ces coefficients & I'aide
des lemnes qui suivent.

S



La partie polvndmiale de la décomposition simpile s’appelle la partie entiére de la
fraction rationnelle : elle se calcule ainsi :

LEMME: Soit F' = P/Q une fraction rationnelle et soit E le quotient de la division de

P par Q,ie. P = FEQ+ R avec deg(R) < deg Q alors E est la partie entiére de la fraction
F.

Démonstration: En effet. en réduisant au méme dénominateur la somme des éléments
simples, on obtient une égalité de la forme F = E+ R/Q avec P. R polynémes et deg{R) <
deg(Q) — 1. Apres multiplication par Q) cette égalité devient P = FQ + R qui indique que
E est le quotient de P par Q et R le reste puisque deg(R) < deg(¢}!. O

11 est également aisé de trouver le coefficient correspondant a un péle d'ordre maximal :

LEMME: Soit @ = ( - ai™@, avec Qlla‘ 0 et F = P/Q dont la décomposition
s'écrit : F = rgas + ... alors uy, = Pla le(a) = m!P(a)/Q™ (a).

Démonstration: Ona(X-—a)"F = P/Q) = um+ (X —a)G avec G fraction rationnelle
sans pole en a ; en calculant les valeurs pour X = a, on en déduit u,, = P(a)/Q1(a). Par

ailleur la formule de Leibniz nous donne Q™ (a) = m!Q1(a) d'ot la deuxizme expression.
[

Ces deux lemmes sont déja suffisants pour calculer la décomposition d'une fraction
rationnelle sans pole double.

Exemple : soit F = yx;-‘—:—l on effectue la division X*™ = (X" + 1)(X" -1} + 1 ;
on sait que les racines de X™ — 1 sont les racines n-émes de l'unité et on peut factoriser
Xn—-1= Hh;é( ~ ay) avec oy, = exp(¥TH) d'oll une expression a priori :

n—1 '
Up
F=E+5

D’apreés le premier lernme on a E = X" + 1 et si on applique le deuxieéme lemme avec
3 . R 2n
P=X% et Q=X"—1 on obtient u; = ;g—;"f‘;?_—] = ap/n et donc

X2-n,
Py =X"+1+ Z

Pour traiter les calculs avec des pdles multiples le plus économique est d’utiliser le
lemme suivant :

- ah)

LEMME: (division aux puissances croissanies) Soit o € K. P.Q € K|X avec Q{a) # 0
alors pour tout k € N il existe a; € K et R € K[X] tels que :

P=(ag+a(X —a)+.. . —ar 1 (X —a)* HQ+ (X - a)*R

En particulier si F := P/(X —a)*Q alors la partie de la décomposition en éléments simples

de F' correspondant au pdle a s'éerit :

%, %k
(X —a)F (X - a)
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