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POUR BIEN DEMARRER L'.A..NNEE 

Ce cha.pitre a un sta.tut un peu pa.rticulier pa.r rapport 8 tous ceux c1ui vent suivre : nous allons y etudier les bases de la 
luA"1quC llll\thCmatique et y dCfinir que!ques nm.ions 6\61m.:maires que nous utilisercns toute l'annef:. Ne paniquez pas si vom 
n 'aimez pas ce chapitre 1 les cha.pitres suivants ressembleront da.vantage aux chapitres que !'on vous a enseignes au lycee. 

1 UN PEU DE LOGIQUE 

Convenons d'appeler proposition toute phrase p a.u sujet de laquelle on peut poser la question: p est-eBe vraie 7 La plupar: 
des phrases gramma.ticalement correctes sent des propositions, me.is par exemple, « Dis-le-moi ! *, ~ Bonjour » ou <' Comment 
vas--tu? )) n1cn sont pas; la question « Est-il vrai que bonjour? )) n \a aucun sens. 

La uaJeu,. de ut!rite d'une proposition est soit le vra.i (V), soit le faux (F). Deux propositions qui ant la meme va.leur de veritt'> 
sont <lites t!quiualentes; cela veut dire qu'elles sent soit toutes \es deux Vra.ies, soit toutes les deux fa.usses. Cette notion est, tres 
importa.nte : qua.nd vous devez demontrer une proposition p. vous n '~tes pas oblige de demontrer p elle-meme: il suffit qu'::' vous 
demontriez n 1importe quelle proposition q equivalente a p. 

Exemple « Socrate n'est pa.s immortel » et. ~ Socrate est mortel ), sent deux propositions equivalegtes; demontrtr :·unt 
revient cionc a. demontrer l'a.utre. 

1.1 CONNECTEURS LOGIQUES 

On appelle CDnnecteur logiq~e toUL moyen de construire une proposition unique A. pe.rtir d 'une ou plusieurs propositiom. Pa: 
exemple, «et»: « ou )) 1 « si., alors ~ et <i: parce que » sent des connecteurs; A. partir des propositions « J'ai faim >) e:. ~ Ya: soH )). 
on µeut constru:re une nouvelle proposition « J'ai fa.im et (fa.i) soif ». 

Ur. connecteur loglque est. dit vt!rifonctionnel si le. va.leur de veritE! d:une proposit.ion construite a !'a.id€' dt! ct:: connecteur 
depend seulement de la valeur de verite des propositions utihsees da.ns la construction. Ainsi la proposition +: p et q ,_. es: vraie 
si et. seuiement. si les deux propositions pet q sont vraies, Peu importe le contenu exact de pet q: seule Jeur ve,ite compr,£ 

En ma.theme.tiques, taus les connecteurs logiquefl sont verifonctionnels. Vinteret des connecteurs 
vE!rifonctioJV1els reside da.ns la facilite ave,; laquelle on peut les definir. Par exemple. pour dCfinir le 
connect.cur «et», il suffit de decrire, en fonction de la vaJeur de verlte de pet q, la valeur de verite de la 
proposition «pet q 11 : par definition, «pet q » est vra.ie si p et q le sent, et fausse dans taus \es a.utres 
cas. Par souci de. darte. on pre.5ente ge:ilera.lement cctte definition sous form~ d'un tableau appelf' une 
ta.~Lt de verite : 

p i (, 
\ I \. 

V L 

F 
I C 

\' 

r 

Pour votre propre culture, vous remarquerez que certains co:mecteurs logiques ne sont pas verifonctionrieb. Ges:. ie cas ciL 
connectenr « pRrce que ». Imaginons en effet un contexte dans lequel il est vrai que « Ses lunettes sont ei:1.sfife.<: pa.,..ee qu·il ies •~ 
falt,es tomber ». Aiors les deux propositions <i: Ses lunettes sont cassees y, et « 11 les e. faites tomber }) sont vra1es. RemDiac:;:om, L 

present« II les 2 faites tomber »par« La gla.ce est un solide >l, elle aussi vraie. Si le connecteur « parce que >,,. etait veritonc~ionri':'.''.. 
noire nouvelle proposition « Ses lunettes sont cassees pa.rce que la glace est un solide li- devra.it encore @trt- vraie. ct qui n es·. 
pas le cas. Cette absurdite prouve que « parce que » n 'est pas YerifonctionneL 

1.1.l NEGATION non 

La proposition « non p )) est vra.ie si p est fausse, fe.usse si p est vraie 
pinonp1 
VI F 
FI V 

Lor DE LA DOUBLE NEGATION : p e1 « non (nori p) >1 son: deux proposition$ 
equivalentes. On s1en rend compte en observant la table suivante 

non f! nor. 1nor. p 
F ,. 

F y F 
·,, 

~Colonne:· id'::'ntiqu~ 



1.1.2 CONJONCTION et, DISJONCTION OU 

Le, proposition .: p et q , est vr!Ue. si p et q sont vraies, ia.usse d e.ns .tous les autres ca.s. 
Quant A, la proposition • p ou q ». etle est vrale sip est vra.le ou si q est,'vraie {tventueilement 
Jes deux}, {ausse de.ns le eeul ca.soft pet q sont f11uaes toutes les deux.. 

1' I q 
VIV 
VIF 
F!V 
FI F 

pet q p OU Q 

V i V 
F V 
F V 
F F 

)( X X Attention ! Da.ns le iBngage usuel
1 

i1 arrive que ie • ou » oppose les termes qu 'il re lie : dMs l'expression « from age 
ou dessert •

1 
le « ou • est e.rc{.usif CM i1 exclut ia possihill~ qu10n choieis.se les deux (fromage et dessert). 

Au eontraire
1 

en ml\th~atiques, « O\l )I, est inciusif: • p ou q > est vra..te me-me quand p fil q ront vr&.ies, 

Lots DE DE MOR.GAN : 

• < non (pet. q), ~ « (non p) ou (non ~} » sont d~u:x propositions equivalent-es. 

• • non (p on q) , ~~ «Jnon p) et {non q) » sont deux propos.i~ions equiVB.lente::_ . 
-··--·~•·- ·-· .. ' ..... . , .. , ... .. -"·-· . ., . .,- - ,,_, .. .. ,. 

p q nonp non q pet q non (pet q) (non p) OU (non q)"j p OU q non(p ou q) (non p) et (non q) 
V V F F V F F V F F 
V F F V F V V V F F 
F V V F F V V V F F. 
F F V V F V ... V F V V 

/ / 
Coionnes identiques . Coionnes identiques 

Exemple ·eee deux pbrMeS sont e(luivalentes : { 
« Je 11'ah--ne ni ie chocoiat nl la vanme >. - • (non p) et (non q) w 
< it est {awe que j'aime le chocola.t OU la V&.niUe » - « non {p 0\1 q) ► 

l.1.3 lMPLICfATION =a> 

La proposition " p =t- q " se lit « p bnplique q • ou t: si p, e.lors q •, EUe est vra.ie si p est [ausse 
ou si q e:St/Vr~ f&usse uniquem.ent iorsque p eat vra)e et q fausse. Elie repond ti. la question : si on 
suppose qUj' p-est vraie, q l'est-elie aUBSi 7 L& proposition p est appe)ee l'antkedent de ·l'itnpHcation 
~ ==- .q ;ilt~ e~;.q est appe,100 son conseqt.lent.. 

~
'!; 

lpjqb=qi 
VIVI :,___; I V I F I F i 
F '1·' V 

IF IF I V 

~1::1. 4b., .En pratique Pour montrer la vt:rit6 d'une implication «: p '==l> q ». il convient d'abord de suppoiler que pest 
vraie (ce n1est IA qu 1une hypothffie); puie de montrer- d'-une ~n ou d 1une a.utre que, sous cette hypotbe.se, q est vraie, Ml:me 
si vous ne se.vez pM demontrer juequ1au bout que l'implica.tion « p ==;- q • est vro.ie1 vous devez sur votre copie, de vous~meme, 
commencer batement par; c Supposons p vtaie it, 

X X X Attenti~n 1 
. . ' 

• Une implica.-tion « p,~ q > peut Aire VTaie alors que p et q n'onl rien de commun, Il sufflt que leurs ~eurs de verilt! 
respectent ia table de V'erit~ de JtimpHcati<m. Ainsi la phrnse ~ Si O = 01 aiors 3es oisea..u.x ont de.s piurnet1 » es1. vraie. 

• Par definition, • p ::::::==,. q » est toujours vraie quand pest. fe.usse. Alnsi la. phus-e Ctre.nge « Si O # 0, a.lorn O = 0 ,. est VTa.ie;. 
Apf'eS un tel e:11:emple1 ia. dMinition du connecteur ==- peut sembler Sll5pecte; pourquoi done a.voir choisi cettc table de 
verlte? Nous: le jus06erons un peu plus loin. 

• Affirmer que • p ==t- q • est vr-tue n'impHque ni que p em. vraie, ni que q est vraie. Ainsl, il est vre.l que f. Si Pinocchio 
est Ptestde.nt de la. Republique1 i:Jors i1 est \e chef des armees ~; pourtant il est fa.u:x: que Pinocchlo est PrflSident. de la. 
MpubJiq_ue, et il ef1t hgAlement faux qu'il est chef des armees. 

NEGATION .D'UN"E IMPLICATION : « non (p ==t- q). 
et «pet (non q) • sont. deux propositioru; equivalent.es, 

I ' p 
V 

V 

F 
F 

q ! non q 
V F 
F V 
V F 
F V 

p=q non {p ==;:- q) I pet (non q) ! 
V F i F 
F V I V 
V F ! F 
V F I F 

/ 
Coionnes identiques 

Cl). ~ Cl). En pratlque Clonformement il ce qui precede, pour montrer q,1 1une implice,.t.ion <f: p ~ q ► est lauss:e, on pcut 
montrer- que « r et {n011 q) " est vre.i:e, i.e. q,,c pest vra.ie mats que q est fausse. 
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Exemple Est-il vre.i que, si on a. 18 ans (p), alors on a le droit de vote (q)? La r~ponse est ... non. Car je pem; tres bien 
a.voir 18 ans - pest vre.ie- et uneasier judiciaire tel que le droit de vote m'a. ete supprime - q est fa.usse. 

CONTR.APOSITION : : p i q I non q I nonpip=-q (non q) = (non p) i 
;,: p =- q » et « {non q) =- (non p) » sont deux proposi
tions equiva.lentes. La. proposition « (non q) =;, (non p) » est 
a.ppelee la CDntrapasee de \'implication « p =;, q )), 

I V IV I 
: V .' F I 

IF I Ii I 
I F I F I 

F ! 
V I 
F I 
V I 

F I V \i I 
F i F F I 
V I V V I 
V ' V V ' 

/ 
Colonnes identiques 

Example Ces deux phrases sont equivalentes: { 
« S'il pleut, a.Jars il y a des nuages » - « p ===;,, q , 
« S'il n'y a pas d~ nua.ges. alors il ne pleut pas» - « (non q) = (non p) » 

1.1.4 EQUIVALENCE<==:-

La proposition -« p ~ q ~ se lit « p si et seulernent si q r 
vraie si p et q ont la meme valeur de verite, ·fausse sinon. 

ou "" p et q sent equivalentes ». Elle est 

P I q i p-= Q I 

VIV V I 
V I F F ! 

FI \I I F I 
FiF V I 

EQUIVALENCE ET DOUBLE IMPLICATION : 
p!q!p=q q==> p p = q (p ==> q) et (q= p) I 

« p ~ q , et « (p ====;,, q) et (q ===> p) » sont deu.x 
propositions equivalentes. La proposition « Q ====? p » esL 

appelee la reciprvquc de l'implica.tion « p =;, q ». 

V IV I 
V!F, 
F IV I 
F I F I 

V V 
F V 
V F 
V V 

V V i 
F F I 
F 

' 
F I 

V I V I ' 
/ 

Colonnes identiques 

~ ~ ~ En pratique 
suivant.es : 

Pour montrer qu'une equivalence « p ~ q )1 est vra.ie, on peut cho\sir l'une des trn\s methodes 

1) a.Her de p jusqu'a q a.u rnoyen d'un re.isonnernent dont cha.que etape est une equivalence: 

P <==> Pl <==;, Tri ~ · · · ~ Pn <==> q 

2) montrer !'implication « p ==> q », puis sa reciproque « q ====} p , ; 
3) montrer l'implica.tion « p ==>qi,, puis la contraposee de sa. reciproque « (non p)::::::::::;,. (non q) \1, 

Revenons un instant sur ie connecteur ==}. Nous somme.s restes sur un point d'interroga.tion tout fl. l'heure: pourquoi avoi.r 
decide que « p ==> q » est vraie quand pest fausse? Cela a pour consequence etrange que la proposition « Si O ~ 0, alors O = O >) 
est vraie. 

En realite avians-nous le choix? Ce qui est s'llr, c1est qu 'il n 'est pas question 
de toucher aux deux premieres lignes de la table de v~rite de !'implication. 
Seules Jes deux dernieres lignes nous genent, iorsque p est fausse. Et si on les 
changeait? Le probleme, c1est qu'en changeant les deux dernieres lignes de la 
table de verite de l'implica.tion, on retornbe sur des connecteurs deja connus 
comme l'illustre la. table ci-contre : 

I 
I 

I 

I 
I 
I 

p 

V 
V 
F 
F 

l q I 

I V i 

I F I 
I Vi 
I F 

1.2 QUANTIFICATEURS UNIVERSEL \:/ ET EXISTENTIEL 3 

1.2.l DEFINITION 

p~ q I q p=q I r et q 
V V V I V 
F F F I F 
\' V F ' F 
V F V I F 

! 

! 
' I 

' 

On appelle predicat toute propri~te portant sur un ou plusieurs objets donnes en arguments. Par exemple, « etre un oreiller » 
est un predica.t; si nous le notons 0, la notation O(x) sigiiifiera ~ x est un oreiller i). D~ meme. « etre plus a.~e qm >1 est mi 
predice.t, porta.nt lui sur deux objets; si nous le notons A, la notation A(x, y) pourra signifier .: x est plus a.g~ que y >,. En 
mathematiques, nous connaissons quelques predica.ts incontournables: =, ~, < . . sauf qu'a.u lieu de noter :,; (.~

1
y), on preiere 

employer la notation :x ~ y. 
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11 existe deux que.ntificateurs en me.thetnatiques : le qua.nLificaLeur universel '<I el. le qua.ntificateur existenhel 3. Si E esl. un 
ensemble et si 'P est un predicat Aun objet : 

• la proposition « Taus les elements de E verifient la propriete 'P " s'tkrit : '<Ix E E, 'P(x) 
et se lit: « Pour tout x !lement de E/quel que soit x ~lement de E, x verifie 'P »; 

• la. proposition « L1un (e.u moins) des !lements de E verifie la. proprii!te 'P ~ s'ecrit ·: 3 :t E- E/ 'P(x) 
et se lit : c: ll existe un eli!ment x de E tel que x verifie 'P ». 

~ ~ ~ En pratique La. remarque qui suit est TR~s IMPOR.TANTE : je me fera.i un ple.isir de couper la t!Le A taus ceux qui 
n'a.pprendront pBB vite i\ le. respecter. Vous la. retrouverei. a.vcc da.vanta.ge de dHails dans le« Petit ma.nuel de bonnc redaction~ 

• Supposons qu'on veuille demontrer un thWreme A. base de 'ti de la. forme '<Ix E E, 'P(x). La. plupa.rl des theoremes 
ma.thema.tiques peuvent se mettre sous cr?tte forme. 
Vous a.vez le droit de ne pas savoir delllontrer jusqu1au bout un tel ,th~reme, ma.is vous n'avez pas le droit de ne pas sa.voir 
comment commencer votre demonstration. Sans rMMchir, vous la. commencerez par: c: Soit :c EE». Un element :r i!ta.nl 
ainsi fix!!, vous tenterez de montrer que ce x a la. propriete 'P. Si vous y parvenez, c'est termine. 

• Supposons qu 1on veuille demontrer un theor~me 8. base de 3 de la forme: 3 :t EE/ 'P{:t). 
Montrer l'existence d'un objet me.theillatique - ici1 !'existence d 'un element :z: de E qui verifie la. propri~te. 'P - revient 
I\ exhiber un tel objet, L1exemple suiva.nt illustre la. me.rche A. suivre de.ns un tel contexte. 

Exemple \Ix, y ER, 3 z E R/ z > x + y. 

En effet Prouvons cette proposition. La formulation « '<Ix, y E R. ) est un raccourci d'Ccr"i-t-ure pour dire 
c '<Ix E R, "<ly E R •· 

D~but de la demonstration : I Soient :z:, y ER.. I Un x et un y ete.nl fixes, nous devons montrer ]'existence d'un 
reel z tel que z > :t + y. Or demontrer !'existence d'un objet revient 8. donner un exemple de tel objct. lei nom 
avons le choix. : n 'importe quel reel etrictement supeTieur a. :t + y convient. Par exemple, ( posons z = :r + 1,1 + 1. \ 
Alors z = :r + y + 1 > :z: + y et c'est termine. 

XX X Attention ! La lettre :i: de « '<Ix, 'P(:c) • ou « "<ly, 'P(:z::) » peut etre remplacee par n'hnporte quel symbole 
n 1apparaissant pas clans 'P; tout symbole ligurant de.ns 'P est exclu. 
Pam compre..Tidre cel&.

1 
futons un ent1er naturel n (quelconque) et interessons-nous a.u predica.t « itre inferieur ou Elga\ an. . .,,_ 

lma.ginons qu'on veuille repoodre 8. la quesUon : tous }es entiers naturels sont-ils inferieurs ou ega.ux An? Bien !:iilr la r"eponse. est 
non, car p"ar exemple n + 1 n'est pas inferieur ou egal A. n. En tout cas, la proposition a. demontrer s'i!crit : "<lk "=: N. k :s; n. 
Ul lettre k pourre.it ici itre remplacee par les }ettres x, p ... mais pas 'par la lettre n. En effet, la. propositiou obte,nue seniit 
alors : '<In E- N, n ~ n, qui est vraie, tous les entiers naturels etant inferieurs ou egaux a. eux-mffines. 

1.2.2 NEGATION 

NEGATION DU QUANTIFICATEUR UNJVER.BEL : Les propositions« non ("<1:z: EE, 'P(:z:)) > el « 3 XE E/ nor. 'P(x) 1> 

sont equiva.lentes. 

Exemple Ces deux phrases sont &iuivalentes : 

{ 
« II est faw: que t.out homme ales yeux bleus » - « non ('v':i: <E: E, 'P(x)) "' 
« Certain& hommes n'ont pas les yeux bleus »/45. II existe au mains un homme qui n'a. pas les yeux bleus » - « 3 :r: EE/ nor1 'P(x;)) 

NtGATION DU QUANTIFICATEUR EXISTENTIEL: Les propositions « non (3 x "=: E/ 'P(x)) »et« 'vx EE, non 'P(::::),) 
sont &iuiva.lentes. 

Exemple Ces deux phreses sont equivalentes : 

{ 
« Aucun homme n 1a de comes»/« 11 est faux qu'il ex~te un homme a cornes ~ - +: non 
« 'Iout homme est sans cornes • - +: 't/:r, EE, non 'P{x) ~ . 

(3 x EE/ P(x)) , 

~ C:,, C:,, En pratique Pour nier une phrase conienant un ou plusieurs quantificateurs., on rMcrit cette phrase: 1) en 
remplat;ant tous les « 'ti " par des « 3 ) et tous les « 3 :,, pa.r des -11: 'ti ", et 2) en niant le predicat final. 

Exemple La. negation de la proposition : 

"<1!. > 0, 3 a > 0/ "<Ix ER, [lxl < o = lx:!1\<•] 
l l 1 Ntgation 

est : 3 < > 0/ '<la> 0, 3 x ER/ [lxl < o et lx:!1\~·} l 
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1.2.3 PERMUTATION DES QUANTIFICATEURS 

On peut toujours permm.er les quantificateurs universels '::/ entre eux, et les quantificateurs existentiels 3 entre eux 

Exemple 

• Les propositions-« 'r/x E JR.,.., 'r/y E JIL, x ~ y » et « 'r/y ER-. 'rfx E JR_, x ~ y >l sent equivalentei;. 

• Les propositions~ 3 x ER+, 3 tJ ER-, x ~ y » et « ~ y ER__ 3 x ER.,... x ~ y >> som. equivalemes 

XX X Attention ! La permutation d'un 'r/ et d'un 3 n'est p~ a.ussi facile. Voyons cela. sur deux exemples. 

• « Dans toute cerise ii y a un noyau », Formellement, cette proposition s'ecrit : 

'vc cerise, 3 n noya.u/ n est dans c. 

Qu'a.rrive-t-il si nous permutons 'r/ et :3? Essa.yens « 3 n noya.u/ "ic cerise, nest dans c ». En ban frani;:a.is, c.ela 
donne : .:- II exist.e un noya.u qui se trouve clans toutes les cerises » .. Tiens done. alors que nous etions convaincm, de la 
verite de la proposition initiale, cette nouvelle proposition nous pB.ra.tt clairement fausse. 
Conclusion : quand une proposition de la forme « 'v3 » est vra.ie, la proposition « 3":i » corresponda.nte peut etre fausse. 
L'operation de permutation qui fa.it passer d'une configuration « "i:l >) a une configuration « 3":i » est interdite. 

• « Il existe une femme qui est la mere dt taus les etre humains l! (faisons comme si Eve exista.it). Formeliement. cctte 
proposition s1ecrit : 

3 J femme/ Vh etre humain, J est la mere de h. 

A present perm.utans 'fl et 3 ,(( "ih @:tre huma.in, 3 J femme/ J est la. mere de h » En ban franc;a.is. cela donne 
« Tout homme a une mere », proposition evidemment vra.ie. La permutation a. ici fonctionne convenablement, ma.is la 
proposition obtenue a.pres permutation est beaucoup mains forte, bea.ucoup mains contraigna.nte que cellt dont nous 
sommes pa.rtis: la. premiere eta.it vra.ie A condition qu'Eve a.it existe; la. second·e au contra.ire est d'une banaliU· incroyable. 
Conclusion quand une proposition de la forme « 3":i » est vra.ie, la proposition « "i3 >1 est. elle a.ussi vra.ie. Ce genr~ d~ 
permutation est done a.utori.se, 

l.2.4 LE PSEUDO-QUANTIFICATEUR :I 

Parfois on ne vem.pas seulement affirmer qu'un objet existe avcc certaines propriet.es, ma.is a.ffirmer en outre qu'i! es. le 
seul a. posseder ces proprietes. La proposition -« 11 existe (un et) un seul element de E qui possede la propriete. P ), s'ecrit en 
mathematiques: 3 ! x EE/ 'P{x) et se lit $'. Il existe un unique x element de E tel que :r verifie 'P >;_ 

~ ~ c:). En pratique Pour demontrer la. proposition « 31 x EE/ 'P(x) », on a. deu>: ci1oses a demon-r.rer: 1'existence <fun 
l.el ::.; et son unidte. 

• Pour l'existence, en fa.it comme si on tra.vaillait a.vec la proposii.ion -« 3::.; EE/ 'P(x) >). 

• Pour PuniciY,e, on suppose generalement que deux elements x et x 1 de E om la propriett P et on montre e.iors qu~ x = :: ' 
Cela montre qu'il ne peut y a.voir deux objets distincts possedant la. propriete 'P, autrement dit qu'il n·y en a qu un seul. 

Exemple 3 ! x ER+/ x 2 = 1. 

En effet 

• Existence : Posons x = 1. Alers x E IR. ... et :r2 = l comme voulu. 

• Unicite : Soient x, x' E R~. On suppose que x2 = :r'2 = 1. Montrons que x = x'. Or puisque x2 = x'-.:. on 
a X = X 1 

OU X = -X1
• 

Peut-on avoir x = -x'? Si c'est le cas, a!ors comme x et x' sent positifs, x = x' = 0. Cela contredit le fa\·. 
que x

2 = :i::
12 = 1. On ne peut clone pas avoir x = -x'. Par consequent x == x' comme voulu. 
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1.3 LE RAISONNEMENT PAR RECURllENCE 

SoienL 'Po, 'P1, 'P'J, ... une suite infinie de propositions. Snpposon.s qn'On ve,1ille d~montrer la. proposition : ·'\in E N, P..,_. 
Le rai.9on.nement par rkurrence est LA technique g~nerale de demonstration adaptee a. ce prob\eme. 

lnltialisat.ion Heredae 

PRINCIPE DE LA RECURRENCE : Si 'Po est vraie, et si, pour tout n EN, la verite de 'Pn implique le. verite de 'Pn+1, 
a\ors la proposition : 'vn E N, 'Pn est vraie. 

Plus gl!neralement, n.0 et.ant un entier nature\ fixe, si 'Pnn est vre.ie, et si, pour tout n EN, n;;?: no, la verite de 'P., implique 
la verite de 'Pn+l, alors la proposition ; '\in EN, n ~ no, Pn est vraie. 

Exemple Soit (Un.)neN une suite 1¢ometrique de raison q, oil q EC. Montrons que pour tout n EN: u.., = qnuu. 

En effet 

• Initialisation : On a q0 = l par convention, done Uo = q0Uo, 

• Hl!ir~diU: : Soit n E N. On suppose que Un = q"uo. 11 s1e.git de montrer que u.n+1 = q"+1-uo. 

Facile : Un+l = Q"UTi = q x q"uo = qn+tuo comme voulu. Fin de la. r~currence. 

Exemple Pa.r dt!:finition, un entier n E Zest pair s'il exi."lte it E Z tel que n = 2k, et impair a'il existe k. E Z t.er que n = 2i. + !. 
Nous nl\ons demontrer que tout enticr est pair ou impair. 

En effet 

• initialisation : L'entier Oest. pair car ii s'ecrit O = 2 x 0. 

H6ridit6 : .Soit n E N. On suppose n pair ou impair. II s's.git de montrer que (n + l) est lui a.ussi pah ou 
impair. Deux cas se pralentent : 

1) sin est pair, de la. forme n= 2k oil k E Z, e.lors n+ l = 2k+ 1 done (n+ 1) est impair; 
2) si n est impair, de la foTme n = 2k + 1 oU k E Z, alors n + 1 = (2k + 1) + 1 = 2(h + 1) o.ver; 

k+ 1 E Z et done (n+ 1) est pair. 
Au final (n + 1) est pair ou impair comme voulu. Fin de la. recurrence. 

• Nous venons done de montrer que tout entier natural est pair ou impair. Qu'en est-ii des entiers n~go.tifs? 
Soit n un tel entier. A)ors -n est. un entier ne.turel, done -n est pair ou impair 

1) si -nest pair, on peut J'ecrirP. -n = 2k oll k E Z, done n = 2(-k) est pair a.vec -k I:: Z; 
2) si -n. est impair, on peut J'eerire -n = 2k + 1 o\l k E Z, done n = -2k - l = 2(-k - l) + 1 f::!st 

impair e.vec ( -k - 1) E Z. 
Dans les deux cas nest pair ou impair. C 1est t.ermin~. 

~~ct:,. En pratique Pour r6diger VOS recurrences, je vous reoomme.nde d 'adopter la. r6de.ction des deux exemples preeedentG. 
1) D1a.bord on initialise; c1est gen~ralement facile, me.is ii faut. quand meme le faire, 
2) Ensuite on se donne Y!1 entier nature] n quelconque - « Soit n E N "' - et on suppose q·.1f' la proprie:U a. 

demontrer est vra.ie au tang n. II reste A d~montrer, sous cett.e hypothese, le. proposition au rang (n. + 1). Et. c'est t{'Ut. 

)C. )C. )C. Attention ! Dans le. pe.rtie herMit~ d'une recurrence, ne commence"Z. je.ma.i~ par (( On suppose que pout tout 
entier n, 'P ... est vra.ie ... Jt Car si vow; suppose"Z. e.insi le resulta.t qu 1il fa.ut montrer, vous ne le montrerez je.mais. Gette errem ? 

est TRitS GRAVE, 

Bien souvent, l'hypothe5e que 'P.,. est vra.ie ne suffil pa..."l pour montrer qne 'Pn+l est vraie : on peut avoir bei,ioi11 de 'Pn et 
'Pn-l, voire de toute ia. suite 'Po, 'P1, ... , 'P.,.. Nous e.llom voir sur un exemple comment le ra.isonnement pa.r recurrence peut. ttrt 
adapte A de tels cas. 

Example Seit (u.n)nEN la. suite r6eUe definie par Uo = -1, u 1 = 5 et: 'vn EN, u....+2 = 3u....+i - 2u.n.· 
Ak>rs; 'vn E N1 Un= 6.2" - i. 

En effet 

• Tout terme de le. suite (u.n)n€1"1 ne peut 6tre calcule que si les deux termes pr~cedents sent deja connus; on 
ne peut calculer u ... +2 que si Pon connatt Un et 'Un+I · Quant 8. nous, nom; voulons montrer la propriete 'P" 
« u.,, = 6.2" - i , pour t.out n E N. Now ne pouvons pas la d~montrer par une r~currenee classique, co.r 
pour montrer 'P"+i, nous e.urions besoin de supposer 'Pn et 'Pn-1 vra.i.e.s. 

• Pour tout n E N1 notons Qn la. propriete • 'Pn et 'Pn+l ». Supposons qu'on ait reussi A montrer que Q~ est 
vre.ie pour tout n E N; e.lors on a en fail. montre que 'Pn est vraie pour tout 11 E N. Montrer la proposition 
«'vn E N, 'P.,. 1> reYient done 8. montrer la proposition « 'v'n EN, Q.,. ». Me.is a.lors que nous ne po\1vions pas 
montrer la premi~re pe.r une recurrence classique, nous a.Hons pouvoir montrer la. deuxieme tres simplement. 
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1) Initialisation : u.o = -1 = 6.2° - i et u 1 = 5 = 6.21 
- 7. Bref, Qo est vra.ie. 

2) H~redit~ : Soit n EN. Supposons Q., vra.ie. Cela revient a supposer 'P., et 'P.,+ 1 vra.ies. Nous 
devoru montrer que Q.,+1 est vraie, i.e. que 'Pn+l et 'Pn+2 le sont. Mais comme 'Pn+l est vra.ie par 
hypothese, H ne nous reste plus qu'8. montrer que 'P.,-2 est vraie; ce qui est facile: 

u.+2 = 3u.+1 - 2un = 3(6.2"+1 - 7) - 2(6.2" - 7) = 9.2"·' - 21 - 3.2"+' + 14 = 6.r-' - 7. 

Fin de la recurrence. 

• En pra.tique, ne vous embetez pa.s a. definir proprement la propriete double Q.,. Redigez votre preuve de la 
fat;an suivante : 

1) Initialisation Comme ci-dessus (double initialisation). 

2) HSr~dit~ : Soit n E N. On suppose q·ue u.., = 6.2" - 7 et que u.,+1 = 6.2"+ 1 
- 7. Montrons que 

Un+2 = 6.2"+2 - 7. C'est facile: Un+2 = ... = 6.2"+ 2 
- 7. Et voile.. c'est termine. 

Remarque On a. souvent l'impression, qua.nd on fe.it des recurrences, que Jes initialisations ne servent a rien. Quelle erreur 
de le croire 1 Tentons par exemple de montrer que : 'v'n E K n = n + 1. Ce re:Sulta.t est faux, bien entendu. 

• Her~dit~ : Soit n EN. Nous supposons que n = n + 1 et voulons montrer que T'l + 1 = (n + 1) + 1. C'es: facile. il suffit 
d'ajouter 1 aux deux membres de l'hypothese de recurrence . puisque n = n + 1, a.lors n + l = n + 2. L 1heredite ne pose 
done aucun probleme. 

• Initialisation : En fa.it c'est l'initialisa.tion qui pose probleme, car l'ega.li~e O = 1 est fa.usse. 

1.4 LE RAISONNEMENT PAR L' ABSURDE 

PRINCIPE DU RAISONNEMENT PAR L' ABSURDE : Pour montrer que p est vra.ie, on suppose qu 'elle est fo.usse et on 
ta.che d'en tirer une contra.diction, i.e. la. verite de deux propositions q et « non q)); une proposition et se. negatim1 ne pouva.m 
~tre vra.ies toutes les deux, on en deciuit que l'hypothe:Se selon la.quelle pest fa.usse est fe.usse, i.e. que pest vra.1e. 

Exemple Tout entier est pair ou impair, ma.is pas les deux. 

En effet Soit n E z. Nous avons deja vu que n est pair ou impair. Peut-il !tre les deux a la fois? Pour montrer 

que non, supp05C>n6 que oui. Alers n s'ecrit n = 2k = 2l + 1 oU k. l E Z. On a done 2(k - l) = 1. et du coup ½ est 

un entier; ce qui est faux.. L'hypoth~e selon la.quelle T'l est a. la fois pair et impair est done fausse; par consequent 
n est pd.ll' ou impair, rmiis pc!.S le.s deux. 

Exemple Rappelons qu'un nombre est dit ru.tionn.el s'il est ie quotient d'un entier par un entier non nuL i.e. s'il est un~ 
of. fraction d'entiers; a.u contra.ire, un nombre est dit irrn.tionnel s'il n 'est pas ra.tionnel. 

Nous a.Hons montrer ci-dessous que : J2 est irrationnel. 

En effet 

• Commenc;:ons par un petit lemme : pour tout n E Z:, n est pair sl et seulement. si n2 est pair. Fixons done 
n E Z. 

l) Sin est pair, a.lors on peut ecrire ri = 2k o\l k E Z, et done n 2 = (2k)2 = 2(2k2
) a.vec 2k2 E £,; 

cela. montre que n 2 est pair. 

2) Pour la. reciproque, raisonnons par contra.position : cela. revient 8. montrer q ue si n n 'est pas pair. 
alors n2 n'est pa.s pair. Si done n n'est pas pair. a.lors nest impair comme nous l'avons vu, done de !a 
forme n = 2k + 1 oU k E Z. On a a.lors n 2 = (2k + 1 )2 = 2(2k2 + 2k) + 1 avec (2k2 + 2k) E '.L de sorte que 
n 2 est impair. L'exemple precedent imphque a.ussit6t que T'l

2 n'est pas pair. 

• Supposons ii. pr~ent, pa.r l'a.bsurde, que V2 est rationnel. Alors v'2 peut s'ecrire sous la forme E o\l fl e:. q 
q 

sont deux. entiers. Choisissons pet q de fa.c;:on ace que la. fraction E soit irreductible - aucune simplifica.tiori 
q 

n'est plus possible. 

1) L'egalite p2 = (qy'2) 2 = 2q2 montre que p2 est pa.it. Mais done pest pair via le premier point et 
s'ecrit p = 2p' e.vec p' E Z. 
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2) Du coup q2 = ( .J2) 2 

= ( ~) 
2 

= (p1./2) 2 = 2p12
• Ceci montre que q2 est pair, et done q e.ussi 

est p&ir, de la forme q = 2q' e.vec q' E Z. 

Concluons. Nous venons sans le voir de montrer que la fraction P.. etait reductible, contrairement a notre 
q 

2, , 
hypoth~, puisque E = ..E, = E.. - contradiction. 

q 2q qi 

2 UN PEU DE THEORIE DES ENSEMBLES 

2.1 APPARTENANCE ET INCLUSION a 
Les notions intuitives d,ensemble et d 1a.ppe.rtene.nce eont. supposees connues : lea ensembles sont des ea.cs de bille.c; dont \e.c; 

elements sont ... les billes. Pour tout ensemble E, la relation « :r; est un ~l~ent de E "' ou « x e.ppe.rtient A. E » est notee ::r: E E; 
on note x 'I. E pour dire que :r n'a,ppe.rtient pM A. E. L'en.,embte vide, i.e. qui n'a. pas d'eJement, est no~ 0. 

Exemple 

• On note N !'ensemble des enhers naturel.s, Z. l'ensemble des entiers relatifs, Q !'ensemble des rationnels, R. !'ensemble des 
n!el.s et C }'ensemble d~ nombrv complexes. 

• On note en outre E+ l'ensemble des l!lements positifs ou nuls de E quand E est Jlun des ensembles Q ou It; meme principe 
pour la notation E-. 

• On note enfin Ex !'ensemble _des l!ll!ments non nuls de E quand E est Pun des ensembles N, Z, Q, Q+, Q-, R, R+, IL, C. 

D6flnition (EgalitA) Soient E et F deux ensembles. On dit que E et F sont ega.ux s'ils poss~dent e:xactement les memes 
elements, i.e. si: "I,:,, (,:,EE -==> ,:, E F). 

Cette relation entre E et F est notee E = F. 

Un ensemble peut etre d!fini de deux fByOils : en extension ou en comprehension. 

• Dl:finir un ensemble en extension, c'est. donner le. li.ste compl~te explicite de tous ses elements; on note cette liste 

entre accolades, l'ordre des l!ll!ments list~ n'aye.nt aucune importance. Par exemple, { 0, 1, 2} est un ensemble, le meme que 

{ 2, l, 0}. Un ensemble de le. forme { x}, i.e. A. seul l!\ement, est e.ppele un singleton; un ensemble de le. form~ { x, y} a.vec 

x #- y, i.e. 8. deux l:lem.ents, est e.ppele une ;;a.ire. II est bien evident qu'on ne peut d~finir en extension que des ensemble.c; 
ayant un nombre fini d!eJements1 incapables que now sommes d'~crire une liste infinie de symboles. 

• D!finir un ensemble en compr~hension, c'est. donner une propriete verifiee par Jes elements de eel ensemble et eux 
seul6. Parler par exemple de ]'ensemble des entiers naturels qui sont egaux A. leur carre, c'cst parier d'un erisemble unique 

que Jlon note { n EN/ n2 = n}; la. lettre n pourre.it ~tre remple.cee par n'importe queUe symbole ne figurant pa..s da.ns 

la definition de 1'ensemb1e. 
Les elements d1un ensemble sont souvent reper~ da.ns une liste par un ou plusienrs « pare.rn~tres 11. Ainsi { x.:} iEI de5igne 
!'ensemble des elements nottis x,: repertis par un indice i decrivant un certain ensemble I. Decdt en comprehension, 

cet ensemble s'~rit e.usei { x/ 3 i E I/ x = .t:,:}. Par exemple, { 2"} nEfri' de5igne !'ensemble constitue des elements 

20,21,22,23 ... 

Que ce soit bien cle.ir: ii n'y a pas deux sortec; d'ensembles en mat.heme.tiques. Un meme ensemble, s'il est fmi, sere. defini 
tour A. tour en extension ou en comprehension selon Jes contextes. Ainsi \es que.tre ensembles decrits ci-dessous sont egaux : 

{ O, 1} = { n E N/ n2 = n} = { .t E C/ z2 = z} = { n E Z/ n ~ 0 et n < 2} · 

Dl!ftnition 
de F, i.e. si : 

(Inclusion) Soient E et F deux en8embles. On dit. que E est indus dans F si tout el~ment de E est un element 
"Ix EE, % E F. 

Cette relation entre E et Fest notee E ~ F. On dit aussi que F contient E ou que E est une partie de F. ~ 
Exemple l.ef; incluSions rnivantes sent bien connues : N ~ Z ~ Q ~ R ~ C. 
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XX X Attention ! L'erreur cla.ssique consiste a confondre l'appartenance E et l'mclusion ~. Soyez vigilants ! 

• L'ensemble { 0, { 0}} est l1ensemble dont les ~lements sont exa.cternem O et { 0} . 

1) 11 est vrai que OE { 0, {O}} car Oest bien un element de { 0, {D} }· 

2) II est vrai que {O} E { 0, {OJ} car {O} est bien un element de { 0, {O} }. 

3) II est vrai que { 0) !;; { 0, { 0)}. En effet, { 0} a pour seul element 0. Tout element de { O} est done be! et 

bien element de { 0, { 0)} . 

4) 11 est vrai enfin que { { 0}} i; { 0, { 0}}. En die' •. { { 0}} a pour seul ~lement { 0}. Tout element de 

{ {O}} est done be! et bien element de { 0, { 0)} . 

• On a OE N, ma.is O I( N. On a { - 1, 0, 1} !;; Z, ma.is { - 1, 0, l} ~ z. 

~ ~ 6C:t. En pratique Si vous devez montrer une inclusion E ~ F - vous e.urez tre.5 souvent a le faire - commencer sans 
refl~chir ainsi ; ..: Soit x E E. Montrons que x E F. » Yous avez le droit de ne pas reussir A a.lier plus loin 1 me.is vous devez au 
mains penser A faire ceia. 

Exemple 

Exemple 
alors : E 

{ X E R/ s y E RT/ X ;, y} !;; R_ 

En effet Seit x E R pour lequel ii existe y f R_ tei cue ::- ~ 1,1. Montrons que x E IR. ..... 
Ory~ 0 par hypothese et x ~ 11, done x ~ 0. Cela montre Dien que x E JR.,... 

Si E est ]'ensemble des entiers de la. fonne k(k + 1) all. k E N et si 2N est l'ensemble des entiers nat.urels pairs, 
~ 2N. En fra.nvais, cela. revient a. dire que tout entier de la forme k(k + 1) a.vec k EN est pair. 

En effet Seit n EE. Montrons que n E 2N. Pa.r definition, il existe k EN tels que n = k(k + 1). Or l'un des 
entiers k et (k + 1) est pair. En effet, k est pair ou impair, et si k est impair, alors k + i est pair. Par produit. 
n = k(k+ 1) est done pair. En d'autres tennes, n E 2N comme wmonce. 

Theoreme Soient E et F deux ensembles. E et F sont egaux si et seulement· si E ~ F et F ~ E. 

~ 6C':l. ftz. En pratique Pour demontrer l'egalite de deux ensembles E et F, deux possibilites : 

1) soit vous raisonnez directement par equivalence : x E E <===;- <===> x E F ; 
U n 1est malheureusement pas toujours possible de raisonner ainsi, cela peut s·aYE!rer complique a rediger 

2) soit Yous ra.isonnez par double inclusion en vous appuya.nt sur le theorerne precedent. Cela reYient 8. raison ner 
en denx temps. P:-emier temps : voui:. vous donnez un element de E et vous montrez qu'il appartierit a F. 
Second temps: vous Yous donnez un eiernent de F et vous momrez qu'il appartient b. E. 

L'exemple suiYnnt illustre !'usage de la technique 2). La technique 1) sera illustree plm; loin par differents theoremei; . 

Exemple R-={xER/ 'o'yElRT, x,;;y}. 

En effet 

• Montrons que R- ~ { x E R/ 'vy ER+. 

Seit x E Jt_. Nous deYons montrer que : 
voulu, puisque x est negatif et y positif. 

• Montrons que {x ER/ "iy E JR-;-, x,::;; 11} •; IL. 

X .( y. Seit done y E JR:._, On a bien x .( y comme 

Soit x E R tel que : 'vy € R~, x ( y. Alors en pa.rticulier x .( 0 (pour y = 0). Cela montre bien que 
XE IL. 

D6flnition (Ensemble des parties) Soit Eun ensemble. L'ensernble des parties de E est note&(£) 

Pour tout ensemble A, on a done : A E 9(E) <==> A ~ E. 

XX X Attention ! Dire que A appartient A 9(E) equivaut a dire que A est incluse dans E. I! est ici particulierement 
important de comprendre la difference entre appa.rt.enance et inclusion. 
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Exemple Soit Eun eneemble. Alors EE &'(E) et 0 E tl"(E). 

En effet 

• Montrons que E E BZ'(E). Cela revient 8. rnontrer que E ~ E, ce qui est vrai ca.r tout ~lement de E est. un 
6l~ent de E. 

• Montrons que 0 E 9'(E). Cela. revient A. rnontrer que tout ~Mment de 0 est. un ~lement de E; a.utrement 
dit que, pour tout :i::, six E 0 1 alors x EE; ce qui s1ll-crit encore: 'rf:t, {:i:: E 0 ==> :c EE). 
Or par d~finition 0 n 1a pas d'~l6ment. D'ant6c~dent faux, l'implica.tion « x E 0 ==> x EE» est done vraie 
via la table de verite de==>. II eH done vrai que : 'r/x., (x E 0 =- x E E) comme voulu. 

2.2 OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES 

DU\nition (Rtunion, intersection) Soient A et B dero: ensembles. 

• On e.ppelle rtunion de A et B, not.ee AU B, l'ensemble des ::z: tels que : x E A ou x E B. 

• On e.ppeUe interse.ction de A et B I not~ An B, !'ensemble des x tels que : x E A et :z; E B. 

A 

AUE 

B 

Ces d!finitione ee generalisent au cas de plus de deux ensembles. Soit .{ Ai} iEJ un ensemble d'ensembles - cela veut dire que J 
est un ensemble, et que pour tout i E J, A, est un ensemble. 

• Or. e.ppeUe n!union des Ai, i E J, nottt LJ Ai, l'eneemble des x tels que: 3 i E J / :i: E Ai, 
iE/ 

« x est dans l'un des A, :,i 

• On appelll:! interse.ction des At, i E /, notbe n A, 11ensemble des :r tels que: 'vi E J, x E A,. 
iE J 

« x est da.ns tous Jes A, y, 

I ll I Explication On notere. bien Jes parallelismes suivants: U/ou/3 d'une part, n/et/'r/ d'o.utre part. 

Dtfinltion (Ensembles disjoints) Soient E et F deux ensembles. On dit que E et F sont disjoints si En F = 0, a.utrement 
dit si E et F n'ont e.ucun el6ment commun. 

Thtorliime (Distributivite de I.a r6union et de !'intersection l'ul?-e-sur Pautre) Soient {A;} iEJ un ensemble d'er.sembles 

etBunensemble. (UA,)nB=U(A;nB) et (nA,)uB=rl(A,uB). 
f.EI iEI 1€/ iE.J 

Dl!:monstration Contentons-nous de d~montrer la premiere egalite. La deuxieme se montre de la meme fa.con. 
Soit :i::. 

XE (UA,)nB = x Eu A, et xEB = (3 i E I/ xE A,) et x€B 
iEl ,el 

= 3 i E // (x EA, et x EB) = 3 i E I/ xE A,nB 

= xE U (A,nB). ■ 
iEl 
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D~finition (Difference, complementaire) 

• Soient A et B deux ensembles. 
On a.ppelle di/ffrcn.ce de B da.ns A, notee A, B, !'ensemble des x tels que: x EA et x ';. B. 

• Soient Eun ensemble et Aune pa.rtie de E. L:ensemble E, A est a.ppe\e le complement.a.ire 
de A d.ans E. Il est note Ac au A qua.nd il n'y a. pas d'a.mbigui'te. 

Theor~me (Relations de De Morgan) Soit {A,:}..e
1 

un ensemble de parties d'un meme ensemble E . 

( LJ A.)'= n A1 
i.EJ IE I 

et ( n A,)'= LJ A; 
iEJ iE 1 

I l1 ¥ Explication Pourquoi a.ppeler c~ egalite.5 « relations de De Morgan » ? Dans le cas de deux ensembles A et B. elles 
s'ecrivent: (AuB)'=A'nB' et (AnB)'=A'uB'. 
Si nous voyons le. reunion com.me un • ou », rintersedion comme un «et.,, et le passage au compl~mentaire comme un « non >i. 

ces egalite:5 nous rappellent les lois de De Morgan de notre introduction a la logique. - A mediter. 

Demonstration Contentons-nous de demontrer la premiere egalite. Seit done x E E. 

--
non (xe LJA,) 

;el 

\fi EI, non (x EA,) 
- non(3iE1/ xEA,) 

- 'vi E J' X E A~ - • 

Nous a.urons l'occasion de revenir plus tard sur les d~nitions qui suivent. Contentons--nous ici d 'une presentation intuitive. 
Pour tout m,n E Z tels que m" n, on note fim,n] !'ensemble des entiers compris entre met n (met n inclus); si on veut 

exclure m par exemple, on utilise la. notation ]m, n] ; 

Definition (Famille) 

• Soient E et I deux ensembles. Une suite d '~l~ments de E reperes chacun par un element de I est appelee une Jamille 
d'i!!lements de E indexee par I. 

• Une telle fe.mille est notee (x.:)iEI - Xi E E t:tant repere par l'indice i E J. Da.ns le cas all J 
sont tels que m ~ n, on la note plus couramrnent (x;)m.,~,r,;:n au (Xrn,Xrn+l,, ... xn). 

= ~m, n] all m, n E Z., 

• Dewc famiUes (xi)iel et (yi)iel d'~lements de E indexees par I sont egales si et seulement si . 'vi€ I, x, =y,. 
L'~lement Xi est appele la composante d 1indice. i de (x.:),e 1 . 

X X X Attention ! 

• Ne confondez surtout pas la famille (x.:he1 avec }'ensemble {x.:Ler· Dans un ensemble, les elements sont donne.s sans 

ordre; dans une fa.mille l'ordre des t:lements compte. Ainsi { 1.2,J} = {2,J,l }, mais (1,2,J) -:;f (2, 3.1) 

• Dans une farnille du type (x.:)m.i;;i~n, ii ya ( n - m IT[]) ele~ents, et non pas (n - m) comme on pourrait le pense:. 

I 

' Definition (Produit cartesien) Soient E1, ~' ..• , En des ensembles non vides. L'ensemble des fa.mill es (x 1. x2 ..... Xn) dans' 
lesquelles x1 E E1, x2 E E2 1 ••• Xn E En est appele le produit (cartesien) de E1 , E2, ... , En et natl! £ 1 x E2 x ... x En. 

Dans le cas o'U E 1 = E 2 = ... = Er. = E, le produit E 1 x £ 2 x ... x En est generalement note En. 

Remarque Les d~buts de proposition t'. 'vx E E 1 , 'r:/y E E 2 , .•• )'/ et « 'v(x, y) E E1 x E'l, ... >- sont rigoureusement identique.s. 
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3 UN PEU DE CALCUL 

3.1 LE SYMBOLE SOMME I: 

3.1.1 DEFINITION 

DAfinition (Symbole I:) Soient I un ensemble flni et (.ti)ie/ une famille de nombres complexes indexee pe.r I La somme 
des .z,, i parcourant 1 'ensemble I, est notee L Z;. 

<EI 
n 

Dans le ce.s o\J I = (m, nJ oU m, n E Z sont tels que m ~ n, on la note plus courarnment L z:1: ou L zi.. Elle vaut 

Z.,. + Zn.+l + Z.,.+2 + ... +Zn. 

Dans le ces oU I= (m,n]_x (p,q) o\J m,n,p,q E Z sont tels que m ~ n.et p ~ q, on la note plus courarnment L z~,. 
rn.,i;;li:.~n JJ' ls;_q 

Remarque Le. lettre k peut ~tre remplaci!e par tout· symbole distinct des bornes m et n et ne figurant pas da.m; les z,.. 

~ ~ ~ En pratique Le symbole Lest utili~ tr~ souvent en me.thematiques. Que.nd vous !tes b\oques devant une somme 
quelconque, ecrivez..la in e:z:ten.so, i.e. en d6taillant les termes qui la compoeent; les choses peuvent vous paraitre plu5 c\aires 

n 

a.lors. Par exemple1 pour ~tudier la somme '2: Vk, on pourre. l'ecrire JI+ J2 + Ja + ... + \/"n-=--i + ../n. 
•-1 

n ,1;:..,'ffl li:=n1+l 1,:,,.,. lr>.-n1+l) foii; 

Exemple Soit a E C. L a ~+ ,-;--- + ... +..-;---.= o+o+ ... +o = {n-m+l}o. ·-~ 
Exemple 

" I 1 
L;;-1+ n+l = 
11:::::1 

(1+!+!+ ... +-l-+.!.)-1+-l- = 
2 3 n-1 n n+l 

" 

l l l 1 l -+-+ ... +--+-+--
2 3 n-1 n n+l 

X X X Attention Dans une somme du type L .ti.,, ii convient de ne jamais confondre k et n. Ainsi L k et [ n sont 

deux quantites tom. a fait diff~rentes : n+n+ ... +n # 14-2+3+ ... +(n-l)+n 
~ 

., fois 

3.1.2 CHANGEMENTS D'INDICE 

Le ch.a.ngement d'indice est une op~ration tres coura.nte. Le.,; exemples valent ici mieu:r. qu 1un long discours. 

Exemple 

n l 1 l l n+t l . I: (k + 1)2 = l + 22 + 32 + ... + (n + 1)2 = Lr. On a effectue ici le changement d'indice l = k + l. Cela revient a 
k=D 1ml 
remplacer tous Jes k de la somme initiale par des l - 1. Mais ii faut aussi cha.nger les borne:s. Quand k varie de. 0 a n, qu"' 
rait l = k + 1? II varie de O + l = l an+ 1. 

' , • L rr = 22 + 33 + 44 + .. _. + 99 = '2:(s + 2)9+'2. On a effectue ic'i le changement d'indice r = s + 2. Pendant que r va.rie 
r-=2 •-O 
de 2 a\ 9, s = r - 2 varie de O a\ 7. 
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3.1.3 SIMPLIFICATIONS TELESCOPIQUES 

Le risultat suivant est a la fois stupide et essentie\ . les sirnplificat10'.'s•telescopiques sont pan.out. 

Th,oreme (Simplifications telescopiques) Soit (zki..-.,k'-n+J une fa.mille de nombres complexes, 

Demonstration 

• 
I:;: {z.11:.,..1 - zi.) = ·--

Exemple 
• 1 

L k(k + l) .. _, 

• 
L(z.,""": - 2;.) = Zn.:.: - ;;f>I, 

J..=m 

slmplifh.:ation 11lmplificu1on 

• l =1---. 
n+l 

i11mplificatmn 

3,1.4 SOMMES DOUBLES 

Thtoreme (Permutation des L) Soit (ZiJ )u,;;:.,;,fl une fa.miUe de nombres complexes. 
n n fl n n J n fl n J-1 n-0 n 

L z.1 = L LZii =LL.,,, L Zij =LI:>,,= LL Z;;, L ,,, = EL .. , = E E ,,, 
1,il&;fl t•l ,i=l j-l t•l ).l",;i~jt.;h j=l. tt•l t•l :,=i. tE;"<<j"n J"":l: i•l ~:::::: ,,au+l 
.1.;;~n 

D4:!monstratkm 

• Prmnitre serie d'egalit~s : La famine (z.,;h:.:.:,;&n peut Mre pre8entee sous la forme d;ur. tableau ii. deux 
entte1: 

j 1 
i 
I Z11 

2 .,, 
3 Z31 

I~ ""' 

2 3 

.:12 Z13 .,, .,, .,, 
'" 

Zn:, Zn> 

n 
Calcuier la somme L Zt;, notee a.ussi 

1,;;u;ri 1~,,f'I 
L, :;;, , c:1est calcu

:i.,;,.,~,, 

ler la somme de t.ous les tennes de ce tableau. On peut efiec
tuer ce cAicul de diff~rentes manieres. Voyons ce qm se pRS.5!c si 
on effectue d'a.bord la, somme des terrnes de thaque Hgne, a.va.nt 
d 'arlditlonner les r€:SUltats obtenus. 

Pour tout i E 11, n), la somme des termes de ia i~hne ligne s1&rit L z,;;; c'est un certain nombre complexe 

qui depend de i. Faire ia. somme des r&iulta.ts ainsi oi:n;enus sur cila.que hgne, c'est fa.ire la somme t t Zi~- . 

~=-~ J""i . . 
Ce<:1 expiique qu'on a.it : I:, z,., ~ LL z.;. On demontre ia seconde ega.lite en sommant d"abord 

lli.il&n u;,) p::l 
11-,.:;.n 

ffl.lr chaque colonne. 

• Seconde serie d 1,galites : Calculer la somme I: Zij, c'est calculer ia somme de termes du ta.Olea.; 

suiw.nt : 

j 2 
i 
1 Zl! ,,. 
2 '"' 3 

" 

3 

'" Zz, ,,, 

·~•"-.J1'Tl-

Pour tout j E lL nl, la somme des termes de la /mt> co!onne 

' de ce tableau s•~rit 'z:. ;:;,j ; dest un certain nombre compiext ,_, 
qui depend de j, Fa.ite la. somme des resuJtats ainsi obtenus sur 

" ' 
chaque colonne, c'est faire ia somme 'I: L Z(,, Ced explique 

H;:~t.;,1ii.i.n J"'"l u::1 

Ori defflontre la lh:lCOnde egalite en somrru.mt cl :abord sur chaque Hgne. 
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• Troisi~me s~rie d'~galit~s : A vous de jouer ! Je vous donne juste le tableau correspondBllt 

i I 2 3 ... n 
i 
I X >i, %13 ... Zln 
2 X .,, >>n 

3 X ... >Jn 

n X 

■ 

3.2 LE SYMBOLE PRODUIT IJ 
Nous pesserons plus vite sur les produits que sur \es sommes; car une foi6 qu'on a compris L,, one. compri6 TT. 

D~ftnition (Symbole TI) Soient Jun ensemble fini et (z,).EJ une famille de nombres complexes indexee par /. Le produit 
des::,, i parcourant l'ensemble J, est no~ II::,. 

Exemple Soit er E C. 

iEJ 

(n-.,.+1) fois 

IIa=axax ... xa 
•-= 

n-m+l a . 

D~ftnition (Factorielle) Pour tout n E N')I'., on appelle fact.orielle n, ~otee n!, ]1entier n! = TI k = 1 x 2 x 3 x ... x n . .. , 
Par convention, 01 = 1. 

n 

)( )( )( Attention Dans un produit du type II :,., ii convient de ne je.mais confondre k et n. Ainsi IT k et. IT n sont 
k=l k=l lr.=l 

deux quantitec. tout A {&it diff~entes : 
n 

nn = IT n .. , n x n x ... x n -::/: 1 x 2 x 3 x ... x {n - 1) x n ------Tl foi.!i 

= nL 

Th~or~me (Simplification& t"lescopiques) Soit {.t,1r.),.u;1i:"n+i une famine de nombres complexes non nuls. 

Th~riame (Permutation des TI) Soit (.t;; )ii;;;,;,;(n une famille de nombres complexes. 
n n n. n n J n n n j-1 n-J 

TI •;; = TI TI•;;= II II•;;, TI z;; = TI TI:;;= TI TI z;;, TI z.;=TITI•;, TI TI z,, 
1=1 ic:l 

Exemple La. notation II (ij2) est un r~ume de la. notation IT (i/2). 

TI (ii') = II II (i/) = II (i" II j') 
1,,,.;,n i=l ;=l t=l j=l 

= (II•") (II;2)" = (II•)" (II1)'" =(n!)"(n!)'" = (n!)'". 
t=l J=l •=l J=l 

,C·,C ,C Attention I Les symboles I: et TI ne peuvent !tre permut~ en gtmera.\. Ainsi : 
n n n n 

TII> =Tin= n" # n = I:1 = I:TI1. 
;=I 

Ce n'est pas !tonnant, car c'est deja fa.ux avec deux termes: (a+b)(c+d) #ab+cd en general. 
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3.3 QUELQUES FORMULES A CONNAITRE PAR CCEUR 

La definition et les fonnules suivantes sont en principe de simples rappels. 

D~finition (Coefficients binomiaux) 

• Pour tous n, k EN tels que k <;; n, on appelle (coefficient bmomrn/) k parmi n, note (:), ie nomb,e , 

(:) = k!(nn~ k)'. 

• Pour tout n EN et pour tout k E (0,n]: (n) - ( n ) 
k - n-k 

• Pour tout n E N : ( ~) = (:) = L (:) = ( n: 1) = n et (;) ( n: 
2
) 

• FormuledePascal: Pourn;,l,etpourtoutkE!J,n], (k:l)+ (:) = (": 1
)-

n(n - 1) 
2 

I I I Explication On peut calculer taus les coefficients binomiaux a l'a.ide de la fonnule de Pascal, en construisa.nt un 

tableau qu'on appelle le triangle de Pasau. On y range (:) dans la caee qui se trouve a !'intersection de la ligne n et de la 

r.olonne k. 

k 0 2 
n (k: 1) (:) 0 1 1 
2 

("! l) 3 3 
4 4 6 
5 5 10 l 

Formule de Pascal 

Theoreme (Formule du binOme de Newton) Soient n E N et a, b E C . 

Demonstration Soient a., b E C fixes. Raisonnons par recurrence. 

• Initialisation : (o + b)' = J = ( ~) aobo-o = t, ( ~) a'bo-• 

• Heredite : Soit n E N. On suppose que (o + b)" = t, (:) a'b•-•. 

(changemem d'indice k';; k + 1) 
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Th80rime Soit n E N. 

Dtmonstration 

~ k = n(n + l) 
L.. 2 ' .... 

n 

(formule de Pascal) 

Fin de la r~currence, • 

I>'= n(n + 1~(2n +I). 

·-· 

• Posons S,,., = L k. Effectua.n\. dans: S.,, \e cha.ngernent d'lndice l = n - k.1 nous obtenons l& chalne d1egalites 

·-· 
Sn= f)n-l} = t n - t l = n(n+ 1}- Sn· Ceci montre que 2Sn = n(n+ l); done que S-n = n(n; l). 

1-0 t•O 1-0 

• Pour tout k E (0, n) ; (k + 1)3 - k3 ~ 3k1 + 3k + 
1

1 via 1a formule du binOme de Newton, 

Sommons wute:s ('.0S identites, de k = 0 8. k = n: t l(k +'1)3 - k3
) = 3 t k2 + 3 t k + f L l.,a 

'-•0~ • .l.=D k•O .l<=O 
n 

&0mme de gauche est ie Heu d'une simpiifica.tion Uiescopique; d'aut.re pa.rt nous venons de ca!culet L k et 
li,e=Q 

n 

eavons que I: 1 = (n + 1). Du coup : -· (n+ t)' = 3 t k' + 3 n(\+ l) -i- (n + l). 

·-· n 

lsoh.mt ~ ;:' et simplifiant }es ca.ieuls aisement1 nous obtenons le re$ultat voulu. 

·-· 
n-1 

Th6or-~me Soient n E N et o., b € C. " b" ( b)" 'b•-•- 1 a - = a- L...,o. . 

X X X Attentlpn t Gare & ceux qui oonfondent ootte fonnule avec la formuie du bin6me de: Newt.on ! 

Demonstration Developpons le membre de droite de la formule : 

.,._l n-l r.-1 f'l-l ,i-1 

(o-b) L okbn-k-1 = n La*on-~-l - b L akbfl-li:-l;:,: L a"'+lbn-(.lo+l) - I: a"'bf'l-k 
l<=O lt=O ;.,..!J a ... o kcO 

paT simplification telescop\que. 

En pe.rticulier, pour b =:: 11 on obtient Pidentite fcmdamenta.le sulvante: 

Coroilalre Pour tous n EN et q €: C: 
q" -1 
q - 1 

siq#,1 

sl q = 1 

• 

• 

~ t:) 6b. En pratlque Souvent1 on n'a pas afi'aire a des sommes dont l'indice in(~rieur est O. Si par ex.empie on doit. calcuier 
• L, :i" 1 on commence par mettre en facteur le premier tenne puis 011 effectue un cha.ngement d iindlce : ,_, 
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ARITHMETIQUE DES ENTIERS RELATIFS 

1 DIVISION DANS Z 

1.1 RELATION DE DIVISIBILITE 

Definition (Divisibilit(!, diviseur, multiple) Soient a, b E Z. On <lit que a divise b) ou que a est un diviseur deb, ou-que ': 
best un multiple de a, s'il cxiste k E Z tel que b = ak; cctte relation entre a et b se note alb. 

Theoreme (Proprietes de la relation de divisibilite) Soicnt a) b, c, d E Z. 

(i) La relation de divisibilite i sur Zest reflexive et transitive; elle n'est cependant pas antisymCtrique puisquc : 

alb et bia = iai = !bi a= b ou a= -b. 

En revanche. sa restriction a. N Jiest : c'est une relation d'ordrc. 

(ii) Combinaisons lineaires : Si d!a et si dlb, alors dl(au + bv) pour taus u. v El. 

(iii) 

(iv) 

Produit : Si alb et si c\d. a.lorn aclbd. En particulier, si alb, alors a,1,:lb" pour tout k EN. 

Multiplication/division par un entier : Sid#- 0: alb <==;- ad 1bd. 

D(!monstration 

(i) La reflexivite et la transitivite de I ont, ete demontrees clans le chapitre sur les relations d'ordre. Contentons
nous de montrer l'equivalencc relative au defaut d'antisymCtrie de I• L'une des deux implications est trivialc: 
si lal = lb\, i.e. a = b ou a= -b1 il est clair que a\b et quc bla. 
RCciproqucment, supposons qu'on a.it a\b et bla. Alors ii cxiste k, l E Z tels que b = ak et a= bl. Du coup 
b = bkl. Deux ca.s se prescntent a.lors : si b = 0, alors a= bl = 0 et on a done bicn la\ = lbl; si au contrairc 
b # 0, alors kl= 1 et done, puisque k ct l sont cntiers, on a soit k = 1 = 1, soit k = l = -1, i.e. a= b Oll 

a = -b, i.e. ]a! = \bl comme voulu. 

(ii) Supposons qu'on a.it dia et dJb. Il existe done k, l E Z tels quc a= d.k et b = dl. Alors au+ bv = d(ku. + vl) 
avec ku + vl E Z pour tous u,v E Z, ct done di(au + bv) comme annonct\ 

(iv) Supposous d -:j:. 0. Si a)b, alors comme pu.r aillcurs did, !'assertion (iii) affirme que adlbd. 
Reciproquement, supposons quc adlbd. II existc alors k E Z tel que bd = kad, ct done tel quc b = ak. Ceci 
montre bicn quc alb. ■ 

1.2 RELATION DE CONGRUENCE 

Definition (Congruence modulo un entier) Soicnt n E .Net a, b E Z. On <lit que a est congru ab mod:u.lo n si nl(b - a), 
i.e. s'ii ex:istc k E Z tel que b =a+ kn; cette relation ontrc a et b se note a = b mod n. 

~ :W ~. Explication La relation de congruence est unc generalisation de la relation de divisibilite, il faut en effet o.voir en 
H~te le cas particulier suivant : nla -¢:::::::;,- a= 0 mod n. 

Th€!oreme (Proprietes de la relation de congruence) Soient a, a', b, l/ E Z et m, n E N. 

(i) La relation mod n est rCtiexivc, oym6trique et tran~itive. 

(ii) Somme : Si a= b mod n et si a' = b' mod n, alors a+ a' = b + b' mod n. 

(iii) Produit : Si a= b mod n et si a' = b1 mod n. alors aa' = bb' mod n. 
En particulier, si a=- b mod n, alors ak = b" mod n pour tout k E: N 

(iv) Multiplication/division par un entier : Sim f O: a= b mod n ~ am= bm mod mn. 
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Demonstration 

(i) La reflex:ivite et la symctrie de __ mod n sont immediates. Montrons seulcment la transitivitG. Trois 
cntiers a,b,c E Z 0tant donn6s, supposons qu'on ait a = b mod n et b = c mod n. Alors ni(b - a) ct 

ni(c-b), done par sommc n\((c- b) + (b- a)), i.e. ni(c- a), ou encore a= c mod n. 

{ii) S!. a'= b mod n et si a' = b' mod n, a.lors nl(b - a) et n] (b' - a'). done par somme n\ ( (b - a)+ (b
1 

- a')), 

i.e. nl ((b -i- b') - (a+ a')), ou encore a+ a' = b + b' mod n. 

(iii) On remarque que bb' - aa' = b(t/ - a')+ a'(b - a). Du coup, si a= b mod net si a' = b' mod n, a.lors 

n\ (b- a) et n1 (b1 
- a'), et done par combinaison lin€aire nl ( b(I/ - a').,... a'(b- a)), i.e. n: (bb' - aa

1
), ou encore 

aa' = bb1 mod n. 

(iv) Enfin: a=b modn ~ ni(b-a) ~ mn:m(b-a) ~ am==:bm=::mn. ■ 

1.3 DIVISION EUCLIDIENNE 

Theoreme (Division euclidienne) Soient a E Z ct b E Nx. Il existe un unique couple (q,r) E Z x N tel que: 

a =bq+r et 0,,; r ~ b - 1 (ce qu'on peut aussi ecrire : 0 .:-:;;; r < b). 

q -- l-"bj Dans cet (monce., a est appele le dividendc, b le diviseur, q le quotient et r le reste. On a : et r ~ a mod b. 

~ i ~ Explication 

• Le thCorCme de la division euclidienne est un resulta.t d'existence et d'unicite; c·esi cela qui est important. 

• En termes de congruences, le th6or8me de la division cuclidiemw a.ffi.rrnc simplemern, quc tout entter relatif u est congru 
modulo b a un entier unique entier r compris entre C et b - l. Par exempic, on peut ramencr l'cntier a. = 12839 a l'un 
des cnt.iers C, 1, 2, 3 ou 4 modulo b = 5: precisCment : 12839 = 5 x 2567-;- 4 , ct done 12839 :::::; 4 mod 5. ' ,.___,_, ..__,_,, -...._.., ___,. 

" 

Demonstration 

• Existence du couple (q, r) : On d6momre d'abord !'existence de (q, r) da.ns le cas oll a? O. Introduisons 

pour cela. l'onsembic Q = { k E 'Y./ a - bi..'. ;?. 0}. Cet ensemble Q est unc partie non vidc de N - non 

vide car eile contien<:: 0. Mais par ailieurs Q est majore (par a). En effet, soit. k E Q; alors a - bk? 0, done 
k .:-:;;; bk.:-:;;; a. L'ensemble Q possedc done un plus grand 816.ment q. Alors a. - bq ? 0. Mais comme (q + 1) (/:. Q, 
a - b{q + 1) < 0. Ccs dcux inE!galitCS s·ecrivem aussi O ~ a. - bq ~ b - 1. 
Posons done r = a - bq. Alors tout va bien : nous l'avons trouvC, notre couple (q, r). 

Etendons a present le re-Sultat a.u cas oil a< O. Orsi a< 0, alors -a ?- 0 et on est ramenE'. au cas precedent : 
ii existe uncouple (q,r) E Z x N tel quc -a= bq + r ct O ~ r ~ b- 1. La encore, doux cas doivent etrc 

distingues : 
1) Sir= 0, posons q' = -q et T

1 = 0. Alors a= -bq - T = bq' + r 1 ct O ( r' .:-:;;; b - l. 
2) Sir? 1, posons q' = --q - 1 et r' = b- r. Alors a= -bq - r = bq' + r' et O ( r' ( b- l. Et. voil8. ~ 

• Unicite du couple (q, r) : Donnons-nous deux couples (q. r), (q', r') E Z x N tels quc d = bq-!- r = bq' + r'. 
0-::;; r ( b - 1 et O ~ r' -::,; b - l. Alors lr1 

- r( .:-:;;; b - 1, ma.is par ailleurs b(q - q;) = r' - r. 
Supposons q ¥- q1

• Alors jq - q'I ? 1, done blq - q1\? b. On a done : b .:-:;;; biq - q
1 i = Ir' - -ri ~ b- l. done 

b .:-:;;; b - 1. Contradiction. Done q = q' On en deduit aussit6t quc r = a - bq = a - bq' = r' commc voulu. 

• Enfin, les conditions sur q ct r peuvent se rCE:crire ainsi 

retrouve ici la definition de- l ~ j . 
0 ;,; a - bq < b, puis : 

a a 
b - 1 < '7 ~ 6. 011 

■ 

~ ~ ~ En pratique (Algorithme de la division euc::!lidicnne) Comment caleuk-t-on de fait le coupie (q,r) de la 
division euclidicnne de a par b? On dispose d'un a.lgorithme pour ceia, qui n'e~t qu'unc imitation de la prcuvc du theorCmc de. 
la. division euclidiennc. On l'appcllc l' algorithme de la division euclidicnne. tout simplement. 

Supposons d'abord que a~ 0. L'algorithme est prCsente ei-dessous da.ns cc cas sous la. fonne d'une procCJurc Mapic. Le bon 
fonctionnement de cette procedure suppose quc les arguments a et b sont des entiers na.turcls et quc b est non nul. On 6crira 
juste apr&; une procedure complete capable de contr6ler clle-memc la nature de ses arguments ct de traitcr le cas u < 0: cc n'cs~ 

pas notre objcctif dans un premier temps. 
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> diveuc :=proc(a,b) 
local q, r; 

# La procedure 11 diveuc" imite la preuve du th€lor9me de la division euclidienne. 

# Elle requiert l'utilisation de deux variables locales q et r. 

l 

q ,.o; 
r :=a; 

t.1hile r >= b do 

q :=q+l; 
r :=r-b; 

ad; 
q,r; 
end; 

# Sa.chant que l 1 ensemble Q contient O dans taus les cas, on part de q=O. 
# On conservera a chaque 8tape 1 1 egalitB a=bq+r, C'est pourquoi au depart r=a. 
# Voici le corps de la procedure. On y augmente q de 1 en 1, 
# avec l'id0e que la va)eur finale de q sera le plus grand element de Q. 
# La valeur de rest cboisie conforruBmen~ a 1'0galit8 a=bq+r. 
# Tant que r=a-bq>=b, on boucle. Apres la derni8re boucle, O<=r<=b-1. 
# On demande a la proc€dur8 de renvoyer q et r. 

Puisq'u'une·bouclc vhile a ete utilisee, nous devons justifier la. tenninaison de l'algorithme ainsi propose. Mais en n~alite, c'cst 
notre d~monstration du theoreme de la division cuclidienne qui justi.fie cette tenninaison l'ensemble Q possedc un plus grand 

element. 

Venons-en maintenant ~u cas general. Nous allons rMcrire diveuc en prena..nt aussi en charge le cas a< 0- tuujvurs en imitant 
lo. demonstration du theoreme de it.. division euclidienne - et en contr6lant au passage la nature des arguments. Jc vous laisse 
le soin de commenter seuls la procedure qui suit. 

> diveuc : =proc(a, b) 

local q, r; 
if type (a,integer)=false then RETURN( 'Le precier argument doit etre un en tier relatif. ') ;fi ; 
if type(b,integer)=fs.lse or b<=O then RETURN('Le second argument doit e-cre un entier naturel non nul. ') ;fi; 

q :=O; 
r :=abs(a); 
while r >= b do 

q :=q+1; 

r :=r-b; 
od; 
if a<O and r=O then q :=-q; 
elif a<O then 

q ,=-q-1; 
r :=b-r; 

fi; 

q,r; 
end; 

DecidCment, tout cela. pa.rait bien pt'lnible. Ne peut-on pas faire !es choses plus simplement? Oui et non. Vous pratiquez sans le 
savoir la division euclidienne depuis le primaire. Quand on effectue la division de deux entiers en « posant lu division » commc 
on dit, on voit facilement apparaitre le quotient et le reb'te de la division euclidiennc associec. L'algorithme que nons venom; 
de presenter est-ii done inutile? Bien sG.r que non : en realite, la methode qu'on vous a apprise en primaire est possible parce 
que Palgorithme de la division euclidienne existe; ccs methodes apparemment differentes sont identiques. On vous a present.e en 
primaire la methode cla.ssique de division comme une recette a appliquer sans jarnaic:: vous la justifier. Dix ans plus tard le mat 

est repare, vous savez enfin pourquoi i:;a marche. 

3 4 7r 3. 0 (0) 6 9 
4 7 

- 4 5 
2 

Pour plus de precision, prcnons Fexernple de la division posee ci-contre. On y divise 347 par 5. Dans un 
premier temps, en apparence, on retranche 6 x 5 = 30 de 34; en fait, on retranche 60 x 5 = 300 de 347, 
puisquc le ~ G » a.pparait cornmc chiffrn des dizaim$ dans le quvtient. Dans un second temps, on rctranche 
9 x 5 = 45 de 47. Au total, on a retra.nche (tm + 9) x 5 = 69 x 5 = 345 8. 347 ct le rcstc obtenu est 2. 
OU est l'algorithmc de la division euclidienne dans tout i;:a. '? Avec cet algorithmc, au lieu de reuanchcr en 
deux fois 345 de 347, or:. aurait rctranchcr 5 une premiere fois, 5 une sceonde fois, unc troisiCmc fois. jusqu'a 
ce quc le restc soit strictement inferieur a 5. En tout, on aurait effectuC (i!J soustractiuns. 

Conclusion : !es deux ml%hodes reposent sur un meme principe de soustraction. Leur 0eule difference, c'est que da.ns I.a methode 
etudif:e en prims.ire, on suppose connues de Peleve lcs tables de multiplication usuelles; c'est grace a clics quc l'on trouvc lcs 
chiffres « 6 » et « 9 » du quotient clans l'exempie precedent. Quiconque connait scs tables de multiplication prefercra utHiser 
la methode des classes prime.ires. Pour un ordinateur en revanche, il est plus facile d'effect.uer betemenl des soustractions quc 
d'allcr fouiller da.ns sa memoire pour trouver des tables de multiplication. 

Exemple Le reste de la division euclidienne de 265302 par 7 est €:gal a 2. 

En effet On peut s'attendre a cc que la demonstration de cc rCSultat soit longue, si on appliquc l'algorithmc 
preclrlent comme un rustre, Or on peut remarquer que 23 = 8 = 1 mod 7. Nous avons alors l'idee de chcrcher 

la division euclidienne de 65362 par 3 en effet, si cette division s'ecrit 65362 = 3q --t- r oU r E { 0. 1. 2}, alors on 

pourn-1. 6crire que 26~362 = 23q+r = (23 )<72.,. :=: 2r mod 7 et ce sera terminC. 
Or l'algorithme donne: 65362 = 3 x 21787 + L et du coup 265362 = 21 = 2 mod 7 commc voulu. 
De eel cxemple, retcnez bien qu·au lieu d'elfcctuer la division cuclidiennc de 2653

G
2 par 7. nous avons eITcctne la 

division euclidienne de 65362 par 3, cc qui est BEAUCOUP mains long. 
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Exemple Soient x,y,z E Z, (x,y,z) f- (0,0,0), trois entiers solutions de !'equation de Fermat x 3 + y3 == z
3

. Alors l'un des 

entiers x, y ou z est divisible par 3. 

En effet Ra.isonnons par l'absurde en supposant que nix ni y ni z n 1est divisible par 3. Alors le restc de la 
division euclidiennc de x par 9 est l'un des entiers 1, 2, 4, 5, 7, 8 - on peut rejeter Jes cas 0, 3 ct 6. Etudions un 
a un ces differents cas : 

X mod 9 x' mod 9 x' mod 9 

1 1 

2 4 

1 

8 = -1 

11 res.sort de cc tableau que x 3 = ±1 mod 9. On montrerait de 
meme quc y3 :=::c ±1 mod 9 ct que z 3 = ±1 mod 9. 

4 16 = -2 

5 = -4 16 = -2 

7 = -2 4 

-8 = 1 

8 =·-1 

-8 = 1 

Or par hypothese x 3 --y3 = z 3 mod 9. A gauche or: a modulo 9 
soit l+ 1 = 2. :mii 1- 1 = 0, soit -1+1 = 0, soit -1-1 = -2; 
a droite on a -i:. l. L 'egalite obtenue est impossible. C'est fmi. 

8 = -1 1 -1 

2 DIVISEURS ET MULTIPLES COMMUNS 

DMinition (Diviseur commun, multiple commun) Soicnt a, b E Z. 

• On appelle diviseur commun de a et b tout entier d E Z qui est a la fois un diviseur de a et un diviseur de b. 

• On appelle multiple commun de a et b tout entier m E Z qui est a la fois un multiple de a et un multiple de b. 

2.1 PGCD 

Definition (PGCD) Soient a. b E Z. On appclle plus grand commu.n diviseu.r (PGCD) de a ct b tout enticr d E Z tel quc: 

• d est un diviseur commun de a et b ; dja et dlb ; 

• d est un multiple de tout diviseur commun de a et b : VO E Z, ( Oja et Olb) = 6\d. 

~ I I Explication Du.us la di§fiuition d'un PGCD, la. deuxieme ossertiun signifie que d est plus grand (pour la relation 
de divisibilite) que tout autre diviseur commun de a et b, et qu'en ce sens d est le plus grand des diviseuq; communs de a et b, 

comme son nom Findique. 
Si a et b sont des entiers naturels, un PGCD de a ct b n'est ja.mais que la borne infCrieure de l'ensemble { a, b} pour la relation 

d'ordrc I sur N. Si tout ceci n'est pas limpide pour vous, allez refairc un tou.r du cote des relations d'ordre, nous avons dCja. 

evoque ces resulta.t.s. 

Un PG CD de deux en tiers cxiste-t-il toujours? Si oui, est-ii unique? Nous enom;ons ci-apres dcux theoremcs e.ssentiels. Tous ~ 
deux seront prouve8 simultanemcnt au sein d'unc preuvc unique. 

Th0or€1me, (Existence et y; unicite » du PGCD) Soicnt a. b E Z. 11 existe un ct un seul PGCD positif de a et b: cc~; 
PGCD est note PGCD(a, b) ou a,\ bet appcle ~ PGCD de a et b. Le seul autre PGCD de a et best alors -PGCD(a, b). 

~ l ! Explication On <lira ainsi que -3 est !ill PGCD de 6 et 9, mais, au choix, quc 3 est ( un ou) ~ PGCD de 6 et 9. 

Theoreme (Th€or€:n1e de Bezout, premiere partie) Soient a, b E Z. 
11 existe des en tiers u, v E Z tels que PGCD( a, b) = au + bv. Un tel coupie ( u. v) est appel6 un couple de coefficients de. Be::out 

de (a, b). 

X X X Attention ! Les cntiers u et t.' ne sont pas du tout uniques. Par exemple, PGCD(4, G) 
4 x(-1)+ 6 x 1 =2ct 4 x 2 + 6 x(-1)=2. 

__.,..,.,. ..._,_, ._,,.,, --....- __.,..,.,. ----- ----- ----
ll b v ll u b 

4 
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Demonstration 

• 'tvfontrons d'abord quc a et b possed.ent au plus dc:.ix PGCD qui sont l'opposC l'un de l'autn~. Soient done d 
et d 1 deux PGCD de a. et b. Aion'l d e.:::1. un dlviseur commur. de a et b, done did' puisque d' est un PGCD de 
a et b: de m(!me cf est un diviseur de a ct b: don:: d'ld puIBque d. est un PGC:,:J de a ct b. Fina.lement on a 
bien Id\ ; jdr i; c'est le rC:Suitat voulu. 

• Pour !'existence du PGCD et Jc thCOrf:me de Bezout. commen(,ons par mettrc de cote le cas a= b = O. H est 
dair da.ns ce cas que 0 est un diviseur com.mun de a ct b, :-1~ccs::..a.irement le plus gra.nd puisq'..le tout entic: 
divisc 0. 

Nous pouvons desorma.is supposer a =f O ou b ,j=. 0. L'ensemble (aZ + bZ) n !\ix est alor.:s une partic nou vidc 
de N -- il contient a ou b, Fun des deux 6t.ri.nt non wd - done: pos5ede ur:. plns pct.it elernem d : d. est un 
entler naturcl non m,l et s 1&rit d =av.+ b1J pour certains u;-v E Z. Nocti a.Hons montrc:- que d est un PGCD 
<le a ct b. Cela mont.rera. en mO:me temps le tht&oreme de Bezout puisque par definition d = au + bv a.vcc 
1.1.,v E Z. 

1) Montrons que d di vise a la. fol!; a et b. 11 sllffit de le prouver pour a par symt!trie des roles de a ct 
b. La division euclidiennc <le a. par ds 16c:rit a=- dq+r oil q1 r E Zet O ~ r < d. Alors r E (aZ+OZ)nNca.r 
r = u - dq = a - (au -t- bv)q = a(l - uq) bvq. Orr< d <..~ d est le plus petit element de (aZ + bZ) riNx 
done r = 0. Bref, a ::=- dq. i.e. d divisc a. 

2) Soit b E Z d1visa.nt a ia. ~ois a et b. Alors 6 divise d puisque d :::; au + bv. • 
La preuve prCcE!dente a ceci d'inconfortablc qu\dle ne noui explique pas comment cakule:- le PGCD de dcux entiers, ~ii 

comment- calculer les dcux entiers 11 et v du tbeoreme de BCZOut. Nous p;:-e.':>cnwns ci-a.prCs deux a.lgoritbmES de cu.kul a.da.ptOO a 
ces questions: Palgorithme d'Eu.cU.de et Faigorithme de Bi!.zout, 

Lemme (I dee fondamentale de Palgorithme dJEuclide) 
I a par b. Aiors PGCD(a.b) = PGCD(b.r). 

So.en~ aEZ, bEN~ ct , le fUjte de la d;vision eudidiennc de I 

Demonstration Notons q !'unique cntier pour lequel a= bq+r, Montrer qne PGCD(a, b) = PGCD(b, r) revient 
a montrer que ccs deux entiers positifs ou nuls se divlsent. l'un l'autre. 

• Pour commence::. PGGD(a1 b) divise a et b, done aussi bet r puisque r :..:::' a··-bq. Pa:r dNiuition dl' PGCD(b. ,.t 
on peut done affirmer que PGCD(a1 b) divisc PGCD(bi r), 

• De m~me, PGCD(b, r) divisc b ctr, done a.J;J,si a ct b puisquc a:::;; bq + r, Pur definition de PGCD(u1 b}, on 
pent done o.ffirmer que PGCD(b 1 r) div:se PGCD(a,b). ■ 

~ ~ ~ En pratique (Algorithme d'Euclide) 

• Soient a, b E Z. Vaigori.thme d.'Euclide Vil nous permettre de ca.iculcc ra.pid<..AIDent le PGCD de a et b, Tout d'a.bord, 

PGCD(a.b) = ]aj si b = 0 ct PGCD{a,b) = ibJ si a= 9. Ensuite, PGCD(a,b) = PGCD(iai) jbj). Entin, evide1nment, 

PGCD(a., b) :::::: PGCD(b, a). Nous pouvom; done suppooor que O < b ~ a.. On df!finit alo:::-s les entiers uaturd~ ro, Tt, r-1 ... 

de la. f~on suivante 

1 j on commence par poser ro = a ct r 1 = b; 

2) cnsuite, k d<mignant un entier na.turel, ta.nt que rk+ 1 F 0, on note rk+:i le restc de la. divisio:1 
euclidienne de rk par r1i1+1 - on a. dam:; ce cus f"btz < r1o+•· 

A rissue de cette construction, on ales in6ga.litf',s : ro ~ r 1 > r 2 > r 3 > , , . ~ O. Comme ii n'existe qu'un nombre fini 
d'entiers na.turels entrc Oct ro, on obtient forcement 'f"N :;:, 0 pour uncertain N E Nx, Alora rN _,. est le dernier reste 
non nul de la suite ro, 1·1, r,, et en ve-rtu de i'idee fondamenta.le de Palgorithmc d'Euciidc : 

PGCD(a,i>) = PGCD(ro,rd PGCD(r1 .r2) = PGCD(r,.r,) = ... = PGCD(r,,_ 1 ,r,,) = PGCD(rN-i,0) rx-,. 

Bref, le PGCD de a et b es: tout. simpien:em. le dernier reste non nul r ;,: _:. de la suite des restcs succcssifs ro, r1. r2 .. 

• Appliquons l'a.lgorithme sur un exemplc simple: PGCD(1542, 58) 2, 
euclidiennes: 1542 = 2Gx,§§+34, 58 = 1 x34-i.Z4, ;H_ = l x24+10, 
Le dernier reste non nul obtenu est 2. 

n s'agit. s(~uleroem d'effectuer quelqurns divisions 
2-i=2xl0~4, 10=2x,t"".:l et :1_;2x.:e--c. 

• .Nous preBentons ci-dessous PAlgorithme C.'Euclide sous la fortne d'•.me procedure Maple. La. boucl<'.' '-hile de cx..~te procedhrc 
est forcement quittet' au bout d\m nombre fb:1i dG passe.ge~ au vertu d(; la d6rnonstra.tior~ precedcr.tc. 
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> euclide :=proc(a,b) 
local r,s,t; 
r :=max(abs(a) ,abs(b)) 
s :::mi.n(abs(a.) ,abs(b)) 
t :=O; 
vhile, s>O do 

t : ==s ; 
s :=op(2, [diveuc(r,s)]) 
r :=t; 

od; 
r; 
end; 

# La proc8dure "euclide" de calcul du PGCD 
# requiert !'utilisation de trois variables locales r, sett. 
# On introduit la suite (r(n)) en posant r=r(O) et s=r(1) 
# La variable t n 1 est qu'une variable de stockage 
# utilis8e dans la boucle while ci-dessous. 
# Dans la boucle, r joue le r6le de r(n) et s celui de r(n+1). 
# Tant que s>O, on garde s=r(n+1) en m8moire en l'appelant t, 
# on calcule le reste s=r(n+2) de la division de r=r(n) par s~r(n+1), 
# et ell.fin on prepare le prochain coup en posant r=t=r(n+1). 
# Au cran suivant dans la boucle, on aura r=r(n+1) et s=r(n+2). 
# On demande .a_ la procedure de renvoyer r, le dernier reste non nul. 
# Ce n'est pass car juste~en~, a la fin, s=O. 

Dans cette procedure, on n'a pas eu besoin de mettre a. part ie cas oU l'un des deux nombres a et b esi nnl. En cffet, si 
l'un des nombres est nul, alors des Pinitiahsation des variables on a s = 0; Maple franchit done la boucle while sans s'y 
arr~ter et renvoie a Putilisateur la valeur de r initia.lc. qui est justemcnt dans ce cas egale au PGCD chercbe. 

~ ~ ~ En pratique (Algorithme de B~zout) La methode decrite ci-apre.5 est a. connaitre impera.tivement. Nous la 
prffienterons seulement sur un exemplc: cherchons par exemple le PGCD de 525 et 3080 ainsi qu'une identite de Bezout associCe. 
Tout commence avec lcs divisions euclidiennec; successives de l'algorithme d'Euclide: 

ro r1 r2 

----- --3080 = 5 X 525 + 455, 

.. , r2 r3 - --525=1x455+70, 

r2 r3 r4 - --455=6x70+35, 

r3 T4 r~ - --70=2x35+0 

Le dernier re.ste non nul est 35, c'est lui le PGCD de 525 et 3080. Partons alors de l'avant-dernif!re division ecrite sous la formc 
r4 r2 r3 ,_,,__ ,_,,__. ,....,..__ 
35 = 455 -6 x 70 !',;"ous allons da.ru; cette Cgalite eliminer progressivement r3 puis r2 et a.urons ainsi exprimC T4 = 35 en 

fonction de ro = 3080 et r1 = 252. 

r4 r2 T3 - - -PGCD(525, 3080) = 35 = 455 -6 x 70 
r2 r1 r2 - - -= 455 -6 X (525 -] X 455) (on eliminc r3) 

,.l rz - -= -6.X 525 +7 X 455 
r1 ro r1 - - -= -6 X 525 +7 X (3080-5 X 525) 

ro r1 

( on eliminc r2) - -= 7 X 3080 -41 X 525 . La voil3., notrc idcntite de Bezout. 

Theoreme (Proprietes du PGCD) Soient a, b E Z. 

(i) Pour tout k E Z: PGCD(ak, bk)= lkl PGCD(a, b). 

(ii) Pour tout diviseur commun di=- 0 de a et b : PGCD (~ !>.) = PGCD(a, b) 
d' d ldl . 

Demonstration 

(i) Soit k E Z. Nous pouvons supposer k =/:- 0. Notons J = PGCD(a, b) et C:J. = PGCD(ak, bk). 

On a d'une part 6la et bib, done 6klak et Oklbk, done par definition de~, 6kj~. 

D'a.utre part, klak et klbk. done pa.r definition de 6.., kl~, de sorte qu'il existe n E Z tel que ~ = nk. Ensuite 
nk = ~\ak et nk = ~!bk, done nla et nib car k I D. Par definition de J, cela montre quc niJ, puis quc 
to.= nklok. 

Nous obtenons a.i.nsi 1n double divisibilite Okl6.. et ~ldk, ct done [Jkl = JC:J.l, ou encore ~ = Olk!. 

(ii) Seit d =/:- 0 un diviseur commun de a et b. Notons o = 2 et f3 = ~- Alors via. (i) : 

PGCD(a,b) = PGCD(ctd,/Jd) = ldi PGCD(ct,/l) = ldi PGCD (~, £), d'ou le resultat. ■ 
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2.2 NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX 

Definition (Nombres premiers entre eux) Soient a, b E z. On dit que a ct b sont premiers entre eux si \curs seuls diviseurs 
communs sont 1 et -1, i.e. si leur PGCD est egal a. 1. 

Exemple 15 et 28 sont premiers entre cux. 

~ ~ ~ En pratique 

• La remarque suivante est utile clans de tres nombreux exercices. Soient a, b E Z de PGCD d. 11 existc a', b' E Z tels que 

da' b db' l p CD( , b') D (" b) PGCD(a,b) PGCD(a,b) I , , . a= et = . A ors G a, = PGC d' d = ldl = PGCD(a, b) = 1. Bre, a et b sont premiers 

entre eux. 

• Qua.nd on veut montrer que deux entiers sont premiers entrr;: eux, il est toujours possible d 1utiliscr l'algorithmc de BCzout 
etudie prCcedemment. Nous verrom; da.ns le paragraphc sur les nombres premiers une autre technique parfois inutilisa.blc 
ma.is souvent plus pratique. 

ThE!or~me (Tbeoreme de Bezout, deuxieme partie) Soient a, b E Z. Les assertions suivantcs sent equivalentes: 

(i) a et b soot premiers cntre eux. 

(ii) II existe deux entiers u, v E Z tels que au + bv = 1. 

Demonstration 

(i) ==} (ii) Consequence immediate du theoreme de Bez.out, premiere partie. 

(ii) ===}- (i) Supposons l'existencc de deux entiers u, v E Z tels que au+bv = 1. Soit alors dun diviseur commun 
de a et b. Alors d[(au + bv) = 1, done d = ±1 e.t fi.nalement a ct b sont premiers entre eux comme voulu. ■ 

Th0or~me (Th8oreme de Gauss) Soiem a,b,c E Z. Si a\bc et si a ct b sont premiers entre cux. alors a\c. 

Demonstration Faisons l'hypothese que a.I be et que a et b sont premiers entre cux. Alors be = ak pour un 
certain k E Z et le theoreme de Bezout affirme qu'il existe u, v E Z tels que au+ bv = 1. Multipiions cette identite 
par c: acu + bcv = c, puis remplw;ons be pa:r a.k.: a(cu + kv) = c. II est hien clair que ale comme voulu. ■ 

Corollaire (Divisibilite par un produit) Soient a,U,n E Z. Si aln, si bin et si a ct b sont premiers entre aux, alors ab\n. 

X X )( Attention ! II est impera.tif de supposer ici a et b premiers entre eux. En effet, pow- a= b = n = 2, a ct b divisent 
n ma.is ab ne divise pas n, et ce n'est pas etonna.nt puisque a ct b ne sont pas premiers entre aux. 

Demonstration Puisque ain, ii existc k E Z tel que n = ak. Comme b\n, on peut done dire que blak. Or a et 
b son"(; premiers entre eux. Le th6orEJme de Gauss a done pour consequence que b!k, Finalement ablak;:::: n commc 
voulu. ■ 

Corollaire (Forme irreductible d'un nombre rationnel) Soit r E Q. II existe un unique couple (p, q) E Z x N" 

r = E et tel que p et q soient premiers entre eux. Cette ecriturc r = E est a.ppelee la. forme iTreductible de r. 

tel quc I 

I 

q q 

D~monstration 

• Comnien~ns par l'unicite du couple (p, q). Soient done (p, q), {p 1
, q') E Z: x J~f'. On suppose que r = E = 'E_ 

q q' 
et que p et q d'une part, p' et q' d'autrc part sont premiers entre eux. 
On a done pq1 = p' q. En particulier q\pq'. Or pet q sont premiers entre eux, done via le theoreme de Gauss, 
qiq'. Pa.r syrnetrie, q'lq, et done lql = \q'\. Me.is q et q' som positifs ou nuls, done q = q'. Commc par ailleurs 
q et q1 sont non nuls, on peut diviser l'egalite pq' = p' q par q = q' et du coup p = p' comme voulu. 
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Exemple 

• Et Pexistence fl present? Ce qu 1on sait par definition de r, c'cst qu'il cxiste deux enticrs a et b, b 'F 0, teie 
que r ;;;;; t On peut toujours sI.tpposer que b est positiL Notant d le PGCD de a. et b, nous pouvons alor.s 

Ccrire a = dp et b = dq pour deux en tiers p E- Z et q € N' x . Tout va hien ; nous sa.vons q ue p ct q son;; 
, d' a dp p ■ premiers eutre eux, Ct ·autre part r = b = dq = q. 

La fraction ij !l'cst pas irreductible ca.: PGCD(4. B) =: 2 sL 1. Pour ia rcduirc, on divlSe au num6ra.-tcur et at: 

d6nomina.tcur par ce PGCD. On obtien: ainsi une fraction Cgalc a la. premiere ma.is rrr6ductlblc : 
2 

2.3 PPCM 

Definition (PPCM) Soient a 1 b E Z.. On appelic plus petit commun multiple (PPCMJ de a et b tout entier m € Z tel quc: 

• m. est un muh:iple commun de a e: C : a!m et b:m 

• m est un diviseur de tout multiple commun de a et b : 'r/µ. E Z) ( alµ et blµ) ==> mjµ. 

I I a! Explication Dans lu definition d'un PPCM, la seconde assertion signifie que m est plus petit (pour la. relation de 
divisibititC) que tout autre multiple commun de a et b, ct qu'en ce sens m est le plus petit cies multiples commnns de a et b. 
comme son nom l'indiquc. Ceia dit, attention : insistons sur le fa.it qu1·,.m PPCM est uo plus petit commun multiple au sens de 
la relation de divisibilite It pas au sens de la relation t,;: ; sanB cela., 0 sera.it l'uniquc PPCM. de a et b pour tous a, b E Z, cc qui 
serait peu inteteasant, ~ 

Si a et b sont des entiers naturels, un PPCM de a ct b n1est ja.ma.is que la. borne supOrieure de l'er.semble { a, b} pour la. relation 

d'ordrc I sur N. Si tout ceci n'est pas limpide pour vous, aHez rd.a.ire un tour du cote des relations d1ordre, nous avons d6j& 
M"oquC ces resultats. 

Cn PPCM de deux enticrs cxiste-t•il toujours? Si oui, est-il unique? Le tht".oreme s1.frva.nt tepood aces questior1s. 

j Them•eme (Existence et <.: unicite » du PPCM) Soient a.b E Z. I! exist0 un ct ·un l3CU1 PPCM positif de a et b; cc! 
PPCM est note PPCM(a,b) ou a.Vb et appelti ~ PPCM de a et b, Le seul a.utre PPCM de a et b ost alors -PPCM(a,b), , 

On a l'egalite, labl = PGCD(a, b) PPCM(a,b). 

~ i ~ Explication On dira ainsi que -18 est J!!1 PPCM de 6 et 9, rnais, au choix, ·que 18 e.st (1!!! ou) ~ PPCM de 6 et 9. 

Demonstration 

• L 1..; unlci te » au PPCM :se d!!montre c-,qmme <lru:w JC cos dt-'8 PGGD. 

• Si a ou b est. nul, comme Oest le seu! multiple de 0, a et b posse.Jent uc PPCM unjquc, a. savoi: 0. 
ab • 

• Supposons de5ormais quo a ¥ 0 et que b j--0 ct posone d .;,:s PGCD(a, b) :j:: O. Nous allons montrer que -:; 

est un FPCM de a et b. Ceh~ procvero. d'utt coup d'un seul i'ex::.stence d'ur. PPC1v1 de a et b ct la. formule 
lab!= PGCD(a, b) PPCM(a,b), 
Commem;ons par introduirc !es deux entiers 1l, b' E Z telE que a d.a 1 et b = db'. Nous savons que o.1 et b' 

· E ab b' b' .sont prcrruers entre eux. n outre = a ::c: a. . 

. •·1 ab I l . C' f " I ., ab b'!'~' ab 1) .1vontronsque
4

cstur:mutipecommundeaeto. ,est acue:a
1
ao =-;ret vu =d· 

2) Montrons quc ~ est un diviseur de tout multiple commun de a et b. 

Soit nlors mun multiple commun de a et b. Il existe done u., v E: Z tels que m = mL bv. L'Cgalite au= &v 
devient aussit6t ua1 = vb' et done a'\-ui/. Or a' et b' sont prermers entre eux, done via k tl1WrOn:e de 
Gauss; a'iv. Bref1 on peut ecrire ~' = a1 k pour uncertain k E Z. 

Conduon.s : m = bv = ba,'k = k ~, Ccla montre bien que ~]m commc prevu. ■ 

~ ~ ~ Ell. pra.tique La formule .y, la.bl= PGCD(a., b)PPCM(a., b) » permet de cakuler m: PPCM a partir d\u-: PGCD, via 
i'a.l.go::ithme d'Euclide. Pa.rtant de a et bj on dC:termiwz PGCD(a, b) a L:lide de l'algoritbme d 1Euclide ct on en <l6duit PPCM(a, b). 
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Exemple PPCM(lo42, 58) = 44718. 

En effet Nous avons deja. montre que PGCD(l542, 58) 

PPCM (1542, 58) = 1542 x 58 = 44718. 
2 

2 dans un cxemple pr6c6dcnt. Par cons6qucnt 

Pour la demonstration du th6oreme suivant, vous vous inspirerez de la demonstration donnee dans le ca.s analogue de~ PGCD. 

Th00r€me (Propri~tCs du PPCM) Soient a, b E Z. 

(i) ]'.our tout k E Z, PPCM(ak,bk) = jkjPPCM(o, bi. 

(ii) Pour tout .diviscur commun d # 0 de a ct b: PPCM ( J. ~ ') 

3 NOMBRES PREl'vlIERS 

PPCM(a,b) 

!di 

Definition (Nombre premier, nombre compose) Soit p E N. On dit que pest premier sip# 1 et si lcs seuls diviseurs 
positifs de p sont 1 et p; on dit que p e.st compose sip# l et sip n'est pas premier. 

L'cnsemble des nomUres premiers e.st pa.:rfois note IP. 

Exemple 11 n'est pas inutile de conne.itre la liste de.s premiers nombres premiers: 2. 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37. 
Vous remarquerez que 2 est le seul nombre premier pair. 

Lemme Soient ;· E Nx, p1, p2, ... , p .. des nombre.s premiers distlncts et u 1 , 02, ... , 0:,. des cnticrs naturels non nuis. Alor.5; tout I 
diviseur pre~ier de pr 1p~ 2 

.•• p~'" est l'un des Pi, i E [1,r]. I 

Demonstration Notons 'D l'ensemble des en tiers de ia forme pt1 p~ 2 ..• p~" - cormne dam; le lc1nme - dent 
au mains un diviseur premier n'est pas l'un des Pt, i E [1, r]. Nous voulon.s montrer quc D est vide. 
Ra.isonnons par 1'8.bsurde en supposant D non vid~. Alors 'D CBt une pa.rtie non vide de N' et possCdc done un plus 
petit element pf1 p~ 2 

• •• p':" dont uncertain diviseur premier p n'est aucun des Pi, i E (1,r]. 
Par hypothese p[p1 (p~ 1 

- i p~ 2 ••• p';"), et par o.illeurs I' et p1 • en tant quc nombres premiers distincts, sont premiers 
cntre eux, done via le theoreme de Gauss, PIPr 1 -lp~2 ... p~,.., Or pf 1 -lp~2 . , p;?'~ n'est pas un Clement de V car 
p~ 1 p~ 2 

.• p~'" en est par definition le plus petit. Par consequent, puisque PIP~•- 1p~ 2 .• • p'; .. , pest l'un des p;, 
i E [l,r], ce qui est contradictmre et nous permet d 1affirmer que D = 0. ■ 

Le theDremc suivant est parfois appelC le the.DT"eme fondamental de l'arithmritique. 

Th€!or€me (Existence et unicite de la decomposition en produit de facteurs premiers) 

• Soient n EN', n ~ 2. Il existe un unique entier r E NY, une unique famille (p1 ,p2 •.. ,Pr) de nombres premiers ranges 
clans l'ordre P1 < P2 < . < p,.. ct une unique famille (0:1, a:2, ... , a:.,) d'ent1crs naturels non nul.s tels que: 

Les en tiers p1, p2, ... , Pr sont tous les nombres premiers qui divisent n. Pour tout i E [l, r], p~i est la plus gra.ndc puissancc 
de Pi qui divise n et a:, est appele l' ordre de multiplicite de p1 dans n. 

Par convention, on considere que Pentier 1 poss~de lui a.ussi une et une seule decomposition de ce genre. avec r- = O; bref, 1 
est le ,.;: produit de zero nombre premier >I. 

• Ce resultat gagnc pa.rfois a Ctre enonce sous la forme suiva.ntc. Soit n E Ny. 11 existe unc unique famillc (v,,),,Er 
d'enticrs naturels presque tous nuls, i.e. dont taus ies elements sont nuls sauf un nombre fini d'entre eux, tellc que: 

n = IIpl,'1'. 
, .. 

~ &i ~ Explication Dans la deuxieme formulation du tbeoremc. le produit rr p"P est fini. Rien a voir ,.wee un produit infini 

puisque la famillc (vp)p,:;!' est prcsque nullc. 
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Demonstration Le programme stipule que vous n'etes pas oblig6s de savoir refaire cettc demonstration. Jc 
vous conseillc neo.nmoins de la trava.illcr. 

• Existence : Par recurrence sur n. 

1) Initialisation , 2 est premier done produit de nombres premiers au sens de l'enonee ci-dessus. 

2) Heredite : Soit n E N, n ~ 3. Faisons l'bypothese que tout en.tier sup6rieur ou 6gal a. 2 mais 
strictement inferieur an peut est un produit de nombrcs premiers. Qu'en est-il den? Dcux cas p08sibles: 
soit nest premier, soit n est compo.sC. Sin est premier, c'est termine. il est produit de nombres premiers. 
Supposons-le done compose. II s'ecrit done n = ab oU a et b sont deux diviseurs positifs de n autrcs quc 
1 et n. Notre hypothese de recurrence indique alors que a ct b sont des produits de nombrcc; premiers. A 
fortiori c'est aussi le ca.s den par produit. 

• Unicitl! : Egalement par recurrence sur n. 

1) Initialisation : lntroduisons une decomposition de 2 en produit de nombres premiers. Avcc des 
notations 6videntes: 2 = p~ 1 p? ... p~ ... Aussitot 2 = pr 1 p~ 2 ••• p~" ~ 2° 1 +<) 2 + ... +a. .. car 2 est le plus 
petit nombrc premier. De cette inegalit<': decoule immediatcment que r = I, p1 = 2 ct u- 1 = L Commc 
voulu, la decomposition de 2 en produit de nombres premiers est unique. 

2) Heredite : Soit n E N, n ~ 3. Fe.isons l'hypothese que tout entier superieur ou ega.l a 2 ma.is 
strictement inferieur a n se decompose d'une unique fa9on en un produit de nombres premiers. Qu'en 
est-il den? Soicnt n = p~ 1 p~ 2 

••• p~r = qf1 <'22 
••• qfA deux decompositions den en nombres premiers

notations evidentes. Aiors via le lemme etabli juste avant, q1 = p; pour un certain i E [1, r] ct p 1 = q
1 

pouruncertainjE [Ls]. Ducoupp1 ='f.J.:i? q1 =·pt ~P1, et doncp1 =q1. 

Dans ces conditions, .::_ = p~ 1 -lp~2 
••• p:;" = qf 1 

-
1 qf2 ••. qf•. Or .!:. possede unc unique decomposition 

P• P• 
en produit de nombres premiers par hypothesc de recurrence. On en d6duit que r = s et que p~ = q, et 
c.:, = 8, pour tout i E [1, r]. Ainsi nos deux decompositions sont egales, c'est l'unicite cherchee. ■ 

I Theoreme (Infinite de !'ensemble des nombres premiers) L'cnsemblc IP' des nombres premiers est infini. 
I 

Demonstration Raisonnons par l'absurde en supposant IP' fini. Notom,; clans ce cas p 1, P2, ... , p.,.. la. listc complete 
des nombres premiers et posons N = P1P2 .. ,Pr+ l. Alors N E N, N ~ 2, et done N peut ~tre decompose en 
produit de fa.cteurs premiers en vcrtu du theoreme fondamental de l'arithmetique. Soit Pk un tel diviseur premier 
de N, oil k E [I, rD. Alors N =. 0 mod Pk• Or par definition de]'.', N = l mod Pk, done finnlement 1 =: 0 mod Pk 
- contradiction. ■ 

Thl!orCme (PGCD, PPCM et nombres premiers) 

(vp)pE? ct (µ.p)pEP tdlcs que a= IJ pµ" et b = II p"P. 
Soient a, b c N". ~ous savor.s qu'il existe dcux families uniques 

pEP pEP 

Alors : PGCD(a, b) = II pmin(JJp,,,.p) et PPCM(a,h) = IIPmlll((.,.1,..,p)_ 
r,EP pE!' 

~ ~ ~ En pratique Quand on conna.i:t la decomposition en factcurs premiers de a et b. on peui done d6terrnincr 
PGCD(a,b) et PPCM(a,b) sans utiliser l'algorithme de Bezou:. La. limite de cettc methodc, c'est qu'il peut etre TREs LONG 
de determiner la decomposition diun entier en produit de nornbres premiers. Pour les grands nombres, l'algorithme de BCzout 
est infinirnent plus utilisable. 

Den1or.i.stration Contentons-nous de tra.iter le cas des PGCD. Posons d = II pmin(.up,.,p). On a: 

( a b) (" b)' PGCD(a,b) = PGCD d x d'd x d = ldi PGCD d' d 

PE> 

= IT pmin(1~,,,1,·p) 

,E> 

'a b \ 
X PGCD (;j• d) 

II ne nous reste plus qu
1
8. montrer que PGCD (~, ~) = 1, i.e. quc Jett sont pr0micrs entre eux. 

10 

• 

• 



,. 

• 

Soit O Ull diviscu.r comrnun positif de ~ 0.t ~. ~ous devons montrer que O = L Raisonnons par l'absurde ct 
a d 

supposons O ,t:. l. Nous pouvons alors nous dom~er un diviseur premier q de 0. 
Dans ccs conditions, puisque qlO et 01 ~ = Il pµ.p-mmtµ.,,,vpJ, aiors q est au mains a la puissancc l dans cc produit, 

pEP 

i.e. µ.q - min(µq, v,1 ) ~ 1. On montrc de la memc fa-;on que v,1 - min(µq, v.,) ~ l. On a. done µq ;;: min(µq, v 17 ) + 1 
et v 17 ~ min(Jiq, v17 ) + 1, done min(µq. 1117 ) ~ min (µq, v17 ) , 1 - contradiction. 

a b 
Conclusion : 0 = l. Les entiers d ct d sent a.insi bien premiers entre eux, ce qui achCVe cette preuve. ■ 

Exemple Le PGCD de 600 et 740 est 20 = 22 x 5 car 600 ~ 23 x 3 x 52 et 74.0 = 22 x 5 x 37. 
Voyez comme c'est facile 1 It est interdit de ne pas savoir faire cc:n 
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CHAPITRE 6 L'ANNEAU DES POLYNOMES 

Vo'!J.S avez etudie depuis la seconde jusqu 'd la, terminale les fonctions de variable reeelle 
de la forme x ....., a,,x" ...., , . , + a 1r-,- a0 et appris a resoudre les equations du premier et 
du second degre, n est commode pour approfondir cette etude de considerer les expressions 
formelles du type anxn -,- , . , ...., a1 r + a0 et de travailler directement sur elles. C'est ce 
point de vue qu'on adopte ici : un polyni5me est defini comme la suite de ses coefficients ; 
cela permet notamment de developper l'analogie entre les proprietes de divisibilite dans 
l'anneau des polyni5mes et dans l'anneau Z. Bien entendu la notation P = (ao,,,,, a,,), 
meme si elle presente l'avantage d'insister sur le, role des coefficients, est impraticable et 
on utilisera la notation usuelle P = a0 --'- .•• + anXn, celle de tout le monde. meme des 
mathematiciens. 

6.1 POLYNOMES 

K designera ici un sous-corps de C que l'on pourrn prendre egal a R ou C pour simplifier. 

Definition: lin polynome a coefficient dans K est une suite d'elemems de K, disons 
P = (ao.a1 , ... ,an,··.) telle qu'il existe no avec 'vn?:: no, an= 0, Les a, s'appellent les 
coefficients du polyn6me P. 

Un polyn6me du type (ao, 0, 0, ... ) s'appelle un polynome constant. Le polyn6me 
(0, 0, ... ) s'appelle le polynome nul. 

Le degre d'un polynome non nul P = (a0 , a 1 , ... , a.,, ... ) est l'entier 

Il nous faut bien sur definir !'addition et la multiplication : 

Definition: Soit P = ( a0 , a 1 , ... , an, ... ) et Q = ( b0 , b1 , .•. , bn, ... ) deux polyn6mes, 
a1ors leur somme et leur produit sont definis par: P+Q := (ao+bo, a1 +b1 ,, .. , an +b,.,, .. . ) 
et PQ := (eo,ci, ... ,Cn, ... ) avec Cn := I:7=oa,;bn-t· 5, (\E:K rJ'~~ 11ll.o, (\a.,,, ,.},a,.)o) 

THEOREME: L'ensemble des polyn6mes, muni de ]'addition et de la multiplication 
est un anneau commutatif; ] 'element neutre pour l'addition est le polynome nul, !'element 
neutre pour la multiplication est le polyn6me constant 1 := (1, 0, 0, ... ). 

On a Jes relations (lorsque ni P, ni Q ni P + Q ne sont nuls) : 

deg(?+ Q) :5 max{ deg(P), deg( Q)} et deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) 

Demonstration: Il est immediat de verifier que !'addition definit une Joi de groupe. Le 
polyn6me constant dont le premier coefficient est 1 est bien l' element neutre car si b0 = 1 
et b; = 0 pour i ?:: 1 on a bien I:~=O a;bn-i = an. Verilier l'associativite est un exercice 
sur la notation "Sigma" que l'on laisse au lecteur. 

Demontrons malntenant !es formules sur les degres: si deg(P) = d (resp. deg(Q) = e) 
et Pd (resp. qe) est le dernier coefficient non nul de P (resp. de Q) on voit facilement que 
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p; + q; = 0 des que i > max(d, e) d'ou b premiere inegalite. Remarquons que si d > e 
le dernier coefficient non nul de P + Q est Pd et done dans ce ca.s on a deg(P + Q) = 
ma.x{deg(P),deg(Q)} (idem si d < e) alors que si d = e taus les coefficients de P + Q 
d'indice strictement superieur a d sont nuls et le coefficient d'indice d vaut Pd+ qe et done 
peut fort bien etre nul. Si n > d + e alors :z::::;~0 p;qn-i = 0 car chacun des termes est nul 
( ou bien i > d ou bien n - i > e) ; par ailleurs le ( d + e )-eme coefficient de PQ est Pdq, -=J 0. 
De ces deux remarques on tire que deg(PQ) = d + e. □ 

Voyons maintenant comment justifier et revenir a une notation plus usuelle : intro
duisons le polyn6me X = (0, L 0, 0 ... ) ; on voit facilement que X 2 = X.X = (0, 0, L 0, ... ) 
et plus generalement que xn = (0.0, ... ,0. LO .... ) (ou le 1 est le coefficient d'indice n). 
On en deduit une ecriture plus commode ( qui est celle que !'on utilisera clans toute la 
suite!) : 

Ceci justifie la 
Notation : !'ensemble des polyn6mes a coefficients clans K se note K[X]. On dit que X 
est une indeterminee. 

Remarque : nous distinguons done le polyn6me a0 + a1X + a 2X 2 + ... + anXn de la 
, · 2 n ,onct10n x....., ao + a1 x + a2x + ... + anx . 

La propriete fondamentale de l'anneau des polyn6mes est, tout ccmme pour Z, !'exis
tence d'une division euclidienne : 

THEOREME: Soit A E K[X] et BE K[X] \ {O}, il existe Q, RE K(X], uniques tels 
que: 

A = BQ + R et R = 0 ou deg(R) < deg(B) 

Demonstration: (unicite) Supposons A = BQ + R = BQ' + R' ; alors B(Q - Q') = 
R' - R. Si R' eta.it distinct de R alors deg(B) ::; deg(B(Q- Q')) = deg(R' - R) < deg(B) 
amenera.it une contradiction done R = R' et par consequent Q = Q'. 

(existence) La preuve se fait par recurrence sur n := deg(A). Observons que si 
deg(A) < deg(B) alors A = O.B + A fournit une division euclidienne. Supposons done 
demontree !'existence de la division euclidienne pour Jes polyn6mes de degre ::; n - 1 et 
etablissons son existence pour A de degre n. On peut supposer n 2 deg(B) = m sinon on 
est dans un ca.s deja. tra.ite : ecrivons A = anXn + ... et B = bmXm + ... et considerons 
A 1 := A - £"'-Xn-m B ; si A1 = 0 la demonstration est terrninee et sinon, on voit a.isement 
que deg(A1f::; n - 1 car le coefficient de degre n s'annule (c'est fait pour!) done d'apres 
l'hypothese de recurrence on sa.it que A1 = BQ1 + R 1 avec deg(R1) < deg(B) d'ou l'on 

tire A= B ( Q1 + 1;:;xn-m) + R 1 ce qui acheve la demonstration de !'existence. □ 

Exemple : La demonstration fournit d'a.illeurs un algorithme pour calculer Q et R : 
illustrons cela avec A = 2X5 + 3X3 + X 2 

- X + 5 et B = X 2 + X - 1 : on peut presenter 
les calculs comme ceux de la division euclidienne usuelle ( clans Z) : 



2X 5 + 3X3 ., X 2 - X -r 5 
2X5 + 2X4 - 2X3 

-2X4 + 5X 3 + X 2 
- X + 5 

2X4 - 2X 3 + 2X2 

7X 3 -X2 -X-t-5 
7X3 + 7X 2 - 7X 
-8X2 +6X + 5 
-8X 2 

- 8X + 8 
14X - 3 

X 2 + X -1 
2X3 - 2X 2 + iX - 8 

,. ainsi 2X5 -,- 3X3 + X 2 - X + 5 = (X 2 + X 1)(2X3 - 2X 2 -,- 7X - 8) + (14X - 3), 

.. 

1·e:xistence de la division euclidienne permet de developper !es proprietes de dh,is
ibilite : PGCD,PPCM. theoreme de BezouL algorithme d'Euclide, theoreme de Gauss, 
decomposition en produit de facteurs. de maniere entierement analogue a Z. Nous donnons 
done seulement Je.s {monces et renvovons au chapitre precedent pour les demonstrations en 
signalant seuJement Jes endroits ou le vocabulaire introduit de.s differences Les poiyn6mes 
inversibles sont Jes constantes non nulles : en effet il est clair que ces polyn6mes sont 
inversibles et reciproquement si PQ = l on a deg(P) + deg(Q) = 0 et on conclut que P 
esr constant. L'analogue des nombres premiers est donne par Jes polyn6mes irreductibles, 
i.e. par Jes polyn6mes P. non constants, qui ne peuvem s'ecrire P = QR avec Q,R demc 
polyn6mes non constants. Les polyn6mes inversibles sont les constantes non nulles. 

Definition: Le plus grand diviseur cornmun ou PGCD de deu.x poJynomes A et B E 
K[X] est un polyn6me D qui dhise A et Bet tel que tout polynome divisant A et B divise 
necessaircment D. Le plus petit commun multiple est un polynomc M multiple de A et B 
et tel que tout poly1:ome multiple de A et B soit divisible par Af. 

THEOREME: Soient A, B dcux polynomes. l'un d'entrc eux non nu/ (au moins), le 
PGCD de A et B c.:xiste et, si l'on impose qu 'il soit unitaire. i! est unique. De meme le 
PPCM existe et l'on a PPCM(A, B) PGCD(A, B) = AB. 

L'algorithme (d'Euclide) suivant fournit un calcul du PGCD : 
A= BQ1 -r R1 (division de A par B) 
B = R1 Q2 + R2 ( division de B par Ri) 
R1 = R2Q3 + R3 (division de R1 par R2) 

Rn-1 = RnQn+l + Rn+l (division de Rn-1 par R,.,) 
Jusqu 'a ce que Rn+l = 0 et alors PGCD(A, B) = Rn 

Demonstration: La demonstration est identique au cas a.rithmetique : on doit seule
ment observer que deg(li'.;+ 1 ) < deg(R,) pour s'assurer que l'algorithme converge. 0 

Exemple de calcul: prenons A:= X 6 + X 5 + X 4 + X 2 + X + 1 et B X 5 + X 4 + 
X 3 + X 2

-,- X + 1 alors 
A BQ1 ..,. R1 (avec Q1 = X et R 1 = 1 - X 3 ) 

B = R1Q2-'- R2 (avec Q2 = -X2 - X - 1 et R2 = 2X2 + 2X + 2) 
R1 = R2Q3 + R3 (avec Q3 = ½ et R3 = O) 
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done R2 = 2(X2 +X +l) est le PGCD. Si !'on impose qu'ils soient unitaires PGCD(A, B) = 
X 2 + X + 1 et PPCM(A, B) = (X4 + l)B = X 9 + X 8 + X 7 + X 6 + 2X 5 + 2X 4 + X 4 + 
X 3 + X 2 +X + 1. 

THEOREME: (Bezout) Soit A, B E K[X] aJors il existe U, V E K[X] tels que 
AU + BV = PGCD(A, B). De plus l'aJgorithme d'Euclide fournit egalement un caJcul 
de U et V. 

Remarque : Les polynomes U et V ne som pas uniques (en effet U' = U + QB et 
V' = V - QA font aussi l'affaire) mais on peut imposer (si A et B non constants) que 
deg(U) :S deg(B) - 1 et deg(V) :S deg(A) - 1. 

Demonstration: On "copie" la demonstration faite pour Z : 
Considerons l'ensemble I := {AP+ BQ P. Q E K[X]} : c·est un ideal de K[X] : la 
somme de deux elements de J est dans J et le produit par un polyn6me quelconque d'un 
element de est encore dans I : !'existence de la division euclidienne entraine, comme dans 
Z, que tout ideal est engendre par un element, c·est-a-dire que I= DK[X] = {DP I PE 
K[X]}. Par definition de I il existe U, V E K[X] tels que D = AU+ BV. Voyons que 
D = PGCD(A,B): tout d'abord A E J done A est un multiple de D, idem pour B done 
D divise A et B : si maintenant C divise A et B alors C divise D = AU + BV done D est 
bien le PGCD. D 

Exemple : reprenons le cas precedent A := X 6 + X 5 + X 4 + X 2 + X + 1 et B = 
X 5 + X 4 + X 3 + X 2 + X + 1 alors en remontant les etapes de l'alg;:Jrithme d'Eclide on 
obtient : R2 = B - R 1Q2 = B - (A - BQ1 )Q2 d'ou PGCD(A, B) = X 2 + X + 1 = 
(-½Q2)A + ½(l + Q1Q2)B. 

Definition: Un polyn6me P E K[X] est <lit irredu.ctible s'il n'est pas constant et si les 
seules factorisations P = QR (avec Q.R E K[X]) s·obtiennent avec Pou Q constant. (,lt-j 

Remarques : i) La notion de polyn6me irreductible correspond a celle de nombre 
premier dans Z. 

ii) Les polynomes de degre 1 sont irreductibles car X - a = QR entraine Q ou 
R constant pour des raisons de degre. Neanmoins il y a beaucoup d'autres polynomes 
irreductibles en general ; par exemple X 2 + 1 est irreductible dans R[X], X 3 

- X + 1 est 
irreductible dans Q[X] 

iii) Il est indispensable de preciser le corps K car par exemple X 2 + 1 n'est pas 
irreductible dans C[X] et X 3 - X + 1 n'est pas irreductible dans R[X] (ils ont chacun au 
1noins une racine). 

THEOREME: 
(i) (Euclide) Soit P irreductible dans K[X] et divisant QR aJors P divise Q ou R. 
(ii) (Gauss) Si PGCD(P, Q) = 1 et P divise QR aJors P divise R 

Demonstration: La demonstration est emit,rement analogue a celle faite dans Z. D 

THEOREME: Soit P E K[X] un polyn6me non constant, alors il existe a E K* et des 
polyn6mes unitaires distincts P1 , .. . , Pr et des entiers m 1 .... , m, tous 2'._ 1 tels que : 

P - prn 1 pmr - a 1 · · · r 

\; Q ( \\<[XJ 
I' p 

• 

' 
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De plus !es P,, les m, et a sont uniques. 

Demonstration: La demonstration est entierement analogue a celle faite clans Z. II 
faut seulement observer que les polynomes inversjb]es ii.e. Jes P tels qu'il existe Q avec 
PQ = 1) sont Jes polynomes constants non nuls. D 

Exemple : reprenons !es polynomes A et B dont nous avons calcule le PGCD. Dans 
Q[X] on a A= (X2 -,-X + l)(X4 --'-l) et B = (X 2 +X -1 )(X2 -X-'- l)(X ..:..1) alors que sur 
RfX] on aA = (X 2 -'-X-,.l)(X2 +v'2X+l)(X 2 -v12+1) etB (X 2 -X..,.-l)(X2 -X..,. 
l)(X -,-1) et sur CiX] on aA = (X-j)(X-]) et B = (X-j)(X-])(X ... j)(X-J)(X +l) 

(ou !'on note j := -½ + i";), 
Remarque: on peut montrer que K[X; possede u11e infinite de polynomes irreductibles 

unitaires en "copiant'' la demonstration faite pour les nombres premiers. 

6.2 RACINES D'U.K POLYNQ:!ll[E 

On etudie dans ce paragraphe les premieres proprietes de la fonction associee a un 
polynome : si P := a0 -'- a1 X-'- ... + a,.,Xn E K[X] a.lors on peut l11.i associer la fonction 
de K da.ns K definie par x ,_, a0 a. 1 x + ... + anxn En particulier on s 'interesse a11.x 
valeurs de cette fonction ; en fait il nous sufjira de regarder qua.nd la fonction s 'ann!J.le, ce 
qui no11.s amene a la noti.on de racine d '11.n polynome. 

PROPOSITION: 
(X a) divise P. 

Soit P E K[X] et soit o: E K alors P(o:) = 0 si et seu]ement si 

Demonstration: Si P = (X -a)Q alors visiblement P(o:) = 0. Supposons inversement 
que P(O!) = 0 et effectuons la division de P par X - o. On a P = (X - o.)Q-,- R a.vec 
R = 0 ou deg(R) < deg(X - a)= l : done Rest constant et en calculant P(a) on trouve 
que R = P(o:) done R = 0 et X a divisc P. □ 

Definition: On dit que a est une racine de Psi P(a) = 0 ou si (X - a) divise P. On 
dit que o est une racine d'ordre r de P si (X o)" divise P mais (X - ar+1 ne divise 
pas P. 

THEOREME: 
multiplicites). 

Un polynome de degre n possede au plus n rncines ( comptee avec 

Demonstration: Supposons que o:1 , ... , a., soient des elements distincts et racines 
d'ordre m 1 .... , ms de P alors les polynomes (X - a;im' sont premiers emre eux (deux 

,. a deux) et diviEent P done leur produit divise P. Or le produit Ilf=1 (X - o:i)m, a pour 
degre I:;=1 m, done I:;=1 m, :5 deg(P) = n. □ 

Par analogie avec le calcul differentieL on peut definir la derivee d'un poiynome et il 
est raisonnable de penser que l'annulation des derivees correspond a une racine multiple. 
Pour demontrer cela on etablit la "formule de Taylor pour les polynomes" qui servira de 
prowr.ype pour la formule de Taylor genfaale (chapitre 14). 

Definition: Soit. p = ("7,xn-;- O.n--1X"-1
.,. + a1X + ao nn polynome, le polynome 

derive est P' := nanxn-l + (n - l)an-lxn-2 , .. + 0.J, On note plr) la derivee n-eme 
definit. par p(r+l) = (P(,J)'. 
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Cette operation de derivation est done definie sans passage a la limite mais jouit des 
memes proprietes que la derivation des fonctions : 

PROPOSITION: (P + Q)' = P' + Q' 
(PQ)' = P'Q + PQ' 
Plus generaJement on a Ja formule Leibniz 

n 

(PQ)(n) = L c~p(1)Q(n-1J 

i=O 

Les proprietes suivantes sont equivalentes : 
(i) P possede un racine d'ordre r en X = er 
(ii) P(er) = P'(er) = ... = pir-lJ(er) = 0 et p(rJ(er) =f 0 

Demonstration: La demonstration de la premiere formule est laissee en exercice. Pour 
la deuxieme formule on se ramene facilement au cas ou P .:... xm et Q = xn : alors 
PQ' + QP' = xn(mxm-i) + x=(nxn- 1 ) = (m + n)x=+n- 1 = (PQ)'. Un calcul par 
recurrence, a partir de la formule precedente donne la formule de Leibniz ( ce calcul est fait 
au chapitre 14 pour la derivation usuelle). 

Si P possede une racine d'ordre r en er alors P = (X - er)"Q avec X - er ne divisant 
pas Q done Q(a) =I 0. En appliquant la formule de Leibniz on voit que 

P(er) = P'(er) = ... = p(r- 1 i(er) = 0 

et p(rl(er) = r!Q(er) =I 0. Pour etablir la reciproque on vase servir de la formule suivante: 

PROPOSITION: (Formule de Taylor pour Jes pol_ynomes) Soit P un po]ynome de 
degre n et o E K alors 

P = P(a) + p( 1>(er)(X - o) + p(
2
}a) (X - a) 2 + ... + p(n)i°') (X - er)" 
-· n. 

Demonstration: (de la formule de Taylor) Tout polynome Pde degre n peut s'ecrire 
P = I::;;'.:0a;(X-er)' (en effet ii suffit de le verifier pour P = Xk et Xk = (X-er+er)k = 

I::;~=D Cicak-'(X-o)i). La derivation et.ant additive il suffit de verifier la formule de Taylor 
pour le polynome P = (X - o:)k. Mais dans ce cas P(er) = P'(o) = ... = p(k-Jl(o:) = O 
et p(kl(er) = k! done la formule est vraie. 

Terminons maintenant la preuve de la proposition : 
Si P(a) = P'(o) = ... = pir-l)(o:) = 0 Ct r(rl(o) =f O alors 

n (i) ' (r) n (i) ) 
P=~p (er)(X-or=(X-er)"(p (er)+_~ p _(o:)(X-erf-r 

,L_, 71 r! ,L_, i! 
i=O 1.=r~] 

et on a bien P = (X - o:)"Q avec Q(a) = plr;/"l =f O. □ 
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Remarque : Jusqu'a present nous aurions pu supposer le corps K commutatif quel
conque, par exemple K = Z/pZ mais la formule de Taylor n'est pas valable (telle quelle) 
sur Z/pZ et de "droles de cnoses" peuvent arriver en derivant les polynornes : c:onsiderons 
le polynome P = X 3P + XP -i- l alors P n'est pas constam et pourtant P' 0 : par ailleurs, 
d'aprcs le "petit" tneoreme de Fermat. le polynome P XP - X a pour racine tous les 
elements du corps Z/pZ. 

Explicitons maintenant la factorisation des polynomes a coefficients dans R et C 

THEOREME: (Factorisation dans R!X} et C[X]) 
(i) Les polynomes irreductibles dans C[X1 sont Jes polynomes du premier degre; tout 

polynome de degre n se factorise sous la forme : 

avec les O:; distincts et m 1 + ... + mr n. 

(ii) Les polynomes irreductibles dans R[Xi sont les polynomes du premier degre et Jes 
polynomes du second degre de la forme P = aX2 + bX + c avec b2 - 4ac < 0: 

Remarque : on voit, ainsi que, sur R. tout polynome de degre n se factorise sous la 
forme: 

P -- a xn ~a - a 1X - n i•" O - n\ )
m• • ,. 

°'1 · ... (.,; 

avec Jes °'i reels distincts, Jes couples (b,, c,) distincts verifiant bf - 4c, < 0 et m 1 + ... + 
m,. + 2( n 1 + ... + n 8 ) = n. 

Demonstration: (i) II faut demomrer que les seuls polynorn,:s unit.aires irreductibles 
sur C sont Jes X - o. mais ceci est clair car tout polynome non constant posscde un facteur 
de ce type d'apres le theoreme de d'Alembert-Gauss. 

(ii) Il faut demontrer que les seuls polynomes unitaires irreductibles sur R sont les 
X - a: et les X 2 + bX + c (avec b2 - 4c < 0). Pour cela soit P un polynome unitaire 
irreductible : il possede une racine complexe a:. Si o- E R alors X - a divise P et done 
P = X - a. Sinon. observons que, comme Pest a coefficient reel : 

P(a) = F'(a) = P(a) = o 

d'amre part (X - a;)(X - a) :: X 2 
- 2Re(a;)X-,- !a;\ 2 est a coefficient reel et divise P done 

P = X 2 
- 2Re(o:)X + lo:1 2

- D 

Terminons ce paragraphe en etudiant, sur R, le graphe des fonctions polynomes de 
degre :S 3 : 
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Si P = aX + b on obLient une droite : 

Si P = aX2 + bX + c on obtient une parabole qui a pour axe de symetrie la droite 
. 1 b vert1ca e x = - 20 

Si P = aX3 + bX2 + cX + d on obtient une cubique qui a wujours un point de 
symetrie : pour etudier le signe de la derivee P = 3ax2 - 2bX + c, on a besoin du signe de 
LI.:= b2 - 3ac 

6.3 FRACTIONS RATIONNELLES 

Une .fraction rationnelle F a une indeierminee est v.ne expression du type F = t avec 

P et Q poly'nomes (Q est suppose non nul et bien s·ii.r ~~ = ~)- L 'ensemble des .fractions 
rationnelles .forrne un corps q·u 'on pe·ut consir·ui1'e .fonnellernent a purtir de l 'anneau des 
polynomes de la meme .fa.9on que Q est constr-uit a part,r de Z. 

Definition: Un element simple de C(X) est une fraction rationnelle de la forrne : 

F = b 
(X - a)" 

avec a, b E C et n E N', 
Un element simple de R(X) est une fraction rationnelle de la forme : 

F= b 
(X - a)" 

OU F= cX+d 
(X 2 + aX + b)" 

avec o. b, c, d ER et n E N' et ( dans le deuxieme cas a2 - 4b < 0). 

L 'interet de cette notion est illustre par le theoreme suivant : 

THEOREME: Soit K = R 011 C, une fraction rationnelle de K(X) pcut s'ecrire 
de maniere unique cornme somme d'un polyn8me et d'elements simples, cette ecriture 
s 'appelle la decomposition en elements simples de la fraction rationnelle. 
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Exemples : La decomposition en elements simples de F = x'~;;Y,~-;- 1 est F = 
l+ (X:_l) - (X~l)-'-" { 

Remarque : l 'unkite de cette decomposition est tres utile pour la calculer comme on 
le verra sur Jes exemples. Nous allons faire la demonstration sur C et laissons le lecteur 
adapr,er l'argumem au corps des reels : en fa.it si F est une fraction a coefficient reels, on 
peut la decomposer en elements simples sur R et sur C. 

Demonstration: (linicite) II suffit de voir que si : 

,.. m~ b 
F = p +LL . X ~J a, . J = 0 

,=! J=I l ,) 

alors les coefficients biJ et le polynorne P sont nuls. Pour cela multiplions F par (X -a,)m, ; 
on obt,ient une egalite de la forme O = (X - ai)rn., F = b;m, + ( X - a.JG avec G une fraction 
rationnelle sans pole en a;. En calculant !es valeurs en a;, on obtient done b;,,., = 0. Er: 
repet,ant l'operation pour cha.que coefficient on obtient b,1 = 0 et done P = 0. 

(existence) Comrnen<;;ons par observer que si Pet Q sont des polynomcs premiers entre 
eux alors. d'apres letheoreme de Bezout. ii cxiste deux polyn6mes A, B tels que AP+BQ 
1 : done toute fraction rationnelle de la forme F = lL peut s'ecrire F = R(A;zBQi = 
';;f + ~;'. Par ailleurs tout polynome s'ecrit a un coefficient pres D = fI:=i(X -ai)m, done 

tome fraction rationnelle F = g va se decomposer en z;=l (X .!ai)m, ma.is si on utilise 

ma.intenant la "formule de Taylor'· pour P, au point a, on obtient Pi = I:;~:~P,J Pij(X-a;)2 

d'ou en reportant une expression de F comme somme d'elements simples et de polyn6mes. 

□ 

L'milisation la plus frequente de la decomposition en elements simples est le calcul 
de primitives ( voir chapitre 17) mais elle peut etre utilisee aussi pour calculer la derivee 

• . 1 • F _ x"+x'+X-·1 _ 1 1 1 1 al • n~eme, par exemp e s1 - x -X - + X-l - x-,-1 + x ors. cornme on srut que 

J (t~'a) = Loglt - a[+ C' on en tire 

I . t2 - I 
F(t)dt = t + log i t + 

1 
I.,.. C 

p(m'(tJ· _ ( l)m 1 ( 1 1 . 1 ) 
' - - m. (t - 1Jm-H - (I+ l)m+l -t- tm+l 

Pratique de la decomposition en elements simples : On peut appliquer la methode sui
vante: on factorise k denominatcur, puis on ecrit formellemcnt le type de la decomposition 
en elements simples avec des coefficients inconnus, on calcule ensuite ces coefficients a !'aide 
des lemmes qui suivent. 
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La partie polynomiale de la decomposition simple s'appelle la partie entiere de la 
fraction rationnelle : elle se calcule ainsi : 

LEMME: Soit F = P/Q une fraction rationnelle et soit E le quotient de la division de 
P par Q, i.e. P = EQ + R avec deg(R) < deg Q aJors E est la partie entiere de la fraction 
F. 

Demonstration: En effet. en reduisant au meme denominateur la sommc des elements 
simples, on obtient une egalite de la forme F = E--'- R/Q avec P. R polynomes et deg(R) :S 
deg( Q) - 1. A pres multiplication par Q cerre egalite deviem P = EQ--'- R qui indique qne 
E es,. le quotient. de P par Q et R le reste puisque deg(R; < deg(Q). □ 

II est egalement aise de trouver le coefficient correspondant a un pole d'ordre maximal: 

LEMME: Soit Q = (X - a'1mQ 1 avec Q1 (a) r O et F = P/Q dont la decomposition 
s'ecrit: F = (X~a)= + ... alors Um= P(a)/Q 1(a) = m 1P(a)jQ(m)(a). 

Demonstration: On ·a (X - a)m F = P/Q 1 = Um+ (X - a)G avec G fraction rationnelle 
sans pole en a: en calculant les valeurs pour X = a, on en deduit. Um= P(a)/Q 1 (a). Par 
a.illeur la formule de Leibniz nous donne Q(ml(a) = m!Q 1 (a) d'ou-la deuxieme expression. 

□ 

Ces deux lemmes sont deja suffisants pour calculcr la decomposition d'une fraction 
rationnelle sans pole double. 

Exemple : soit. F = Jr.'~ 1 on effectue la division X 2n = (Xn + l)(Xn - 1) + 1 ; 
on sait que !es racines de xn - 1 sont les racines n-emes de !'unite et on peut factoriser 
xn - l = n~=~ (X - °'h) avec °'h := exp( 2';:h) d'ou une expression a. priori : 

n-1 

F=E+' Uh 
L..- X - °'h 
h=O 

D'apres le premier lemme on a E = X" + l et si on applique le de1LXieme lemme avec 
. ( J2n 

p = X 2
'"' et Q = xn - 1 on obtient 1J.h = th )»-1 = °'h/n et done 

n a1, 

xzn n-1 

F = --- = xn + 1 + ~ ' °'h xn - 1 n L..- (X - °'h) 
h=O 

Pour trait.er les calculs avec des poles multiples le plus economique est d'utiliser le 
lemme suivant : 

LEMME: ( division aux puissances croissames) Soit °' E K. P. Q E K [Xj avec Q ( n) =fa 0 

aJors pour tout k E N iJ existe ai E K et RE K[X] tels que : 

P = (ao + a1 (X - n)--'- ... - ak_i(X - a)k-l )Q + (X - a)k R 

En particulier si F : = P / ( X - a) kQ alors la partie de la decomposition en elements simples 
de F correspondant au pole a s'ecrit : 

ao --1-- ...J.... ak-l 
(X - a)k ' · · · ' (X - a) 

10 
, 

.. 
• 

" 




