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Chapitre ~ 

LOIS DE COMPOSITION 
INTERNES, ·GROUPES 

2.1 Lois de composition internes 

Definition 2.1.1 Soit E un ensemble non vide. On appelle loi de composi
tion interne sur E toute application de Ex E dans E. 

Notation : Une loi de composition interne est generalement notee par 
*,T,_l_,+,x,o, ... 

Si E est muni d'une loi de composition inteme * alors, pour tout (x, y) E 

Ex E,l'image de (x,y) est notee x *yet est appelee le compose de x et y 
par la Joi *· 

Definition 2.1.2 Une loi de composition interne * definie sur un ensemble 
E est dite associative si et seulement si 

(x*y) * z = X* (Y* z),'v'(x,y,z) E E3 

et elle est dite commutative si et seulement si 

x *Y = Y*X, 'v'(x,y) E E 2 

Definition 2.1.3 Soit (E, *) un ensemble muni d'une loi de composition 
interne et a E E. L 'element a est dit element central si 

x * a = a* x, ('v'x E E) 

/'ensemble des element centraux de E est appele centre de E on le note C(E) 
OU Z(E), 

ztr;) = { a E E I a * x = x * a, 'v' x E E} 
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2.2 Mo110rdes A.CHKIRIBA 

Proposition 2.1.1 Soit (E, *) un ensemble muni d'une loi de composition 
interne. La loi * est commutative si et seulement si Z(E) = E. · 

Definition 2.1.4 Soit (E, *) un ensemble muni d'une loi de composition 
inteme. On appelle translation a gauche {respectivement a droite) associee a 
/'element a /'application 'Ya (respectivement 80 ) definie par : 

,. : E --+ E 8. : E --+ E 
X 1--+ O*X' X 1--+ X * a. 

Definition 2.1.5 On dit qu'un element a est regulier d gauche (respective
ment a droite) si et settlement si la tmnslation a gauche 'Ya ( respectivement 
la translation a droite 8a) est injective. 

Theoreme 2.1.1 Soit (E, *) un ensemble muni d'une loi de composition 
inteme. S'il existe un element e EE tel que 

e * x = x * e = x, ('ix EE) 

alors e est unique, on l'appelle element neutre de (E, *)-

Demonstration. Supposons qu'il existe deux elements e et e' tels que, pour 
tout x EE 

e * x = x * e = x et e' * x = x * d = x. 

3..f [lit :ilf fj 3$ Done e * e' = e' * e = e = e' ■ 

Definition 2.1.6 Soit (E,*) un ensemble muni d'une loi de composition 
interne et posse.de un element neutre e. 

On dit qu 'un element x est symetrisable ou inversible, par rapport a la loi 
*, s 'il existe un element x' E E tel que 

x * x' = x' * x = e. 

On dit que x' est le symetrique ou I 'inverse de x et l 'element x est le 
symetrique ou l'inverse de x'. 

2.2 Mono'ides 

Definition 2.2.1 Soit (E,*) un ensemble muni d'une loi de composition 
interne. On dit que ( E, *) est un monoi'de si la loi * est associative. Si de 
plus * admet u.n element neutre (E, "') e/ft dit monoi'de unitaire. · 

-
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LOIS DE COMPOSITION INTERNES, GROUPES 

Exemple 2.2.1 (N,+), (N*, x), (Z*, x) sont des monofdes unitaires. 

Theoreme 2.2.1 Soit (E; *) un monoide unitaire d'element neutre e et a 
E. Si a admet un symetrique a' alors a' est unique. 

Demorutration. Supposons que a a.dmet deux symetriques a' et a" , alors on 
a: 

a* a'= a'* a= e et a* a"= a"* a= e. Done a'* a* a'' (a'* a)* a"= 
e * a!' = a" et a'* a * a!' = a' * (a* a") = a' * e = a'. On en deduit que a' = a" 

• 
Proposition 2.2.1 Soit (E, *) un manoide unitaire d'element neutre e. Tout 
element symetrisable est regulier a droite et a gauche. 

Demonstration. Soit a un element symetrisable E de s:-,,,netrique a'. 
Si a * x = a * y, alors a' * a * x = a' * a * y. Done x = y. De mllrne si 

x *a= y * a alors x = y. 
D'ou a est regulier ■ 

Proposition 2.2.2 Soit (E, *) un monoide unitaire. Si a, b E E sont syme
trisables de symetriques respectivement a' et b' a/ors a * b est symetrisable de 
symetrique b' * a'. 

Demonstration. On a (b' *a')* (a* b) = b' *(a'* a)* b = b' * b = e 
et (a* b) * (b' *a')= a* (b * b') *a'= a* a'= e. D'ou le resultat ■ 

2.3 Groupes 

2.3.1 Definitions et premieres proprietes 

Definition 2.3.1 Un eruemble (G, *) muni d'une loi de composition inteme 
est dit un groupe si : 

1. la loi * est associative, 
2. la loi * possede un element neutre, 

3. tout element de G est symetrnable. 

On peut dire qu'un groupe est un monorde unitaire dont tous Jes elements 
sont symetrisables. Si de plus la loi * est commutative on dit que le groupe G 
est commutative ou abelien. Si le groupe G n'a qu'un nombre fini d'element 
on dit que G est un groupe fini ou un groupe d'ordre fini. 
Notation : Si la Joi du grcupe est notee rnultiplicativement on dit que le 
groupe est multiplicative et on le note ( G, •), et si la loi du groupe est notee 
additivement on dit que le groupe est additive et on le note (G, +). 
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2.3 Groupes A.CHKIRIBA 

Exemples 2.3.1 1. (Z, + ), (Q, + ), (R, +),(IC,+) sont des groupes addi-
tives abeliens. 

2. (Q*, x), (R", x), (IC•, x) sont des groupes multiplicatives abeliens. 

3. (Z/nZ, +) est un groupe additive abelien ('efn EN). 

4- Soit X un ensemble non vide, (S(X), o) /'ensemble des bijections de X 
dans X est un groupe. Si X = {1, 2, ... , n} on note S(X) par Sn, et 
on l'appelle groupe des permutations de X ou groupe symetrique de X. 

5. Soit n E N",{S.,, o) est un groupe non abelien pour n ~ 3. Pour n = 3 
on a: 

S3 = {e = ( ~ 23) (123) (1 2 ~) 2 3 ; ti= 1 3 2 ; t2= 3 2 t3 

(123) (123) (123) 2 1 3 j C = 2 3 1 j c2 = 3 1 2 } et 

0 r' e ti t2 t3 C c2 
e e ti t2 t3 C c2 
ti t1 e C c2 t2 t3 
t2 t2 c2 e C t3 t1 
t3 t3 C c2 e ti t2 
C C t3 ti t2 c2 e 
c2 c2 t2 t3 t1 e C 

Proposition 2.3.1 pour tout element a d'un groupe G les applications: 

{ ;: : ---+G 
x >---> ax 

---+G 
x >---> xa 

sont bijectives. 

Demonstration. Pwsque clans un groupe tout element est inversible, alors ~
0 

et 00 sont bijectives ■ 

Proposition 2.3.2 Soit (G, ·) un groupe note multiplicativement, alors on 
a : 

1. (x-i)- 1 = x, ('efx EE) 

2. (x · y)-1 = y-i · x-i, ('efx, y EE) 
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LOIS DE COMPOSITION INTERNES, GROUPES 

9,--P(J'l.l,r tout a et b elements de G, les equations : 

a-x=b etx·a=b 

admettent des solutions uniques 

4. Pour tout x E G et pour tout n, m E N on a 

x0 = e (e element neutre de G) 

2.3.2 Sous groupe d'un groupe 

Definition 2.3.2 Soit (G, ·) un groupe note multiplicativement et H une 
partie de G. 

On dit que H est une partie stable si et seulement si : 

(Vx, y E H), x · y E H. 

Definition 2.3.3 On app~le sous groupe d'un groupe {G,·f tottte parlie H 
non vide de G stable tel que (H, •) muni de la loi induite de G est un groupe, 
on note H '.S G. 

Remarque 2.3.1 Les sous groupes de G ant le meme element neutre que 
G. 

En effet, si e est !'element neutre de G et si H est un sous-groupe de G 
d'element neutre e', alors ee' = e'e' = e'. Or e' est regulier dans G, done 
e= e'. 

Remarque 2.3.2 Soit H un sous groupe de Get x E H, si x-1 est /'inverse 
de x dans G alors x-1 est aussi I 'inverse de x dans H. 

En effet, si x' est !'inverse de x dans H , alors on a : xx' = e = xx-1 
. Or 

x est regulier dans G done x = x'. 

Exemp!_lcls 2.3.2 ···J:; {e}"et G sont des sous groupes de G, tout sous groupe 
de G different de {e} et de G est appele sous groupe propre. 

2. Pour tout n E N, nZ est un sous groupe de z. 
3. Tout sous groupe de Z est de la forme nZ. 
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2.4 Homomorphismes et isomorphismes de groupes A.CHKIRIBA 

Theoreme 2.3.l Pour qu'une partie non vide H de (G, •) soit un sous
groupe il faut et ii suffit que : 

(\/x, y E H), xy-1 EH 

Demonstration. L'implication directe est claire. 
Reciproquement, la loi dans H est associative, car elle !'est dan.s G. Soit 

x E H alors on a par hypothese xx-1 = e EH. De plus ex-1 = x-1 E·H. 
D'ou H est un groupe pour la loi induite de G , c'est-a-dire H est un sous 
groupe de G. ■ 

Exercice 

1. Demontrer que le centre d'un groupe est un sous groupe. 

2. Demontrer que toute partie H non vide d'un groupe est un sous groupe 
si et seulement si HH- 1 = H 

2.4. Homomorphismes et isomorphismes de groupes 

Definition 2.4.l Soient (G, *) et (G',J..) deux groupes et f: G-> G' une 
application. On dit que f est un homomorphisme de groupes si : 

'· 
(\Ix, y E G), f(x * y) = f(x) J.. f(y) 

Si. de plus f est bijective on dit que f est un isomorphisme de groupes. 
Si (G, *) = (G', 1-) on dit que f est un endomorphisme de G, et il est dit 

automorphisme de G s 'il est bijective. 

Proposition 2.4.l Soitf: (G, ·)-> (G', ·) un homomorphi.sme de groupes. 
On notera e I' element neutre de G et e' celui de G', alors on a : 

1. f(e) = e', 
2. f(x- 1 ) = (/(x))-1

, (\/x E G), 

"~· J. S_i H:::; G alors f(H):::; G', 

4. Si K G' alors J-1(K) :::; G, 

'!Kker(/) = {x E G / f(x} = e'} = 1-1 ({e1
}):::; Get Im(!):::; G' 

Demonstration. 
1. On a f(ee) = /(e)/(e), done /(e) = /(e)/(e). Or tout element de G' 

est regulier, done /(e) = e'. 
2. Pour tout x E G, on a /(xx-1

) = /(x)/(x-1
) c'est-acdire /(e) -

f(x)f(x- 1
). Or /(er= e', done /(x-1

) = (/(x))-1 
• 
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LOIS DE COMPOSITION INTERNES, GROUPES 

3.Puisqu& H .,f ~ alors l(H) =/ 0. Soit x,x' E H, on a l(x'x-1 ) = 
l(x') (f(x))-1

. Puisque H est un sous groupe, alors x'x-1 E H. Done l(x'x-1) = 
l(x') (f(x))- 1 

E l(H), d'ou l{H) ~ G'. 
5. On a l(e) = e' E K alors e E 1-1 (K). Soit x, x' E 1-1 (K). On a 

l(x'x-1
) = l(x')l(x-1

). Or l(x') et l(x-1
) EK done l(x'x-1 ) EK c'est-a

dire x'x-1 E K. D'ou 1-1 (K) ~ G. ■ 

Proposition 2.4.2 Soit l : G ----, G' un homomorphisme de groupes, alors 
l est injective si et seulement si ker(f) = { e}. 

Demonstration. Supposons que lest injective. Soit x E ker(f), alors l(x) = 
e' = l(e), done x = e. Supposons que ker(f) = {e} . Soit x et x' E G tel 
que l(x) = l(x'), alors l(x'x-1

) = e'. Or ker(f) = {e} done x'x-1 = e 
e'est-a-dire x = x' . D'ou l est injective. ■ 

Proposition 2.4.3 Soit l : G ----, G' un isomorphisme de groupes , a/ors 
/'application reciproque 1-1 : G' ----, G est un isomorphisme . 

Demonstration. Il suffit de montrer que 1-1 est un homomorphisme de groupe. 
Soit x' et y' deux element de G', alors il existe x et y E G tel que x' = l(x) 
et y' = l(y). Done 1-1 (x'y') = 1-1 (f(x)l(y)) = 1-1(f(xy)) = xy = 
1-1 (x')l-1 (y'). ■ 

Proposition 2.4.4 Soient l : G ----, G' et g : G' ----> G" deux homo
morphismes de groupes. Alors g o l : G ----, G' est un homomorphisme de 

1 groupes. Si de plus l et g sont des isomorphismes alors g o l est egalement 
un isomorphisme. 

2.4.1 Sous groupe engendre par une partie d'un groupe 

Proposition 2.4.5 Soit G un groupe. L 'intersection d'une lamille quelconque 
de sous groupe de G est un sous groupe de G. 

Demonstration. Soit (H,),EI une famille de sous-groupes de G. Montrons que 
n H; est un sous-groupe de G. 
iEJ 

L'element neutre e de G- appartient a H;(Vi E I) done e E n H;. Soit 
iEJ 

x, y E n H, alors xy-1 E H;{Vi EI) car H, est un sous-groupe de G, done 
iEl 

xy-1 E n H;. ■ 
iEl 

A.CHKIRIBA 



---· ~·~---------·~---

2.4 Homomorphismes et isomorphismes de groupes A.CHKIRIBA 

Definition 2.4.2 Soit G un groupe et X une partie de G. Le sous groupe 
de G engendre par X est le plus petit sous groupe de G contenant X, on le 
note (X). Si (X) = G on dit que X est une partie generatrice de G. 

Cas particuliers : 

1. Si X = 0 alors (X) = {e} 

2. Si X = {e} alors (X) = {e} 

3. Si X = G alors (X) = G. 

Proposition 2.4.6 Soit G un groupe et X une partie de G . Alors on a 
(X) = n H. 

XcH,SG 

Exemples 2.4.1 1. G= (Z,+) 

Si X = {n} alors (X) = nZ, 

Si X = {n, m} alors (X) = nZ + mZ. 

2. Soit G un groupe et a E G 

Si G est noU multiplicativement alors (a)= {an / n E Z} 

Si G est note additivement alors (a) = { na / n E Z} 

Definition 2.4.3 On appelle groupe monogene, tout groupe engendre par un 
seul element. 

Si de plus ,G est fini alors G est dit cyclique. 

Exemple 2.4.1 (Z, +) et (Z/nZ, +) sont des groupes cycliques. 

Definition 2.4.4 soit (G, •) un groupe et x E G. On dit que x est d'ordre 
fini s 'il existe un en tier n non nul tel que xn = e. Le plus petit en tier p tel 
que xP = e est appele ordre de x, on le note 0(x). 

Remarque 2.4.1 Six est un element d'ttri!'i'tn ators (x) = { e, x, x2
, ... , xn- 1

}. 

Proposition 2.4. 7 Si G est un groupe d'ordre fini alors tout element de G 
est d'ordre fini. 

- Demonstration. Supposons qu'il existe un element x de G-tel que 0(x) = +oo, 
alors 

(x) = {e,x,x2 ,x3, ...... } 

est infini. Ceci est impossible, car G est fini. 
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LOIS DE COMPOSITION INTERNES, GROUPES 

2.5 Sous groupes distingues et groupes quo
tients 

Proposition 2.5.1 Soit (G, ·) un groupe et H un sous groupe de G. Les 
relations binaires suivantes definies sur G par : 

1. (Vx,y E G),xRdy ¢==> xy-1 EH 

2. (Vx, y E G), xR9 y ¢==> x-1y E H 

sont des relations d'equivalences, d la classe d'equivalence a gauche {res
pectivement a droite) est egale d xH (respectivement H x) 

A.CHKIRJBA 

Demonstration. Montrons que 1?,d est une relation d'equivalence. (Vx E G), xx-1 = 
e EH, done xndx 

(Vx, y E G) tel que xRdy alors xv- 1 E H. Or H est un sous groupe de G, 
done (xy- 1 J-1 = yx-1 EH. D'ou y'R.,;x. 

(Vx, y, z E G) tel que x1?,dy et y1?,dz alors xy-1 E H et yz-1 E H. Or H 
est un sous groupe de H';'"o.onc (xy-1 )(yz-1 ) = xz-1 EH. D'ou xndz. 

?iJ' = {y E G I x-1 y E H} 

= {y E G I y E xH} 

· =xH 

et"?= {y E G / xy-1 EH}= Hx. ■ 

Remarque 2.5.1 Si (G, ·) est un groupe abelien a/ors 1?,9 = 1?,d· 

Proposition 2.5.2 Les ensembles quotients G /1?,9 et G /R9 sont en bijec
tion. 

Demonstration. Soit f : G /R9 --+ G /1?,d tel que f(xH) = H x-1 • Soient 
xHet. yH E G/1?,9 alors on a: 

xH = yH ¢==> x-1y E H ¢==> x-1(y-1)-1 E H ¢==> Hx-1 = Hy- 1 . 

Done !'application f est bien definie et est injective. De plus f est surjective 
par construction. ■ 

Definition 2.5.1 Soit G un groupe et H un sous groupe de G. On appelle 
indice de H dans G s'il existe le cardinal de l'ensemble quotient G /1?,

9 
(ou 

le cardinal de G /1?,d ) , on le note 

[G: H] = card(G/1?,9 ) = card(G/1?,d). 
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2.5 Sous groupes distingu~s et groupes quotients A.CHKIRJBA 

Exemple 2.5.1 Soit n EN* a/ors [Z: nZJ = card (Z/nZ) = n. 

Theoreme 2.5.1 {de Lagrange) Soit (G,·) ffn groupe fini et H un sous 
groupe de G alors on a : 

I G I= [G : HJ X I H I 

(ou I GI= card(G) appele ordre de G). 
Demonstration. Soit x E G !'application qui a h ..---. xh de H clans xH est 
une bijection .Done toutes !es classes d'equivalence (ii. gauche ) ont le meme 
cardinal que H. 

Or !es classes d'equivalences (a gauche) ferment une partition de G done 
G = LJxH. par consequent card(G) = Lcard(xH). De plus card(G/Rg) = 

X X 

[G: HJ done I GI= [G: HJ x I HI ■ 

Corollaire 2.5.1 Si Gest un groupe fini alors le cardinal de tout sou groupe 
de G di vise le cardinal de G. 

Corollaire 2.5.2 Soient H et K deux sous groupes d'un groupe G fini tels 
~ 

que H C K a/ors : 

[G : HJ = [G: K] x [K : HJ 

Definition 2.5.2 Soit G un groupe et H un sous groupe de G. On dit que 
H est un distingue dans G et on note H :9 G si : 

G /R.g = G /R.~ J/,,,_,s C,, 3 u,,cc; 
xH:o~'o 

Remarque 2.5.2 Si G est abelien alors tout sous groupe de Gest distingue. 

Theoreme 2.5.2 Soit G un groupe et H un sous groupe de G. Alors les 
proprietes suivantes sont equivalentes : 

1. H :9 G, 

2. (Vx E G),xH = Hx, 

3. ('<Ix E G),xHx-1 = H, 

4- (Vx E G), xHx-1 c H, 

5. ('<Ix E G),xH C Hx. 
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LOIS DE COMPOSITION INTERNES, GROUPES A.C:HKIRIBA 

Demonstrotion. 
1) ==> 2) Puisque H est distingue clans G alors G/R9 - G/Rd, Soit 

x E G alors ii existe y E G tel que 

xH = Hy (1) 

on deduit de cette egalite qu'il existe h E H tel que x = hy done xy-1 = h E 
H c'est-a-dire xRdy par quonsequent 

Hy=Hx (2). 

On deduit de (1) et (2) que, pour toat x E G,xH = Hx. 
Les implications 2) ==> 3) ==> 4) ==> 5) sont claires. 
5) ==> 1) On sait que, pour tout x E G, xH C H x done aussi x-1 H c 

Hx- 1 apr consequent Hx c xH, on deduit que.xH = Hx c'est-a-dire 
G/R9 = G/Rd- D'ou. H est distingue. ■ 

Theoreme 2.5.3 Soit (G, ·) un groupe et H un sous groupe distingue, on 
note /'ensemble quotient G/R9 = G/Rd = G/H. 

( i) La correspondance (xH, y H) ,___, xy H est une loi de composition in
teme sur G / H appele loi quotient. 

(ii) L'ensemble quotient G/H muni de la loi de composition inteme definie 
ci-dessus est un groupe appele groupe quotient de G par H. 

(iii) La surjection canonUJ-ue p; G--+ G/ H definie par p(x) = xH est un 
homomorphisme de groupes. 

Demonstrotion. 
(i) Soient x,x',y,y' E G tel que xH = x'H et yH = y'H, alors on a 

(x'y')(xy)- 1 = x'y'y-1x E x'Hx-1, or HI::". G done x'Hx-1 = Hx'x- 1 = H. 
Par conseqnent (x'y')(xy)- 1 E H c-a-d xyH = x'y'H. D'ou La correspon
dance (xH, yH} ,___, xyH est une application bien definie de G/ H x G / H --+ 

G/H. 
( ii) La Joi de composition interne definie sur G / H est u.ne Joi de compo

sition interne associative, d'element neutre eH = H et !'inverse de xH est 
x-1H. Done G/H est un groupe. 

(iii) Par definition de la Joi quotient on a, p(xy) = xyH = xHyH = 
p(x)p(y), done pest homomorphisme de groupes. ■ 

Theoreme 2.5.4 Soit f: G--+ G' un hom.omorphisme de groupes 

1. Si HI::". G alors f(H) I::". f(G) 
-~---
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2.5 Sous groupes distingues et groupes quotients A.CHKIRIBA 

2. Si H' ~ G' alors J- 1(H') ~ G 

3. ker(f) ~ G. 

Remarque 2.5.3 Tout sous groupe distingue d'un groupe est le noyau d'un 
homomorphisme de groupes. 

En effet , la surjection canonique p : G --, G / H est un homomorphisme 
de groupes et son noyau est H 

2.5.1 Decomposition d'un hQJ:D.omorphisme de groupes 

Theoreme 2.5.5 Soit f : G--, G' un homomorphisme de groupes. Alors 
il existe un homomorphisme surjectif p : G --, G / ker(f), un isomorphisme 
f: G/ker(f)-> Im(G) et un homomorphisme injectif j: Jm(G)--, g' tels 
que f = j of op c'est-a-dire le diagmmme suivant est comm.utatif 

G _!c_. G' 

Pl i j 

G/ker f L Imf 
' -Demonstmtion. Posons, pour tout x E G/kerf, f(x) = f(x) et montrons 

que f est bien definie et est un isomorphisme de groupes. 
Soit x1 , X2 E G tel que x1 = X2 alors x1x21 

E ker f, done f (x1x21
) = e' 

c'est-a-dire f (x1) = f (x2 ) d'ou fest bien definie. De plus on a: 

fest un homomorphisme de groupes. 
Soit x E G tel que f (x) = e', d'apres la definition de f on a x E ker f 

c'est-a-dire x = e. Done fest injectif, par consequent c'est un isomorphisme 
de G/ker f dans Imf. 

Par definition de f on a, pour tout x E G 

j of op(x) = f(x) = f (x) 

ce qui acheve la demonstration. ■ 

Corollaire 2.5.3 (premier theoreme d'isomorphisme) Si f : G---, G' est 
un homomorphisme de groupe alors 

G/ker(f) c::: Im(G). 
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Proposition 2.5.3 Soit Gun groupe monogene, 

1. Si G est infini alors G est isomorphe a Z, 

2. Si G est fini d'ordre n alors G est isomorphe a Z/nZ. 

Theoreme 2.5.6 (!I'"" theoreme d'isomorphisme) 
Soient G un groupe et H, K deux sous-groupes de G tel que K :;SJ G. A/ors 

H/HnK co:: HK/K. 

Theoreme 2.5.7 (s:-metheoreme d'isomorphisme) 
Soient H et K deu.x sous-groiqies distingues d'un groupe G. On suppose 

que K C H. Alors on a : 

1. H/K~G/K 

2. (G/K) / (H/K) co:: G/H. 

2.6 Groupes symetriques 

' 2.6.1 Groupe des permutations d'un ensemble E 

On appelle permutation de E toute bijection de E sur Jui ml'lme. L'en
semble de toutes Jes permutations de E e.st un groupe pour la composition 
des applications. Ce groupe est appele groupes des permutations de E, ou 
groupe symetrique de E, on le note S (E). 

Remarque 2.6.1 Si E et E' sont deu.x ensembles b;Juipotents a/ors S (E) et 
S (E') sont isomorphes. 

En effet, soit rp : E --> E' une bijection. Alors !'application 

s (E} -
f ,-., 

e.st un isomorph.is.me de groupes. 

S (E') 
'PO f O rp-1 

~-2 Etude du groupe symetrique Sn; 

Supposons que E est un ensemble fini _de cardinal n, tCll,1/! lei, groupes SE 
sont isomorphe a Sn, groupe des permutations de {l, ... , n}. Tous cesgroupes 
sont finis de. cardinal n !. 
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2.6 Groupes symetriques A.CHKIRIBA 

Notation une permllota.tioa u de {l, ... , n} sera notee i >---> u (i) ou 
encore 

( 
1 2 

u(l) u(2) 
... n } 
.. . u (n) ... 

Si n = 2, cardS2 = 2, done on a : 

Si n = 3, cardS3 = 6, et on a : 

(123) (1 avec e = 
1 2 3 

, t 1 = 
1 

(123) (123) 
2 3 1 ,c2 = 3 1 2 

Definition 2.6.1 Soit E = {l, ... , n} et ICE. On dit qu'une permutation 
u de E opere sur 'I ou de support I si u permute taus les elements de I et 
laisse invariant chaque element de E - I. 

Une transposition t est une permutation qui opere sur une partie a deux 
elements : il existe i =I j E E tel que u (i) = j, u (j) = i et pour tout 
k EE - {i,j}, u (k) = k. On la note t = (i,j). 

Un cyde de longueur k est une permutation c qui opere sur une partie 
de Ea k elements, autrement dit: il existe {i1, ... , ik} c E telle que 

u(i1)=i2 
u(i2)=i3 

u(ik) = i1 
u (j) = j,et pour j <:f. {i1 , ... , ik}. 

On le note c = (i1 , ... , ik). 

Remarque 2.6.2 1. Toute transposition est un cycle de longueur 2 

2. Tout cycle de longueur k est un element de Sn d'ordre k. 

3. Deux cycle operant sur deux parties disjointes, sont permutables. 
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On montre facilernent si c est un cycle de longueur k alors ck = e. 

Soient c 1 et e:i deux cycles operants respectivement sur !11 = {i1 , ... , i,,} 
et !12 = {j1 , ... ,jq} deux parties disjointes de E. Alors 

{ 

X = C2 0 C1 (x) si X ~ !11 LJ fl2 

C1 0 C2 (x) = C1 (x) = C2 0 Ci (x) si XE fl1. 

C:2 ( X) = C2 O C1 ( X) Si X E fl2 

On deduit que c 1 o c2 = c 2 o c1. 

Pi't,posit~.6.1 Pour n;;,, 3, le groupe Sn n'est pas commutatif 

Pour n = 3, on a : (1, 2) o (2, 3) = (1, 2, 3) et (2, 3) o (1, 2) = (1, 3, 2). 

Proposition 2.6.2 Toute permutation de Sn se decompose en produit de 
cycles deux a deux disjoints et dont la somme des ordres est egle an. Autre
ment dit Sn est engendre par les cycles. 

Demonstration. Soit CJ E Sn une permutation de support l de cardinal r. 
On raisonne par recurrence sur r, si r = 0 on a CJ = e done c'est un cycle 
de longueur 0. Supposons que la propriete est vrai pour toute permutation 
de support de cardinal s < r. Soit i1 E J tel que i1 n'est pas invariant 
par CJ on pose 11 = {i1 ,CJti1 ),rJ2 (i1 ), ... ,CJ'1 (ii)} alors 11 Cl. Soit c1 = 
(i1 , CJ (i1), CJ2 (i1), ... , rJr, (i1)) alors CJ = c 1 op ou pest une permutation de 
support J - 11 de cardinal r' < r. D'apres l'hypothese de recurrence on a 
p = c2 o ... o ck ou tous les cycles sont disjonits, done CJ = c1 o ... o ck. ■ 

. ( 1 2 3 4 5 6 7 ) Exemple 2.6.1 Soit CJ = 
3 2 4 1 7 6 5 

alors CJ = (1, 3, 4) o 

(5, 7) . 

Theoreme 2.6.1 Toute permutation est un produit de transpositions, c'est
a-dire Sn est engendre par les transprJsitions. 

Demonstartion. Co=e toute permutation est un produit de cycles deux a 
deux disjoints, il suflit de montrer que tout cycle est un produit de· trans
positions. Soit (i1, ... ,ir) un cycle de longueur r. Alors on montre aisernent 
que 

(ii, .. •, ir) = (i1, ir) 0 (i1, ir-1) 0 ... (i1, i2). 

Lemme 2.6.1 Pour toute permutation CJ, le produit 

( ) = II (J ( i) - (J (j) 
! (J • . 

t-J i<j 

est egal a ±1, appele signature de CJ. 
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2. 7 Groupe operant sur un ellSemble A.CHKIRIBA 

Demonstartion. Co=e u est une bijection de !'ensemble {l, ... , n} alors 
tous Jes facteurs du denominateur se retrouvent done une fois et une seule 
dans le numerateur avec eventuellement un changement de signe, done 1;; (a) = 
±1. ■ 

U ne permutation de signature 1 est dite permutation pa ire et elle est dite 
impaire dans le cas contra.ire. 

Remarque 2.6.3 Toute transposition est 1.me permutation impaire. 

Proposition 2.6.3 L 'application 

E:: (Sn,o) -> ({1,-1},x) 
u f--+ Ii: (u) 

est un homomorphisme de groupes c 'est-d-dire E: ( a o T) = E: (a) x c ( T) . 

On en deduit la proposition suivante : 

Proposition 2.6.4 La signature d'une permutation a est egale a (-1)" ou 
r est le nombre d,e transpositions qui figure dans la decomposatton de a. 

Demonstration. Supposons que u = ti o ... otr alors c(u) = c:(t1 ) .. .t:(tr) = 
(-1r. ■ 

Proposition 2.6.5 La signature d'un cycle de longueurr est egale--0. (~1)"-1
. 

2. 7 Groupe operant sur un ensemble 

Definition 2.7.1 Soient G un groupe et E un ensemble non vide. On dit 
que G opere sur E ou on a une action de G sur E si on peut definir une 
application 

verifiant : 

J. (9192) X = 91 (92X) 

2. ex= x 

GxE--+ E 
(9, X) ,_.... 9X 

pour tout 91, 92 E G et x E E. 

Exemple 2.7.1 Soit Gun 9roupe. 
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1. L 'application 
G X G -------> G 
(g, x) ,_____. g,x = gxg-1 

definit une operation de G sur lui meme. On dit que G opere sur lui 
par con3ugaison. 

2. G opere sur lui meme par translation : 

GxG --+ G 
(g, x) ,_____. g.x = gx. 

3. Soit E un ensemble et G un sous-groupe de S (E) . Alors G opere sur 
E par: 

G X E -------> 

( 0-, X) ,__.... 
E 

o-(x). 

Theoreme 2.7.1 Soit G un groupe et E un ensemble non vide.-Alors G 
opere sur E si et seulement s'il existe un homomorphisme de G dans S (E). 

Demonstration. Supposons que G opere sur E. Pour tout g E G, on designe 
par t9 !'application , 

on a 

t 9 : E -------> E 
X ,__.... gx 

ty O tg' = tyg' 

iy O ty-1 = IdE 

done t9 est une permutation de E. Par consequent !'application 

t : G -------> S ( E) 
g ,__.... ty 

est un homomorphisme de groupes. 
Reciproquement : soit un homomorphisme de groupes <p : G --+ S (E) 

alors on peut d~finir une action de G sur E par 

g.x = <p (g) (x) 

pour tout g E Get x EE. ■ 

Definition 2. 7.2 Le noyau de l'homomorphisme '/;.~j a,-dessus est ap
pele noyau de l 'action. 
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2. 7 Groupe operant sur un ensemble A.CHKIRIBA 

2. 7.1 Orbites et stabilisateur d'un element. 

Soit G un groupe operant sur un ensemble E no vide. On definit sur E 
une relation d'equivalence associe a !'action de G sur E par : 

xRy-{=} (:lg E G) tel que y = gx 

Definition 2.7.3 La classe de x modulo la relation R s'appelle l'orbite ou 
la trajectoire de x, on le note 0,, : 

Ox = {gx I g E G} = Gx. 

Exemple 2. 7.2 Si G opere sur lui mtme par conjugaison alors on a 

Ox= {gxg- 1 I g E G}. 

Proposition 2.7.1 Soit G un groupe operant sur un ensemble Eno IJide, 
/'ensemble des elements de G qui laisse face /'element x est un sous-groupe 
de G appele stabiliosateur ou sous-groupe d'isotropie de x, on le note Gx. 

Demonstration.,Gx est non vide car ex= x. Soit g, g' E G,, alors (gg') x = 
g (g'x) = gx = x et g-1x = x. Done Gx est un sous-groupe de G. ■ 

Exemple 2. 7.3 Si G opere sur lui mtme par conjugaison alors 

Gx = {g I gxg-1 = x} = {g I gx = xg} = Cx 

le centralisateur de x. 

Definition 2. 7.4 On dit que G opere transitivement sur E si le nombre des 
01·bites suivant E est egal a 1, autrement dit si, pour tout x, y E E, il existe 
g E G tel que y = gx. 

Theoreme 2. 7.2 Soient G un groupe qui opere sur un ensemble E et !1 une 
orbite suivant G. Si a, b E !1 alors ii existe g E G tel que 

Demonstration. Puisque a, b E !1 alors ii existe g E G tel que b = ga. Soit 
x E Gb alors x (ga) = ga c'est-a-dire (xg) a= ga done (g- 1xg) a= a on en 
deduit que g- 1Gbg C Ga. . 

Reciproquement: Soit x E Ga alors (xg- 1) b = g- 1b c'est-adire (gxg- 1) b = 
b done gxg-1 E Gb d'ou Ga C g-1Gb9· ■ 
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Theoreme 2.7.3 Soit Eun G-ensemble. fl existe une bijection de l'orbite 
de x sur !'ensemble des classes a gauche modulo Gx. 

Demo7l:Jtrotion. Soit x E E, considerons l'application 

f: Ox ----+ G/Gx 
gx >--+ gGx 

011 g est la classe de g modulo Gx. 
Montrons que f est bien definie. Soit g, g' E G tel que gx = g'x alors 

g-1g'x = X done g-1g' E Gx c'est-a-dire g'Gx = gGx. 
Soit gx, g'x E Ox tel que g'Gx = gGx alors g- 1g' E Gx c'est a dire 

gx = g'x. Done f est injective et puisqu'elle est surjective par construction 
d'ou f est bijective. ■ 

Corollaire 2.7.1 SiG estfini alors toutes les orbites sontfinies et pour tout 
x E G, card (Ox) divise card (G). De plus on a: 

card (Ox)= [G: Gx]. 

Corollaire 2.7.2 Soit E tin G-ensemble fini et X une partie de E conte
nant un element et un seul de chaque orbite, alors on a : 

card (E) = L [G ~ Gx] . 
xEX 

Theoreme 2.7.4 (equations des classes de Friibenius). Soit Gun groupe qui 
opere sur lui meme par conjugaison, alors on a : 

card(G)=card(Z(G))+ L [G:Gx], 
xEX-Z(G) 

Demonstration. Puisque G opere sur lui milme par conjugaison alors Ox = 
{gxg- 1 I g E G} et si x E Z ( G) alors Ox = { x} . Le stabilisateur Gx de x 
est : 

Gx = {g E G I gxg-1 = x} 
et si x E Z ( G) alors 

Gx=G. 

Les orbites de G forment une partition de G alors card(G) = 2: Ox -

2: Ox+ 2: Ox= card (Z) 
xEX 

aEZ(G) xEX-Z(G) 
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2.8 Exercices A.CHKIRIBA 

2.8 Exercices 

Exercic~ On definit sur IQ une loi de composition inteme (L. C.I) par : 

x+y 
X*y---- 2 . 

1. M ontrer que tout element de IQ est regulier pour la loi * · 
2. Montrer que, pour tout x, y, y E IQ, on a : 

x * (y * z) = (x * y) * (x * z). 

3. IQ admet-il un element neutre ? 

4- (IQ,*) est-il un groupe? 

Exercice 2.2 Soit (G, .) un ensemble muni d'une L.C.I associative telle que, 
pour tout x les translations a gauche 'Yx sont surjectives et il existe a tel que 
la translation a droite Oa est surjective. Demontrer que (G, .) est un groupe. 

Exercice 2.3 Soit E un mnoi"de non unitaire tel que tout element est regulier 
a gauche. 

' 1. Montrer que si u EE est idempotent (u2 = u) alors ux = x (Vx EE) 

2. Montrer que si u, v sont idempotent distincts alors il n'existe aucun 
couple (x, y) E E 2 tel que xu = yv 

3c Montrer que, si E admet un element neutre e alors e est le seul element 
idempotent. 

Exercice 2.4 Soit E un monoi"de tel qu'il existe e E E admet un element 
neutre a droite et (Vx EE) (x' E E) tel que xx' = e. Montrer que E est un 
groupe. 

Exercice 2.5 Soit E un mnoi"de fini tel que tout element est regulier {sim
plifiable a droite et a gauche). Montrer que E est un groupe. 

Exercice 2.6 Soit G un groupe note multiplicativement tel que x2 = e, pour 
wutx E G. 

I. Demontrer que G est abelien 

2. Demontrer que si G est fini alors O ( G) ( ordre de G) est une puissance 
de 2. 

Exercice 2. 7 Soit ( G, . ) un groupe et H un sous-groupe. 
Demontrer que si [G : HJ = 2 alors H est un sous-groupe distingue de G. 
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Exercice 2.8 Soit G =J/f'QU.pe et H, K sont deux sous-groupes de G. Mon
trer que les proprittes suivantes sont ~ivalentes : 

1. HK est un sous groupe de G 

2. HK=KH. 

Exercice 2.9 Soit Gun groupe, G1 et G2 deux sous groupes de G. Montrer 
que si G1 U G2 "" G a/ors G1 = G ou Gz = G. 

Exercice 2.10 On appelle sous-groupe derive du groupe G, et on note D ( G) , 
le sous-groupe engendre par les elements xyx-1y- 1, (x, y E G). 

1. Montrerque D (G) est distingue dans G. 

2. Et.ant donne H un sous-groupe distingue dans G, montrer que G / H est 
abelien si et seulement si D ( G) C H. 

Exercice 2.11 Soit H et K deux sous-groupes de G. On designe par G' le 
sous-groupe de G engendre par HU K et par HK ! 'ensemble des elements de 
la forme hk ou (h, k) EH x K. 

1. Montrer que si H e~t distingue dans G alors G' = HK. 

2. On suppose que si H et K sont distingues et H n K = {e}. Montrer 
que hk = kh, 'It (h, k) E HK et HK est isomorphe a H x K. 

Exercice 2.12 Soit a E 85 et /3 E S9. 

1. Decomposer en produit de cycles puis en produit de transpositions les 
. (123456) (12345678 

permutations a: = 3 6 1 4 2 5 '/3 = . 3 7 8 9 4 5 2 1 

2. Calculer 

Exercice 2.13 Soit n EN avec n > 2. 

1. M ontrer que Sn est engendre par les n - 1 transpositions ( i, i + 1) . 

2. Montrer que Sn est engendre par la transposition (1, 2) et le cycle 
(1, ... ,n). 
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Chapitre t,/ 
ANNEAUX ET CORPS 

3.1 Anneaux 

3.1.1 Definitions et regles de calcul 

Definition 3. 1. 1 On appelle anneau tout ensemble non vi.de A muni de deux 
lois de composition intern.es une loi additive ( +) est une loi multiplicative ( x 
Oil.) tel que : 

1. (A, +) est un groupe a.belien 

2. La multiplication est associative 

x(yz) = (xy) z, "lx,y,z EA· 

3. La multiplication est distributive a droite et ii gauche par rapport a 
l'addition 

x(y+z) = xy+xz et (y+z)x= yx+yz, "lx,y,z EA 

4. la multiplication possede un tltment unitt noU lA 

Si de plus la multiplication est commutative l'anneauA est dit commutatif. 

Exemples 3.1.1 1. (Z, +, x), (Q, +, x), (JR,+, x), (IC,+, x) sont des an-
neaux commutatifs. . 

2. Pour toutn EN, (n~,+, x) est un anneau commutatif 

3. F(lR., JR.) = {fonctions de JR. dans JR.}, (F(JR,JR.), +, o) est un anneau non 
commutatif -
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4. Soit I un intenialle de JR, F(J, IR) = {jonctions de I dans JR}, (F(J, JR),+, x) est 
un anneau commutatif 

Proposition 3.1.1 (regles de calc-u.ls dans un anneau) Soit A un anneau. 
(\Ix, y, EA), (\In E N), on a : t~ 

1. x · OA = OA 

2. x-(-y)=(-x)·y=-x.y 

3. x · (ny) = (nx) · y = n(x · y) 

4- (-x)•(-y)=x·y 

Exercice. Soit A un anneau , a et b E A tel que ab = ba. Montrer que, 
pour tout n EN, 

n 

(a+ b)" = L C!akbn-k 
k=O 

3.1.2 Elements remarquables dans un anneau 

Definition 3.1.2 Soit A un anneau. 

1. Un element x E A est dit inversilile dans A s 'il e.xi.ste x' E A tel que : 

xx'= x'x = lA-

2. Un element a E A est dit regulier si a est simplifiable a droite et a 
nn.11.rh.P nnr rn.nrmrl. n. ln. m.?1.lti.·nl.ir.n.ti.nn. . . . 

3. Un element a E A-{O} est dit diviseur de zero s'il e.xi.ste b E A-{O} tel 
que: 

ab=ba=O 

4. Un element x E A est dit nilpotent s 'il e.xi.ste n E N• tel que : 

le plus petit entier p tel que xP = 0 est appele indice de nilpotence de x. 

Theoreme 3.1.1 L'ensemble (U(A), .) des elements inversibles de A muni 
de la multiplication est un groupe d'element unite lA. · 

Demonstration. U (A) est stable par la multiplication : si u, v E U (A) alors 
(uv) (v-1u-1) = lA, done uv EU (A), de plus si u EU (A) alors u-1 EU (A) 
et lA E U (A), done U (A) est un groupe multiplicatif. ■ 
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Definition 3.1.3 Un anneau integre est un anneau non nul mmmutatif sans 
diviseur de zero. 

Exemple 3.1.1 1. (Z, +, x), (QI,+, x), (JR,+, x), (IC,+, x) sont des an-
neaux integres. 

z 
2. Sin est un entier premier alors (nZ , +, x) est un anneau integre. 

3.1.3 Sous anneaux et ideaux d'un anneau 

Definition 3.1.4 On appelle sous anneau d'un anneau A toute partie B de 
A telle que 

1. B est stable pour l'addition 

'tx,y EB, x+y EB 

2. B est stable par la multiplication 

'tx,yEB, xxyEB 

3. B est un, anneau pour les deux lois induites. 

Definition 3.1.5 ( autre definition) Un sous anneau d 'un anneau A est une 
partie B de A telle que : 

1. B est un sous groupe de (A,+) 

2. B est stable pour la multiplication 

3. l.4 EB. 

Exemple 3.1.2 Z est un spus anneaux de (QI,+, x), QI est un sous anneaux 
de (JR,+, x ), JR est un sous anneaux de (IC,+, x ). Le seul sous anneau de Z 
est Z. 

Proposition 3.1.2 Soit (A,+, x) un anneau et B C A. La partie B est un 
sous anneau de A si et seulement si les proprietes suivantes sont satisfaites : 

1. ('tx,yEB),x-yEB 

2. ('Ix, y E B), xy E B 

3. IA EB 

Definition 3.1.6 Soit (A,+, x) un anneau d I une partie non vide de A. 
On dit que I est un ideal ii. gauche (resp.ii. droite) de A si (I,+) est un sous 
groupe de (A,+) et ('Ix E I, 'ta E A) ax E I {resp. xa E I). Un idool qui 
est ii. la fois ideal ii. gauche et a droite est appele ideal bilatere. 
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3.2 Homomorpbismes d'anneaux A.CHKIRIBA 

Remarque 3.1.1 Si A est un anneau commutatif tout idrol d gauche est un 
ideal a droite. 

Proposition 3.1.3 Soient A un anneau et I C A. La parlie I est un idrol 
d gauche {resp. a droite) de A si et seu.lement si les proprietes suivantes sont 
satisfaites : 

1. ('<Ix, y E I) , x + y E J { stabilite pourla loi +) 

2. ('<la E A; '<Ix E I) , ax E J , {resp. xa E J} 

Exemples 3.1.2 1. ('<In E N) , nZ est un ideal de Z. 

2. Soit Aun anneau, {OA} et A sont des ideaua: bilateres de A. 

3. Pour tout a E A, 
aA={ax/xEA} 

est un idrol d droite de A et 

Aa = {xa/x EA} 

est un ideal a gauche deA. 

4- Soit B une parlie non vide de A, 

Ann.(B) = {x EA/ xb = OA, '<lb EB} 

est un ideal d gauche de A et 

Annd(B) = { x E A/ bx= OA, '<lb E B} 

est un ideal a droite de A . 

Remarque 3.1.2 tout ideal a gauche ou a droite de A contenant lA est egal 
a.A. 

3.2 Homomorphismes d'anneaux 

Definition 3.2.1 Soient A et A' deua: anneaua: et f : A --+ A' une applica
tion . On dit que f est un homomorphisme d'anneaua: si : 

1. f(x + y) = f(x) + f(y) 

2. f(xy) = f(x)f(y) 

3. f(lA) = lA' 

Si de plus f est bijective on dit que f est un isomorphisme d'anneaua:. 
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Remarque 3.2.1 Si 1: A--+ A' est un homomorphisme d'anneaux alors 

l(OA) = OA, 

1(-x) = -l(x) ('Ix EA) 

Proposition 3.2.1 Soient 1 : A --+ A' un homomorphisme d'anneaux 
B et B' deux sous anneaux de A et A' respe,ctivement alors on a : 

1. l(B) est un sous anneau de A' 

2. 1-1(B') est un sous anneau de A. 

Demonstration. Soient y, y1 E 1 (B) , alors il existe x, x' E B tel que y = 1 ( x) 
et y1 = l(x'). On a y-7/ = l(x)- l(x') = l(x-x'). Puisque Best 
un anneau alors x - x' E B par consequent 1 (x - x') E 1 (B) c'est-a-dire 
y -11 E 1 (B). Or yy' = 1 (x) 1 (x') = 1 (xx') car 1 est un homomorphisme 
d'anneaux de plus xx' E B (B est un sous anneau de A), done on deduit 
que yy1 E 1 (B) . Puisque B est un sous anneau de A alors lA E B et 
1 (IA)= lA' E 1 (B). Done Best un sous anneaux de A'. 

· Montrons la seconde assertion, 1-1 ( B') = { x E A I 1 ( x) E B'}. On a 
lA' = 1 (lA), done lA E 1-1 (B'), de plus si x, x' E 1-1 (B') alors 1 (xx') = 
1 ( x) 1 (x') E B' car B' est un sous anneau de A', done xx' E 1-1 (B') c'est-a
dire 1-1 (B') est stable pour la multiplication. Or 1 (x - x') = 1 (x)- 1 (x') E 
B' car B' est un sous anneau de A', done x - x' E 1-1 (B'). D'ou 1-1 (B') 
est un sous anneau de A. ■ 

Proposition 3.2.2 Soient 1 : A --+ A' un homomorphisme d'anneaux 
I et I' deux ideaux de A et A' respe,ctivement alors on a : 

1. l(J) est unideal de l(A') 

2. 1-1(!1
) est un 'ideal de A. 

Proposition ·3.2.3 _Soit 1 : A --+ A' un homomorphisme d'anneaux alors 
on a: 

1. l(A) est un sous anneau de A', appeM image de 1, et est noU Im (f), 

2. 1-1 ({0A,})est unideal de A, appele noyau 'de 1, et est notl!ker(f) . 

. Proposition 3.2.4 Soit 1 : A--+ A' un homomorphisme d'anneaux, alors 
on a: 

1. 1 est inje,ctive si et seulement si ker(f) = {OA} 

2. 1 est surje,ctive si et seulement si Im (f) = A'. 
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3.3 Anneaux quotients A.C:HKIRIBA 

3.3 Anneaux quotients 
. A 

Theoreme 3;3.1 Soient A un anneaux, I un ideal bilatere de A et ( 1 , +) le 

groupe quotient. fl existe une loi de composition inteme unique notre aussi 
x telle que: · 

A 
1. (1 ,+, x) est un anneau 

2. la surjection canonique p 
neaux. 

A 
A ---> est un homomorphisme d'an-

I 

A 
L'anneau (1 ,+, x) est appele anneau quotient, side plus l'anneau A est 

A 
commutatif I est aussi commutatif. 

Demonstration. Posons x x y = x x yet montrons que cette Joi est bien 
definie. 

- - A - -
Soient x, x', y, y' E J tels que x = x' et y = y', montrons que x x y = 

x' x y'. On a xy-x'y' = (x-x')y + x'(y-y'). Puisquex =? et y = y' alors 
x - x' et y - y' E I. Done xy - x'y' E I, c-A-d x x y = x' x y' c-a-d x x y = 
- - A 
x' x y'. De plus la Joi ainsi d~finie est unique telle que (I, +, x) est un anneau 

et la surjection canonique p : A ---, 1 est un homomorphisme d'anneau. ■ 

l"T"l1-~-.-,!!,.~--- "') "').,, /J,: _____ . ____ . ..__. ___ ---·------·. ,.1,. _ '--·---------~-1 .. ·.,-- J,_ ---- _\ 
-~•-~•'-'_......,.,,._ .._. • .._..._ l ___ ...,,. rvv"vv'-"•v -~•~..-•V"'j~- ,_., -,~,vV"V...,.,~._,,.f:',vv-,.v- - ,-n,~<-,u, / 

A 
Soient f : A ---, A' un homomorphisme d'anneaux , P : A ---> ker f 

la surjection canonique et j : Im (f) ---, A' /'injection canonique. Alors il 

existe un isomorphisme unique f : _i_ ---, Im (!) tel que f = j o f o p 
ker f 

c-ii.-d le diagramme suivant est commutatif 

A 
Pl 

A 
ker f 

_!__,, A' 
jj 

L Im(!) 

Corollaire 3.3.1 (1"'theoreme d'isomorphisme) Soient f : A ---, A' un 
homomorphisme d 'anneaux, alors A/ ker f est isomorphe ii. Im(!) . 
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3.4 Ideaux d'un anneau commutatif 

Proposition 3.4.1 Soient A un anneau commutatif et (J,),e1 ,.me famille 
quelconqu,e d 'ideaux. 

Alors n J, est un ideal de A. 
iE/ 

Demonstration. n J, # 0 car OA E J,, pour tout i E J. Soient a E A et 
iEI 

x,y E nJ, alors ax,x+y En I; car, pour tout i E J, 1; est unideal de A. 
.- iE.l iE.I 

Done n J, est un ideal de A. ■ 
iEl 

Dffinition 3.4.1 Soit A un anneau commutatif et X une partie de A . On 
appelle ideal engendre par X le plus petit ideal de A contenant X on le note 
(X). Si X = {a} alors (X) = (a) est dit ideal principal. 

. -
Proposition 3.4.2 Soit A un anneau commutatij et X une partie de A. 
Alors l'ideal engendre par X est l'intersection de tout les ideaux de A conte
nant X. 

Proposition 3.4.3 Soit A un anneau commutatif 

1. Si X = 0 alors (X) = {e} 

2. Si X = {x} alors (X) =Ax= {ax I a EA} 

3. Si X = {x1, ... ,xn} alors'(X) = {a1x1 + ... +anxn I a1,••·,0n EA} 

4. Si X est une partie infinie de A alors 

A.CHKIR.IBA 

(X) = {x EA I 3n EN• tel qu,e x = a,,x,, + ... +a.;,,x;.,.. avec x,1 EX, a,1 EA}. 

Theor~me 3.4.1 Soient Aun anneau commutatif I et J deux ideaux de A. 
alors 

· 1+J={x+y I xEJ,yEJ} 

est ideal de A appele ideal somme de I et J. 

Demonstration. L'element neutre O" E J + J done J + J # 0. Soient z, z' E 
I+ J, alors il existe x,x' E Jet y,-y' E J tel que z = x +yet z' = x' + -y'. 
Done z + z' = (x + y) + (x' + y') = (x + x') + (y + -y') E J + J. Et si a E A 
alors az = a (x + y) =ax+ ay E J + J. Done I+ Jest unideal de A. ■ 

Remarque 3.4.1 Si X = {a1, ... a,,} alors (X) = (a1) + ... +(an) 
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Definition 3.4.2 (idrol produit) Soient A un anneau commutatif I et J deux 
ideaux de A. L 'idool engendre. par { xy I x E J et y E J} est appele ideal 
produit de I et J. On le note I· J. 

Definition 3.4.3 Soit Aun anneau. L 'application : 

est un homomorphi.sme d 'anneaux. L 'entier p qui engendre ker cp est appeM 
cameteri.stique de A on la note caract(A). 

Si cp est injective alors ker cp = {0} ;done caract(A) = 0 
Si cp est non injective alors i1 exi.ste un entier p f O tel que Ker f = 

pZ,done caract(A) = p. 

Remarque 3.4.2 Si caract(A) = p alors plA = 0A, done px = 0A, v'x EA. 

Proposition 3.4.4 Un anneau A non nul sans divi.seurs de zero ( en parti
c-ulier un anneau integre.) est de cameteri.stique O ou un nombre premier. 

Demonstration. si caract(A) = p f 0 alors K ercp = pZ. Done p~ est ise>

morphe a Jmcp = ZIA qui est un anneau integre, done p est un nombre 
premier. ■ 

Exemple 3.4.1 1. ccaract(Z) = caract(IQ) =caract(lR) =caract(IC) =0 

2. caract( nZ) = n. 

3.5 Divisibilite dans les anneaux integres 

Definition 3.5.1 Soit Aun anneau et (a,b) E A2 • On dit que a divi.se b si 
et seulement s'il exi.ste q EA tel que b = aq, et on note a I b. 

Remarque 3.5.1 1. v'u E U(A), v'b EA, u J b 

2. v'a EA - {0}, a I 0. 

Proposition 3.5.1 Pour tout (a, b) E A2 on a: 

(i) a I b-=> (b) C (a) 

(ii) (a) = (b) -=> :lu E U(A), tel que b = ua, on dit que a et b sont 
assoeies. 

44 



------- -- --·----------

ANNEAUX EI' CORPS 

Dem.onstmti.on. (i) a I b -¢=,} 3 q E A tel que b = qa -¢=,} b E (a) i.e 
(b) c (a). 

(ii) On a d'apre.s ce qui pre:ede (a)= (b) -¢==;, 3q, q' EA tel que a= qb 
et b = q'a. Done a= qq'a, or l'anneau est int~gre par consequent qq' = lA. 
On pose q = u E U(A) done b = ua. ■ 

DAfinition 3.5.2 On appelle element irreductible de A tout element non in
versible a E A, dont les seu.l.s diviseurs sont les elements inversibles ou les 
elements associes a a. 

Exemple 3.5.1 Les elements irreductibles de Z sont les nombres premiers. 

D~finition 3.5.3 On appelle anneau principal tout anneau inte,gre tel que 
tout ideal est principal (i.e engendre par un seul element). 

Exemple 3.5.2 Z est un anneau principal. 

D~finition 3.5.4 Soit A un anneau inUgre et a, b E A. Un element d est 
dit pgdc(a, b) s'il verifie les conditions suivantes: 

1. d I a et d I b 

2. Si d' E A tel que d' I a et d' I b alors d' I d. 

Un element m EA est ditppmc(a,b)s'il verifie les conditions suivantes: 

1. a Im et b Im 
2. Si m' E A tel que a I m' et b I m' alors m I m'. 

Theor~me 3.5.1 SoitA un anneauprincipal. Tout couple (a,b) E A2 admet 
un pgdcet un ppmc. 

Demonstration. Puisque A est un anneau principal alors (a) +(b) est un id~ 
principal. Done il existed EA tel que (a)+ (b) = (d). d'ou d = pgcd(a, b)m. 

De mfune on montre que (a) n (b) = (ppmc(a,b)). ■ 

DAfinition 3.5.5 Soit A un anneau commutatif et P un ideal de A, !'ideal 
P est un ideal premier si : 

1. P,fA 

2. ('<ix, y E A) xy E P = x E P OU y E P . 

Exemple 3.5.3 pZ est un ideal premier de Z pour tout nombre premier p. 
{OA} est unideal premier de A-¢=,} A est un anneau inte,gre. 

45 

A.CHKIRIBA 



3.6 Corps A.C:HKIRIBA 

Theoreme 3.5.2 Soit A un anneau commutatif. Les proprieMs suivantes 
sont equivalentes : 

(i) P est un idrol premier de A, 

( ii) A - P est une partie stable de A pour la loi x, 
A 

(iii) p est un anneau integre .. 

Demonstrotion. 
(i) ==> (ii) Soit x, y E A~ P alors x I/. P et y I/. Pet d'apres la definition 

de P on a xy I/. P i.e xy E A - P. 
A - -

(ii)==> (iii) Soit x, 'ii E p tel que x #- OA et y #- OA alors x I/. Pet y I/. P 

i.e x EA-Pet y E A-P. Co=e A-Pest stable par x alors xy E A-P. 
- . A 

Done xy #- OA i.e p est integre. 

(ii) ==> (iii) Soit x, y E A tel que xy E P alors xy = xy = DA- Puisque 
A - -p est integre alors x = OA ou y = OA i.e x E P ou y E P. ■ 

3.6 Corps 

Definition 3.6.1 Soit K un anneau non nul. On dit que K est un corps si 
tout element non nul de K est inversible; ou si U(K) = K - {OK}-

Exemple 3.6.1 IQ!, R., C sont des corps commutatifs. 

Proposition 3.6.1 Soit K un anneau non nul. K est un corps si et seule
ment si les seuls ideaux de K sont { 0 K} et K. 

Lemme 3.6.1 Si I est unideal d'un anneau A contenant un element inver
sible alors I = A. 

Demonstrotion. Soit u E U(A) tel que u EI alors lA = uu-1 E I. Done 
I= A. ■ 

La demonstration de la proposition decoule i=ediatement du le=e. 

Definition 3.6.2 Soit Kun corps et L ~ K. On dit que Lest un sous corps 
de K si L muni des lois induites de K est un corps. 

Proposition 3.6.2 Soit K un corps et L ~ K. L est un sous corps de K si 
L verifie les proprietes suivantes : 
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1. (\/x,yEL)x-yEL 

2. (\/x,y EL) xy EL 

3. (\/x E L) x- 1 EL. 

Definition 3.6.3 Soit A un anneau commutatif M un ideal de A est dit 
maximal si: 

1. M #A 

2. Si) est un idea.I de A tel que M ~ J alors J = A ou j = M. 

Exemple 3.6.2 Sip est un nombre premier alors pZ est ideal maximal de 
z. 

Theoreme 3.6.1 Soit A un anneau commutatif M est un ideal nw.ximal 

dA' ul .. A e si et se ement si M est un corps. 

Demonstration. 

~) Soit J un idea.I de :i, p- 1(1) est un idea.I de A contenat M ( oii pest 

la surjection canonique). Or M est maximal, done p-1 {j) = .M ou p- 1(1) = 

A. Puisque p est surjective alors I= p(M) ={OA} ou I= p(A) = :i. Done 

d'apres la proposition 6.1 :i est un corps. 

~) Soit J un idea.I de A tel que M ~ J alors p( J) est un ideal de /4 · 
A - A 

Or M est un corps done p(J) = {OA} ou P(J)·= M i.e J =Mou J = A. 

Done M est maximal ■ 

Corollaire 3.6.1 Un ideal maximal est un ideal premier. 

Theoreme 3.6.2 {theoreme de Krull} Tout element d'un anneau commuta
tif est contenu dans un ideal maximal. 

Demonstration. Soient A un anneau comniutatif et x E A. Considerons F 
!'ensemble des idea.ux propres de A contenant x. L'ensemble F partiellement 
ordonne par !'inclusion est un ensemble inductif (c'.est-A-dire toute partie 
totalement ordonnee est rnajoree); en effet, soit (I;);o ·une partie de F 
totalement ordonnee. Montrons que U I; est un idea.I propre de A contenant 

;eJ 
X 
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3.6.1 Corps de fraction d'un anneau integre 

Position du probleme. Etant donne un anneau integre (A,+, x), on 
se propose de montrer qu'il existe un corps commutatif K verifiant Jes deux 
conditions : 

1. K admet un sous-anneau isomorphe a A. 
2. K est minimal pour la condition 1) ce qui signifie que tout corps conte

nant un sous-anneau isomorphe a A admet un sous-corps isomorphe A 
K. 

II en resulte que .si deux corps repondant a la question alors ils sont 
isomorphes. 

Existence d'une solution. Posons E = A x (A - {OA}), sur E la 
relation 'R, definie par : 

(a,b) 'R, (c,d) =ad-be= 0 

est une relation d'equivalence . 
E a 

Posons K = 'R. !'ensemble quotient, on note par b la classe d'equivalence 

de (a, b), et on definit sur K les deux lois suivantes: 

a cad-be 
b+d= bd 
a c ac 
bxd=bd 

Ces deux lois sont bien definies : 
a' c! a a' c c! a e a' c! 

~nH. - - r=- 'f< t.1=•1 m1p ·- = - ,=.,t, - = - mnnt.rnn~ nllf' - -+- - = - -+- -
ti a' · o ti a a· o a o a· 

a e a' c! 
et - x - = - x -. On a 

b d II d' 

done 

et 

done 

b'd' (ad- be)= ab'dd' - cd'bb' 

= dd' (ab' - a'b) - bb' (of - c!d) + bd (a'd' - b'c!) 

= bd (a'd' - b'c!) 

a c a' c! 
-+-=-+
b d II d' 

ach'd! - a'c'bd = a'b (cd' - c!d) = 0 

a e a' c! 
bxd=llxd, 

c'est-a-dire Jes deux Jois + et x sont bien definies sur K. 
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Tbeoreme 3.6.3 (K, +, x) est un corps commutatij. 

Proposition 3.6.3 Considerons I 'application 

<p: A ---+ K 
a 

a >-+ <p (a) = -
lA 

<p est un homomorphisme d'anneau injectif. 

D&monstmtion. <p (a+ b) =a; b = i + ~ = <p (a) +,p (b) (d'apre.s la defini

tion de la. Joi+). ,p(ab) =~=ix~= ,p(a) x <,o(b) (d'apre.s la dMinition 

lA 
de x), et <p (lA) = - = lK. 

lA 
a 

Montrons que <p est injectif. Soit a E A tel que <p (a) = 1 = OK, or 

DA d a DA d O , -dir . . if O d OK = - one - = - onne a = A c est-a . e <p est mJect . n peut one 
1 1 1 · 

identifier A au sous anneau <p (A)= {i I a EA} de K. ■ 

Proposition 3.6.4 Soit L un corps tel qu 'il existe un morphisme injectif 
w : A ---+ L alors il existe un morphisme injectif w : K ---+ L. 

Definition 3.6.4 le corps K = ! = { i I a EA et b E A - {DA}} est ap

pele corps de fraction de l'anneau A et on le note Fr (A) ou K (A). 

Exercice. Montrer que le corps de fractions de J'anneau Z est Q. 

3. 7 Anneux factoriels 

Definition 3. 7.1 On appelle anneau factoriel tout anneau A integre posse
dant !es proprietes suivantes : · 

1) tout element non nul x de A admet une db:omposition : 

- n-1 n,.-
X - UPi ···Pr (3.1) 

ou u est un element inversible, p1 , ... ,JJr sont des elements irreductibles de A 
distincts deux a deux et n1 , ... , n, sont des entiers naturels. 

2) Si x admet une autre decomposition de la meme forme 

_ m1 ms 
. X - VQ1 .•• q, 

alors r = s et il existe une permutation a E S, telle que, pour tout i E 

{1, ... , r}, p. est associe a Qo(i) et n; = m.,(,)· 
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Exemple 3. 7.1 Z est un anneau factoriel. 
Si K est un corps commutatif alors K[X] est un anneau factoriel. 

Proposition 3. 7.1 Soient A un anneau factoriel et x, y deux elements non 
nuls et non inversibles de A. Avec les notations, x = up~' ... p':' et y = 
vq'{'' .. . q';'•, pour que x di vise y il faut et il suffit que, pour tout i· E { 1, ... , r} 
il existe un uniquej E {l, ... ,s} tel quep, = q; etn; :$ m;. 

Proposition 3. 7.2 Soient A un anneau factoriel et x, y deux elements non 
nul.s de A, alors (x, y) admet un pgcd et un ppcm. 

Si de plus x = up~' ···P':'° et y = vq'{'' ... q';'•. Alors on a : 

d( ) - a;, ai, pgc x, y - P,, ···P,, ' 

ou p,1 , ••• , p,, sont les elements in-eductibles en com mun dans la decompo
sition de x et de y, et pour tout 1 :$ j :$ k, <>i; = min (n,;,m,;) ,/3,; = 

max ( n;;, '111,;;) . 

Theoreme 3. 7.1 {de Gauss). Soient un anneaufactoriel et a, b, c EA• alors 
si a et b sont premiers entre eux et divise be alors a divise c. 

Theoreme 3. 7 .2 Soient un anneau factoriel. et a, b1 , b2 E A• tel que b1 et b2 
,:,n..,+ .,.......:,.,..,,.;o.,.. ,o,,.,+.,..,., ,o-,,,.,. ~.; n ~ud ,1,;,,.,,;.,,;-,,10 .,...,..,.. 1,. pf h~ ri1nri: n Dt:f ,1,;,,,.;t:!,;-,,7,0 ,,,.,_,.. 

Theoreme 3. 7.3 Tout anneau principal est factoriel. 

Demonstration. Supposons qu'il x1 E A n'admettant pas de decomposition 
(1) en element irred.ictuble, alors x1 n'est ni inversible n'est irreductible. Il 
existe x 2 , y2 E A tel que x1 = x2y2 ; ptrisque x1 n'ayant pas de decomposition 
il en est de meme de x2 ou de y2 , supposons que ce soit x2 , on a done 
(x 1) ~ (x2). On reprend le meme raisonnement pour x2 , on voit qu'on peut 
construire par recurrence une strite strictement croissante (x1 ) ~ (x2 ) ~ ... ~ 

(xn) ... d'ideaux de A. Il est clair que U (x,) est un ideal de A. L'anneau 
i=N 

A etant principal il existed E A tel que U (x,) = (d), il existe ip E J tel 
i=N 

que d E (xp) done (d) C (xp), par consequent (xp) = (d). La strite est done 
stationnaire a partir de p, ce qtri est en contradiction avec l'hypothese. ■ 
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